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RESUME

Nous étudions les poids de graphes (c’est-a-dire, les invariants de graphes) qui apparaissent
naturellement dans la théorie de Mayer et la théorie de Ree-Hoover pour le développement du
virie] dans le contexte d’un gaz imparfait. Nous portons une attention particuliére au deuxiéme
poids wps(c) de Mayer et au poids wry (c) de Ree-Hoover d’un graphe 2-connexe ¢ dans le cas
d’un gaz & noyaux durs et & positions continues en une dimension.

Ces poids sont calculés a partir de volumes signés de polytopes convexes associés au graphe
c en utilisant la méthode des homomorphismes de graphes, que nous avons aussi adaptée au cas du
poids de Ree-Hoover, ainsi que les transformées de Fourier.

En faisant appel a |'inversion de Mobius, nous présentons des relations entre les poids de
Mayer et de Ree-Hoover. Ces relations nous permettent de donner une définition simple explicite
du concept du “star content” introduit par Ree-Hoover et d’analyser certaines de ses propriétés
fondamentales.

Parmi nos résultats, nous donnons des tables contenant les valeurs du poids de Mayer et du
poids de Ree-Hoover pour tous les graphes 2-connexes de taille au plus 8 ainsi que d’autres pa-
rametres descriptifs. Nous développons aussi des formules explicites pour les poids de Mayer et de
Ree-Hoover pour certaines familles de graphes 2-connexes simplement, doublement et triplement
infinies, incluant par exemple, le poids de Mayer des graphes bipartis complets Ko, 7.

En analysant les tables précédentes a I’aide du logiciel Maple, nous montrons que les poids
de Mayer et de Ree-Hoover ne sont pas exprimables comme des fonctions faisant seulement appel
a certains parametres classiques de la théorie des graphes.

Finalement, nous présentons une méthode générale pour le calcul du poids de Mayer d’un
graphe connexe quelconque basée sur les arborescences couvrantes en utilisant les transformées
de Fourier. Nous illustrons cette méthode sur des cas particuliers incluant les particules dures en
dimension quelconque d. Cette méthode donne aussi lieu a un algorithme de calcul basé sur les
différences divisées pour le cas des particules dures en dimension d = 1.

Mot-clés : Poids de Mayer, poids de Ree-Hoover, mécanique statistique, méthode des homomor-
phismes de graphes, transformées de Fourier, gaz imparfaits.



INTRODUCTION

Une pondération sur les graphes (simples, finis) est la donnée d’une fonction, dite de poids, définie
sur les graphes, qui prend des valeurs scalaires ou polynomiales et qui est invariante sous les iso-

morphismes, c’est-a-dire, sous les réétiquetages des sommets du graphe.

Etant donné que la plupart des concepts de base de la théorie des graphes partagent cette propriété
d’invariance, les exemples de pondérations sur les graphes sont trés nombreux. Par exemple, la
complexité «v(g) d’un graphe g, qui est définie comme le nombre maximal de foréts couvrantes de
g, est un exemple de poids de graphes. Dans le contexe d’un gaz non idéal dans un volume V C R?,
le deuxieme poids de Mayer wps(c) d’un graphe connexe ¢, sur ’ensemble [n] = {1,2,...,n} de

sommets, est défini par

o= [T A& -5l det i, 7 =0, <1>
(Reyn—1 (i
Jree
oll Z1,...,Z, sont des variables dans R? qui représentent les positions des n particules dans V'

(V — ©0), la valeur 7, = O est arbitrairement fixée, et ob f = f(r) est une fonction 2 va-
leurs réelles associée au potentiel d’interaction des particules deux a deux, voir (Uhlenbeck et
Ford, 1963; Labelle, Leroux et Ducharme, 2007; Thompson, 1972).

Notons par C[n| I’ensemble de tous les graphes connexes sur I’ensemble [n] = {1,2,...,n}. La

somme totale des poids de Mayer de tous les graphes connexes sur [n] est notée par
IClnllww = D, wa(e). )
ceCln]

L’intérét de la suite |C[n]|y,,, n > 1, en mécanique statistique, provient du fait que la pression P

du systeme est donnée par sa fonction génératrice exponentielle comme suit (voir (Labelle, Leroux



et Ducharme, 2007)) :
P Zn
T Cuy (2) = Z Cln|wn K 3)

n>1

ol k est une constante, 7" est la température et z une variable appelée la figacité ou ’activité
du systeme. Il est bien connu que le poids de Mayer w;, est multiplicatif sur les composantes
2-connexes. Il suffit donc de calculer les poids de Mayer wps(b) pour les graphes 2-connexes
b € B[n] (B pour blocs). De plus, ces poids apparaissent dans le développement du viriel proposé

par Kamerlingh Onnes, en 1901,

P .
o = P+ Bap @)

ou p est la densité. En effet, on peut voir que

1—n
ﬁn:

[n]ley (5)

olt B[n] est ’ensemble de tous les graphes 2-connexes sur [r] et |B[n]|y,, est la somme totale des
poids de tous les graphes 2-connexes sur [n]. Afin de calculer ce développement numériquement,
Ree et Hoover (Ree et Hoover, 1964a) ont introduit un poids spécial wrg (b), pour les graphes

2-connexes b, qui simplifie considérablement les calculs. 11 est défini par
wrn®) = [ TL 0@ =50 T1 708 -5 &t --dimt, @ =0, ©
R figpe {i,7}eb

ot f(r) = 1+ f(r) et b = K,\best le graphe complémentaire de b au graphe complet a n
sommets K. En utilisant ce nouveau poids, Ree et Hoover (Ree et Hoover, 1964a; Ree et Hoo-
ver, 1964b; Ree et Hoover, 1967) et plus tard Clisby et McCoy (Clisby et McCoy, 2004; Clisby
et McCoy, 2006) ont calculé les coefficients du viriel 3,, pour n jusqu’a 10, en dimension d < §,

dans le cas d’un gaz a noyaux durs, a savoir lorsque I’interaction est donnée par

flr) = —x(r <1), f(r)=x(r=1), )

ol x est la fonction caractéristique (x(P) = 1, si P est vraie et 0, sinon).

Tandis que les physiciens s’intéressent 2 la somme de tous les graphes connexes ou 2-connexes
q p



d’un ordre donné, le présent travail se concentre sur les contributions individuelles de graphes et

leur signification combinatoire.
Cette these est composée de six chapitres visant des objectifs distincts.

Au premier chapitre, nous présentons quelques notions préliminaires de théorie des graphes et de

mécanique statistique, incluant un survol de la théorie de Mayer.

Dans le deuxieme chapitre, nous présentons d’abord le développement du viriel. Ensuite, nous
présentons le développement de Ree-Hoover, en donnant un exemple dans le cas n = 4. Suivent
des relations linéaires provenant de 1’inversion de Mobius entre le poids de Mayer et le poids de
Ree-Hoover. Enfin, nous donnons une formule explicite pour le star content ainsi que certaines de

ses propriétés.

Le troisieme chapitre est consacré au cas unidimensionnel (d = 1). Nous rappelons certains
résultats généraux comme la somme des poids de Mayer de tous les graphes connexes ou 2-
connexes, ainsi que des résultats spéciaux comme le poids de Mayer du graphe complet et du
cycle. Ensuite, nous illustrons la méthode d’Ehrhart, que nous utilisons pour le calcul exact du
poids de Mayer et de Ree-Hoover de tous les graphes 2-connexes de taille au plus 8. La méthode
combinatoire “des homomorphismes de graphes” qui réduit le calcul des poids de Mayer et de
Ree-Hoover au dénombrement de certaines configurations planaires qui représentent une image
homomorphe au graphe dans le plan suit. Nous appliquons cette méthode dans le chapitre 4 pour
calculer ces poids pour des familles infinies de graphes. Nous terminons le chapitre par I’adaptation

de la méthode de Monte-Carlo aux cas des particules dures en dimension quelconque.

Le quatrieme chapitre traite de 1’évaluation exacte des poids de Mayer et de Ree-Hoover de cer-
taines familles infinies de graphes. Plus précisement, a partir de nos tables (voir Appendice B
ainsi que la version électronique (Kaouche et Leroux, 2007c)), nous avons conjecturé diverses
formules explicites pour les poids de Mayer et de Ree-Hoover de familles infinies de graphes sim-
plement, doublement et triplement indexées par des entiers. Le but de ce chapitre est d’énoncer et

de démontrer rigoureusement ces formules. Nous démontrons ces formules pour le poids de Ree-



Hoover, en adaptant la méthode des homomorphismes de graphes. Pour le poids de Mayer de ces
familles nous démontrons ces formules a partir des relations exprimant le poids de Mayer d’un

graphe comme somme des poids de Ree-Hoover de ses surgraphes.

Le but du cinquieme chapitre est de donner une formule explicite pour le poids de Mayer de la
famille doublement indexée K., des graphes bipartis complets que nous démontrons de deux
facons, en faisant notamment appel a la fonction Béta d’Euler et certaines de ses propriétés. Nous
illustrons aussi la “complexité” de I’interprétation combinatoire du poids de Mayer wp,(b) et du
poids de Ree-Hoover wry (b) en montrant que pour un graphe 2-connexe général b, ces poids ne
peuvent pas étre exprimés comme fonctions faisant seulement appel a certaines familles classiques

d’invariants de graphes.

Dans le dernier chapitre, nous adaptons la méthode des transformées de Fourier dans le but de
développer de nouvelles formules exactes ou asymptotiques pour le poids de Mayer. Nous utili-
sons d’abord la notion d’arborescence couvrante croissante d’un graphe connexe afin d’obtenir un
changement de variables qui nous permet ensuite d’exprimer le poids de Mayer, pour une interac-
tion quelconque et en dimension quelconque, sous la forme d’une intégrale dont les variables sont
en bijection avec les arétes de I’arborescence couvrante. En utilisant les transformées de Fourier,
nous transformons cette intégrale en une nouvelle intégrale générale dont les variables sont, cette
fois, en bijection avec les arétes complémentaires de I’arborescence couvrante. Cette méthode est
illustrée pour divers exemples particuliers. Nous [’utilisons aussi pour obtenir en dimension d, dans
le cas des particules dures, des formules exactes et asymptotiques, dans le cas ou le graphe est un
cycle (“ring diagram”). Nous développons un algorithme de calcul du poids de Mayer dans le cas
des particules dures en dimension 1, en utilisant toujours les transformées de Fourier. Cet algo-
rithme fait appel aux différences divisées ainsi qu’a un lemme d’intégration spécial. Enfin, nous
illustrons cet algorithme en 1’appliquant a divers exemples de graphes, incluant les roues et les

graphes échelles.

Nous terminons par quelques problemes ouverts.



L’appendice A contient une table donnant les valeurs des poids de Mayer et de Ree-Hoover pour
tous les graphes 2-connexes de taille < 7, ainsi que d’autre parametres qui leurs sont associés. Des

tables pour la taille 8 sont disponibles en version électronique (voir (Kaouche et Leroux, 2007c)).

L’appendice B contient les diverses procédures Maple qui ont été développées dans cette these.



Chapitre I

PRINCIPES DE MECANIQUE STATISTIQUE

Ce chapitre, inspiré de (Labelle, Leroux et Ducharme, 2007) vise a présenter la terminologie, la
notation et quelques principes de base relatifs a la mécanique statistique qui seront utilisés tout au

long de cette these.

1.1 Notions préliminaires sur la théorie des graphes

Avant d’aborder la mécanique statistique proprement dite, nous présentons d’abord quelques no-

tions préliminaires sur la théorie des graphes tirées entre autres de (Labelle, 1981; Leroux, 2004).

Définition 1 Un graphe simple g est formé de deux ensembles : un ensemble fini non-vide V,
appelé I’ensemble des sommets de g, et un ensemble E de paires de sommets, appelé ’ensemble
des arétes de g. On adonc E C Po(V') 0ir Po(V') désigne I’ensemble des parties de V ayant deux

éléments. On écrit souvent g = (V, E).

Définition 2 Un sous-graphe h d’un graphe g = (V, E) est un graphe de la forme h = (Vy, Ey),
tel que Vo CV et Eg = P2(Vo) N E.

Définition 3 Un surgraphe g d’un graphe h = (V, F) est un graphe de la forme g = (V1, E1), tel
que VCViet E="Po(V)( EL.



Dans le présent travail il sera utile d’identifier un graphe a ’ensemble de ses arétes, c¢’est-a-dire

g S P(V).

Définition 4 Dans un graphe simple g = (V, E), une chaine c est une suite finie de sommets,

V0, U1, - - - , Um, telle que pour tout 0 < i < m, {v;,vit1} € E. On écrit ¢ = [vg,v1, .. ., Um).

Définition 5 Un graphe g = (V, E)) est connexe si ¥ v, w € V, il existe une chaine de v a w.

Tout graphe se décompose de fagon unique comme union disjointe de graphes connexes.

Définition 6 Sur I’ensemble V' des sommets du graphe simple g = (V, E), on définit la relation
d’équivalence suivante : v ~ w <> il existe une chaine de v & w dans g. Soit V1, Vs, ..., V}. les
classes d’équivalence de ~ et posons, pour 1 <1 < k, g; = gv;, le sous-graphe de g engendré par
Vi. Ces graphes simples g;, qu'on apppelle les composantes connexes de g, sont connexes (voir

figure 1.1 ou les composantes connexes sont encerclées).

Figure 1.1 Un graphe simple et ses composantes connexes
Définition 7 Un point d’articulation d’un graphe connexe c est un sommet de ¢ dont I’extraction
produit un graphe non connexe.

Définition 8 Un graphe connexe n’ayant pas de point d’articulation est appelé 2-connexe (voir

figure 1.2).



Figure 1.2 Un graphe 2-connexe

Définition 9 Un bloc d’un graphe simple est un sous-graphe 2-connexe maximal sous l'inclusion.

Définition 10 Le be-arbre d’un graphe connexe c, noté be(c), est un arbre bi-coloré (blanc-noir)
décrivant précisement les liens entre les blocs de ¢ (les sommets blancs de bc(c)) et les points

d’articulation de c (les sommets noirs de bc(c)) (Bergeron, Labelle et Leroux, 1998).

Définition 11 Un bloc-feuille dans un graphe connexe c est un bloc qui est représenté par une

Seuille dans be(c). Un tel bloc est relié par un seul point d’articulation au reste du graphe.

Proposition 1 Tout graphe connexe ¢ se décompose de facon unique comme union de graphes

2-connexes (les blocs) reliés entre eux par des points d’articulation (voir figure 1.3).

‘

—e 8
.|

e

{_ ;) \‘\\ 'II"-‘ g ' 4 N\ /
/ \ / \{
e

7
y) 4@
9\ ] |‘ ,,ﬁ\
Y ) II" // h
J/ b

Figure 1.3 Un graphe connexe avec ses blocs by, bo, b3, by et ses points d’articulation 3, 6
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Définition 12 Un graphe biparti complet K, », m,n > 1, est un graphe de la forme Ky, =
(V,E), tel que V- = {v1,v2, ..., Um, W1, W, ..., Wa} et B = {{v;,w;}|]1 <7 <m,1<j<n}

(voir figure 1.4).

m+1

m+2

m+n

Figure 1.4 Un graphe biparti complet

1.2 Survol de la théorie de Mayer
1.2.1 Un peu de mécanique statistique

Placons-nous dans le contexte d’un gaz non idéal formé de n particules interagissant deux a deux

a Pintérieur d’une région V de dimension d incluse dans R?. Les positions des particules sont
, — — Lo . , . .

données par les vecteurs i, ..., Z,. Sous la condition que 'influence d’énergies potentielles ex-

ternes au systeme est négligeable ou nulle, la fonction de partition est définie par

1
Z(V,T,n) = /---/exp B oz — ;) | dz ... dzg, (1.1
\4 \4

nl\dn £
i<y

ol A et § dépendent de la température 7, et ou la fonction ¢(r) décrit I'interaction entre deux

particules séparées par une distance 7, comme le montre la figure 1.5 a).

La fonction génératrice des fonctions de partition est appelée la distribution grand-canonique. On

la note

Zg(V,T,2) = > Z(V,T,n)(X2)", (12)
n=0

ol la variable z est appelée la fugacité ou I’activité. Les identités entre fonctions génératrices que

nous considérons ici sont au sens des séries formelles par rapport a la variable z voir (Ruelle, 1999).
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Les parametres macroscopiques du systeme peuvent &tre décrits en terme de cette fonction. Par

exemple, la pression P, le nombre moyen de particules 7 et la densité p sont définis par

1
P _1 log Zg(V, T, 2), 7= z% log Zgr(V,T,2) et p:=

TV , (1.3)

<=

ol on utilise V' pour désigner aussi le volume de la région.

1.2.2 DL’approche de Mayer

Afin d’éwudier la fonction de partition, le couple (Mayer et Mayer, 1977) a introduit des fonctions

auxiliaires f;; définies par
fis = exp(=Bep(|zi - 73)) — 1. (14)

On voit que fi; = f(|Z; — 7;|) est fonction de la distance |z; — Z;|, ol

f(r) = exp(=Pp(r)) — 1. (1.5)

Pour assurer 1’existence de la fonction de partition Z(V, T, n), on suppose que la fonction ¢ doit
étre nulle ou négligeable si la distance entre les particules ¢ et 7 est plus grande qu’une certaine
valeur ;. Ceci induit un comportement analogue a celui de f,comme le montre la figure 1.5. Nous

verrons plus loin des conditions suffisantes qui nous assurent I’intégrabilité de f.

of o

0 \/ r J nooor
-1

a) b)

Figure 1.5 Fonctions ¢ et f



12

En développant le produit des (1 + f;;), on voit que

II a+t0=> 1I #4 (16)
1<i<j<n g€g(n] {i,j}€eg
ou G[n] est ’ensemble de tous les graphes simples sur ’ensemble de sommets {1,2,...,n}. Un tel

graphe g € G[n] est identifié, rappelons-le, avec I’ensemble de ses arétes. La fonction de partition

(1.1) peut étre réécrite de la fagon suivante :

Z(V,T,n)

Il

ﬁ/‘/ /eXp -8 o(lz

i<J

1
n]/\dn/v /Hexp ﬁ‘p |xz _$]|)) df,:

1<J

1<1<]<n

nl/\dn/ / Z H fizdz1 ...

g€G[n] {i,j}€g

n'/\dn Z/ / H fi;dzy ...

gegn) {ij}eg

1
odn Z W (g)
" g€6In]

ou la fonction W, est définie par I’intégrale

W (g / / H fidx1 ..

{i.j}eg

1. dz,

1
- 1 i i

(1.7)

(1.8)

Cette fonction est appelée le premier poids de Mayer du graphe g. Il est clair que W(g) est

invariant sous les isomorphismes de graphes puisque tous les réétiquetages définis par une bijection

entre les sommets de deux graphes induisent un changement de variables dont le jacobien est le

déterminant de la matrice de permutation correspondante qui transforme une intégrale en 1’autre.

La fonction de distribution grand-canonique peut aussi s’exprimer en terme du poids Wj,. En
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combinant les équations (1.2) et (1.7), on obtient

(o]

1 n
Zgl'(V7 T,Z) = Z nl/\dn Z WA/[(9> (Adz>
n=0 \ " geg[n]
[e o]

n=0 geGn

= Gw(z), (1.9)

1 n
= ol Z Wi (g)="
]

c’est-a-dire la série génératrice exponentielle de ’espece des graphes pondérés par la fonction Wy .

Proposition 2 La fonction Wy(g), considérée comme une fonction de poids sur les graphes
simples, est multiplicative sur les composantes connexes des graphes, ¢’est-a-dire que sic1,Ca, . .., Cm

sont les composantes connexes de g, alors

Wi (9) = Wa(ct)Wu(ca) ... Wi (em). (1.10)

Preuve. Puisque les différentes composantes connexes de g ne possedent aucun sommet en com-
mun, on peut les étiqueter de fagon a ce que les sommets 1 a &y soient dans ¢, k1 + 1 2 kg dans ¢y,

et ainsi de suite jusqu’a k,, = n. Ainsi

Wu(g) = /V/V I fodai.. dza

{i.j}eg

= // H fij H fig o H fiydz1 ... dzn

7V Viijlea  {ijlec (3.5} Eem
= // H fijdxl...dxklx/---/ H fijdxkl-i—l---dxkzx'“

v Viijlea v Viiglees
X// H fz’jdka_1+1---d$n
Y gyeem

= WM(Cl) : WM(CQ) et WM(Cm)- (1.11)
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Par la multiplicativité de la fonction de poids Wy, sur les composantes connexes des graphes

simples, nous avons la relation

Gw(z) = exp(Cw (7)), (1.12)

ou Cy (2) est la série génératrice exponentielle de 1’espece Cy des graphes connexes pondérés par

Wy, 11 s’ensuit que

log Zg: (V. T,2) = logGw(z)

= logexp(Cw(z))

= Cwl(z) (1.13)
<1

= m > Wale)™ (1.14)
n=1" ceCln]

Corollaire 1 La pression du systéeme peut s’écrire en terme de la fonction génératrice exponen-

tielle des graphes connexes pondérés par Wyy. Plus précisement,

P 1 1
_— = —l o or y y = — . .
7 = 7108 Za (V. T, 2) = 53Cw (2) (1.15)

123 La limite thermodynamique w(c)

Soit ¢ un graphe 2-connexe sur {1,2,...,n}. Le deuxiéme poids de Mayer wyy(c) est défini par :
© = Jim Wl
wpmic) = Vgnoo v M\C
: 1
= vhinooV/V”'/V H fiidzi ... dzy, (1.16)
{ig}ec

ou la limite quand V tend vers I’infini est prise au sens Suivant : on suppose que la région V de
R? peut étre de différentes formes, par exemple cubique ou sphérique, mais elle doit contenir une
boule B(0, R) centrée a I’origine, de rayon R € (0,00). La limite quand V' tend vers ’infini
signifie que R tend vers ’infini. Rappelons que V' désigne 2 la fois la région et son volume. La

roposition suivante donne une condition suffisante pour ’existence de cette limite.
p
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Proposition 3 voir (Labelle, Leroux et Ducharme, 2007) Si la fonction f : [0,00) — R est

intégrable et bornée, et si
o0
[l < oo, L
0
par exemple si | f(r)| = O(1/r%+€), v — oo, pour un certain ¢ > 0, alors pour tout T,, € R? fixé,
la fonction F « R*("=1) — R, définie par
Fe(@i, . Za) = [ flzi-zD)= [[ # (1.18)

{i.3}€c {i,j}ec
est intégrable sur (R4~ et son intégrale est indépendante de x,,. De plus, la limite (1.16) existe

et est égale a

wM(c —/ H fl] dl‘l d$n_1, $_7: :6). (1.19)
Rd)n 1
{i.i}ec

Nous utiliserons souvent 1’équation (1.19) comme définition alternative de (1.16) pour wpy(c).
Notez que I’enracinement au sommet n, pour lequel Z,, est égal 2 0 dans (1.19), peut étre remplacé

par tout autre sommet. Par exemple, si ce sommet est 1, la formule devient

wM(c —/ H f”drz d:v_’n, $_1>=6> (1.20)
RO (i e

Lorsque cette limite existe, la pression, définie & un facteur constant prés comme
.1
szlgnoovlongr(V,T,z), (1.21)

peut s’exprimer plus simplement en terme des graphes connexes pondérés par wpy :

P
il h_Enoonog Zee(V, T, 2) (1.22)
1
— - - n
= Jim g 2 2 Wil
n=l  ceCn|
(0.9}
1 .1

1
= Cu(2). (123)
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Proposition 4 Lorsque la limite thermodynamique existe, la pression du systéme est donnée direc-
tement par la fonction génératrice exponentielle des graphes connexes pondérés par le deuxieme

poids de Mayer, wy(c), par la formule

= Co(2). (124)
1.2.4 Multiplicativité de wy,(c) sur les blocs

Une propriété de wpy est d’€tre multiplicatif sur les blocs d’un graphe, ou bloc-multiplicatif. Cela

signifie que pour un graphe connexe composé des blocs by, bo, ..., by,
wM(c) = wM(bl)U)M(bg) - wM(bm).

Proposition 5 Pour tout graphe connexe c, la fonction de poids wy; (c) est bloc-multiplicative.

Preuve. Nous prouverons la propriété par récurrence sur le nombre de blocs de c.

Si ¢ n’est composé que d’un seul bloc, la multiplicativité est triviale. Supposons la propriété vraie
pour les graphes connexes composés de m blocs, et considérons le cas d’un graphe connexe c
composé de m + 1 blocs. Les sommets de ¢ sont étiquetés de 1 & n. Choisissons un bloc-feuille,
noté b, de ¢ et notons S I’ensemble de ses sommets. On peut supposer sans perte de généralité que
le point d’articulation qui le relie au reste du graphe porte I'étiquette n,etque S = {1,2,...,k,n},
|S| = k + 1. Notons by, ba, ..., by, les autres blocs qui composent ¢. On a ainsi

’wM(C) = /Rd.../Rd H fwdl_'l)dl_};dxn_l

{i.jtec;zn=0

= /d - /d H fi]' H fwdaﬂ)dfﬁ C dl’n~1
R R

{ig}yebTn=0  {ij}cc\bjzn=0

= /Rd.../ H fijdfl)dfg...dka

R (i) ebin=0
/ / H fijdZpp1dTeys .. dTp—1
Re  JRe 3
{i,j}ec\b;zn=0
= wy(b) - wp(c\b). (1.25)
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Comme le graphe ¢\ b reste connexe et est composé de m blocs, on a par hypothese de récurrence

wM(c) = wM(b) . wM(bl) 'wM(bQ) P wM(bm), (1.26)

ce qui montre que la fonction de poids wpy(c) est bloc-multiplicative. ]



Chapitre 11

PoIDS DE REE-HOOVER VERSUS POIDS DE MAYER

En mécanique statistique, la formule classique

P N

- == 2.
kT vV’ @D

(ou PV = NKT) pour les gaz parfaits a été€ étendue aux gaz imparfaits a I’aide d’un développement

2 3
r _E+52<E> +53<ﬁ> +o 22

de la forme

T % %
appelé le développement du viriel, voir (Kaouche et Leroux, 2008a; Kaouche et Leroux, 2008c;
Labelle, Leroux et Ducharme, 2007; Leroux, 2004; Mayer et Mayer, 1977; Riddell et Uhlen-
beck, 1953; Ruelle, 1999; Uhlenbeck et Ford, 1963), ou les coefficients 3, sont donnés par

1 _
o= Y wu®), 22, (23)

beB(n]

ol Bn| est ’ensemble de tous les graphes 2-connexes étiquetés (appelé aussi blocs) sur [n] =
{1,2,...,n}.Dans 2.1) et (2.2), P, T, V, N et k sont respectivement la pression, la température,
le volume, le nombre de particules, et une constante qui dépend du gaz. Les physiciens Ree et
Hoover voir (Ree et Hoover, 1964a; Ree et Hoover, 1964b) ont introduit un nouveau poids, noté
wry et appelé depuis poids de Ree-Hoover, qui permet d’exprimer le coefficient du viriel sous la
forme d’une combinaison linéaire de poids de Ree-Hoover dont les coefficients sont appelés “star

contents”. Cette réécriture est importante puisque, pour certains graphes, ce poids est nul ou le star
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content est nul.

Voici maintenant la composition de ce chapitre. Dans la section 2.1, nous présentons d’abord le
développement du viriel. Ensuite, nous présentons le développement de Ree-Hoover, en montrant
sur un exemple comment il peut &tre appliqué au calcul des coefficients du viriel. Des relations
linéaires provenant de l’inversion de Mobius entre le poids de Mayer et le poids de Ree-Hoover
en découlent dans la section 2.2. Enfin, en section 2.3, nous donnons une formule explicite pour le

“star content” ainsi que certaines de ses propriétés.

2.1 Le développement du viriel et le développement de Ree-Hoover
2.1.1 Le développement du viriel

Afin de mieux expliquer le comportement thermodynamique des gaz imparfaits, Kamerlingh Onnes

a proposé, en 1901, un développement en série de la forme

P
o7 =P B0+ B (24)

ollp= % est la densité, appelé le développement du viriel. Un avantage de la théorie de Mayer est
qu’elle fournit une approche formelle de ce développement qui donne une interprétation des coeffi-
cients du viriel 8,,n > 2, comme le poids total de I’ensemble B[n] de tous les graphes 2-connexes
étiquetés sur I’ensemble [n] de sommets ; voir (Leroux, 2004) et (Uhlenbeck et Ford, 1963). Plus
précisément,

1—n
Bn = T|B[n]|wm

= 1;!71 Z wpr(b)

- 17‘“” S Uy b), 2.5)

bET(By)

ol la sommation en (2.5) est prise sur un ensemble de représentants de I’ensemble T'(B;,) des types
d’isomorphie des graphes 2-connexes ayant n sommets, et £(b) est le nombre d’étiquetages du

graphe b.
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2.1.2 Poids de Ree-Hoover et poids de Mayer

Une réécriture importante des coefficients du viriel a ét€ présentée par Ree et Hoover (Ree et

Hoover, 1964a; Ree et Hoover, 1964b) en introduisant la fonction

fr)y =1+ f(r) (2.6)

et en définissant un nouveau poids (noté€ wrg (b)) pour les graphes 2-connexes b, par
wrp(b) = lim V/ / IT 75 11 7y dai--da, (2.7)
{ijredb  {i,j}eb
ol b = K,\b est le complémentaire du graphe b par rapport au graphe complet K, puis en
développant chaque poids de Mayer wy (b) en substituant 1 = f — f pour chaque paire de sommets
qui ne sont pas reli€s par une aréte. Avec cette réécriture du poids de Mayer, les paires de sommets
de chaque graphe sont reliés ou bien par les liens f (des lignes continues) ou bien par les liens f

(des lignes pointillées). Par exemple, on a

wi () = wan (X)), @8)
wy(N)) = wrn (X)) = wrn (X)), 29)

wM(I:) = WMRH (I
= {wgH (‘_ | <
- wRH(_') —92. wRH(M) + wR”(X)' (2.10)

Proposition 6 La limite (2.7) existe sous les mémes conditions que celles de la proposition 3 et,

est égale a

wr (b) /()y IT #5 1] 7ydei-dzazi, 7m=0. Q.11

{1]}617 {i,j}eb

En effet, en développant le produit  [] f; ij> on trouve que le poids de Ree-Hoover est une somme

{i,5}eb
finie de p01ds de Mayer (voir proposition 7).
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Remarque 1 Notons que, contrairement au poids de Mayer, le poids de Ree-Hoover n’est pas

multiplicatif sur les composantes 2-connexes d’un graphe connexe. En effet, pour le graphe

-N

on a, d’une part

wRH(N) = \)‘FQU}M(‘ )+ war (X))
= {wM Q) wM 1) +2wM(T_‘!)+wM(D_<)

= 3-242-—+14
3
58
= —. 2.12
3 (2.12)
Et d’autre part,
wrH( () wre(|) = 32
= 6. (2.13)
Alors, de (2.12) et (2.13), on obtient
wRH( ) # wrH \ wRH(‘ ).
Remarque 2 Par définition du poids de Ree-Hoover, on a en particulier
wRH(Kn) = wM(Kn), n > 2. (2.14)

2.2 Relations entre le poids de Mayer w,; et le poids de Ree-Hoover wry

Dans cette section, nous donnons des relations linéaires permettant d’exprimer les poids de Mayer
d’un graphe en fonction des poids de Ree-Hoover de ses surgraphes (et vice versa). En général, le
calcul de ces poids est difficile, particulierement, celui du poids de Mayer, méme dans le cas des

gaz a noyaux durs et a positions continues en dimension 1. Nous avons pu calculer explicitement
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le poids de Ree-Hoover pour certaines familles de graphes, en utilisant la méthode des homomor-
phismes de graphes (voir chapitre 3). Tandis que pour le poids de Mayer nous utilisons les relations

(2.16) et (2.17), d’ol leur importance.

Proposition 7 Pour un graphe 2-connexe b, on a

wrr(®) = > wu(d), (2.15)
bCdCKn

wy(®) = Y (—DED gy (d), (2.16)
bCdCKn

ou e(d) désigne le nombre d’arétes du graphe d. Dans le cas d'un gaz a noyaux durs et a positions

continues en une dimension (voir chapitre 3), on a aussi

lom®) = > |wre(d) 2.17)

bCdCKn

Preuve. A partir de I’équation (2.11) et le fait que f = 1 4+ f,on obtient

wrn(b) = / 1 s0z -5 [] FUF -zl d5i - dzasi, 7 =0

{1 jreb {i,5}€b
_ / IT raz -z I] a+ Az -zl) di - dznd, z =0
( {1]}€b {10'}65
- / S I AUz -3l dag - dang, Zn =0
(RO 5 (i, eBUb

:/ S s -z dat - dzat, 2 =0

! bCdCKn (15} ed

Z wM(d).

bCAC Koy,

En utilisant I’inversion de Mobius sur 1’équation (2.15), avec la fonction de Mdbius p(b,d) =
(—1)e(@=¢®) "on obtient (2.16).

En prenant en considération le fait que dans le cas d’un gaz a noyaux durs et a positions continues
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en une dimension, les fonctions f et f sont données par :

fis = —x(zi — 25| < 1), fiy =1+ fij = x(lzs — x5 > 1), (2.18)
on peut écrire (2.16) comme (—1)¢®was(b) = Zbgdgxn(_l)e(d)wRH(d)- C’est exactement
(2.17). [ |

2.3 Le star content et ses propriétés

Le développement de chaque poids de Mayer ws(b), en substituant 1 = f — f pour chaque paire de
sommets qui ne sont pas reliés par une aréte, fait apparaitre pour chaque graphe un nouveau facteur

appelé€ star content par Ree et Hoover (Ree et Hoover, 1964b). Il peut &tre positif ou négatif.

Dans cette section, nous donnons d’abord une formule explicite pour le star content d’un graphe
2-connexe. Nous montrons ensuite que la somme totale des star content de tous les graphes 2-
connexes est €gale a 1. On termine en démontrant des formules de récurrence permettant d’expri-
mer le star content de familles de graphes a I’aide de celui d’autres graphes de tailles inférieures.

Nous utilisons ces formules pour construire des procédures Maple pour calculer le star content d’un

graphe 2-connexe (voir appendice B).

23.1 Formule explicite du star content

Nous donnons ici, une formule explicite qui permet de calculer le star content d’un graphe 2-
connexe. Cette formule est énnoncée sous des formes différentes dans (Ree et Hoover, 1964b;

Clisby, 2004).

Définition 13 Soir d un graphe 2-connexe sur I'ensemble [n] = {1,2,--- ,n}. Alors, le star
content du graphe d, a,(d), est donné par

En(d) _ Z (_1)e(d)—€(b). (2.19)

bCd
beB|n|
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B(n]|w,,, de I'ensemble de tous les graphes 2-connexes

sur l'ensemble [n] est donné par

B[n]lwy = Y Bn(d)wrn(d). (2.20)
deB[n]

Preuve. En utilisant 1’équation (2.16) on peut écrire |3[n],,, comme

Bl = wa(b)

beB[n]

= Y3 () upg(a)

beB[n] bCAC Ky,

= > > (- Pwr (d)

deB[n] bCd
beB(n]

= E En(d)wRH(d).

deB(n]

On peut donc écrire le coefficient du viriel 5, comme suit :

B = 1;” 3" @n(b)wr(b). 2.21)

beB(n]

Notons que puisque wgy est un invariant de graphe, alors la somme (2.20) peut étre simplifiée

comme suit

|w1v1: Z £(b)an(b)wr (b), (2.22)
bET (Bn)

ol la sommation en (2.22) est prise sur un ensemble de représentants de I’ensemble T(3,,) des
types d’isomorphie des graphes 2-connexes ayant n sommets, et £(b) est le nombre d’étiquetages
du graphe b.

Par exemple, en utilisant les trois équations (2.8), (2.9) et (2.10), le poids total [B[4]|,,,, peut &tre
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réécrit sous la forme

Bldlln, = 1-wis(DX +6-war (N +38-war(_)
= (-2) 'wRH(E) +0- wRH(K) +3- wRH(:ﬂ)
- 1~(—2)-wRH(X)+6-0~wRH(Z)+3-1-wRH(Z), (2.23)

ou les coefficients (-2), 0, 1 sont les star content des graphes 5 / x:jv respectivement.

Proposition 9 On a
D aa(d) =1, (2.24)
deBln|

o Bln| est I’ensemble de tous les graphes 2-connexes sur I’ensemble [n].

Preuve. On a successivement

Dol = 3 Y -y

deBln] deBin] bCd
beBn|

- Z Z 8(d) e(b)

beBln] bSIC Kn

_ Z ( d)eKn)+Z Z e(d)—e(b)

KnCdCKn bEB[TL] bCdC K,
b£K

= 1+ > Y (-n

beB[n] DCcC KA \b
bEKn

2.3.2 Relations de récurrence pour le star content

La proposition suivante est énoncée sans preuve dans (Ree et Hoover, 1964b). Cet article renvoie
le lecteur a celui de (Hoover et Poirier, 1962) qui donne une idée de la preuve. Cette proposition

établit une relation de récurrence pour le star content. Nous en donnons ici une preuve détaillée.
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On dit qu’un graphe simple g sur I’ensemble [n] est une extension d’un autre graphe h sur 1’en-
semble [n — 1], si g est obtenu a partir du graphe h en ajoutant un nouveau sommet n et un
ensemble (possiblement vide) d’arétes entre n et le graphe h. Désignons 9‘[71—1] = g\n la restric-
tion du graphe ¢ a ’ensemble [n — 1] (c’est-a-dire, le sommet n et toutes ses arétes incidentes sont

enlevées).

Proposition 10 Soit K,,_1\( un graphe 2-connexe de taille n — 1 obtenu en enlevant du graphe

K1 un sous-graphe isomorphe au graphe (3, oir 3 est de taille au plus n — 1. Alors, on a
an(Kn\ﬂ) = (_1)71'_1(7" - 2) an—l(Kn-l\IB)' (2-25)
Afin de prouver cette proposition, nous avons d’abord besoin des trois lemmes suivants :

Lemme 1 Soit ¢ = {a,b} une aréte d’un graphe 2-connexe G oi le sommet a est un point d’arti-

culation du graphe G\b. Alors, G\e est 2-connexe.

b

Figure 2.1 Un graphe 2- connexe G ainsi que les composantes connexes de G'\b\a

Preuve. 11 suffit de montrer que le graphe G\e n’a aucun point d’articulation. Puisque G est 2-
connexe, alors G\b = G\e\b et G\a = G\e\a sont connexes, ainsi a et b ne sont pas des points

d’articulation de G\e. Pour tout autre sommet ¢, G\c est toujours connexe et G\e\c est aussi
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connexe. En effet, puisque a est un point d’articulation de G\b et que G est 2-connexe, alors a et b
sont reliés dans G aux composantes connexes de G\b\a ; voir figure 2.1. Le graphe G\e est donc

2-connexe. [ ]

Lemme 2 Soit h un graphe 2-connexe sur I'ensemble [n — 1. Alors on a

M (—1)E@E) =y 2, (2.26)
g€8[n]
g\n=h

Preuve. Pour un graphe 2-connexe h sur I’ensemble [n — 1], considérons I’ensemble
A = {g | g est un graphe simple sur [n] et g\n = h},
et définissons une fonction de poids w sur I’ensemble A par
w(g) = (1) ®), vy e A,
Considérons I'involution suivante Inv; qui agit sur ’ensemble A :

g\{L,n}, si{l,n}ey,
gU{l,n}, sinon.

Invi(g) =

Le poids total de I’ensemble A, |Al,,, est donné par
[Alw = Y (-4 = [Fix Tnval,,
geA

ol Fix Invy est ’ensemble des points fixes de I’involution Invy. I est facile de voir que Inv; n’a
pas de point fixe. Par conséquent,

|A]y = Z (_1)6(9)—6(h) —~ 0. Q.27

g\n=h

De plus, il y a n — 1 facons différentes d’obtenir une extension g en ajoutant une aréte unique entre
n et h pour tout graphe 2-connexe h de taille n — 1. Dans ce cas, le graphe g n’est pas 2-connexe.

De la méme fagon, il y a seulement une extension g de h en ajoutant le sommet n sans nouvelle
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aréte et donc ¢ n’est également pas connexe. Si on ajoute le sommet n et deux arétes ou plus au

graphe h, g est toujours 2-connexe. On peut donc écrire 1’équation (2.27) comme

Z (_1>e(g)——€(h) - _ Z (_l)e(g)_e(h)

geBn] 9€8(n]
g\n=h g\n=h
= ~(-(r-D+1)
= n—2
Ce qui conclut la preuve. |

Lemme 3 Soit h un graphe connexe sur l’ensemble [n — 1] mais non 2-connexe. Alors, on a

Z (_1)6(9) =0 (2.28)
geBIn]
g\n=h

Preuve. Pour un graphe h sur I’ensemble [n — 1] mais non 2-connexe, considérons I’ensemble
B = {g| g est un graphe 2 — connexe sur [n] et g\n = h}.

Soit a le point d’articulation de h ayant la plus petite étiquette. Définissons la fonction de poids

suivante w sur I’ensemble B :
w(g) = (1), vge B,
Considérons I’involution Invo qui agit sur I’ensemble B :

g\{a,n}, si{a,n}e€g,

gU{a,n}, sinon.

Inve(g) =

Notons que Invy(g) est 2-connexe par le lemme 1. Nous en déduisons que le poids total de 1’en-

semble B, | B|y, est donné par

|Blw =Y _(~1)%9) = |Fix Invy|s,,
geB



30

ou Fix Invy est ’ensemble des points fixes de I’involution Invo. Encore une fois, I’involution Invy

n’a pas de point fixe. Par conséquent,

Bla= 3 (-1 =0

g\n=h
]
Nous somme maintenant en mesure de prouver la proposition 10.
Preuve. (de la proposition 10)
Désignons par C[n] I’ensemble de tous les graphes connexes sur I’ensemble [n].
A partir de I’équation (2.19) on a successivement
a(Ka\B) = Y (Lo
gCK\B
g€B(n]
_ Z (_1)6(9)—((3)—8(5))
gCK\B
geB(n]
= (=13 Z (—1)elo)+e®) 4 Z (—1)e@)+ed)]
gCK\G gCK\B
g€Bn];g\n€B[n—1] g€BIn];g\neCn-1];g\n¢Bn—-1]

= (- ¥ S (~1)Eteld

hCKn_1\B  g€B[n]
heB(n—1] g\n=h

+ Z Z (—1)elo)+ed)

hCKn \f gEB[’fl}
h¢Bn—1];heCin—1]  g\n=h

= (-t Z (—1)e(h)_((n;1)_e(ﬂ))(n —2)+0 (parlelemme 2 et le lemme 3)
hCKn-1\B
heBn—1]

= (=1 (n - 2)@p_1(Kn_1\0)-
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Corollaire 2 Soit n > m > 2. Alors, pour tout graphe 2-connexe K, \3 de taille m, oi (3 est de

taille au plus m, on a

a(\9) = (-0 B g, (k) 229)

Preuve. En appliquant plusieurs fois la formule (2.25), on obtient :

G(Ka\B) = ()OI (n —9)(n = 3) - (m — 1) T (K \ )

_ <_1><z>—<2>%5m<xm\m.

Remarque 3 En plus de réduire le calcul du star content d’un graphe a celui d’un graphe plus
simple, le corollaire 2 permet d’affirmer que si le star content du plus petit graphe 2-connexe de la

Jforme K., \3 est nul alors, tous les graphes de la forme K,\(3, n > m, ont un star content nul.

Corollaire 3 En particulier, en prenant 3 = () et m = 2 dans I’équation (2.29) on obtient, pour
n > 2,
@n(Ky) = (=1)&) (0 — 2)1. (2.30)

Preuve. En effet, de (2.19) et (2.29), on obtient

G (Ky) = an(K\D)

= (—1)E 0 — 2 @, (K)

= —)EHm—2 1



Chapitre I11

GAZ A NOYAUX DURS ET A POSITIONS CONTINUES EN UNE
DIMENSION

Le calcul des poids de Mayer et de Ree-Hoover en dimension quelconque est difficile en général et -
a surtout été effectué par des méthodes d’intégration numérique sauf dans des cas particuliers ot la
fonction de densité a une forme trés spécifique, par exemple dans le cas gaussien (voir chapitre 5
section 5.2.1).

Le présent chapitre est consacré au cas unidimensionnel (d = 1) des particules dites “dures” ot la

fonction d’interaction est donnée par

fig = —x(z: — 24| < 1), (3.1)

x désignant la fonction caractéristique prenant les valeurs 0 et 1. Nous développons des méthodes
de calcul exact en faisant appel a la combinatoire. Voici comment le chapitre est composé. Dans la
section 3.1, nous nous plagons dans le contexe des gaz a noyaux durs et rappelons certains résultats
généraux comme la somme des poids de Mayer de tous les graphes connexes ou 2-connexes, ainsi
que des résultats spéciaux comme le poids de Mayer du graphe complet et du cycle. En section 3.2,
nous présentons des conditions assurant la nullit¢ du poids de Ree-Hoover pour certains graphes,
dans le cas d’un gaz a noyaux durs et a positions continues en une dimension. Ces conditions
sont basées sur certains lemmes et définitions spéciales de la théorie des graphes. Ensuite, dans la
section 3.3, nous illustrons la méthode d’Ehrhart, que nous utilisons pour le calcul exact du poids

de Mayer et de Ree-Hoover de tous les graphes 2-connexes de taille au plus 8. Les sections 3.4 et
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3.5 sont consacrées a la méthode combinatoire dite “des homomorphismes de graphes” qui réduit le
calcul des poids de Mayer et de Ree-Hoover au dénombrement de certaines configurations planaires
qui représentent une image homomorphe du graphe dans le plan. Nous appliquons cette méthode
dans le chapitre 4 pour calculer ces poids pour des familles infinies de graphes. Nous terminons le
chapitre par la section 3.6, en adaptant la méthode de Monte-Carlo au cas des particules dures en

dimension quelconque en faisant appel a une arborescence couvrante.

3.1 Gaz a noyaux durs en une dimension

Placons-nous dans le contexte d’un gaz a noyaux durs, C’est-a-dire d’un gaz dont deux particules
quelconques ne peuvent pas se déformer ou s’interpénétrer lorsqu’elles entrent en collision, comme
des boules de billard. L’interaction exige que la distance entre les centres de ces particules soit tou-
jours plus grande ou égale a leur diametre. Dans le cas d’une dimension, on considere n particules

de diametre 1 sur un segment de droite de la forme [—%, ‘—2'] (voir figure 3.1).

. (B 7D )
R N

Figure 3.1 Particules dures sur un segment de droite de la forme [— %, %]

La contrainte des noyaux durs se traduit par un potentiel d’interaction ¢, tel que p(r) = oo, si
r < 1,ete(r) =0,sir > 1. Les fonctions de Mayer f;; et de Ree-Hoover ﬁj sont alors données

par

fig = =x(zi — x5 < 1), fiy =14 fiy = x|z — 25| > 1), (3.2)

ou y désigne la fonction caractéristique prenant les valeurs O et 1. Les hypotheses de la proposition

3 sont vérifiées pour la fonction

fij = —x(r < 1), (3.3)
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permettant d’écrire le poids de Mayer wps(c) d’un graphe connexe ¢ sous la forme

wpr(c) = (—1)8(0)/ 1 H x(|z — x| < Ddxy ... dzp_y, 2, =0, (3.4)
" figlec

ot e(c) est le nombre d’arétes du graphe c et le poids de Ree-Hoover wgy(c) d’un graphe 2-

connexe ¢ sous la forme

wRH(c):(—l)e(C)/ T ezl < 1) T] adlmmagl > Ddor s, 20 =0,
" {igyee {i,j et
(3.5)

olt ¢ = K, \c est le graphe complémentaire de c.

3.1.1 Résultats généraux et spéciaux

Proposition 11 (Brydges et Imbrie, 2003; Labelle, Leroux et Ducharme, 2007). Dans la limite
thermodynamique, la pression d’un modele de gaz a noyaux durs et a positions continues en une

dimension est donnée par
P

ﬁ = L(z)7 (3.6)

ou L(z) désigne la fonction de Lambert (aussi désignée par W (z), voir (Corless et al., 1996)),
définie par I’équation fonctionelle

L(z)exp(L(z)) = z. 3.7)

Corollaire 4 (Bernardi, 2008; Labelle, Leroux et Ducharme, 2007). Soit n un entier > 1. Le
poids total de Mayer |C[n||y,, de ensemble de tous les graphes connexes sur I’ensemble [n| =
{1,2,...,n} de sommets est donné par
> wle) = (—n)"t. (3.8)
ceCn]
Voici une proposition tirée de (Labelle, Leroux et Ducharme, 2007) qui donne le poids total de

Mayer des graphes 2 -connexes. Nous en donnons une nouvelle preuve basée sur le fait que dans
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le cas des particules dures en dimension 1, on a pour tout graphe 2-connexe b,
wry(db) =0 ou a,(b) =0, pour b# K,, (3.9)
voir (Ree et Hoover, 1964a; Ree et Hoover, 1964b; Clisby et McCoy, 2004).

Proposition 12 Soit n un entier > 1. Le poids total de Mayer |B[n]|,,,, de 'ensemble de tous les

s

graphes 2-connexes sur l'ensemble [n] de sommets est donné par

> wule) = (—n)(n—2)L. (3.10)

ceB[n]
Preuve. Par I’équation (2.30), on a
@n(Kn) = (1) - 2)1. (3.11)
Des équations (2.14) et (3.14), on tire
wrp(Kn) = (-1))n. (3.12)
En faisant appel a (3.11), (3.12) et (3.9), on obtient immédiatement :

Bnlluy, = Y @n(b)wrs(b)

beB[n]
= an(Kn)wRH(Kn)

= (—n)(n—-2)L

Corollaire 5 (Labelle, Leroux et Ducharme, 2007). Le développement du viriel dans le cas des

gaz a noyaux durs en une dimension est donné par

P p
T (3.13)

ol p est la densité.
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Proposition 13 (Ducharme, 2004; Labelle, Leroux et Ducharme, 2007). On a les valeurs spécifiques

suivantes des poids de Mayer :

1. Pour le graphe complet K,

wir () = (1), (3.14)
2. Pour le cycle (non orienté) C,, a n sommets,
L2zt

> (=1 <n> (n— 20", (3.15)

- 1
=0

(1"

wM(Cn) (n_ 1)!

oi | x| désigne la partie entiére du nombre .

3. Pour n > 3, désignons par Ky\e le graphe complet sur n sommets dont on a enlevé une
aréte arbitraire. Alors,

wir(Kn\e) = (-1)(E)7 (n + ﬁ) . (3.16)

3.2 Pourquoi certains graphes ont le poids de Ree-Hoover égal a 0

Lorsque I’on effectue la transformation de Ree-Hoover, on remarque que le star content de plusieurs
graphes est nul. Ces graphes ne contribuent donc pas dans le calcul du coefficient du viriel. De plus,
certains graphes peuvent aussi avoir un poids de Ree-Hoover nul pour des raisons géométriques.
Dans le cas d’un gaz & noyaux durs et a positions continues en une dimension, nous avons trouvé
des conditions suffisantes, pour certaines familles de graphes qui garantissent aussi la nullité de leur
poids de Ree-Hoover. Avant de donner ces conditions suffisantes, introduisons d’abord quelques
nouvelles variantes utiles de la notion de sous-graphe d’un graphe ainsi que deux lemmes qui lui

sont associés.

Définition 14 Soit g un graphe simple sur I’ensemble U de sommets et g sous-graphe de g sur

Iensemble U' C U de sommets. On dit que ¢ est induit par g si

g' :ngUH (3.17)
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o Ky est le graphe complet sur I’ensemble U’. Si un graphe h est isomorphe & un sous-graphe

induit de g, on écrit h C g.

Lemme 4 Soit g (resp. h) un graphe simple sur ’ensemble U (resp. V). Alors on a

hCg & Kv\hC Ky\g. (3.18)

Preuve. Ceci suit directement de la définition. n

Définition 15 Soient g et h deux graphes simples. On dit que h est un sous-graphe tilda de g, et on

écrit hC g, si h est isomorphe & un sous-graphe de g, c’est-a-dire, s’il existe une injection
Jj:h—g (3.19)
Lemme 5 Soit C,,, n > 5, le n-cycle (non orienté). Alors
CnCKn\Ch. (3.20)
Preuve.Ona K,\Cp, = K,\{{1,2},{2,3},...,{n—1,n},{n, 1}}. Nous distinguons deux cas :
e Cas 1:sin = 2k + 1, on peut prendre le sous-graphe cyclique,
{{1,3},{3,5}, ..., {2k — 1,2k + 1}, {2k + 1,2}, {2,4}, ... {2k, 1}},

lustré par des lignes continues dans la figure 3.2 dans le casn = 7.

Figure 3.2 C7§K7\C7
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e Cas 2 : sin = 2k, on peut prendre le sous-graphe cyclique,
{{1,3},{3,5},..., {2k — 3,2k — 1}, {2k — 1,2},{2, 2k}, {2k, 2(k — 1)},...,{6,4}, {4,1}},

illustré par des lignes continues dans la figure 3.3 dans le cas n = 8.

Figure 3.3 CsC K3\ Cjs

Proposition 14 Soient g et h deux graphes 2-connexes.
Si hCyg et wrpy(h)=0 alors wry(g) =0. (321)
Preuve. Sans perte de généralité, on peut supposer que A est un sous-graphe de g o ’ensemble de

sommets de A est [m] et celui de g et [n]. Par hyposese wry(h) = 0. Cela signifie que le systeme

Sy, d’inéquations
lz; —x;/ <1 pour {i,j}€h
et |z;—x4)>1 pour {i,j} € Kn\h
est contradictoire. Considérons maintenant le systeme S,
|zs — x| < 1 pour {i,j} €g
et |z;—z;/>1  pour {i,5} € Kp\yg.

Par le lemme 4, le systeme S, a plus de contraintes “<” et plus de contraintes “>" que Sj. Ainsi,

Sg doit étre également contradictoire. Ainsi wrr(g) = 0. n
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3.2.1 Conditions assurant la nullité du poids de Ree-Hoover

Théoreme 1 Soir g un graphe 2-connexe de taille n. Si g satisfait 'une des conditions suivantes,

alors son poids de Ree-Hoover est nul :

CxCyg, k=4, (3.22)

S5C g. (3.23)

Preuve.

— Pour prouver 1’équation (3.22) il est suffisant, par la proposition 14, de montrer que wry (Cy) =
0, pour k& > 4, ot Cy, est le cycle standard {{1,2},{2,3},...,{k — 1,k},{1,k}}. Cela signifie
que, le systeme d’inégalités associé est contradictoire. On peut toujours supposer que pour tous
x; # x; pour tous 2 et j. Sans perte de généralit€, on peut supposer que z1 < z3. Alors zo < z3
puisque |21 — zo| < 1, |zo —xz3| < Let|z; —x3| > 1. Pour la méme raison z; < ;41 pour tout
1=1,...,k, avec la convention zx, 1 = z7. Alorsonobtient 21 < zo < 23 < ... < T < Z1
ce qui est une contradiction.

— Pour prouver I’équation (3.23) il est suffisant, par la proposition 14, de montrer que wry (S3) =
0,00 S3 = {{1,4}, {2,4}, {3,4}}. Sans perte de généralité, on peut supposer que z4 = 0, 21 <
z9 < z3. Puisque |z;| = |z;—z4] < 1,pouri =1...3,0na|zz—z3| < 2. Cela est incompatible

avec les conditions |x1 —xza| > 1, |[zo— 23| > 1, puisque |z3 — 21| = (23 —22)+ (z2—z71) > 2.

[ |
3.3 Le polynome d’Ehrhart
La formule
wp(c) = (—1)6@/ H x(|z — zj| < Vdz1 ... dzp1, zn =0, (3.24)
Rn—l

{i,5}ec
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montre que le poids de Mayer d’un graphe connexe est, au signe pres, égal au volume du polytope
convexe & n — 1 dimensions P(c) délimité par les contraintes |z; — ;| < 1, pour {3, j} € ¢, avec

T, =0
Ple)={X €R" |z, =0 et |z;—a2;] <1V} €c) TR = {0} CR", (3.25)
ot X = (z1,...,zn). Plus précisement
wir () = (=1)¥Vol(P(e)), (3.26)

ot Vol(K) désigne I’hypervolume n — 1 dimensionnel d’un ensemble K C R*~1 x {0} C R".

Voici un exemple illustrant I’équation (3.26).

Exemple. Considérons le graphe complet ¢ = K3, dont le polytope associé P(c) est un polygone

C. i j P(e): a

1 2

illustré par la figure 3.4.

Figure 3.4 Le graphe complet ¢ = K3 et son polytope associé P(c)

Donc

wy (K3) = (—1)*Vol(P(c)) = 3. (3.27)
Notre premier outil de calcul du volume des polytopes P(c) fait appel au théoréme d’Ehrhart.

Théoreme 2 (Ehrhart, voir (Stanley, 1997)). Soit P un polytope convexe de dimension d dans R™
dont les sommets sont & coordonnées entiéres. Soit kP = {ko : a € P} le polytope dilaté k fois et
I(P, k), le nombre de points a coordonnées entiéres dans kP. Alors I(P, k) est un polynéme en k

de degré d dont le coefficient dominant est le volume Vol(P) de P.
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Puisque le théoreme d’Ehrhart s’applique au cas des polytopes dont les sommets sont a coor-
données entieres, il faut d’abord s’assurer que le polytope P(c) satisfait bien cette condition. C’est

le contenu du résultat suivant tiré de (Labelle, Leroux et Ducharme, 2007).

Proposition 15 Soit ¢ un graphe connexe sur I'ensemble de sommets {1,2,...,n} et le polytope

convexe P(c) C R™ défini par
Ple) ={X eR" |z, =0 et |z;—x;] <1V{ij}€c}, (3.28)

ou X =(x1,...,xy). Alors les sommets de P(c) sont & coordonnées entiéres.

Etant donné qu’un polyndme de degré d est déterminé de facon unique par ses valeurs en d + 1
points distincts, le polyndme d’Ehrhart sera déterminé par Jes valeurs I(P, k) pour k = 0,1,...,d.
Le polyndme d’Ehrhart peut donc étre déterminé, par exemple, par la formule d’interpolation de

Newton appliqué 2 la table 3.1 de valeurs.

k| #(k-PlNZ

0 Yo
\ Y1
2 7))
d Yd

Tableau 3.1 Cardinalité de (k - P(c)( Z%), 0 < k < d.

ol yp = I(P,k) = #(k - P(c) (| Z%)= nombre de points & coordonnées entieres dans le polytope
dilaté kP.

Cette formule produit le polyndme suivant :

1P =+ 0w (1) + @) () ot @ (5). 69
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ou
Ayo = y1— Yo,
Nlyy = A(Dyo) = Ay — Dyo = y2 — 241 + Yo
A"lyy = A(Ay)
et

<]?> = Lh—1). (- ),

2 7!

Le volume Vol(P(c)) de P(c) est alors donné par le coefficient dominant du polyndme (P, k).

Voici un exemple simple d’application du théoréme d’Ehrhart a partir de I’exemple précédent.

Exemple. Puisque ¢ = K3, alors d = 2. La figure 3.5 illustre les trois dilatés, 0 - P(c), 1 - P(c),
2 - P(c), du polytope P(c).

2 Pl 0y

0-P(c): T 1-Ple): 2

Figure 3.5 Les trois dilatés, 0 - P(c), 1 - P(c), 2 - P(c), du polytope P(c)

En comptant le nombre de points & coordonnées enti¢res, on obtient latable 3.2.



k| #(k-Ple)NZ?)

0 1
1 7
2 19

Tableau 3.2 Cardinalité de (k - P(c)(Z?), k= 0,1,2.

Puisque yo = 1, Ayg =7 — 1 =6, et A?yg = 19 — 2- 7+ 1 = 6, on obtient

I(P,k) = 1+6<]1€) +6<§)

= 3k*+3k+1.

Puisque le coefficient dominant de ce polyndme est 3, le volume de P(c) est alors 3. Ce qui est
conforme 2 I’exemple précédent. Etant donné que le poids de Ree-Hoover d’un graphe 2-connexe
b est une combinaison linéaire des poids de Mayer des surgraphes de b, nous avons aussi utilisé
le théoreme d’Ehrhart pour calculer le poids de Ree-Hoover. Le théoreme 2 nous a permis de cal-
culer les poids de Mayer et de Ree-Hoover des graphes 2-connexes possédant au plus 8 sommets.
Pour chacun de ces graphes, nous avons aussi calculé divers parameétres. Ainsi, en plus du vo-
lume du polytope de Mayer et de ceux de Ree-Hoover, nous avons calculé le polyndme d’Ehrhart
I(P, k) sous deux formes (en base des puissances de n et en base des coefficients binomiaux),
le nombre d’arbres couvrants, le nombre d’étiquetages et le star content. Nous avons développé
des procédures Maple pour effectuer tous ces calculs. Les procédures sont présentées en appendice
B. Elles permettent de calculer en un temps raisonnable les poids de Mayer et de Ree-Hoover de
n’importe quel graphe jusqu’a la taille 13.

La table de I’appendice A contient tous les graphes 2-connexes de taille au plus 7, ainsi que leurs
poids de Mayer et de Ree-Hoover, leur star content et leurs nombres d’étiquetages. L’extension
de cette table pour la taille 8 contient 7123 graphes et est disponible en version électronique (voir

(Kaouche et Leroux, 2007¢)). Deux autres tables pour les tailles 7 et 8 incluant d’autres parametres



45

sont aussi disponibles en version électronique, voir (Kaouche et Leroux, 2007a; Kaouche et Le-
roux, 2007b). Ces dernieres tables constituent une extension de la table jusqu’a la taille 6, présentée

dans (Labelle, Leroux et Ducharme, 2007).

34 La méthode des homomorphismes de graphes

Comme déja observé par Bodo Lass (Lass, 2005), voir aussi (Bernardi, 2008), il est possible
d’évaluer le volume du polytope P(c) en le décomposant en un certain nombre v(c) de sous-
polytopes qui sont tous des simplexes ayant le volume 1/(n — 1)!. Chaque sous-polytope est
obtenu en fixant la partie entiére et les positions relatives des parties fractionnaires des coor-
données z1,...,x, des points X € P(c). Le nombre de telles configurations donnera alors v(c)
et nous aurons Vol(P(c)) = v(c)/(n — 1)!. Afin de rendre cette correspondance plus précise, nous

considérons la représentation suivante, dite “fractionnaire”, des nombres réels

R— ([0,1] XxZ) : x> (&, hy), (3.30)

ol hy = |z est la partie entiere de = et £, = x — h, est la partie fractionnaire (positive) de . On

aalors x = &, + hy (voir figure 3.6).

£&=0 ’:é =1

Figure 3.6 Représentation fractionnaire du nombre z;
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Par exemple, pour les nombres 0.25, 3.75, —1.25 ona

0.25 — (0.25,0), 3.75+— (0.75,3) et — 1.25 — (0.75, —2),

(voir figure 3.8). Notons que 0 < &, < 1. Cependant, pour z = 0, on prend par conven-
tion la représentation spéciale 0 — (1.0, —1), comme si O était infinitésimal négatif. Dans cette
représentation, la condition |z — y| < 1 (qui nous intéresse dans le cas du poids de Mayer) pour

deux nombres réels z et y se traduit en

144

si & #& et supposant &5 <&y, alors hy=hy ou hy=hy+1”

(voir figure 3.7).
3 3
2 2
1 PR N 1 ali
0 0 \ ol
~1 -1

Figure 3.7 |z; — z;| < 1

Ceci peut étre visualisé comme suit : x et y doivent étre au méme niveau ou sur deux niveaux qui
se suivent, de sorte que la pente du segment entre z et y doit &tre nulle ou négative ; voir figure 3.8

ol I'intervalle (x — 1,z 4 1) est représenté par les segments épais.



47

3.75 — (0.75,3)

P,

, )
¢ z = (&, he)
2 S
Ly ()
] S
. <0.25 — (0.25,0)

0— (1.0,-1)

0 >

—1.25 — (0.75, —2>
-2 .

Figure 3.8 Représentation fractionnaire des nombres réels

Considérons maintenant un graphe connexe c¢ dont I’ensemble des sommets est V' = [n] =
{1,2,...,n}, et soit X = (zy,...,2,) un point du polytope P(c). Ecrivons z; ~— (&, h;) pour
la représentation fractionnaire des coordonnées z; de X,7 = 1,...,n. Rappelons que si z, = 0
alors £, = 1.0 et h, = —1, selon notre convention. Le volume de P(c) est inchangé en enlevant
tous Jes hyperplans {z; — z; = k}, pour k € Z. Par conséquent, nous pouvons supposer que
toutes les parties fractionnaires &; sont distinctes. On forme un sous-polytope de P(c) en gardant
les “hauteurs” hj, ho, ..., h, fixes aussi bien que les positions relatives (ordre total) des parties
fractionnaires £1,&o,...,&,. Soit A : V' — Z la fonction de hauteur 4 — h; et soit §: V — [n] la
permutation de [n] tel que 5(4) donne le rang de &; dans cet ordre total. Notons que 3(n) = n. Par
exemple,sin =betéy < & < & < & < &s,alors B(1) =4,8(2) =3,0(3) =1,8(4) = 2et
B(5) = 5,ie. 8 = (4,3,1,2,5). Le sous-polytope correspondant sera noté P(h, 3). Choisissons

un point canonique X = X}, g de P(h, §), par exemple, le centre de gravité, obtenu en posant



48

& = p(i)/n,i=1,...,n. En utilisant les coordonnées pour représenter ce point canonique X, g
de P(h, B), et en tragant un segment pointillé entre x; et z; pour chaque aréte {,j} du graphe
¢, on obtient une configuration dans le plan qui peut étre vue comme une image homomorphe de
¢ et qui caractérise le sous-polytope P(h, 3). Par exemple, avec n = 5 et ¢ = Cs, le S-cycle, on
peut prendre h = (0,1,1,0,—1) et 8 = (4,3,1,2,5) comme ci-dessus. Ceci définit en effet un
sous-polytope P(h, 8) de P(Cs), pour lequel X 5 = (0.8,1.6,1.2,0.4,0). La figure 3.9 illustre

la configuration correspondante, ot I'image homomorphe de Cs apparait clairement.

‘~:\ Xy

Figure 3.9 Représentation fractionnaire d’un sous-polytope de P(Cs)

Un exemple plus complexe est donné par la figure 3.10.

3
@-——mcccaaa -®
’ -
’ 6 ’lJ 5 1:4
1’ 4 hl: 2 o
-
1l L N
F - h2=l ‘\
t . n
-
'Lf h3 =0 1 AN %]
“ Lo -
1 =~ig -7 4 hy =2 ~
i A b 3
"\ " 5 41 I \\. o
~. ” 0 SO .23
L h5=—l & L 4
‘_’h. )
”» '\.‘ \\ ~
- - -
W e e e e ~
~ Ty T z
2 3 -1 RN L

8 <8 <L <& <<

Figure 3.10 Représentation fractionnaire d’un sous-polytope d’un graphe ¢
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La figure 3.11 illustre la décomposition du polytope P(c) dans le cas du graphe ¢ = K3. On
remarque que les 6 polytopes on tous le méme volume. Ce phénomene est vrai en général comme

le montre la proposition suivante :

Proposition 16 Soit ¢ un graphe connexe et soit (h,3) tels que S(n) = n et que la condition
(3.32) est satisfaite. Alors, le volume du sous-polytope associé P(h, 3) est égal a 1/(n — 1)!. De

plus le cenire de gravité de P(h, 3) est donné par

(hl N ﬂ(l)y;12 + @ S S ﬁ”n_—l),o> , (3.31)

n
Preuve. Les sous-polytopes P(h, §) de la subdivision de P(c} sont des simplexes tous isomorphes

au simplexe standard P(0,id) = {(z1,...,2r-1,0) ER* |0< z1 <23 < ... < xp_1 < 1}.En

effet, la transformation 7}, g qui permet de passer de P(0, id) a P(h, () est donnée par la formule
Thg: (21, 3n-1,0) = (R1 + 20, ha + Tga), + » Bn1 + Tan—1),0) = (U1, ..., Un—1,0).

Le jacobien associé a cette transformation est égal a 1 ou —1. On en déduit, par la formule de

changement de variables que

Vol(P(h, B))| = / 1 duy - duy
P(h.B)

5(u17"')un—l)>
= ————— 2| dxy - dxn_
/77(0,id) (5(1717~--,$n—1) ' nt

= / +1dzydog_y
P(0,id)

|Vol(P(0,id))| .

Ce qui signifie que les polytopes P(h, 8) ont tous le méme volume. Ce volume commun est donc
égala 1/(n — 1)! puisque le simplexe standard a comme volume 1/(n — 1)!.
De plus, puisque la transformation T}, g est affine et bijective, les centres de gravité de P(0,id) et

P(h, B) se correspondent par T}, g. Le centre de gravité de P(h, 8) est donc donné par

<h1+%1),h2+@,'~',hn-1+18(n7_1),0> :Th,ﬁ(l 2,_..’n—1’0>,

n n'n n
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puisque (1, 2 ... =1 0) estle centre de gravité de P(0, id). [ ]

T2

Figure 3.11 La décomposition du polytope P(K3)

Proposition 17 (Labelle, Leroux et Ducharme, 2007). Soit ¢ un graphe connexe sur ’ensemble
de sommets V' = [n] et considérons la fonction h : V — Z et la bijection 3 : V — [n] satisfaisant
B(n) = n.Alors la paire (h, 3) détermine un sous-polytope valide P(h, 3) de P(c) si et seulement

si la condition suivante est satisfaite :

pour toute aréte {4,7} dec, B(i) < B(j) implique h; = hj ou h;y = h; + 1. (3.32)

Preuve. Soit X, g = (1, ..., xy) le point canonique associé a (h, ), c’est-a-dire ot z; = h; +§;,
avec & := f(1)/n,1=1,...,n. Alors, la paire (h, ) détermine un sous-polytope valide P(h, 3)
de P(c) si et seulement si le point X}, g est dans P(c). Mais la condition (3.32) exprime exactement
que |z; — x| < 1, pour toutes les paires {%, 7} qui sont des arétes de ¢, ¢’est-a-dire, la condition de

définition de P(c). |

La figure 3.12 illustre les 6 configurations valides pour le graphe ¢ = K3 dont chacune correspond

a un sous-polytope. Ainsi, Vol(P(c)) = 6-3 = 3. Dans le cas général, on ala proposition suivante :

Proposition 18 (Labelle, Leroux et Ducharme, 2007). Soit ¢ un graphe connexe et soit v(c) le
nombre de paires (h, 3) telles que la condition (3.32) est satisfaite. Alors le volume du polytope

P(c) défini par (3.28) est donné par

Vol(P(c)) = v(c)/(n — 1)L (3.33)
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Preuve. Il est clair que le polytope P(c) est une réunion disjointe de tous ses sous-polytopes

P(h, B) et le résultat suit de la proposition 16. [ |

Ty X3

Figure 3.12 Configurations associées au graphe K3

La proposition 18 peut &tre utilisée pour calculer le poids de Mayer de certaines familles de graphes,
puisque wys(c) = (1) Vol(P(c)). Comme premier exemple on donne la preuve de la for-
mule (3.14) : w(K,) = (—1)(Z)n En effet, puisque toutes les arétes sont présentes dans le
graphe complet, toutes les (n — 1)! permutations [ pour lesquelles S(n) = n peuvent &tre uti-
lisées, par symétrie. De plus, il y a seulement n suites possibles de hauteur A o ﬂ(‘l) , de la forme
(0,...,0,-1,...,=1),allant de (0,...,0,—1) a (—1,...,—1), ce qui constitue toutes les confi-

gurations valides (h, 8). Par conséquent v(K,) = n(n — 1)! et le résultat suit.

Proposition 19 Pour tout graphe connexe c, le polytope
Ple)={zeR"|2n =0 et |z;—z;| <1V{ij} €cl, (3.34)

onx = (x1,...,%n) est borné. Plus précisement, il est contenu dans la boule fermée, centrée a

I'origine, de rayon (n — 1)%

Preuve. I1 suffit de trouver un M < oo tel que Yz € P(c), ||z| < M,ou||z| = /2% + 23 + - -- + 22.

Soitdonc z = (x1,...,z,) € P(c). Pour chaque i € {1,2,--- ,n—1}, choisissons dans le graphe
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connexe ¢, un chemin

P4 o> > i, o n, r=1(1)

joignant le sommet ¢ au sommet n. Sans perte de généralité, on peut toujours supposer que le

nombre d’arétes dans ce chemin est < n — 1. Onadonc

2| = (@ —zy) + (24, — Tip) + -+ (25, — Tn) + 20

(VAN

|£E1' —CE1;1| + lCEil —CE1;2| + -+ I.Iir —CEn|+ iCEn|

< I+1+--+1+0=n-1.

Ainsi, |jz]| = /22 + 23+ a2 =/ (n-1)2+(n—- 12+ +(n—-1)2+0% = (n—1)z.
1l suffit donc de prendre M = (n — 1)%. |

Remarque 4 Le polytope P(c) est symétrique par rapport a ’origine, ¢’est-a-dire
Ple) =P(~c) = {(~z1,...,—xp) | (z1,...,z0) € P(c)}.
En effet,

(z1,..,2a) EP(c) & z,=0 et Vil €c |zi—z <1
& z,=0 et V{i,jl€c |(—z)-(-z;)] <1

& (—z1,...,—zn) € P(c).
Grace a cette symétrie, le centre de gravité de P(c) est nécessairement a [’origine.
3.5 Méthode des homomorphismes de graphes adaptée aux poids de Ree-Hoover

Dans le cas du poids de Ree-Hoover, nous pouvons traduire la condition |z — y| > 1 pour deux

nombres réels = et y par

“si & #& et supposant &, <&, alors hy < hy—1 ou hgy > hy+ 27
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Ceci peut &tre visualisé comme suit : si la différence entre les parties entieres de z et de y est égale
a 1 alors la pente du segment joignant x et y doit &tre positive, sinon la différence en valeur absolue

entre les deux parties entieres doit &tre au moins 2. Voir figure 3.13.

3 3
2 2
1 . 1 o
\ -7
0 ! 0 lel ’
\\
-1 Pl -1

Figure 3.13 |z; — z;| > 1

Proposition 20 Soit c un graphe 2-connexe dont I’ensemble des sommets est V = [n] et considérons
une fonction h : V. — Z et une bijection 3 : V — [n] satisfaisant 3(n) = n. Alors la paire (h, )
détermine un RH-sous-polytope valide Pry (h, §) si et seulement si les conditions suivantes sont

satisfaites :
pour toute aréte {z, 5} de ¢, B(i) < B(j) implique h; = hjouh; =h; +1, (3.35)

pour toute aréte {¢,7} de¢, B(i) < 8(j) implique h; < h; —1louh; > h; +2.  (3.36)

Preuve. Désignons par Pry(c) la réunion de tous les RH-sous-polytopes valides Pry (h, 3). La
fermeture de Pry(c) est une réunion de polytopes. Notons par X, g = (x1,...,Zp) le point
canonique associé a (h, 8), c’est-a-dire, ol x; = h; +&;, avec & := B(i)/n,i = 1,...,n. Alors
la paire RH-(h, §) détermine un sous-polytope valide Pry (h, 3) de Pry(c) si et seulement si
le point X}, g est dans Pry (c). Mais la condition (3.35) exprime exactement que |z; — z;| < 1,

pour toutes les paires {7, 7} qui sont des arétes de ¢, et la condition (3.36) exprime exactement que
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lz; — 2j| > 1, pour toutes les paires {,j} qui sont des arétes de ¢, c’est-a-dire, la condition de

définition pour le domaine de I’intégration de (3.5). [ ]

Proposition 21 Soit ¢ un graphe 2-connexe et soit (h, 3) tels que 3(n) = n et que les conditions
(3.35) et (3.36) sont satisfaites. Alors le volume du RH-sous-polytope associé Prp(h, 3) est égal
al/(n—1)

Preuve. La preuve est identique a celle de la proposition 16 et est laissée au lecteur. n

Proposition 22 Soir ¢ un graphe 2-connexe et soit vry(c) le nombre de paires (h, 3) telles que

les conditions (3.35) et (3.36) sont satisfaites. Alors le volume de Pry (c) est donné par

Vol(Pry () = var(c)/(n — 1)L (3.37)

Preuve. 11 est clair que le polytope Pry(c) est une réunion disjointe de tous ses sous-polytopes

Pru(h, ) et le résultat suit de la proposition 21. n

La proposition 22 peut &tre utilisée pour calculer le poids de Ree-Hoover de certaines familles de

graphes, puisque wry (c) = (—1)%9Vol(Pry(c)).
3.6 Laméthode de Monte-Carlo

La méthode de Monte-Carlo permet d’estimer la valeur d’intégrales a partir de méthodes probabi-
listes. Si
f : [al,bl] X oo X [ak,bk] — R,

est une fonction de densité de probabilités, alors la méthode consiste a remplacer la valeur de
I’intégrale

bk by

/ / g(@1, - xe) f(z1, o ze)de - da, (3.38)
[27% a1

par la valeur de 1a somme finie

N
1 i i
i=1
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ol (x(li), e ,xfj)) sont des points de [a1, b1] X - - - X [ak, bx] pris aléatoirement selon la loi de densité
f. Plus N est grand, plus la somme (3.39) estimera bien I’intégrale (3.38) avec un estimé probabi-
liste d’erreur de plus en plus petit. Dans le cas qui nous intéresse, on veut calculer Vol(P(c)) ot ¢
est un graphe connexe. Puisque le polytope P(c) C R™™! est borné il suffit de trouver un pavé de
la forme [a1,b1] X -+ X [ak, bk], k = n — 1, tel que P(c) C [a1,b1] X -+ - X [axk, bi] et de prendre

la densité uniforme de probabilité

Fay - m) = 1
DU Vol(ag, by x o x ok, b))
1
- (3.40)
(b1 —a1)(ba —ag)- - (b — ax)
pour tout (z1,--- ,zg) € [a1,b1] X -+ X [ag, bg] et choisir
1, si (1,'1,~-- ,.’L‘k) GP(C),
g(x1, - ak) = x((z1, -+, zx) € P(c)) =
0, sinon.
On aura alors
by by
3% al
b b1 1
= x ((z1,---,2,) € Plc)) - dxy - dz
[ et a0 € PO g eyt
1
= dzy---dzx
Vol ([ar, ba] x -+~ x [ak, b)) /p@ o
_ Vol(P(c))
Vol([al,bl] X e X [ak,bk])
Lo~ @) )
~ =g ,z), (3.41)
i=1
olt les points (acgi), e ,x,(f)) sont pris aléatoirement dans [a1,b1] X - - X [ag, bg] selon une distri-
bution uniforme. En d’autres termes,
1
Vol(P(c)) ~ € P(o), (3.42)

(b1 —a1)(b2 — az) -+ (b — ax)
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ou  est la variable aléatoire “fraction des NV points (acgi), e ,x,(:)) qui appartiennent au polytope

P(c)”. Finalement, le volume de P(c) est estimé par
Vol(P(c)) =~ (by — a1)(by — aa) -~ (by — ag) - ©. (3.43)
11 suffit donc de trouver des intervalles [ay,b1], - - - , [ax, bg] tels que
P(c) C [a1,b1] x -+ X [ag, be]-

La preuve que nous avons donnée de la proposition 19 pour montrer que P(c) est borné nous donne
un estimé trop grossier pour ces intervalles. Un changement de variables nous permettra de choisir
le pavé fixe

[~1,1] x - x [-1,1] = [-1,1]*

dont le volume est 2¢. Ce changement de variables s’effectue comme suit :

1) Choisissons d’abord une arborescence couvrante a du graphe ¢ enracinée au sommet n.

2) Renumérotons bijectivement les sommets de ’arborescence couvrante en remplagant n par 0
et les sommets restants par les nombres {1,2,--- ,k}, k = n — 1, de sorte que I’arborescence a

devienne croissante a partir de la racine en orientant ses arétes vers la racine. On a donc
i—j < i<j, (voir figure 6.1). (3.44)

3) L’ensemble c\a des arétes de ¢ complémentaires a a sont elles aussi orientées canoniquement
avec la méme convention (3.44).

4) Considérons la fonction
a:{1,2,--- k} = {0,1,-- Jk—1}, (3.45)

définie par

i=a(j) & i+<j dans a. (3.46)

5) Introduisons les nouvelles variables

Uj; = Ty — ZTa(j) ] = 1,-" ,k. (3.47)
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On a évidemment [uj| < 1,5 = 1,---,k, puisque [z; — Z4(;)| < 1 et on peut retrouver les
variables z; on posant

Tj = Uy T Ua() T U2y T (348)

Les contraintes supplémentaires
z;— 2| <1, {i,j} €c\a, (3.49)
prennent la forme
(4 + uag) + Ua2g) +70) — (Wi HUo@) T U2+ ) S 1 {5 €c\a. (3.50)

La transformation

('Tla T 7'TIC) = (U]_,' o )ulc)a

est bijective et de jacobien 1. Ainsi le polytope P(c) dans le systeme de coordonnées (xq, - , zk)
correspond 2 un polytope P(c)* dans le systtme de coordonnées (uy, -, uz) et

Vol(P(c)*) = Vol(P(c)). (3.51)
De plus,

Ple)* C [-1,1]F, (3.52)
car
Py = {(u1,...,un) |yl <1, 7=1,---,k satisfaisant (3.50)}

- {(Ul)...,un)HU]‘iSl, J=1-- 7k}

= [-1,1]%
6) Vol(P(c)) est alors estimé par
Vol(P(c)*) = Vol(P(c)) ~ 28, (3.53)

ol ®* est la fraction des points pris aléatoirement dans le pavé [—1, 1]* qui appartiennent a P(c)*.

En ce qui concerne 1’estimé du poids de Ree-Hoover, il faut ajouter les contraintes supplémentaires
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(3.36) concernant les arétes complémentaires du graphe c par rapport au graphe complet K,,. La
méthode de Monte-Carlo se généralise évidemment aux dimensions d quelconques. Les procédures
de I’appendice B, section B.3, implémentent Ja méthode de Monte-Carlo pour le calcul des deux
poids en dimension quelconque.

La table 3.3 suivante présente des valeurs approchées du poids de Ree-Hoover des graphes 2-
connexes de taille < 6 pour les dimensions 3 et 4 par la méthode de Monte-Carlo avec 100000

points aléatoires.



Avec 4 sommets :

Numéro Graphe g Graphe g wru(g),d=2 wru(g).d =3
]
401 0 2.197808 1.265288
’
42.1 % 0.717672 0.625272
441 N o e | 0.044088 0.080040
Avec b sommets :
!7 ]
Numéro Graphe g Graphe g wru(g),d=2 wry(g),d =23
50.1 @ 0 1.803728 0.709984
52.1 @ 0348608 0.201392
]
53.1 " 0.300704 0.212384
532 @ S 0067792 0.091632
54.1 @ « e 0138784 0.139184

59
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542 @ o e | 0.017936 0.020768
55.1 @ * 7 0.015680 0.027280
v 4
552 Q 7 0.021360 0.042528
vd
553 @ Ot 0.005024 0.008000
[
5.5.4 M "7 0.000000 0.000576
u
Avec 6 sommets :
Numéro Graphe ¢ Graphe g wrulg),d=2 wru(g).d = 3J
6.0.1 0 1.373824 0.353920
|
6:2.1 0.181696 0.068512
6.3.1 - 0.107232 0.046592
632 @ 0.013440 0.012384
| e o
6.4.1 @ oo e 0.132992 0.066944




6.4.2 0.033696 0.020544

6.43 ‘ 0.090592 0.052800

6.4.4 @ “ 0.017472 0.017408

645 g{ - 0.014752 0.019744

6.4.6 @ 0.000896 0.006944

6.4.7 0.007776 0.005920

6.5.1 @ * P | 0037216 0.025152
5 i

6.52 @ t7 | 0.003488 0.004512
vt

653 @ T 0.004672 0.005024
[ 4'/

6.5.4 @ *. 7| 00445 0.037504
O

6.5.5 @ e | 0.015232 0.019008
i

6.5.6 @ 7| 0001536 0.002208
— 4

61
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6.5.7

0.014816

0.021824

658

0.006112

0.011904

659

0.001600

0.002112

6.5.10

0.000000

0.000160

6.6.1

0.094976

0.061472

6.62

0.002784

0.003712

6.6.3

0.001856

0.002336

664

0.000096

0.000256

6.6.5

0.000000

0.000032

6.6.6

0.001184

0.001280

6.6.7

0.003168

0.004672

6.6.8

QO @S 87 (S S S

0.000000

0.000320




6.69

0.005952

0.009760

6.6.10

0.044672

0.043712

6.6.11

0.001664

0.001952

6.6.12

0.006523

0.009312

6.6.13

0.013696

0.017504

6.6.14

0.000224

0.001056

6.6.15

0.001632

0.002720

6.6.16

0.000000

0.000064

6.6.17

0.000000

0.000032

6.6.18

0.004416

0.007552

6.6.19

0.004192

0.007840

6.6.20

S O a0 7

0.007360

0.014240

63
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6.6.21

0.000896

0.001760

6.6.22

0.011744

0.025920

6.6.23

0.000288

0.001664

6.6.24

0.000000

0.000160

6.6.25

0.000000

0.000416

6.6.26

RALAEA r2

0.000384

0.000384

6.6.27

0.000768

0.001088

6.6.28

A

0.000128

0.000448

6.6.29

0.000352

0.000416

6.6.30

0.000000

0.000064

6.6.31

0.000000

0.000000

6.6.32

=00

0.000000

0.000000




Y

6.6.33 @ 0.000000 0.000064

6.6.34 M 0.000000 0.000000
<7 .

6635 | X 0.000000 0.000256
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Tableau 3.3 Valeur estimée de wgry des graphes 2-connexes de taille au plus 6 pour les dimensions

2 et 3 par la méthode de Monte-Carlo



Chapitre 1V

QUELQUES FORMULES EXPLICITES POUR LES POIDS DE MAYER ET
DE REE-HOOVER DE FAMILLES INFINIES DE GRAPHES

A partir de nos tables (voir Appendice B ainsi que la version électronique (Kaouche et Leroux, 2007c)),
nous avons conjecturé diverses formules explicites pour les poids de Mayer et de Ree-Hoover de
familles infinies de graphes simplement, doublement et triplement indexées par des entiers. Le but
du présent chapitre est d’énoncer et de démontrer rigoureusement ces formules. Voici maintenant
la composition de ce chapitre. Dans la section 4.1, nous démontrons ces formules pour le poids de
Ree-Hoover, en adaptant la méthode des homomorphismes de graphes. La section 4.2 est consacrée
au poids de Mayer de ces familles que nous établissons a partir des relations exprimant le poids de

Mayer d’un graphe comme somme des .poids de Ree-Hoover de ses surgraphes.

4.1 Poids de Ree-Hoover de certaines familles infinies de graphes

Voici nos résultats concernant des formules explicites pour le poids de Ree-Hoover de certaines fa-
milles infinies de graphes. Leurs preuves utilisent les techniques des homomorphismes de graphes.
Les poids des graphes 2-connexes b sont indiqués en valeur absolue |w(b)|, le signe étant toujours

égal a (—1)¢®),
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4.1.1 Le poids de Ree-Hoover du graphe K,,\ S,

Notons Sy, le graphe k-étoile avec I’ensemble de sommets [k+1] et I’ensemble d’arétes {{1, 2}, {1, 3},

...,{1,k + 1}}. Comme premier exemple, on calcule |wry (Ky\e)l|, avec Kp\e = K,\S1.

Proposition 23 Pour n-> 3, notons par K, \e le graphe complet ayant n. sommets dont une aréte

arbitraire a été enlevée. Alors on a

lwry(Kn\e)| =

(n— 1)~ 4.1)

Preuve. Nous pouvons supposer que 1’aréte enlevée est e = {1,n}. Il y a deux possibilités pour
h:

a) soit hy = 1, h, = —1 et tous les autres h; = 0, de sorte que (1) doit &tre 1,

b) soit h; = —2 et tous les autres h; = —1, de sorte que (1) doit &tre n — 1. Dans les deux cas, 3
peut étre étendue de (n— 2)! fagons, donnant les positions relatives possibles des z;,2 < i <n—1,

(voir figure 4.1). Alors, il y a 2(n — 2)! RH-configurations (A, ).

1 231 0 1
0 L 1 4 i Tn
-1 4 In -2 °

]

Figure 4.1 Représentation fractionnaire d’un sous-polytope de Pry (K, \e€)
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Notons que, a partir de I’équation (2.14) et le fait connu que |wys (K5)| = n, la relation (2.17)

implique le résultat suivant

wa(Kn\e) = (-1)(3) <n ;2 ) : 4.2)
donné par Bodo Lass (Lass, 2005), puisque
lwam (Kn\€)| = [wrn (Kn)| + lwan(Kn\e)l.
Dans le cas général on a :

Proposition 24 Pour k> 1,n >k +3,0na

2k!

K \Sk)| = : 43
Preuve. Nous pouvons supposer que les arétes enlevées sont {1, n}, {2,n}, ..., {k,n} (voir figure
4.2, pour le cas de S3).
®’ ®
// l
o™
®
2
Figure 4.2 Le graphe S3
1l y a deux possibilités pour £ :
— hy =hy =--- = hg = leth, = —1ettousles autres h; = 0,de sorte que (5(1), 5(2), - -- , B(k))
doit &tre une permutation de {1,2,--- |k},
— hy =hy == hy = —2ettous les autres h; = —1, de sorte que (3(1), 5(2), - ,[(k)) doit
étre une permutation de {n — 1,n —2,--- ,n — k}.

Dans chaque cas § peut étre étendue de (n — (k + 1))! fagons, donnant les positions relatives
possibles des z;, k+1 <4 < n— 1 (voir figure 4.3, pour la casde S3). Alors, il y a 2k!(n — k — 1)!
RH-configurations (k, 3).
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1 T1 T2 X3 0

P ey '—1 Py

Figure 4.3 Représentation fractionnaire d’un sous-polytope de Pry (K, \S3)

4.1.2 Le poids de Ree-Hoover du graphe /(,\ (S,-S)

T3 T2 1

Tn

Soit S;-S), le graphe obtenu en joignant par une nouvelle aréte les centres d’une j-étoile et d’une

k-étoile ; voir figure 4.4 pour un exemple.

Figure 4.4 Le graphe S35—54

Commengons par le cas simple S1—S57.

Proposition 25 Pour n. > 5, soit g, = K,\51-51. Alors on a

2

lwrH(gn)| =

(n—1)(n—2)(n~3)

44
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Preuve. Nous pouvons supposer que les arétes enlevées sont {1,n}, {2,n} et {2,3} (voir figure

4.5).

Figure 4.5 Le graphe 51-51

1l y a deux possibilités pour A :

— hy = hy = let h, = —1 et tous les autres h; = 0, de sorte que (5(1), 3(2), B(3)) doit &tre
(1,3,2),

— h1 = hy = —2 et tous les autres h; = —1, de sorte que (5(1), 8(2), 8(3)) doit étre (n — 1,n —
3,n—2).

Dans chaque cas 3 peut &tre étendue de (n — 4)! fagons, donnant les positions relatives possibles

des z;, 4 <4 < n — 1 (voir figure 4.6). Alors, il y a 2(n — 4)! RH-configurations (A, 3).

1 T Xo 0 ]
0 z3 . :f7 . 1 _1 Z; Tn
3
-1 In -2 —e .
T2 Xy

Figure 4.6 Représentation fractionnaire d’un sous-polytope de Pry (K, \S1-51)
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Dans le cas général on a :

Proposition 26 Pour j > k> 1,n > k+ j + 3, soit g, = K,\(S;=Sk). Alors on a

- 2% 1
lwrH (gn)| = m=Dn—2 =kt 1)) (4.5)

Preuve. Nous pouvons supposer que les arétes enlevées sont {1,n}, {2,n}, ..., {k + 1,n} et

{2,k +2}, {2,k +3},...,{2,k + j + 1} (voir figure 4.7, pour le cas de S3—S3).

®F @! ®
B N
N

Figure 4.7 Le graphe S5—S3

1l'y a deux possibilités pour h :

- hi =hg ="+ =hgy1 = leth, = —1lettous les autres h; = 0, de sorte que (3(1), B(3),. .., B(k+
1)) doit &tre une permutation de {1,2,...,k} et (B(k + 2),8(k +3),...,8(k + j + 1)) doit
étre une permutation de {k + 1,...,k+j}et8(2) =k +j+ 1.

— h1 =ho=---= hgyy = —2ettous les autres h; = —1, de sorte que (3(1), 8(3),--- , B(k+1))
doit étre une permutation de {n—1,n—2, -+ ,n—k}et (B(k+2),8(k+3),...,8(k+7+1))

doit &tre une permutation de {n —k —1,...,n—k —j}et8(2)=n—k—j— 1.

Dans chaque cas g peut étre étendue de (n — (k + 5 + 2))! fagons, donnant les positions relatives
possibles des x;, K+ j + 2 < ¢ < n — 1 (voir figure 4.8, pour le cas de S»—S3). Alors, il y a
2k!j!(n — (k + j + 2))! RH-configurations (h, §).
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1 X1 T3 T4 X9 0 1
0 T Ts T 1 -1 Li Ty
s Te
-1 Tn -2 ot N
() T4 T3 )

Figure 4.8 Représentation fractionnaire d’un sous-polytope de Pry (Ky\S2-S3)

4.13 Le poids de Ree-Hoover du graphe K,\(Cj - Si)

Soit Cy - Sy, le graphe obtenu en identifiant un sommet du graphe Cj avec le centre d’une k-étoile ;
voir figure 4.9 pour un exemple.

Commengons d’abord par le cas spécial k& = 0 qui correspond au graphe K,\Cj. La preuve est

® @
/7

Figure 4.9 Le graphe Cy - Sy

différente de celle qui correspond au cas k > 1.
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4.13.1 Le poids de Ree-Hoover du graphe K,,\Cy

Proposition 27 Pourn > 6, 0ona

8

wrr(Ka\COl = 5 —ym =3y

(4.6)

oi Cy est le cycle (non orienté) avec 4 sommets.

Preuve. Nous pouvons supposer que les arétes enlevées sont {1,n}, {2,n}, {2,3} et {3,1} (voir

figure 4.10).

Figure 4.10 Le graphe Cy

Il y a quatre possibilités pour h :

— hy = hyg = leth, = —1 ettous les autres h; = 0, de sorte que (G(1), 5(2)) doit étre une

permutation de {2,3} et 5(3) =1,

— hy = hy =1leth, = hg = —1 et tous les autres h; = 0, de sorte que (5(1), 5(2)) doit étre une
permutation de {1,2} et 5(3) = n — 1,

— hy = hg = —2 et tous les autres h; = —1, de sorte que (5(1), 3(2)) doit &tre une permutation
de(n—-2,n—-3)etf(3)=n-1,

— hy = hy = —2, hg = 0 et tous les autres h; = —1, de sorte que (B(1),3(2)) doit &tre une
permutation de (n — 1,n — 2) et §(3) = 1.

Dans chaque cas [ peut étre étendue de (n — 4)! fagons, donnant les positions relatives possibles

des z;,4 <1 <n—1(voir figure 4.11). Alors, il y a 4 - 2!(n — 4)! RH-configurations (h, ).
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1 n o 0 !
0 &3 ooie | N RN . Tn
oo o oo .
-1 Ip -2 o
Ty To
Ln o L :
o -
0 .oie ! -1 N n
—1 fs ‘/L’n -2 L ®
Ty T9
Figure 4.11 Représentation fractionnaire d’un sous-polytope de Pry (K, \C4)
[
Proposition 28 Pour k> 1,n>k+ 5, 0na
wr(Ka\(Ci - 51))| = e @)
RS A o T 0 2 (n=2) - (n— (k+3)) '
Preuve. Nous pouvons supposer que les arétes enlevées sont {1,n}, {2,n}, {4,n},..., {k+3,n}

et {1, 3}, {2,3} (voir figure 4.12, pour le cas de Cy - So).



76

Figure 4.12 Le graphe Cy - .S

1l y a deux possibilités pour h :

~hy = hy = hy--- = hgp3 = leth, = —1 et tous les autres h; = 0, de sorte que
(B(4),8(5),...,0(k + 3)) doit &tre une permutation de {1,2,...,k} et (8(1), B(2)) doit &tre
une permutation de {k + 2,k + 3} et 5(3) = k + 1,

~ hy = hg =hg--- = hgy3 = —2ettous les autres h; = —1, de sorte que (3(4), 5(5), ..., B(k+
3)) doit étre une permutation de {n—1,n—2,...,n—k} et (3(1), 3(2)) doit étre une permutation

de{n—k—-2n—k-3}etf3)=n—k—1

Dans chaque cas [ peut étre étendue de (n — (k + 4))! fagons, donnant les positions relatives
possibles des z;, k + 4 < ¢ < n — 1 (voir figure 4.13, pour le cas de Cy - Sy). Alors, il y a
2 - 21k!(n — (k + 4))! RH-configurations (h, 5).
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1 Z5 T4 T1 X9 0 1
0 T3 Z; 1 -1 X5 Ty,
° .
-1 T -2 *—o o
L1 T2 Ty Ts

Figure 4.13 Représentation fractionnaire d’un sous-polytope de Pry (K»\(Cy - S2))

Notons que la formule (4.6) n’est pas un cas spécial de (4.7).

4.14 Le poids de Ree-Hoover du graphe K\ Py

Soit Py la chaine sur I’ensemble de sommets [k] et I’ensemble d’arétes {{1,2},{2,3},...,{k —
1,k}}.Pourn > 5,0na K,\Ps = K,\Sz et K,,\ Py = K,\S1—S1. Ainsi, les poids wgry (K, \ Ps)
et wry (K, \ Py) peuvent étre obtenus en tant que cas spéciaux des propositions 24 et 25. De plus,
wri (Kp\FPx) = 0, pour & > 5, n > k + 1, ce qui est une conséquence du théoreme 1. En effet,

puisque K4\Cyq C Py pour k > 5, 0on a Cqy C K, \ P et on conclut en utilisant (3.22).

Remarque 5 Notons que le phénomene suivant peut se produire pour certains graphes 2-connexes :

supposons que Kp\g est 2-connexe pour tout n > p et que la formule f(n) est telle que

wry (Kn\g) = f(n) pour n>p, (4.8)

alors pour n = p, on peut avoir wry (K,\g) = mf(p),1 <m € N.
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4.2 Poids de Mayer de certaines familles infinies de graphes

Dans cette section, nous donnons des formules explicites pour le poids de Mayer des familles
infinies précédentes de graphes. Dans ce cas le calcul du poids de Mayer est plus difficile. Au lieu
d’utiliser la méthode des homomorphismes de graphes, on utilise la formule (2.17) et le théoréme
1. En effet, pour un graphe b, nous rassemblons dans la somme correspondant a (2.17) uniquement
les poids de Ree-Hoover non nuls de graphes d avec b C d C K,. Ces graphes sont classifiés a
1somorphisme pres et leurs multiplicités sont calculées dans chaque cas. Puisque les graphes sont
de la forme K, \g, alors les surgraphes de K, \g sont de la forme K,\h, ol h est un sous-graphe
de g, h C g. En utilisant la formule (2.17) on a

fos(Ea\g)l = Y lwra (Ka\k)|

kCg

> m(h)lwan (Ka\R), (4.9)

heQi(g)

ft

ol Q(g) est un systeme de représentants des sous-graphes non étiquetés de g et m(h) est la mul-
tiplicité du graphe h, c’est-a-dire, le nombre de graphes de la forme K,\k isomorphes a K, \h.
Dans les propositions suivantes, ces multiplicités peuvent &tre obtenues dans chaque cas par des

arguments combinatoires directs.

4.2.1 Le poids de Mayer du graphe K\ Sy

Proposition 29 Pourk > 1,n> k+ 3,0na

()

=2 ()

k
lwar (Kn\Sk)l = n+ 2; e (4.10)

Preuve. Les surgraphes de K,\Sk sont : K,\S;,1 < j < k et K. Leurs multiplicités sont

données par la formule suivante

lwar (K \Sk)| = [wry (Kn)| +

-

(?) lwrH (Kn\Sj)|. (4.11)

1

J
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422 Le poids de Mayer du graphe K,\S;—Sj

Proposition 30 Pour j > k> 1,n >k + j + 3, soit g = Ky \(S;-Sk). Alors on a

lwa(gn)| = ”+§2[<]‘}L1>+<kjlﬂ(n—l)-l-!-(n—l)_(nzl)

+z]:zk:2<;)(?)(n—n---(ﬁ!(mﬂﬂ))‘ (“-12)

m=1 [=1

Preuve. Les surgraphes de K;,\.S;-S) dont le poids de Ree-Hoover n’est pas nul sont, a isomor-
phisme pres, de la forme : K,\S;,1 <1 <541, K,\(Sm=5), 1 <m < 4,1 <1 < ket K,.

Leurs multiplicités sont données par la formule suivante

wn(gn)] = |wRH<Kn>|+§[<j P (571 (801 - o)

+ i i (;) (?) [wrH (Ko \(Sm=51))|- (4.13)

m=1 =1
|
423 Le poids de Mayer du graphe K,\C;
Proposition 31 Pourn > 6, ona
8 16 16
|’(UM (Kn\C4)| = n+ + + . 414

(-1 (n-Dm-2  (n-Dn-2n-3)
Preuve. Les surgraphes de K,\Cy dont le poids de Ree-Hoover n’est pas nul sont, a isomorphisme
pres, de la forme : K, \S1, Ky \S2, Kn\C4, K, \(S1-51) et K. Leurs multiplicités sont données
par la formule suivante

2
lwar (Kn\Ca)l = |wra(Kn)l+ Y 4lwre (Ko \S)]
=1

+4|wRH(Kn\(Sl — Sl))| + |’(URH(Kn\C4)|. (4.15)
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4.24 Le poids de Mayer du graphe K,\(C} - Sy)

Proposition 32 Pour k > 1,n > k + 5, soit g, = K,\(Cy - Si). Alors on a

) 2 g !
lwam (Kn\(Cs - Si))| = n+;2( I )(n—l)-~-(n—l)
k

k l!
+;‘*@<n—1>---<n—<l+3>>

+§4[<lfl)+ (lm (n—l)mé;—(H?))

+4 L+ 12 . 12
n—1 (n-10n-2 " (n-1)(n—2)(n-3)

. (4.16)

Preuve. Les surgraphes de K,\(Cy - Si) dont le poids de Ree-Hoover n’est pas nul sont, a iso-
morphisme pres, de la forme : K,\S;, 1 <1 < k+2 K, \(Cy-5)),1 <1 <k, Kp;\(51-5)),
1 <1 <k+1,Cyet K. Leurs multiplicités sont données par la formule suivante

k+2 k
| k+2 k
wn(Ca- S0l = |wRH<Kn>|+§( l )|wRH<Kn\Sz>|+; (4 )wmatarcq - s0)

k+1

32 (1) + (5)] bomutra(s: = 50)1 + 2 (a\)

+3leH(Kn\Sg)l + leH(Kn\C4)l + 2leH(Kn\Sl — Sl)l 417

42.5 Le poids de Mayer du graphe K.,\ P,

Proposition 33 Pourk > 5 n>k+1,0na

2k — 1) Ak — 2) 2k — 3)

om (BBl =t ey Y s -2 T - 2)m—3)

(4.18)
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Preuve. Les surgraphes de K,\Fy, k > 5, dont le poids de Ree-Hoover n’est pas nul sont, &
isomorphisme pres, de la forme : K,,\S1, K, \S2, K, \ Py et K. Leurs multiplicités sont données

par la formule suivante

lwar(Ka\Pe)l = |wrn (Kn)| + (k= Dwra (K \S1)|

+(k — 2)|wra (Kx\S1)| + (k — 3)|wry (Kx\Py)|. (4.19)



Chapitre V

GRAPHES BIPARTIS COMPLETS, POIDS DE MAYER ET DE
REE-HOOVER VERSUS INVARIANTS CLASSIQUES DE GRAPHES

Le calcul explicite du poids de Mayer ou de Ree-Hoover de graphes particuliers est trés difficile en
général et n’a été effectué seulement que pour quelques familles spéciales de graphes (par exemple,
le graphe complet K, le cycle Cy, les graphes de la forme K,\g, oll g pourrait étre un graphe
étoile, un cycle, une chaine, ou une combinaison de quelques-uns de ces graphes, etc).

Le but de ce chapitre est de donner d’abord une formule explicite du poids de Mayer et de Ree-
Hoover de la famille doublement indexée K, , des graphes bipartis complets. Nous illustrons
ensuite la “complexité” de I’interprétation combinatoire du poids de Mayer wps(b) et du poids de
Ree-Hoover wgry (b) en montrant que pour un graphe 2-connexe général b, ces poids ne peuvent
pas étre exprimés comme fonctions faisant seulement appel 2 certaines familles classiques d’inva-
riants de graphes. Voici maintenant la composition de ce chapitre. Dans la section 5.1, nous rappe-
lons d’abord la définition des fonctions Béta imcompletes classiques et régularisées. Ensuite, nous
établissons de deux fagons une formule donnant le poids de Mayer des graphes bipartis complets
en faisant appel aux fonctions Béta. La premiére méthode consiste en une évaluation détaillée de
I'intégrale définissant wps (Ko, ). La deuxieme utilise une adaptation de la méthode des homomor-
phismes de graphes et certains arrangements spéciaux de points noirs et blancs dont I’énumération
nous permet d’exprimer le poids de Mayer des graphes bipartis complets par une formule close.

En utilisant le théoréme 1, nous avons montré que le poids de Ree-Hoover des graphes bipartis
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complets Ko, (m,n > 1) est cepandant nul. En section 5.2, nous rappelons d’abord que, dans
le cas gaussien, le poids de Mayer en dimension quelconque s’exprime de fagon simple a 1’aide
du nombre d’arbres couvrants, du nombre de sommets et du nombre d’arétes. Contrairement au
cas gaussien, nous montrons ensuite a 1’aide d’exemples explicites que dans le cas des particules
dures, les poids de Mayer et de Ree-Hoover ne peuvent pas, méme en dimension 1, s’exprimer 2
I’aide de fonctions faisant seulement appel & certaines familles de parametres classiques associés

aux graphes.

5.1 Graphes bipartis complets X, ,, et les fonctions Béta incompletes

En examinant la-table de 1’appendice A et (Kaouche et Leroux, 2007c), en utilisant le théoréme
d’Ehrhart et Maple, nous avons conjecturé la formule explicite a 2 paramétres;

omtn—lyin|

(mtn-1) SR

wM(Km,n) =(-1)™".

pour le poids de Mayer des graphes bipartis complets Ky, », (voir la table 5.1).

Légende :
Nom liste des degrés de ¢
nb d’étiquetages nb. d’arbres couvrants
graphe ¢
volume du polytope | volume x (n — 1)!
Ki s (1) |
[ 2|1
2|2
Kis @11 |




Ki3 (3,1,1,1)
A\ o
8 |48
Ko (2,222)
] SALE
16
7 |32
Ks3 (3,32,2,2)
8 192
Ki4 4,1,1,1,hH)
A 2k
/\ 16 | 384
K214 (454,22',272)
b <
64
% | 1536
K3’3 (3,3,3,3,3,3)
M 10] 81
48
4 | 1152
Kis (5,1,1,1,1,)
%\ s
\ 32 | 3840
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Ko (5522222)
21 80
64
M 8 115360
K34 (4443333)
W 35 | 432
64
8419216
K16 6,1,1,1,1,1,1)
7 1
Aﬁi\ 64 | 46080
Kag 6,6222222)
M 28 192
256 1 184320
K3‘5 (5,5,5,3,33,3,3)
W 56 | 2025
8
1281 92160
Ky (44444444
W 35 | 4096
512
. 312 | 73728
Ky (7,1,1,1,1,1,1,1)
8 1
//ih\\. 128 | 645120

Tableau 5.1 Graphes bipartis complets de taille < 8.
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Le but de cette section est de démontrer la formule (5.1), de deux fagons différentes. La premiere
démonstration consiste en une évaluation détaillée de I’intégrale définissant wpy (K, ). La deuxi-
¢me utilise une adaptation de la méthode des homomorphismes de graphes (voir la section 3.4). La
méthode consiste en I’énumération de classes spéciales d’arrangements de points noirs et blancs.

Pour les deux méthodes nous allons utiliser des propriétés des fonctions Béta incompletes clas-

siques
x
B(z;a,b) = / 2711 — 1)Lt (5.2)
Jo
et des fonctions Béta incompletes régularisées
B(z;a,b)
I.(a,b) = ——— 53
x(CL, ) B(CL, b) ) ( )

ol B(a,b) = B(1;a,b) est la fonction Béta (complete) (voir (Abramowitz et Stegun, 1974)).
5.1.1 Calcul de wy (K, ) par évaluation de Pintégrale

Considérons un graphe biparti complet K, , construit sur [m] et [n] et introduisons des variables
x; pour ¢ € [m] et y; pour 7 € [n]. La formule (3.4) définissant le poids de Mayer prend ici la
forme

wpt (Kmn) = (—1)”‘”/}R . H x(zi—y;| < Ddzy ... demdyr ... dyn—1, yn=0. (54)

i€[m]
j€ln]

Cette intégrale s’évalue en plusieurs étapes comme suit :

wn(Kmn) = (—1)mn/ T - il < Ddas o dadyy - dg-s, v =0
e

i€lm]
j€ln]

= (=1)mn /RmM_1 H x(|z:] < 1) H x(lzi —y;| < Ddzy ... demdy; . .- dyn—
1€[m] 1€[m]

j€n—1]

i€[m]

1 1

_ (—1)’””/ / /R T xlss =yl < Ddys . dyay | don . d,

-1 -1 n-1

————
m j€ln—1]
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Or,
II xlzi—yl<1)=1 & Viem],Vien-1]:~1<y -z <1
1€[m)]
jen-1]
& Vjien-1,Viem]:~1+az <y; <l+mz
& Vje[n—1]:maxxz; — 1 <y; <minz;+ 1
e (y1,y2, - Yn-1) € [maxz; — 1, minz; + 1771
Donc,

1 1
wy(Kmp) = (—1)m”/ = /_ ((minz; + 1) — (max z; — 1)V dzy ... dzy,

1 1
= (—1)m”/ - / (2 — (max z; — minz))" " day . .. dzgy,.

Posons z; = z; — 1. Alors max x; — minx; = max z; — min 2; et

2 2
wy(Kmn) = (—1)m”/ / (2 — (max z; — minz))* 'dzy ... dzm.
0 0

—_———
m

On peut supposer que les variables z; sont distinctes (car I’ensemble ol elles sont égales est de
mesure nulle). On a m choix pour max z; et m — 1 choix pour min z;. Par symétrie, on peut

supposer que

minz; =21 et maxz; = 29.

On a donc

21 <z <zy Vke{3,4,...,m}.



Ainsi,

2 2
Wit (Kmp) = (~1)™m(m — 1) / /0 (2 (22— 7)) (e < 22)

Posons 29 =z + 27, 0n a

Posons z = 2¢. Alors

WM (Km,n)

0
N—_——

m
m

' H x(z1 < 2, < z0)dz1 ... dzm,

. 2 2
(m—1) / /0 (2 (22— 2" x(z1 < )

2 2 m
. / / HX(ZI <2y < 29)dz3...dzy | d2rdz
J0 0 ,=3

m—2
[ [ e
- 1)/ / (23— 21))" (20 — 21)™ 2d2adz.

= - [ : ( | (Q—x)”‘_lxm_Qdac> i

(—DmWMm—J)AQ<A%w(2—$W_%@’%q>d$

2
(=1)™"m(m — 1)/0 (2 —z)" 2™ 2dz.

1
- (_1)m”m(m—1)-2m+"—1/ tm2 (1 — )" dt
J0

= (=)™m(m—-1)- 2" 1. B(m —1,n+1)

— (—1)Y™m(m — 1) . 9T _F(m—l)r(n—i-l)
= (-1)™m(m —1).2m""1 oy
= (-1)™m(m—1). 2™~  (m=2)tnl
= &V ( D2 (m+n—1)!

(29 — 21)) X(Zl < z9)(z2 — 21)™

89

~2d21d2s
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5.1.2 Calcul de wy (K, ,) en utilisant des arrangements de points noirs et blancs

Selon les propositions 17 et 18 du chapitre 3, la formule (5.1) pour wps (K, ») sera établie si nous
calculons le nombre v(Kp, ) de paires (h, 3) satisfaisant I’équation (3.32) pour le graphe biparti

complet K, sur V = [m + n] (voir figure 5.1). Grace a I’équation (3.33), nous devons montrer

que
V(Kmpn) = oMLl int, (5.5)
m+1
m+2
m+n
Figure 5.1 Le graphe Ko, p,
Considérons les éléments de {1,2,--- ,m} comme des points noirs étiquetés et les éléments de
{m+1,m+2,---,m+n}comme des points blancs étiquetés. Chaque paire valide (h, §) donne

lieu 2 m!(n — 1)! paires valides distinctes en permutant les m points noirs étiquetés entre eux et en
faisant la m&me chose avec les premiers n — 1 points blancs étiquetés (le dernier point blanc est
fixé puisque B(m + n) = m + n). La formule (5.5) sera alors prouvée si nous pouvons montrer
que

vo(Kmp) = 2" 1n, (5.6)

ol vo(Km ) est le nombre d’arrangements de points noirs et blancs non-étiquetés “UDP” dans le

plan Z x Z satisfaisant les quatre conditions suivantes :

1. 1l y a m points noirs et n points blancs.
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2. Pouri =1,2,...,m+n, il y a exactement un point noir ou blanc dans Z x Z dont I’abscisse

est 4.
3. Le dernier point est blanc et est & la position (m +n, —1) € Z x Z.

4. Deux points quelconques de couleurs différentes sont soit au méme niveau (c’est-a-dire,
mémes ordonnées), soit a deux niveaux différents d’une unité en faisant une pente négative
(voir figures 5.2-5.4, ol, dans chaque colonne avec une double fleche, le point peut étre

indépendamment en haut ou en bas).

L’ensemble des UDP se divise en 3 classes selon les positions relatives des points noirs :

1. La classe “—UDP” se compose des UDP dont les points noirs sont tous au méme niveau

(nécessairement au niveau 0 ou bien au niveau —1) (voir figure 5.2).

S i |
_1 11 I

Figure 5.2 La classe “—UDP”

2. Laclasse “/UDP” se compose des UDP dont les points noirs sont dans deux niveaux différents
(nécessairement les niveaux —1 et 0) et pour lesquels le point noir d’extréme gauche au ni-

veau —1 est a la gauche du point noir d’extréme droite au niveau O (voir figure 5.3).
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O-0-00-0—8-008

Figure 5.3 La classe “/UDP”

3. Laclasse “\UDP” se compose des UDP dont les points noirs sont dans deux niveaux différents
(nécessairement les niveaux —1 et 0) et pour lesquels le point noir d’extréme gauche au

niveau—1 est & la droite du point noir d’extréme droite au niveau 0 (voir figure 5.4).

Figure 54 La classe “\UDP”

Nous avons besoin des deux lemmes suivants pour énumérer les trois classes d’arrangements

précédemment introduites.

Lemme 6 (Deux sommes binomiales finies) Pour chaque entier M, N > 0, on a

N
Z <M+k>lk _ Il—a:(M+ 1,N+ 1) (57)

Py k (1 _ x)M—i—l
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et

i . (M + k) b (M4 Dali_ (M +2,N) 59

- — o \M+2 ’ :

= k (1—2x)
ot I;(a, b) désigne la fonction Béta incomplete régularisée définie par la formule (5.3).
Preuve. Posons f(z) = (1 — z)~(M+1) dans la formule de Taylor avec reste intégral,

N k) (0 N+1 pl )
Z F )x" = f(z) — ‘ / (1 —w) fNHD (z0) du. (5.9
k! N J,

Ceci implique

N 1
M+ k M+ N +1)!
+ zk = (1- )~ M+ _ (M + ' T ) 2N (1 = w)N (1 — )" MENA2) gy

k M!IN! 0

= (]_ — x)_(M+1) <1 - w/xtl\f(l _ t)]\/[dt> , (510)
0

k=0

MIN!

r—t
z(1-t)"

apres le changement de variables u = Ceci prouve (5.7) en utilisant les formules

MIN!

B(M+1,N+1):(M+—N+1)—!, (5.11)
et
I.(a,b) =1 —1,_,(b,a). (5.12)
L’identité (5.8) suit de (5.7) puisque pour k > 1,
k(M; k) — (M~ 1)<Alf_+1k> (5.13)
|

Lemme 7 (Relation de récurrence) (Abramowitz et Stegun, 1974, formule 26.5.10) La fonction

Béta incomplete régularisée satisfait
Li(a,b) = 2l(a — 1,b) + (1 — )1, (a,b — 1). (5.14)

Théoreme 3 Pour deux entiers m,n > 1,0na
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a) Le nombre S d’arrangements de points dans la classe “—UDP” est donné par

zgn k)(m ]€2+k>2nk 2m+”1(n]1( ~1,n) — (m —1)]%(m,n—1)>.

(5.15)

b) Le nombre T d’arrangements de points dans la classe *“/UDP” est donné par
T = Z g7 + ) gmo1-k _ pomen-ip, (n+1,m—1) (5.16)

2 ’ ' :
c) Le nombre U d’arrangements de points dans la classe “\UDP” est donné par
n
m—2+k\ .. tn—1
U:Zk( N )2 = (m — 12" L (m,n). (5.17)
Finalement, le poids de Mayer des graphes bipartis complets K, 5, est donné par
2mFn—lmin)

K =(-)m™ — 5.18

Preuve.

Pour m < 1, les résultats sont trivialement vrais. Alors, soit m > 2.

1. Une translation verticale d’une unité vers le bas des m + n — 1 points dans ’arrangement de

gauche de la figure 5.2 produit ’arrangement de droite. Par conséquent, la classe

(6_UDP7,

se divise en deux classes ayant la mé&me cardinalité. Ainsi, concentrons nous seulement sur
I’énumération des arrangements de gauche de la figure 5.2. Soit k& le nombre de points blancs
entre le premier et le dernier point noir. Le premier point noir peut tre seulement en position
1,2,...,0un — k. Pour chacune de ces positions, les & points blancs peuvent étre choisis de
(m_k”k) fagons. Puisque nous avons 2" ~¥~1 colonnes avec des doubles fleches et 0 < k <
n — 1, le nombre total des UDP dans la classe “—UDP” est donné par
- S m=2+k\ k1
S =2 kzzo(n k)( N >2 : (5.19)

Le terme de droite de (5.15) suit du lemme 6 avec x = 2 puisque,

= (E R CTIE) e
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2. Soit maintenant m — 7 le nombre total de points noirs allant du point noir d’extréme gauche
au niveau —1 (c’est-a-dire qui a la plus petite abscisse parmi ceux de la forme (z,—1)) au
point noir d’extréme droite au niveau 0 (¢’est-a-dire qui a la plus grande abscisse parmi celles
de la forme (z, 0)) inclusivement (voir figure 5.3). Le premier point noir au niveau —1 peut
étre seulement en position 1,2, ..., ou n + 7. Pour chacune de ces positions, les m — r — 2
points noirs entre le point noir d’extréme gauche au niveau —1 et le point noir d’extréme

("*7=1) choix de positions

droite au niveau 0 peuvent &tre choisis de 2™~ "2 facons. Il reste
pour les points noirs restants. Puisque 0 < r < m — 2, le nombre total des UDP dans la

classe “/UDP” est donné par

m—2 m—1
n+r—1 n—1+k
T — 2m—r—2 — 2m—1—k 52
Z(n+r>< . ) ;k( L ) . Gy

en utilisant I’identité
a—1 o
= 1 . 5.22
a( r ) (H)(Hl) 22

Le terme du membre droit de 1’équation (5.16) suit de (5.8) du lemme 6, avec © = %, M =

n—1,N=m-—1.

3. Soit n 4+ 1 — r le nombre total de points allant du point noir d’extréme droite au niveau 0 au
point noir d’extréme gauche au niveau —1 inclusivement (voir figure 5.4). Le dernier point
noir au niveau 0 peut &tre seulement en position 1,2, ..., ou m + 7 — 1. Pour chacune de
ces positions, les n — 1 — 7 points blancs entre le point noir d’extréme droite au niveau 0O et

le point noir d’extréme gauche au niveau —1 peuvent étre choisis de 2”1~ facons. 1l reste

(m+r—2

s ) choix de positions pour les points noirs restants. Puisque 0 < r < n — 1, le nombre

total des UDP dans la classe “\UDP” est donné par

n—1 n
m+r—2 o m-—2+k
= § -1 on—l-r — § gn—k 523

en utilisant I'identité (5.22). Le terme du membre droit de 1’équation (5.17) suit du lemme 6,

avecx:%,M:m—ZN:n.
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Finalement, en utilisant le lemme 7, avec z = %, a=n+1letb=m — 1, on obtient

T(m,n) = n2™+n=t— L2T(n +2,m—2),
n
, 94k
— pomin-l m on—k. 524
=5 (" 29

En faisant appel aux équations (5.19), (5.23) et (5.24), on obtient, aprés simplification,

S+T+U=n2mt1,

|
Remarque 6 A partir de la formule (5.1), on obtient directement
wy (Knn-1) = (=1)"wpy (Knp-2), n >4, (5.25)
et
2(n+1
wy (Kmny1) = (—1)mgwM(Km,n). (5.26)
n+m
Remarque 7 A [’aide de Maple nous avons montré que pour k > 3, la formule
2n1+n2+~~~+nkf1n] Ingl- - nk.!/(nl +ng+ -+ g — 1)', (5.27)

ne donne pas le poids de Mayer des graphes multipartis complets Ky, n, ... n,. Pour k > 3, le

probleme du calcul exact de wpy (K, n2. my) €SL encore ouvert.

Proposition 34 Si k > 2, alors

s'il existe 1,7 tels que 1 # j,n; > letn; > 1.

Preuve. C’est une conséquence du théoreme 1, puisque Cy C Ko noy - n
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5.2 Le poids de Mayer et de Ree-Hoover versus quelques invariants de graphes
5.2.1 Larelation entre le modele gaussien et la complexité d’un graphe

Commengons par le cas particulier d’une interaction gaussienne entre les particules. Dans ce cas,

la fonction d’interaction est donné par
fij = —exp(—a||@; — Z5]1%), a > 0, (5.28)
qui correspond & une répulsion douce a température constante. La fonction

f(r) = —exp(—ar?) (5.29)

satisfait les hypotheses de la proposition 3 (chapitre 1). Le deuxieme poids de Mayer wys(c) peut
donc étre, en principe, calculé pour n’importe quel graphe connexe c. Rappelons que la complexité
v(c) d’un graphe connexe c est définie comme le nombre de sous-arbres couvrants de ¢. Notons
par e(c) le nombre d’arétes de ¢. Le nombre (c¢) intervient directement dans le calcul du poids de

Mayer wps(c). C’est le contenu du théoréme suivant tiré de (Labelle, Leroux et Ducharme, 2007).

Théoreme 4 Dans le modeéle gaussien, en dimension d, le deuxieme poids de Mayer

w = lim —exp(—al|T; — Z5||7)dz .. . dE 5.30
(@)= Jim 5 [T —exp(-allfi= 3,z ..z, (5.30)
{r.i}ec
d’un graphe connexe ¢ avec n sommets, a comme valeur
d(n—1)

wple) = (~19 (2) 7 (o) E.

(0]

[S]I-H

(5.31)

Une extension du modele gaussien est donnée ‘par le théoreme 5 tiré de (Labelle, Leroux et Du-
charme, 2007) qui contient une généralisation de la formule (5.31) qui fait appel a la distribu-
tion des degrés des sommets des sous-arbres couvrants. Soit 7'(c) I’ensemble de tous les sous-
arbres couvrants d’un graphe connexe c, et soit d¢() le degré du sommet ¢ dans I’arbre couvrant ¢,

teT(c).
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Théoreme S Pour les fonctions d’interaction f;; définies par

fig = = exp (—owuy; & — 5511°) (5.32)

ol les y; sont des variables positives, le deuxiéme poids de Mayer en dimension d,

wu () = vllnoov/ [T —exp(—owiy;l| @ - 3)dz: .. (5.33)
{1.5}ec
d’un graphe connexe c¢ avec les sommeis {1,2, ... ,n}, a la valeur
_d
T d(n—1) 2
2
war(e) = (=1)°© (5) t; 5 @) diln) _ (5.34)
€

Remarque 8 [/ est possible d’étendre encore plus ce résultat en prenant

fig = —exp (—wiz||7: — Z51%) (5.35)

oit les wj ; sont des poids généraux (positifs) associés aux arétes. Dans ce cas, le poids de Mayer
d’un graphe connexe c s’exprime a ’aide du polynéme énumérateur des sous-arbres couvrants de
¢ pondérés par le produit des poids de leurs arétes. En effet, en invoquant une forme plus générale
de la formule de Kirchoff voir, par exemple (Sylvester, 1857), (Borchardt, 1860) et (Chaiken et

Kleitman, 1978), la formule suivante est énoncée dans (Labelle, Leroux et Ducharme, 2007)

wir()) = (0O [ S I wes| (5.36)

teT(e) {ij}et

MR

5.2.2 Poids wy et wry versus invariants classiques pour les particules dures

Contrairement au cas gaussien, il n’est pas évident dans le cas des particules dures, méme en dimen-
sion 1, d’exprimer le poids de Mayer et le poids de Ree-Hoover a I’aide d’une formule faisant appel

/7)

a certains parametres classiques associés aux graphes. En effet, nous illustrons la “complexité” des
interprétations combinatoires du poids de Mayer wy,(b) et du poids de Ree-Hoover wry(b) en

montrant que pour un graphe 2-connexe général b, ces poids ne peuvent pas &tre exprimés comme
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fonctions faisant appel & seulement certaines sous-familles des invariants de graphes suivants :
liste des degrés, nombre d’arétes, nombre de sommets, star content, nombre d’arbres couvrants,
ordre du groupe d’automorphismes, volume du polytope de Mayer, volume total des polytopes de
Ree-Hoover, poids de Mayer ws (dans le cas du poids du Ree-Hoover wry ), poids de Ree-Hoover
wry (dans le cas du poids de Mayer wpy).

Plus précisement, en utilisant la librairie Maple “GraphTheory” et les tables de 1’appendice A et
(Kaouche et Leroux, 2007¢) pour les graphes 2-connexes ayant jusqu’a 8 sommets, nous donnons
des exemples explicites de graphes 2-connexes g1, g2 dont les poids de Mayer (ou de Ree-Hoover)
sont différents mais ayant pourtant le mé€me ensemble d’invariants pris de la liste ci-dessus. Ces
exemples montrent donc que les poids de Mayer et de Ree-Hoover ne sont pas fonctions de ces
parametres seulement. Dans la recherche “informatisée”, faisant appel a 7662 graphes, toutes les
sous-listes des invariants ont été examinées et nous avons gardé seulement celles qui sont maxi-

males. Cette section constitue une partie de notre conférence (Kaouche et Leroux, 2008b).

5.2.2.1 Exemples pour le cas du poids de Mayer

a) Les deux graphes 2-connexes ¢ et go de la figure 5.5 ont des poids de Mayer distincts mais tous

les deux ont les mémes :

- Nombres de sommets : &, - Nombres d’arétes : 19,
- Listes des degrés : [6, 5%, 43], - Poids de Ree-Hoover : 0,

- Nombres d’arbres couvrants : 12852, - Ordres du groupe d’automorphismes : 2.

Figure 5.5 wy(g1) = — 38 £ wpy(go) = — 143



100

b) Les deux graphes 2-connexes g; et go de la figure 5.6 ont des poids de Mayer distincts mais tous

les deux ont les mémes :

- Nombres de sommets : 7, - Volumes du polytope de Mayer : %,

- Volumes des polytopes de Ree-Hoover : 0, - Poids de Ree-Hoover : 0,

- Ordres du groupe d’automorphismes : 4, - Star content : 0.
Figure 5.6 wys(91) = 251 # wy(g2) = —255¢

5.2.2.2 Exemples pour le cas du poids de Ree-Hoover

a) Les deux graphes 2-connexes g; et g» de la figure 5.7 ont des poids de Ree-Hoover distincts

mais tous Jes deux ont les mémes :

- Nombres de sommets : 6, - Nombres d’arétes : 9,
- Poids de Mayer : — 116—5, - Nombres d’arbres couvrants : 55,

- Ordres du groupe d’automorphismes : 2, - Star content : 0.

Figure 5.7 wRH(gl) =0# wRH(g.‘Z) = _%
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b) Les deux graphes 2-connexes g; et g» de la figure 5.8 ont des poids de Ree-Hoover distincts

mais tous les deux ont les mémes :

- Nombres de sommets : 7, - Nombres d’arétes : 13,

- Listes des degrés : [52, 4%, 22], - Ordres du groupe d’automorphismes : 2,

i &

Figure 5.8 wrp (1) = — 555 # WrH(g2) =0

- Star content : 0.

c) Les deux graphes 2-connexes g; et go de la figure 5.9 ont des poids de Ree-Hoover distincts
mais tous les deux ont les mémes :

- Nombres de sommets : 6, - Volumes des polytopes de Ree-Hoover : %,

- Ordres du groupe d’automorphismes : 12, - Star content : 0.

& &

Figure 59 wry(g1) = —% # wrH(92) =

[eat



Chapitre VI

POIDS DE MAYER ET TRANSFORMEES DE FOURIER

Diverses méthodes ont été développées dans la littérature pour le calcul approximatif ou exact
des poids de Mayer (voir par exemple, (Phillies, 2000; Clisby et McCoy, 2006) et leurs bi-
bliographies) : changements de variables, utilisation de symétries, analyse de Fourier, fonctions
spéciales (polyndmes orthogonaux, harmoniques sphériques, fonctions de Bessel, etc), intégration
numérique, méthodes de Monte-Carlo. Nous avons vu dans les chapitres précédents, dans le cas
d’un gaz a noyaux durs et a positions continues en une dimension, que 1’utilisation de la méthode
des homomorphismes de graphes ainsi que I’utilisation du polyndme d’Ehrhart permettent le cal-
cul exact du poids de Mayer et de Ree-Hoover de graphes individuels ou de familles spéciales de

graphes.

Dans le présent chapitre, nous adaptons la méthode des transformées de Fourier dans le but de
développer de nouvelles formules exactes ou asymptotiques pour le poids de Mayer. La section
6.1 utilise la notion d’arborescence couvrante croissante d’un graphe connexe afin d’obtenir un
changement de variables qui va nous permettre d’exprimer le poids de Mayer pour une interac-
tion quelconque et en dimension quelconque sous la forme d’une intégrale dont les variables sont
en bijection avec les arétes de 1’arborescence couvrante. En utilisant les transformées de Fourier,
nous transformons ensuite cette intégrale, dans la section 6.2, en une nouvelle intégrale générale
dont les variables sont, cette fois, en bijection avec les arétes complémentaires de ’arborescence

couvrante. Cette méthode est illustrée dans la section 6.3 sur divers exemples particuliers. Nous
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I’utilisons aussi pour obtenir en dimension d, dans le cas des particules dures, des formules exactes
et asymptotiques, dans le cas ol le graphe est un cycle aussi appelé (“ring diagram”). La section 6.4
est consacrée au développement d’un algorithme de calcul du poids de Mayer dans le cas des par-
ticules dures en dimension 1, en utilisant toujours les transformées de Fourier. Cet algorithme fait
appel aux différences divisées ainsi qu’a un lemme d’intégration spécial. Enfin, nous illustrons cet
algorithme en I’appliquant & divers exemples de graphes, incluant les roues et les graphes échelles.

Ce chapitre constitue une version détaillée de notre conférence (Kaouche et Labelle, 2008).

6.1 Changement de variables via une arborescence couvrante

Pour des raisons techniques, dans le présent chapitre, les n sommets de nos graphes seront étiquetés

et nous posons k = n — 1. Dans I'intégrale définissant le poids de Mayer, on fixe la variable 7

a zéro (au lieu de z,,). Le poids de Mayer d’un graphe connexe ¢ sur {0,1,--- ,n — 1} est alors
donné par
wi@= [ [ TI 0 - T st a, (6.1)
R¢ R .
N——— ijEc, 20=0
k

en dimension quelconque d et pour une interaction quelconque f, ol 45 désigne I’aéte {7, ;}.

Afin d’exprimer I’intégrale (6.1) sous une forme plus directement manipulable, nous allons effec-
tuer un changement de variables basé sur I’utilisation d’une arborescence couvrante ¢ associée au
graphe ¢. Comme la valeur du poids de Mayer est indépendante de I’étiquetage du graphe ¢, on peut
toujours supposer que I’arborescence couvrante est enracinée en 0, ses arétes sont toutes orientées

vers la racine et |’arborescence est croissante au sens ot pour toute aréte {4, j} de a,

Pi—j e i<y, (6.2)

voir figure 6.1, ol I’arborescence couvrante croissante est composée des arétes rouges.
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Figure 6.1 Un graphe connexe g1o avec une arborescence couvrante

L'ensemble c\a des arétes de ¢ complémentaires a a (en bleu dans le figure 6.1) sont elles aussi
orientées canoniquement par la méme convention décrite en (6.2). Notons que la donnée d’une

arborescence croissante a est équivalente a la donnée d’une fonction

o:{1,2,- k} = {01, k—1}, (6.3)

satisfaisant a(j) < 7,7 =1,2,...,k, en posant

i=oaj) & «afj) s dans a. (6.4)

Effectuons le changement de variables suivant (voir figure 6.2) en introduisant des nouvelles va-

riables 17; définies par

a2(j) + - 6.9
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Figure 6.2 Variables u; associées a I’arborescence couvrante, j = 1,2,--- ,k

pour j = 1,2,--- , k. Les nouvelles variables 17; sont donc en bijection avec les arétes de 1’arbo-

rescence croissante et I’intégrale de Mayer prend la forme

k
wut= [ o [ CTLr0@D I f0V @ @ dai-aid, 66
R Re 1

ijec\a
k

1% (UJ,UQ) = (17 + Ua(j) + wargy t+ ) — (U; + Ua(z’) + Ucﬂ(i) + .- ) . 6.7)

~

Dans cette derniére intégrale, le premier produit est effectué selon les variables associées aux k
arétes de I’arborescence, tandis que le second produit est associé aux arétes du complémentaire de

cette arborescence par rapport au graphe c.

6.2 Reformulation du poids de Mayer a ’aide des transformées de Fourier

Rappelons que la transformée de Fourier d’une fonction intégrable F' : R — R est définie par

ﬁ(?) :/ F(7)e T %)gz, 6.8)
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L= - - = —
ou r = (xl,xg,-~- ,.Td), t = (tl,tg,"' ,td), t - x :tlxl "-+tdl‘d, d.T :dxl---dxd.
Le théoreme d’inversion de Fourier affirme que, sous certaines conditions (voir (Champeney, 1987)),
on peut retrouver (presque partout) la fonction initiale £ a partir de sa transformée de Fourier par

la formule

F(7) = (271r)d /Rd F (?) (TF)g7 . (6.9)

L’intégrale (6.9) est prise dans le sens de la valeur principale lorsque F (?) tend lentement vers

opour |7 - oo-

]- = [— ] —
(T lim F() et F)a7, 6.10
()= (QW)dRLoo/[RR} ( )e (6.10)

Dans le présent travail, nous supposerons que 1’inversion de Fourier est valide pour la fonction

F(@)=fUI=1), (6.11)

ol f est la fonction d’interaction.

Le théoréme suivant permet d’exprimer I’intégrale (6.6) pour wy;(c) 2 I’aide de la fonction F.

Théoreme 6 Soir F (?) la transformée de Fourier de F (') = f (|| 7)) . Alors,

wa () = (2m) d|c\a| /Rd /Rd

IC\al

k
Hﬁ (zz - ?> I d&, .12
———¢€c\a v=1 ay=e e<ay ecc\a

- . . L3y P r4 ; s
ol te est une variable vectorielle associée & chaque aréte e € c\a du complémentaire de ’arbo-
rescence a par rapport au graphe c, a, désigne la sous-arborescence de a enracinée en v, pour

tout v € {1,2,--- ,k}. La notation (respectivement . . ) signifie que la sommation

a,<e e<ay

est effectuée sur toutes les arétes e € c\a dont U'extrémité finale (respectivement initiale) est un

sommet de a,, et oit la notation |c\a| désigne le nombre d’arétes du graphe c\a (voir figure 6.3).
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Figure 6.32a)a, <e, b)e<a,

Preuve. En substituant

— — — — 1 SN ilgivizw)) o
£V (@5 Bl = F (v 5, ) = /R P (i) V@) gt 6.13)

dans

ijec\a

k
wu@ = [ [ TLr0@n I 70v @ @ i -dat, 614
R IR o
k
on obtient successivement

k
wal) = [ TIF@) I] PG 0) b doi

v=1 ijEc\a
K 1 — e

— Pond A i(ti; V(4 %)) i — —
v= ijec\a

(6.15)
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ou

s(T,0) = Y by Vi(w,w)
ijec\a
N
= > by (@ + Tag) + Tazgy + ) = (W + Do) + Taziy +)),
ijec\a
eta:{1,2,---,k} —{0,1,--- ,k — 1} estla fonction décrivant I’arborescence a. Le coefficient

de u, dans le développement de s(?, ) est donné par

> > & POREE D DI

ijec\a ijec\a ijec\a ijec\a
Ip:aP(j)=v dq:ai(i)=v 4: sommet de a, i sommet de a,
— —
= E te - E te . (6.16)
e~<ay ay~<e
Donc,

. - — — . k hed -

et s(t,u) 61 ZzJGC\"' t” V( J’E) = ¢ 2= (ZE'<GV te _Zau-<e te)'a_’:, (617)

Ainsi, en utilisant (6.15), on obtient

wyle) = 1 H ﬁ(t_u’) ./de (HF(/ZTI)J) eis(_t’,ﬂ’)) da, - - dg H dﬂ-;

(2W)dlc\a| Rdlc\al

| ij€c\a v=1 ijec\a
[ k
ol [P rresenag)| 1.
— FR)TI( ] F@)e (FoxeteTeca, 1) ® g dt,
(27r)d|C\a| Rdlc\al _eea\a ( >u:1 R4 elzl\:a
k
— =~ —
g o Jy TP IIF( S -3 w) I
R R e€c\a v=1 av=e e<ay ecc\a
IC\aI
ce qui conclut la preuve. n

Remarque 9 Bien que tout a fait générale, la formule (6.12) est particulierement efficace lorsque

|c\a| est assez petit, puisque le nombre d’intégrales [, emboitées est égal & |c\al.
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6.3 Iliustration de la méthode pour des graphes particuliers

6.3.1 Exemples spécifiques

Nous allons montrer comment le théoreme 6 s’applique facilement dans des cas particuliers.

Exemple. (Le cas du cycle C,, & n sommets “ring diagram”) Le graphe 2-connexe ¢ pour lequel
|c\a| est le plus petit est le cycle. Dans ce cas a est une chaine et ¢\a est réduit a une seule aréte

(voir figure 6.4, pour n = 7, k = 6).

Figure 6.4 Le cycle C7 et son arborescence croissante

La formule (6.12) prend alors la forme trés simple, explicitée pour la premiere fois par Katsura

(voir G. D. J. Phillies ; 2000),

1 ~/—=\" —
war (Cr) = (%)d/RdF(t) dt. (6.18)

On le voit facilement comme suit en utilisant le théoreme 6. Soit e = 0k = (0 « k) 'unique aréte

de c\a. Alors, pour v = 1,2, ..., k, la sous-arborescence a, a la forme
ay=we—v+1le k). (6.19)
Ainsi,Vv € {1,2,...,k},ona

Yo=Y =t (6.20)

Qy—<e e<ay
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La formule (6.12) devient

wyr (Ca) = —— /Rdﬁ (&) P ()" d, (6.21)

ce qui équivaut a (6.18), puisque F (3&) =F (?) etn =k+ 1.

Exemple. (Le graphe K4\e) Soit K, \e le graphe obtenu a partir du graphe complet 4 4 sommets

en lui enlevant une aréte (voir figure 6.5).

Figure 6.5 Le graphe Ky\e

Ce graphe est important dans le calcul du 4¢ coefficient du viriel dans le cas général, (voir (Phil-

lies, 2000)). Ici, la formule (6.12) prend la forme

- F(@)2F (V) F (w
wM(K4\e)_(27r)2d/Rd/RdF( V2B () F (T +

|

Ydudv. (6.22)

. . — —
On le vérifie directement en posant d’abord w = t13, ¥ = ty3. Pour v = 1,2, 3, on a les sous-

arborescences triviales suivantes de 1’arborescence couvrante ¢ :
a; = {1}, as = {2}, az = {3}.

Ainsi,pour v = 1,2, 3,

DD DR
a1 —<e e<ay
— — —
Zte_zte = ty="7,
az—<e e<a2z
— — —
Zte_zte = —tiz—tyy=—-(U+7),

az<e e<as
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N
t

. : : ~ (= ~
et on conclut en utilisant encore une fois le fait que F (—t) =F ( ) .

Exemple. (Le cas du graphe g1o) Soit le graphe gio sur I’ensemble de sommets {0, 1, ...

9}

donné par la figure 6.1. Pour v = 1,2,...,9, les ensembles de sommets des sous-arborescences

ai,...,ag sont donnés par

a; =
ay =
az =
ag =
as =

ag =

ag =

ag =

— — ., —
En posant v{ = tag, v3 = tag, V3 = taq, U

e

SLED I

a)<e e<a)

Si-yi -

agz—<e e—<az

{1,2,4},

{2},

{3,5,6,7,8,9},
{4},

{5,6,9},

{6},

{7},

{8},

{9}

=ty U8 = ts9, on obtient

tog + tag — t34 = v1 + vy — V3,

tog = v1,
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— — —  — N
Zte— te = 134 —tap — 146 = U3 — VI — V2,
az—<e e<a3

— — — SN
Zte—zte = tge — t34 = v2 — V3,
aq=<e e<aq

— — e T —_ o o
Zte_ te = ts7 — 126 —lag —tgo = Uq — V1 — V2 — Vs,
as~<e e<as

— — —  — o
Z le — Z te = —tog—tag=—v1 — V2,
ag—<e €<ag

— — — N
Z te — te = —ls7= —ua,
a7 —<e e<ay

— — — -

E te — § le = tgg = s,
ag—<e e<asg

— — — N
Z te — te = —lgg= —va.
ag<e e<ag

et on en conclut que

1 N ~ ~ ~ ~ ~
wulgo) = / F@)2E @) P @) F@PF @) P+ 7).
R

F(v3—03) F (01 + 3 — v4 + 03) F (01 + 93) dvy dv3digdugdvg.  (623)

)

6.3.2 Particules dures (‘hard spheres”) en dimension d

Par définition, le cas des particules dures en dimension d correspond a I’interaction

. . —1, si |7y <1,
F(7) = —x(I7];<1) = (6.24)

0, sinon,

ot | 7'|| ; désigne la norme du vecteur 7 € R?. On a le résultat suivant :

Proposition 35 La transformée de Fourier F (?) de F (T’ est donnée par
Jare (||
- e (|[7])
F (?) =—n2 =l (6.25)
7]

ot Jo (2) est la fonction de Bessel d’ordre « définie par

(_1)’/ 2z 2vta
Ja (Z) = Z m (5) . (626)

v>0
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Malgré que la formule (6.25) soit connue, nous en donnons une preuve détaillée par souci de
complétude.

Preuve. Par la définition (6.8 ), on doit calculer
F(7)= —/ UIZ 1<) (T Faz .. (627)
Rd

En effectuant le changement de variables dans R? par une rotation convenable, on peut toujours

supposer que T = (”7” ,0,0,-- ,0) et I’intégrale devient successivement
[ sy, ey = [ ATl ey
Re =<1
- / ilT e g, dz,
zi4+22<1

1 —
= / / 1dxy---dxy e_ZH t ||z1 dz;
-1 |J2d++ai<l—z?

_ /_11V01d_1 (F ) T gz, (6.28)

ot Voly_; (r) désigne le volume de la boule de rayon 7 endimention d — 1. Cependant, on dispose

de la formule connue

d
m2rd
Vol 6.29
Donc
~ /— 1 ’/T%l 1—1;2)%1 A=
(7)) = — 1 =il e g
( ) /_1 F(d;2l n 1) e ]
rE 17
= - (1—x2)2e’txdx
(45 /—1
Ll NP N M\
1
i [0-e
= lc
s sl
T2 d—1
= “rE > - /1(1—x2) 7 z* dz. (6.30)
2/ k=0 ' -
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Or, pour k impair, f_l 1- 132) T 2% dz = 0. Donc il suffit de considérer seulement les termes oi1

k = 2v est pair. On obtient

12V
a2l oo (=) ||t 1
~ f—> m 2 a—1
Flt) = - /(1—932)2 ¥ dx
) = tem s er L
—5||2v
a-1 o0 (_1)V t 1
T2 =1 ,_1
- TEn Y 0T
12V
a-1 00 (_1)1/ t
mz d+1 1
= - B - 6.31
NI 2 @) (Fe+3) @20

ol le changement de variable u = 2?2 a été effectué et B(a, 3) désigne la fonction Béta d’Euler.

En utilisant la formule

B(a, 8) = 11:((2)41(5)) (6.32)
on obtient
-1 oo (—1) |7 prass 1
F(7) = _F?é);( )(2y)| F(p@fy;;)
. _ﬁi(‘”(; 7" o= drh)
e v)! E+)(d+v—1)- G+ DI +1)
¢ oo 0
- _p(;L 1);02-46---2%(dir2))(d+4)(d+6)...(d+21,)- (6.33)
Mais par la définition (6.26) de J(2) avec o = 4, 2 = H? ,ona
‘¢ o v |7
Ja (”7“) é : ;2 162 @+ a6 (d+ ) (6.34)
Donc d
P(T) =2 7))
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Apres calculs, la formule (6.12), dans le cas des particules dures, devient

1)le Jd/2 ) : Jd/Q( RERt
wy () = (|c| o E(le|—2k) /Rd /Rd H

a,<e e<a,
d/2
e€c\a v=1 Z Tt—) Z t_)
T ¢ ¢

ay<e e<ay

)

I o

ecc\a

/2

(6.36)

Exemple. (Le cas du cycle “Ring diagram” pour les particules dures) L’expression (6.18) pour
wn (Cp) prend ici la forme

n

(=1 Japa (|| F .
wM(Cn):(27r)%(1—n+2> /Rd T?(“dﬂ) dt. (6.37)

E 4 - T - 7 nd-1 ;
n passant aux coordonnées hypersphériques, en posant ¢ = r« ,onobtient d ¢t = r* "drds ol
ds est I’élément d’hypersurface de 1’hypersphere unité S;_1(0,1) de dimension d — 1. Alors, la

formule (6.37) prend la forme

wy (Cn) = " / / Joa (7 nrd_ldrds
1 J "
= (dé)/ ds/ ( d/jg )> r4ldr
(27]_)5( n+2 5(0,1) 0 r /
n21 4 (n—l)i © /T n
_ = 2((1 7) 2/ (d/j/y)__) rd=1 gy (6.38)
I (g) 0 r
puisque,
/ ds = mesure de l'hypersurface & d—1 dimensions de I'hypersphére unité
5(0,1)
P(% T 1) r=1
27r%
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Remarquons que (6.38) est une intégrale unidimensionnelle tandis que (6.37) est multidimension-

nelle. Cette simplification permet d’obtenir des valeurs exactes et asymptotiques pour wpy (Cp) .

Jas2(r)
iz S'ex

Remarque 10 Pour les dimensions impairesd = 1,3,5,...,2p+1,- - les fonctions

priment a ['aide des fonctions trigonométriques (Abramowitz et Stegun, 1974) comme suit '

Jypp(r) \/?sinr
r1/2 B T or

J3p2(r) \/5 sinr — 7 cosr
r3/2 -V r3 ’

Jspp(r) 2 (3—r?)sinr —3rcosr
75/2 - T rd )
Jopr1ye (1) p\/i 1 d\’sinr
P2 T (=1) n \rdr r (6.39)

Ces formules découlent des Uidentités (10.1.11) et (10.1.25) pages 438 et 439, de (Abramowitz et
Stegun, 1974). Les intégrales (6.37) peuvent étres évaluées par Maple sous formes closes pour
n > 1. On peut remarquer que pour les dimensions impaires, d, le poids de Mayer du cycle est de
la forme

(d=1)(n—1)
2

wy (Cp) =mp(d)mr— 2, n>1, (6.40)

oit rr(d) est un nombre rationnel, (voir table 6.1). Ce phénoméne ne se produit pas pour les
dimensions paires. La table 6.2 contient la valeur numérique de war(Cy,), pour les dimensions

d=12,....6 etn=2,3,...,10.
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]
d
1 3 5
n
47 872
2 2 3 15
572 537t
3 -3 — 5 600
4 16 2176 73 257024 7°
3 2835 10135125
5 _ 115 _ 40949 74 _ 9873364778
12 54432 12108096000
6 88 23648512 75 3949166436352 710
5 30405375 1383524376609375
7 _ 5887 25040879363 7 _ 16585433845639430617 712
180 30023136000 15628544345494080000000
8 19328 35836384927744 7 240426176843150906097664 14
315 38979205480125 582394938751963238073046875
9 _ 259723 | _ 6060781370812815989 78 |  6433831256590210142724225656657 w16
2240 5854170457175040000 38676739168795978273059936000000000
10 124952 430588656377655296 7° 1484787480979909086547411592019968 718
567 363092137397364375 21535317132022807570827565744376953125
Tableau 6.1 wp (C,,),n =2,3,...,10etd = 1,3,5
d
1 2 3 4 5 6
n
2 2.0 3.141592654 | 4.188790204 | 4.934802202 | 5.263789015 | 5.167712783
3 -3.0 —5.788555832 | —8.224670336 | —9.247897168 | —8.604469712 | —6.828693801
4 5333333333 | 14.25111586 | 23.79882119 | 27.81539997 | 24.38056721 | 16.79089136
5 —9.583333333 | —36.36450811 | —73.28051276 | —91.36414574 | —77.37279857 | —47.39906204
6 17.60000000 | 96.35681264 | 238.0141732 | 321.5814979 | 267.3113193 | 147.9582733
7 —32.70555556 | —261.6223444 | —801.8493083 | —1188.113273 | —980.8594483 | —496.4405527
‘ 8 61.35873016 | 723.6511608 | 2776.766216 | 4552.475974 | 3765.844446 | 1494.164653
‘ 9 —115.9477679 | —2030.541697 | —9823.409230 | —17944.34554 | —14976.75684 | —4788.896265
‘ 10 220.3738977 | 5763.243822 | 35350.42136 | 72275.78788 | 61264.75979 | 16169.96990

Tableau 6.2 wp(Cp,),n=2,3,...,10etd =1,2,...,6
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6.3.3 L’asymptotique du poids des cycles de particules dures en dimension d

Proposition 36 Pour les particules dures en dimension d, le poids de Mayer du n-cycle satisfait

asymplotiquement pour n. — oo,

n d+2 %d %d " _1
wuy (Cn) ~ (=1) ( » ) (%) n"2%, (6.41)
Plus précisement,
n(d+2 24 W%d " _lq 1 1
wpr (Cn) ~ (=1) < 2 ) (m) n 2 <1+a1(d);+a2(d)ﬁ+-”),
(6.42)
ol
_d(d+2)
a1(d) = -m, (6.43)
_ d(d+2)(d—2)(3d+ 10)
2(d) = == 0 (a+6) (644

Preuve. Nous allons d’abord transformer 1’intégrale (6.37) sous la forme

/00 e_m‘2<,0 (u) du (6.45)
0

ol ¢ est développable en série, au voisinage de u = 0, et ensuite nous allons utiliser la méthode de

Laplace qui consiste 2 intégrer terme 2 terme (6.45). Apres calcul,

Jaj2 (1) _ 1 (7)™ ¢2m
tr 29T (§41) 1+mz>:0ml2m(d+2)---(d+2m) | (6:46)

Apres simplification on obtient

G P (~)™e2m "
wM(Cn)—2d_1ﬁd/2P(%)ﬁd/o <1+mz>0m!2m(d+ @i ) dt, (6.47)

N /2 . . . .
ol By = T(WTU = volume de la boule unité en dimension d. Effectuons maintenant le changement
3

de variables suivant au voisinage de u = 0,

(_1)m t2m _ o —u?
1+§Om!2m(d+ )-~(d+2m)‘e ' (6-48)
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On résout ensuite a I’aide de Maple pour ¢ en fonction de u et on obtient

u? (11d + 2) u? >
t = V2d+d-ou-[1- - 6.49
" u( 2(d+4) 24(d+6)(d+4)2+ ’ (049
3u? 5(11d + 2)ut )
dt = Ved+4[1- - -} du. 6.50
+< 2(d+4) 24(d+6)(d+4)2+ ¢ (630

En substituant (6.48), (6.49) et (6.50) dans notre intégrale (6.47), on obtient (en intégrant terme 2
terme) le résultat asymptotique annoncé. =
Remarquons que la constante de croissance dans la formule asymptotique (6.42) est égale au vo-

lume de la boule unité de dimension d, ¢’est-a-dire,

(6.51)

Corollaire 6 (Asymptotique pour les basses dimensions) En dimension d = 1,2,3,4, on a pour

n — 00,

1\ i n —% _3 -1 _ 13 2
wi(Cn) ~ (1) (%) 2 (1 0" "1 Tt >
€) ~ () (2 prnt (1o Lnmry
w2 n T ™ 3 )
3
IRTCN AL T N Y G L -2
w3 (Ca) ~ (1) (%) (3”) " (1 8" T T )
e (AN (LN e 3 a1 e
wyg (Cr) (-1) (ﬂz) (27r> n (1 1" +80n + . (6.52)

Remarquons que le coefficient de ;l% donné par (6.44) contient le facteur d— 2. Ceci explique le fait,

qu’en dimension d = 2, le terme en ;L% n’existe pas dans le deuxieme développement asymptotique

de (6.52).
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6.4 Algorithme de calcul pour les particules dures en dimension d = 1

64.1 Poids de Mayer dans le cas des particules dures en dimension d = 1 via les

transformées de Fourier

Rappelons que I’interaction dans ce contexe est régie par la fonction

-1, si |z| <1,
Fz) = f(zl) = —x(lzl<1) = (6.53)

0, sinon.

La transformée de Fourier de cette fonction prend la forme

~ 2sint
F(t)=— S;n . (6.54)
En effet,
Fit) = —/ x (Jz| < 1) e dx
—00
1 .
= —/ e " dx
-1
2sint
= == (6.55)
t
On obtient immédiatement, en faisant appel a la formule générale (6.12),
- by Lk 2sin(2t@— Zte>
sin ) ,
wa (¢) = |c\a|/ / [T 250 ] el [ dee, (656)
( ) \_W_H% ecc\a € v=1 Zte - Zte ecc\a
lc\al ay e e<a,

qui correspond bien au cas d = 1, dans la formule (6.36). En développant le produit dans (6.56), le

poids de Mayer prend la forme,

w ( / / e Hdte, (6.57)

eec\a
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ouT(..., te, ... et P(..., te, ...) désignent respectivement un polyndme trigonométrique et un
polyndme ordinaire dont les variables sont les ¢, ol € € c\a. En renommant les variables, on a la

forme suivante

T (t1,tg,...,t
wur / / it g gty dt,, p=lddl. (6.58)
t17t2,...,tp)

Exemple. Dans le cas du graphe K4 \e de la figure 6.5, I’intégrale (6.58) devient

2sint;\° [ 2sinty 2 2sin (t; —tg)
wpr ( (27r> / / ( ) ( t ) H—t dty dts,  (6.59)

ou les variables ] et ¢p correspondent respectivement aux arétes 12 et 13. En intégrant successive-

ment par rapport a £y puis t,

i = (&) [ () () (2220

_ _/ (smtz) (1—cost22+t2smt2> iy (6.60)
_u
= 3

Notons qu’en développant le numérateur dans l'intégrale (6.60), on obtient une expression plus
générale qu’un polyndme trigonométrique puisque les coefficients des fonctions trigonométriques
ne sont plus des constantes mais dépendent de la variable d’intégration. En effet, en développant

(sin (t2))? (1 — cos (t2) + o sin (£2)), on obtient

3 1 t
os (t2) + —i—z— sin (t2) — % cos (2t2) + 4 o8 (3tg) — ZZ sin (3t2) . (6.61)

DN —
=
[}

Ce phénomene justifie la définition suivante.

Définition 16 Un polynome trigonométrique généralisé (PTG) est une somme finie,
T(t1>t2)' . ) - Z Cl/],llz,...(tljt2>" .)ei(l/1t1+l/2t2+~~-)7 (662)
viWwe,... €R
ol les coefficients cy, v, (t1,t2,...) sont des polyndmes complexes, les t; sont des variables

réelles et les indices v; sont des nombres réels.



Remarquons que 7" (#;, ta, .. . ) est a valeurs réelles si et seulement si

VI/], Vo, ... 1 Cl/],l/g,...(t:[)tQ;---) = C——l/l,—l/z,... (tl,tQ,... .

6.4.2 Outils de calcul pour les intégrales itérées

Afin d’implémenter de fagon efficace le calcul des intégrales successives,
o0 % 10 Tty by, ...,

/ N / / (1o to) gy gy dt,,
—00 — 00 —00 tl,tQ,--.,t )

& o0 ® T (t,ta, ...

/ {[/ [/ (t1, %2, )dtl}dtz}“

— 00 —0o0 P(t1;t2>"')t)

nous aurons besoin des concepts préliminaires suivants.

wyr (¢)

Définition 17 L’adjoint d’un PTG réel a une variable

T(t) = Z e, ()™ avec ¢, (t) = c_,(t),

v

est le PTG réel
=220 ob et =isg)a)

ou sgn est la fonction < signe > définie par

Remarquons que si le PTG est écrit sous la forme standard,

T(t) —ao +Zal, Jcos (vt) + b, (t)sin (vi),

alors,
N

T*(t) = Z by, (t)cos (vt) —a, (t)sin(vt).

v=1

p = |c\al,

|t
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(6.63)

(6.64)

(6.65)

(6.66)

(6.67)

(6.68)

(6.69)
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Notons que le terme 5 ao(t) n’apparait pas dans T(t). De plus T*(t) est une généralisation de
la notion d’adjoint d’un polyndme trigonométrique (a coefficients constants) introduite dans (Zyg-

mund, 2002).

Définition 18 (Différences divisées : cas de points distincts) Soit f une fonction quelconque sur
un intervalle contenant des nombres réels xq, 1, xa, ..., distincts. Les différences divisées par

rapport a ces nombres sont définies récursivement par les formules

flzol = f(=o), (6.70)
flzo, @] = flal = Jlao] - (6.71)
1 — o
flzooyzg) = Llnzl=flzo @] (6.72)
Ty — 2o
f[IO,Il)IQ’IS] — f[x17x27x3]_f[x0>117x2], (673)
X3 — Ig

Il est possible de démontrer par induction que

& flzj)

A VA— (6.74)
=0 Hk;ﬁj(Ij — Tk)

f[aco,...,;rn]:

Définition 19 (Différences divisées : cas des points répétés — confluence) Soit f une fonction quel-
conque sur un intervalle contenant des nombres réels xo, 11, . . ., Tn, distincts. Supposons que f est

dérivable m; — 1 fois au point x;. En désignant par
Iimi =Xy, Ty, X4 (mi fOiS) y (675)

le point xz; repété m,; fois, la différence divisée f[x'°. ... x™"| est définie par
P 0 > n 14

mo may 1 o\ 1 o\t
flzg®, 2y ]—m <8—zo> "l = 1) <8xn> flzo, ..., zn]. (6.76)

Cette derniere définition est motivée par le fait (démontrable par induction) que lorsque f est ana-

lytique dans un ouvert simplement connexe dont la frontiere I" est orienté positivement contenant
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les points zg, - -+ , zp, alors

1 £(2) .
flzo, .- ., 2] /F<Z v dz. (6.77)

27 o (z—xp)
En dérivant sous le signe d’intégration on trouve alors que

1 f ()
o Jo = 2™ (2= (6.78)

est égal a

1 ( ) )m"‘l._.( 1 < 9 )m"_l 1 1) dz. (679

(mo — 1! 8—1130 my, — 1)1 \ Oz, 2mi r(z—x0) (2 —an)

Exemple. Soient a, b, ¢ trois nombres réels distincts. Alors

2 1 3
flo.a,a.bb,d = <(a—b)3 @ (@ bfa—of (a—b)4(a—c)>f<a>

-1 -2 0,
* ((a—b)Q(a—c)2 * (a—b)s(a—c)> da (@)
1/2 9?
ta—b a—qoat! @

-1 -3
* ((b—a>3(b—c)2 * (b—a)4(b—c)>f(b)

10
o e g
- a)3'1(c A o5

Le lemme suivant va nous permettre de calculer efficacement les intégrales successives (6.64).

Lemme 8 (d’intégration) Considérons un polynéme trigonométrique généralisé

T = Z ¢, (1) et avec ¢, (t) =c_, (1), (6.81)
ainsi qu’un polyndme ordinaire

P(t) = (t—10)™ (t—7,)™ ol max deg (¢, (t)) < deg (P (1) . (6.82)
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ayant seulement des racines réelles 1y, . . ., T, de multiplicité respectives my, . .., M. Supposons
que T(t)/ P(t) est continue sur 'axe réel (c’est-a-dire que T; est une racine de T(t) de multiplicité

> m; pour1=0,...,n). Alors

Tt :
V/—oop—((t;dt = WT*[TOmOa"'aTnmn]‘ (683)

Dans le cas particulier oll max,, deg (¢, (t)) = deg (P (t)) — 1, I'intégrale (6.83) est prise au sens

de la valeur principale de Cauchy :

R

. T(t)

Preuve. Considérons les deux fonctions analytiques auxiliaires suivantes de la variable complexe

U(z) = T(2) =T (2) = co(z) +2> ¢y (2) ™, (6.85)
v>0
et
V(z) = T(2)+iT*(2) = colz) =2 ¢, (2)€™?, (6.86)
v<0

de sorte que 5 (U(2) + V(2)) = T(2).

Soit R un réel positif tel que

—R<rg,...,m <R (6.87)

Soit I"* le contour parcouru dans le sens positif, décrit par la figure 6.6, qui englobe tous les 7; et
qui est formé d’un grand demi-cercle de rayon R du demi-plan supérieur et d’un diametre [— R, R]
sur 1’axe réel déformé par des petits demi-cercles du demi-plan inférieur de rayon e centrés aux
points 7;. Le contour I't contient donc tous les points ;. Soit I'™ le contour analogue parcouru

dans le sens négatif (voir figure 6.7) dans le demi-plan inférieur mais qui exclut les points 7;.
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Figure 6.6 Contour I't

Figure 6.7 Contour I'~

Puisque I'™ exclut les pOles de %, on a par le théoreme de Cauchy

V)
/F_ Pz d=0 (6.88)

Gréce au théoreme des résidus et des formules (6.77) a (6.79), on les €galités suivantes

Ulz) . _ T(z) — iT*(2) .
[F00 = [ o o
_ T'(z) L T*(2) .
a /I‘+ (z —1m0)m0 ... (2 — ) ’ /F+ (z = T10)m0 ... (2 — )™ d

= —1 () z
=0 /p+ (z—TO)mO.,.(z—Tn)mnd

T*
= 27 L (2) dz

omi Jps (z=19)™ ... (2 — )™

) = 2rT™[m™, ... ™). (6.89)
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Ces intégrales sont indépendantes de R lorsque R satisfait (6.87). On a alors, pour R — c0 et

e — 0,
® T (1) 1 . U (z) 1 . V(2)
—dt = =1 d -1 d
/_OOP(t) 2-125%0 PR T R PP
= 1-27rT*[7'0m0 Tm“]—i—l-o
2 yrryimn 2
= 7T 1™, ..., %™, (6.90)

puisque les intégrales sur les demi-circonférences de I't et de I'™ tendent toutes vers 0. En effet,

siz € I't) alors Im(z) > Oetona

‘wz) () () s
P(2) P(z) " "2 P(z)

CO(Z) Cu(z)

< +2) . (6.91)

P(z)| "7 & | P(a)

Remarquons que (6.91) tend vers 0 lorsque R — oo a cause de (6.82). De fagon semblable
ZEZ — 0 lorsque ze€l~™ et R—O0.

De plus les intégrales sur les petites demi-circonférences tendent aussi vers O par continuité de
T(z)
P) .

On trouve en appendice B diverses procédures en Maple qui implémentent la méthode de Fourier
et la méthode d’intégration du lemme 8 pour le calcul du poids de Mayer. La procédure principale
wMayer prend en entrée les deux parametres a et ca ou a est une arborescence couvrante d’un

graphe connexe ¢ donnée sous la forme d’une liste
a=[a(l),a(2),...,a(k)], ali) <1, (6.92)
et son complémentaire ca est donné par

ca =c\a = [{1,7}|{7,j} aréte de c non présente dansa |. (6.93)
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Pour le graphe ¢ = K4\e donné par la figure 6.5, on a
a:=10,0,0], ca:=[{1,3},{2,3}] (6.94)
En exécutant la procédure, on obtient directement
wMayer(a, ca) = % (6.95)
Remarque 11 On peut accélérer le calcul en utilisant dans le lemme 8 la fonction auxiliaire
U(z) = T(2) —iT*(2) = co(2) +2) c,(2)€"?, (6.96)
plutor que T* (z) . En effet, on peut vérifier que
T [r™0, .., = U™, ™, (6.97)
et U(z) contient environ deux fois moins de termes que T*(z).

6.4.2.1 Le poids de Mayer de la roue

On s’intéresse au calcul du poids de Mayer de la roue Roue[k]| (voir figure 6.8), définie par

Rouelk] = {{0,1}, 0,2}, ..., {0,k},{1,2},{2,3}, ..., {k — Lk}, {Lk}}, (6.98)
;." -\\\k : 4 \

Figure 6.8 Roue[7]
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En choisisant I’arborescence couvrante

a=10,0,...,0], (6.99)

on a que son complémentaire est

ca=[{1,2},{2,3}, ..., {k —1,k}, {1,k}]. (6.100)

Le poids de Mayer de la roue est donné par ’intégrale suivante :

2\ * £ sin (ty) sin(t, —ty41)
wpr (Rouelk]) = <;> /JR e /R H Yt dty - - dty, (6.101)
—_——

ou tx 11 = 1. En utilisant la procédure wMayer pour k = 3,4, ...,24, on obtient la table 6.3.



k | wa(Rouelk]) (en décimale) | wps(Roue(k]) (valeur exacte)
3 4.0 4

4 6.0 6

5 9.166666667 7

6 14.15000000 %

7 2192777778 %0

8 34.03690476 B0

9 52.86855159 50a6.

10 8214101468 5560

1 127.6384116 S

12 198.3435623 a0

13 308.2216074 0016

14 478.9734434 oy’

15 744.3225452 59500

16 1156.675350 L e Saao00

17 1797.471526 0815500400

18 9793.268307 OSSR T939010000 "

19 4340.735540 00056432000
20 6745.497979 a0 475000
21 10482.49617 S 1B15100108337000
22 16289.78720 38 e 00080000
23 95314.31096 e o001 044191930000
o4 39338.41076 169496208920787363880503431

4308669456480829440000

Tableau 6.3 wys (Roue[k]), k = 3,4,...,24
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Remarque 12 Le polynbéme d’Ehrhart aurait exigé
153146104987465308849377365924814648135545 points (6.102)

pour le calcul de wyr (Roue[24]). Ce qui démontre 'efficacité de notre utilisation des transformées

de Fourier dans ce cas particulier.

6.4.2.2 Le poids de Mayer des roues généralisées

Considérons maintenant des “roues généralisées”, c’est-a-dire des roues dont les rayons et les arcs
sous-tendus par ces rayons sont de longueurs variables. La figure 6.9 décrit une roue généralisée

associée aux arcs successifs de longueur (4, 3,4, 3,2) et dont les rayons correspondants sont de

longueurs (4,3,2,3,1). En notant par RoueGen[ @, 7] la roue généralisée dont les arcs (resp.
rayons) successifs sont de longueurs &@ = (a1, ...,ax) (T = (r1,...,7%)), on vérifie facilement

que I'intégrale (6.101) se généralise comme suit

k; . o . T
1 2 i, v /2 v —ty v
2m)" Jr S ty by — tut
—_—— V=
k

ey
L YU

oli tk-i—l = 1.

Figure 6.9 RoueGen|[4,3,4,3,2],[4,3,2,3,1]]
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6.4.2.3 Le poids de Mayer des échelles

Intéressons-nous maintenant au calcul du poids de Mayer de I’échelle Echelle[k] 4 k “marches”,

définie par

Echellelk] = {{0,1},{2,3},..., {2k — 2,2k — 1},{0,2},{2,4},. .., {2(k — 2),2(k — 1)},

{1,3},{3,5},..., {2k — 3.2k — 1}}, (6.104)

(voir figure 6.10 pour & = 5).

@) ©) (5 7 9
0 & (4 O 8

Figure 6.10 Echelle[5]

En utilisant 1’arborescence couvrante
a=10,0,2,2,4,4,...,2(k —2),2(k — 2),2(k — 1)], (6.105)
et son complémentaire

ca=1[{1,3},{3,5},5,7},..., {2k — 3,2k — 1}], (6.106)

le poids de Mayer de I’échelle est donné par I'intégrale suivante :

Y1921 (t b 3
wy (Echelle[k]) = ~———— / /(Sm 13)  sin (fak—3,2 1))
T

tok—3,2k—1

sin (t2y—1,2u+1 — lovy1,2043)

tov—1,9041 — Lowt1,2043

(Sin (tov—12041)

2
. ) diys dizs - - - dior—3.26—1. (6.107)
2v—1,2v+1
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En utilisant la procédure wMayer, pour k = 2,3, ..., 20, on obtient la table 6.4.

k | wps(Echelle[k]) (en décimale) wi (Echelle[k]) (valeur exacte)

2 5.333333333 2

3 14.40000000 2

4 38.90793651 e

5 105.1315697 255"

6 284.0725734 S e

7 767.5833368 e

8 2074.062197 s

9 5604.256622 i

10 15143.08121 e

11 40917.63174 o000

12 110562.2141 3182881823351 S

13 298746.5957 B

14 807233.5489 B

15 2181199.758 191588;)873150()8183382054528??47()18678011852602550816

16 5893749.575 R T T T
17 15925310.79 183918 1251552186 1931588786175937?615?579138216954612850096

18 43031269.08 S e T R
19 116273405.5 e 15601583 508000 70005605
20 3141786218 b0 18 6o 503005 TG

Tableau 6.4 w; (Echelle[k]), k = 2,3, ...,20




CONCLUSION

Les liens entre la mécanique statistique et la combinatoire sont de plus en plus nombreux comme

on |’a vu dans ce travail.

Dans cette these, apres avoir rappelé la théorie de Mayer au chapitre 1, nous avons présenté au cha-
pitre 2 I’approche de Ree-Hoover qui permet d’exprimer les coefficients du développement du vi-
riel via des poids spéciaux associées aux graphes 2-connexes. Les coefficients de ce développement
sont appelés star content dont nous avons donné des formules explicites et certaines proriétés com-
binatoires et relations de récurrence ainsi que des relations entre les deux poids. Au chapitre 3,
nous nous sommes surtout placés dans le contexte des gaz a noyaux durs en dimension un en adap-
tant la méthode des homomorphismes de graphes au calcul des poids de Ree-Hoover et développé
un algorithme de type Monte-Carlo basé sur la donnée d’une arborescence couvrante. A partir de
diverses tables que nous avons construites donnant les poids de Mayer et de Ree-Hoover de tous
les graphes 2-connexes jusqu’a la taille 8, nous avons conjecturé diverses formules explicites pour
les poids de graphes appartenant a diverses familles infinies de graphes simplement, doublement et
triplement indexées par des entiers. Ces formules ont ét¢ démontrées au chapitre 4 par la méthode
des homomorphismes de graphes pour le poids de Ree-Hoover et par les relations entre les deux
poids pour le poids de Mayer. Au chapitre 5, toujours dans le cas des particules dures, une formule
explicite du poids de Mayer des graphes bipartis complets a été présentée et établie de deux facons :
par I’évaluation de I'intégrale définissant le poids de Mayer ainsi que par I’utilisation d’arrange-
mets spéciaux de points provenant de la méthode des homomorphismes de graphes. En utilisant le
théoréme 1, nous avons montré que le poids de Ree-Hoover des graphes bipartis compltes Ky, ,
(m,n > 1) est cepandant nul. Nous avons aussi montré, par des exemples, que les poids de Mayer

et de Ree-Hoover sont “indépendants” de certains parametres classiques de la théorie des graphes.
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Au dernier chapitre, nous avons effectué un changement de variables basé sur les arborescences
couvrantes pour réécrire systématiquement le poids de Mayer a I’aide des transformées de Fourier
dans le cas multidimensionnel pour des interactions quelconques. Des tables et formules exactes
ou asymptotiques pour des graphes particuliers en ont résulté¢. De plus, nous avons décrit un algo-
rithme efficace de calcul des intégrales de Fourier pour les poids de Mayer dans le cas des particules

dures en dimension un.

Ces développpements ouvrent la voie & plusieurs perspectives de recherches futures. Citons par
exemple, I’extension du calcul exact des poids was (K, \g) et wry (K4 \g) pour d’autres graphes
fixes g, le calcul du poids de Mayer pour les graphes multipartis complets, des modifications de
la méthode des homomorphismes de graphes la rendant plus efficace sont aussi envisageables,
trouver de nouvelles formules explicites donnant les poids de Mayer et Ree-Hoover & partir de
certains parametres de la théorie des graphes, développer plus & fond la méthode des transformées
de Fourier pour répondre notamment & certaines questions liées au développement asymptotique
des poids de Mayer et de Ree-Hoover : par exemple, quel est le comportement asymptotique de la
roue et de I’échelle

wp (Roue[k]) ~ 7 lorsque k — oo,
wayr (Echelle[k]) ~ ? lorsque k — o0,

dans le cas des particules dures en dimension un.



APPENDICE A

GRAPHES 2-CONNEXES DE TAILLE < 7

Avec 4 sommets :

==
Numéro | Grapheg | Grapheg | a(g) 2(9) z(é))' a’{;> : wis wrH
(g)
40.1 @ ) —2 1 —2 : 4 4
’
421 @ 0 6 0 0 4 2
4.4.1 N S 1 3 3 -3 2 0

Avec 5 sommets :
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- -
Numéro Graphe g Graphe g a(g) £(g) 2((9))' alg) - W WRH
)
50.1 @ 0 -6 | o L 5 5
.

52.1 @ 0 10 0 0 u 1

53.1 @ 0 30 0 0 Lo L

532 '@ o0 10 0 0 1 0

5.4.1 @ . e 0 60 0 0 2 L

542 @ S 15 45 -3 6 0

55.1 @ S A 60 0 0 b 0
[

552 Q 1 12 12 —2 s 0
o

553 @ U B 30 | —60 2 4 0
(-

554 M S 10 10 -3 8 0
[} [}

Avec 6 sommets :
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Numéro Graphe g Graphe g a(g) (9) é()((g))- a(é) . W WRH
g
£(g)
6.0.1 0 24 1 24 —3 6 6
’
6.2.1 0 15 0 0 5 :
6.3.1 0 60 0 0 7 L
632 @ e 0 20 0 0 2 0
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641 @ .............. 0 60 0 0 8 %

642 0 180 0 0 o 2

643 < 0 45 0 0 2 %

6.4.4 @ 0 180 0 0 15 0

6.4.5 @ - 0 90 0 0 8 0

646 @ 0 15 0 0 $ 0

647 ~12 45 —540 L ¥ 0

6.5.1 @ ! 0 360 0 0 8 35
P

6.5.2 @ 0 360 0 0 14 0
O 4'/

653 @ —4 72 | —288 2 % 0
P—

6.54 @ 0 360 0 0 2 3
d

6.5.5 @ 0 360 0 0 o 0
A

6.5.6 @ 0 360 0 0 & 0
i
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657 @ i o | 60 | o0 0 | 0
PO

6.5.8 @ R 360 0 0 349 0
[

6.5.9 8 180 1440 | —10 g 0
[

6.5.10 @ 7| -4 | e | -240 2 4 0
‘,. '._.‘4,'

6.6.1 @ 0 90 0 0 10 g
Ry

6.62 @ P 0 360 0 0 2 0

6.63 @ 0 360 0 0 a7 0

6.6.4 @ -1 360 | —360 5 8 0

6.6.5 @ 4 60 | 240 | -2 49 0

6.6.6 @ 3 360 1080 15 L 0
. 36

6.6.7 @ = —2 180 | —360 2 o 0

6.6.8 @ —2 | 360 | -720 | 5 ur 0
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30

6.6.9 @ 0 180 0 0 11 0
69
6.6.10 @ 0 360 0 0 o =
6.6.11 @ 0 360 0 0 L 0
6.6.12 @ 0 180 0 0 18 0
6.6.13 @ 0 120 0 0 w 0
6.6.14 @ 0 720 0 0 e 0
6.6.15 @ 0 180 0 0 18 0
6.6.16 @ 1 360 360 -2 = 0
6.6.17 M ~1 90 —90 3 1 0
6.6.18 @ 0 360 0 0 158 0
6.6.19 @ 0 720 0 0 = 0
6.6.20 @ 0 360 0 0 2 0
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6.6.21 M 0 180 0 0 2 0
6.6.22 %4 1 60 60 -5 £ 0
6.6.23 @ 0 180 0 0 = 0
6.6.24 @ 0 360 0 0 g 0
6.6.25 @ 1 180 180 —3 2 0
6.6.26 @ —4 90 —360 2 8 0
6.6.27 —6 60 —360 5 2 0
6.6.28 ~5 180 | —900 % 2l 0
6.6.29 4 45 180 —3 L5 0
6.6.30 % 3 180 540 L 0 0
6.6.31 % 0 60 0 0 = 0
6.6.32 M 4 10 40 -3 2 0
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6.6.33 @ Coi -2 | 90 | -180 | 3 161 0
6.6.34 M 1 15 15 | -2 & 0
i . "-..,‘
6635 | X | 16 15 | 240 | -} & 0
Avec 7 sommets :
L=
_ _ a(g) - -
Numéro Graphe g Graphe g a(g) 2(g) o) a(g) - wu WRH
g
40)
70.1 0 120 1 120 ~1 7 7
721 @ 0 21 0 0 Z 3
73.1 @ ", 0 105 0 0 g =
732 @ 0 35 0 0 3 0
741 @ e 140 | 0 0 2 i
742 @ 0 420 0 0 = &
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743 @ N 0 105 0 0 9 =

744 @ 0 420 0 0 5 0

745 @ 0 210 0 0 10 0

74.6 @ | 0 35 0 0 57 0

7.4.7 @ —60 105 | —6300 | L 2 0

. 29

7.5.1 @ 0 105 0 0 2 =
o

752 @ SR B 1260 0 0 ) %
=

753 @ 0 1260 | 0 0 263 0
S .‘

754 @ el 20 | 252 | 5040 | 6 L 0
.

755 @ : 0 1260 0 0 % %
§ooeeee <

756 @ A 210 0 0 11 5
IS 4

75.7 @ A Y 1260 0 0 ;) 0
.

e @ 0 630 0 0 5 0

7.59 @ o |10 |0 0 W 0
—
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7.5.10

1260

107
10

7.5.11

315

497
45

7.5.12

1260

7.5.13

1260

7.5.14

210

7.5.15

630

367
30

7.5.16

1260

2251
180

7.5.17

315

7.5.18

420

7.5.19

630

661
45

7.5.20

210

173
10

7.5.21

G EE G EOECRRe

21

21
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15

7522 @ 40 630 | 25200 | —30 = 0
7523 @ —20 210 | —4200 5 = 0
7.6.1 @ 0 840 0 0 o &
762 @ 0 630 0 0 5 5%
763 @ 0 2520 0 0 1o 0
764 @ 0 2520 0 0 &1 0
76.5 @ -5 2520 | —12600| 15 a 0
766 @ 20 420 | 8400 | -10 % 0
7.6.7 @ 15 2520 | 37800 | —45 L 0
768 @ 0 1260 0 0 18 0
769 @ 0 2520 0 0 o 35
7.6.10 @ 0 1260 0 0 166 <
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7.6.11

185

90

@ 0 2520 0 0 - 0
7.6.12 @ ~10 | 1260 | —12600| 15 2 0
7.6.13 @ 0 1260 0 0 88 0
7.6.14 @ 0 840 0 0 4 =
7.6.15 @ 0 1260 0 0 L 5
7.6.16 @ 0 630 0 0 2 o5
7.6.17 @ 0 2520 0 0 & 0
7.6.18 @ 0 840 0 0 gas 0
7.6.19 - @ 0 5040 0 0 % 0
7.6.20 @ —~10 | 2520 | —25200 30 1007 0
7621 @ 0 2520 0 0 U 0
7622 @ 0 2520 0 0 288 0
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469

180

76.23 @ 0 1260 0 0 > 0
7.6.24 @ 5 2520 | 12600 | —15 18 0
7625 @ 0 1260 0 0 2 0
7626 @ -5 630 | —3150 | 1B » 0
7.6.27 @ 0 2520 0 0 23 0
7.6.28 @ 0 5040 0 0 s 0
7.6.29 @ 0 5040 0 0 o 0
7630 @ 0 2520 0 0 B 0
7.631 @ 0 2520 0 0 Bt 0
7632 @ 0 1260 0 0 251 0
7633 @ 5 420 | 2100 -3 2 0
7.6.34 @ 0 2520 0 0 2 0
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7.6.35

1260

769
60

7.6.36

2520

359
30

7.6.37

1260

2479
180

7.6.38

5040

593
45

7.6.39

1260

1057
90

7.6.40

5040

4429
360

7.6.41

1260

1109
90

7.642

2520

343
30

7.643

1260

6300

249
20

7.6.44

1260

1171

7.6.45

1260

638
45

7.6.46

) T i s g o S

2520

206
15
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7.6.47

2520

619
45

7.6.48

1260

197
15

7.6.49

1260

473
30

7.6.50

5040

5609
360

7.6.51

2520

7.6.52

2520

297
20

7.6.53

5040

805
36

7.6.54

5040

1609
120

7.6.55

840

159
10

7.6.56

2520

2639
180

7.6.57

2520

2743
180

7.6.58

G R B D DR R

2520

2101
120
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7.6.59 @ 0 2520 0 0 %1
7.6.60 @ 0 2520 0 0 o
7.6.61 @ 0 1260 0 0 1289
7.6.62 @ 0 840 0 0 0
7.6.63 @ 0 1260 0 0 28
7.6.64 @ 0 2520 0 0 247
7.6.65 @ 0 1260 0 0 ot
7.6.66 @ 0 630 0 0 559
7.6.67 @ 0 2520 0 0 &
7.6.68 ,@ 0 840 0 0 %

7.6.69 @ —-20 | 630 | —12600| 15 s

7.6.70 @ —30 420 | —12600 15 B
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76.71 @ —25 | 1260 | —31500) % 2 0
76.72 @ 20 315 | 6300 | —% ® 0
76.73 @ " 0 420 0 0 i 0
76.74 @ “ 20 70 | 1400 | -3 g 0
._'_-‘.
7675 @ 15 | 1260 | 18900 | —d48 | 12 0
7.6.76 @ -10 | 630 |-6300 | ¥ % 0
¢
7.6.77 @ » 5 105 525 -2 1 0
76.78 @ 80 105 | 8400 | —10 8 0
7.7.1 @ LT 0 420 0 0 g e
772 @ 0 840 0 0 o 0
7.3 @ 0 2520 0 0 n 0
7.7.4 @ 0 630 0 0 2 0




154

7.7.5

2520

15120

—-18

449
45

7.7.6

1260

7.7

840

301
30

7.7.8

5040

20160

—24

1801
180

7.7.9

11

2520

27720

-33

146
15

7.7.10

—22

360

—7920

623
60

7.7.11

—16

2520

—40320

43

959
90

7.7.12

16

1260

20160

—24

349
30

7.7.13

10

1260

12600

-15

7.7.14

12

2520

30240

—-36

7.7.15

—11

2520

—27720

33

1967
180

7.7.16

RS A B R AR BB

—11

2520

—27720

33

494
45
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7.7.17

—-12

1260

—15120

18

229
20

7.7.18

—14

2520

—35280

42

641
60

7.7.19

11

1260

13860

437
36

7.71.20

2520

2053
180

7.7.21

2520

—5040

497
45

7.1.22

5040

799
72

7.71.23

1260

7.7.24

2520

217
18

7.725

2520

349
30

7.7.26

1260

199
18

7.127

—10080

12

1937
180

7.71.28

O R BRI

2520

22680

—27

471
40
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7.7.29

630

187
15

7.7.30

2520

17640

—21

7.1.31

2520

20160

—24

2267
180

7.1.32

2520

15120

—18

542
45

7.71.33

1260

—7560

2431
180

7.1.34

420

—2520

203
20

7.7.35

7.7.36

5040

—25200

30

2459
180

2520

—10080

12

596
45

7.1.37

630

—2520

1241

7.1.38

1260

—2520

781
60

7.71.39

2520

233
18

7.7.40

D S BB R D B R R

5040

4393
360
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1327

7741 @ 1260 2 0
7742 @ 840 2 0
7.743 @ 5040 e 0
7.7.44 @ 2520 r 0
7.7.45 @ 2520 ue 0
7.7.46 @ \ 420 5 0
7747 @ ’ 840 % 0
7.7.48 @ 1260 g 0
7.7.49 @ 2520 L %
7750 @ 630 T s
7.7.51 @ 1260 5t 0
7.7.52 @ 2520 o o
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7.1.53 @ 1260 0 0 = 0
2 210

7754 @& -. %0 | o | o || &

7.7.55 @ 630 | 2520 -3 8l 0

7.1.56 @ 1260 0 0 1 0

[

7.7.57 @ 2520 0 0 o 0

7.7.58 @ 1260 0 0 B 0

7.7.59 @ 2520 0 0 1561 0

7.7.60 @ 5040 0 0 B2 0
9

7761 @ 2520 | 0 o | B | &

7.7.62 @ 2520 0 0 z 0

7.7.63 @ 1260 0 0 33 0

7.7.64 @ 2520 0 0 o 0
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517

60

7.7.65 @ 13 630 | 8190 | —¥ 2 0
7.7.66 @ 0 1260 0 0 un 0
767 @ 0 2520 0 0 22 0
7.7.68 @ -3 2520 | —7560 9 e 0
7.7.69 @ 0 2520 0 0 e 0
7770 @ -5 5040 | —25200| 30 10 0
7771 @ 8 2520 | 20160 | —24 e 0
7772 @ 8 5040 | 40320 | —48 2 0
7773 @ 7 5040 | 35280 | —42 o 0
7.7.74 @ 7 2520 | 17640 | —21 B 0
7775 @ —6 5040 | —30240| 36 - 0
7.7.76 @ —6 1260 | —7560 9 & 0
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1.7.77

5040

—25200

30

4693
360

7.1.78

2520

—12600

15

269
20

7.7.79

840

—-6720

773
60

7.7.80

2520

—10080

12

577
45

7.7.81

630

—
(O'»—'
ut

7.7.82

5040

2119
180-

7.71.83

2520

703
60

7.7.84

1260

817
45

7.71.85

1260

1067
90

7.7.86

2520

—10080

12

2053
180

1.1.87

420

7.7.88

hirSSEBREDIEE

2520

—10080

12
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o« e

7.7.89 @ oo | =6 | 1260 | —7560 | 9 % 0
? .:::'.-l"'-. 191

7.7.90 i W | —12| 2520 | 302401 36 = 0
. ' .

7791 S 1260 | 5040 | —6 e 0
"""."';:"""\if'-. 2269

7792 0 2520 0 0 = 0
. Q'

7.7.93 O 2 1260 | 2520 -3 D 0
: “:\"‘l_"-. 1147

7794 ‘ ___________ ’ 0 2520 0 O 90 0

795 @ % 0 1260 0 0 e 0
° _.'

77.96 e s | —4 | 2520 | —10080 12 | %4 0
t ----- -
. ..'l‘:'\"Q

7797 @ ST 0 630 0 0 % 0
. .ﬁll-'«:"'.

7.7.98 Loy =2 | 2520 | —B040 | 6 = 0

7.7.99 @ 4 1260 | 5040 —6 oo 0

7.7.100 @ A S - 2520 | 12600 | —15 | 22 0
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637

7.7.101 @ 3 | 630 | —1890 | ¢ 5 0
7.7.102 @ —4 1260 | —5040 6 2 0
7.7.103 @ -5 1260 | —6300 | ¥ S 0
7.7.104 @ 0 1260 0 0 Le 0
7.7.105 @ 0 5040 0 0 199 0
7.7.106 @ 1 2520 | 2520 -3 = 0
7.7.107 @ -1 1260 | —1260 3 g 0
7.7.108 @ 0 2520 0 0 = 0
7.7.109 @ 0 2520 0 0 ur 5
7.7.110 @ ol 0 5040 0 0 o 0
77111 @ ‘ 0 | 5040 | 0 0 4439 | g
77.112 @ 0 5040 0 0 ul 0
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7.7.113 @ 0 5040 0 0 14 0
7.7.114 @ ..\i_fti-'i:;; o | om0 | o 0 1as7 0
..
77115 @ 0 | 2520 | 0 0 Lso 0
77116 @ 2 | s040 | 10080 | —12 | 0
77117 @ ; 0o | 250 | o 0 12 0
77118 @ '. 0 5040 | 0 0 S0 0
7.7.119 @ 0 2520 0 0 858 0
77,120 @ 1| 5040 | 5040 | -6 | %I 0
77121 @ 0 2520 0 0 1o 0
7.7.122 @ -1 5040 | —5040 6 1093 0
77.123 @ 0 5040 0 0 150 0
7.7.124 @ ~1 2520 | —2520 3 ey 0
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7.7.125 @ —2 2520 | —5040 6 2651
7.7.126 @ 4 1260 | 5040 —6 3089
7.7.127 @ 2 2520 | 5040 —6 1
— L
7.7.128 @ 0 2520 0 0 e
7.7.129 @ 0 5040 0 0 501
7.7.130 @ 0 5040 0 0 8
7.7.131 @ 0 1260 0 0 157
7.7.132 @ 0 5040 0 0 55
7.7.133 @ 0 2520 0 0 (i
7.7.134 @ 0 2520 0 0 1901
7.7.135 @ 0 2520 0 0 ur
7.7.136 @ 0 1260 0 0 1
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60

7.7.137 @ 1 1260 | 1260 -3 o 0
7.7.138 @ —1 5040 | —5040 6 & 0
7.7.139 @ 0 5040 0 0 1091 0
7.7.140 @ —4 2520 | —10080| 12 8 0
7.7.141 @ 3 1260 | 3780 -2 8 0
7.7.142 @ 3 2520 | 7560 -9 i 0
7.7.143 @ 3 2520 | 7560 -9 1003 0
7.7.144 @ —2 5040 | —10080| 12 e 0
7.7.145 @ —2 1260 | —2520 3 e 0
7.7.146 M —2 840 | —1680 2 u 0
7.7.147 @ 0 2520 0 0 2T 0
77.148 @ 0 | 1260 | 0 0 67 0




166

@ : 1260 0 0 =
7.7.149 ,.

@ 2520 | 7560 | -9 | Ep
7.7.150 it

@ - 2520 0 0 “
7.7.151 ]

@ : 1260 0 ’ il
7.7.152 ' i

@ .. 92520 10080 —12 %
7.7.153 e

@ 2520 0 0 %
7.7.154

@ 2520 0 0 B
7.7.155

@ 1260 0 ’ =
7.7.156

D
77157

@ 5040 0 0 “
7.7.158

@ 5040 0 0 «
77.159

@ 5040 0 0 i
7.7.160
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7.7.161

5040

5039
360

7.7.162

5040

5719
360

7.7.163

5040

5963
360

7.7.164

2520

101

7.7.165

2520

463
30

7.7.166

5040

1933
120

7.7.167

2520

3013
180

7.7.168

5040

10080

—12

1361
90

7.7.169

2520

159
10

7.7.170

5040

1151
72

7.7.171

2520

2377
180

7.7.172

VR 0 P (Ve T VT

2520
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. ]
7.7.173 @ _____ 0 5040 0 0 4613
7.7.174 @ . 0 5040 0 0 1633
7.7.175 @ ..A D " O O %
7.7.176 @ | 0 2520 0 0 1259
77171 @ . 0 2520 0 0 At
77178 @ " 1 2520 | 2520 | -3 | u®B
77.179 @ O - 0 O o
7.7.180 @ , 5 2520 | 12600 | —15 13
7.7.181 @ .A —6 1260 | —7560 9 =
7.7.182 @ —4 2520 | —10080| 12 82
7.7.183 @ ) —4 | 2520 | —10080, 12 2
7.7.184 @ .A 2 2520 | —5040 6 T
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2861

7.7.185 @ 3 1260 | 3780 -3 = 0
7.7.186 @ 3 1260 | 3780 -9 2ot 0
7.7.187 @ ‘ 3 5040 | 15120 | —18 | 5P 0
77188 @ o om0 | o 0 | 0
.'. ..... ; “‘
7.7.189 @ N ! 1260 | —1260 g 261 0
e
7.7.190 @ 3 630 1890 -3 L 0
7.7.191 @ ~1 1260 | —1260 2 & 0
7.7.192 @ 0 2520 0 0 12 0
7.7.193 @ 0 2520 0 0 2 0
7.7.194 @ 1 2500 | 2520 -3 i 0
7.7.195 @ 0 630 0 0 S 0
7.7.196 @ DL 2500 | 2520 | -3 | X 0
e
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7.7.197 @ 630 0 0 v
—
77.198 @ hd 1260 | 0 0 o
7.7.199 @ 630 0 0 e
7.7.200 @ 1260 | 0 0 5
77201 @ 1260 | 0 0 0
77202 @ 2520 | 0 0 %
77203 @ 2520 | 0 0 5
777204 @ 2520 | 10080 | —12 | %
77205 @ 1260 | 0 0 B
77206 @ 5040 0 0 50
77.207 @ 2520 | 0 0 o
77.208 @ 2520 | 0 0 =
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2833

180

7.7.209 @ 0 2520 0 0 2 0
77210 @ 0 630 0 0 L 0
77211 @ —2 1260 | —2520 3 8l 0
77212 @ 2 630 | 1260 -2 Ly 0
77213 @ 0 2520 0 0 2 0
77214 @ 0 1260 0 0 3 0
77215 @ 0 1260 0 0 2 0
77216 @ 0 2520 0 0 8 0
77217 @ 0 1260 0 0 s 0
77218 @ —2 1260 | —2520 3 L 0
77219 @ 0 5040 0 0 s 0
7.7.220 @ 0 5040 0 0 sl 0




172

7.7.221

5040

667
40

7.7.222

5040

5963
360

7.71.223

7.1.224

2520

3559
180

5040

1123
60

7.7.225

5040

877
45

7.7.226

2040

6793
360

7.7.227

2520

3469
180

7.7.228

5040

7.7.229

2520

169
10

7.7.230

5040

2101
120

7.7.231

2520

517
30

7.7232

BB DTS

2520

737
45
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1181

15

77233 ® 1260 L8 0
7.7.234 @ 2520 B 0
7.7.235 @ 5040 8 0
7.7.236 @ 2520 1001 0
7.7.237 @ 2520 28 0
77238 @ 2520 1981 0
77239 @ 2520 = 0
7.7.240 @ 5040 & 0
77241 @ 2520 = 0
77242 @ 2520 B 0
7.7.243 @ 1260 B 0
7.7.244 @ 5040 20 0
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7.7.245 @ 1 2520 | 2520 -3 21

777246 @ 0 5040 0 0 e

77047 @ 0 2520 0 0 oS

3857

7.7.248 @ 0 1260 0 0 180

777249 @ -1 | 1260 | —1260 | 3 o

77250 @ 0 5040 0 0 o

77251 @ 0 2520 0 0 %
"

77252 Y0 0 5040 | O 0o 5
j .\L\'-v.'

2627

77253 @ : 0 5040 0 0 T80

77254 R 2520 0 0 &

“':‘1§\';': 2717

77255 0 92590 0 0 2

77256 Loo-1 5040 | —5040 6 o
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180

771257 @ 3 2520 | 7560 -9 o 0
7.7.258 @ 0 2520 0 0 1 0
77259 @ 0 2520 0 0 109 0
7.7.260 @ 0 5040 0 0 o 0
7.7.261 % 0 5040 0 0 e 0
77.262 @ ~1 2520 | —2520 3 2 0
7.7.263 % 0 1260 0 0 Lol 0
7.7.264 @ 1 5040 | 5040 -6 21 0
7.7.265 @ 1 5040 | 5040 —6 BT 0
7.7.266 @ ~2 840 | —1680 2 a0 0
71267 Z@ ~1 2520 | —2520 | 3 s 0
7.7.268 @ 0 5040 0 0 o 0
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1937

60

7.7.269 @ 0 5040 0 9
11270 @ —1 2620 | —2520 29
77271 @ 0 5040 0 529
77272 ZS 0 2520 0 8289
77273 @ 0 5040 0 87
77274 [@ 0 5040 0 26
7.1.275 @ 0 2520 0 2683
7.1.276 @ 0 2520 0 .
77277 @ 0 5040 0 1024
7.7.278 @ 0 5040 0 1080
7.7.279 @ 0 2520 0 4049
7.7.280 @ 0 2520 0 1607
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o887

30

77281 O 1 360 360 —3 o 0
7.7.282 @ 0 1260 0 0 o 0
77283 @ 0 2520 0 0 £ 0
71284 @ 0 2520 0 0 = 0
7.7.285 @ —2 1260 | —2520 3 et 0
7.7.286 @ 0 2520 0 0 o 0
77287 @ 0 5040 0 0 zl 0
7.7.288 @ 0 2520 0 0 o 0
7.7.289 @ 0 1260 0 0 B1 0
7.7.290 @ 0 5040 0 0 e 0
7.7.291 @ 1 1260 | 1260 -3 L 0
7.7.292 @ 0 840 0 0 & 0
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7.7.293 @ 0 2520 0 0 3

7.7.294 @ 0 420 0 0 1B
7.7.295 @ —4 840 | —3360 4 1
7.7.296 @ 4 1260 | 5040 —6 L
7.7.297 W 4 420 1680 ~2 24
7.7.298 @ 0 2520 0 0 1523
7.7.299 @ 0 2520 0 0 24
7.7.300 @ 0 1260 0 0 e
7.7.301 @ 0 2520 0 0 85
7.7.302 M 0 1260 0 0 784
7.7.303 @ 0 1260 0 0 818
7.7.304 @ 0 2520 0 0 1043
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3049

180

7.7305 @ 0 2520 0 0 0 0
7.7.306 @ —2 2520 | —5040 6 55 0
71307 @ 0 630 0 0 g 0
7.7.308 @ 1 1260 | 1260 -3 1859 0
7.7.309 W -1 630 | —630 2 a2 0
77310 @ 0 1260 0 0 = 0
77311 @ 1 630 630 ~3 157 0
77312 @ 0 2520 0 0 e 0
77313 @ 0 2520 0 0 1 0
771314 @ 0 2520 0 0 86 0
71315 @ 0 1260 0 0 22 0
77316 @ 0 2520 0 0 8 0
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77317 W 0 2520 0 0 e
3 1136
7.7.318 W 1 1260 | 1260 | —3 L
7.7.319 ,@ 0 420 0 0 e
7.7.320 @ 0 840 0 0 e
7.7.321 ,@ 1 420 420 —3 %
77322 @ .. 12 | 40 | s40 @ -6 | 2
7.7.323 @ .| 24 105 | 2520 | -3 10
77324 @ .. 18 | 1260 | 22680 27 | %%
7.7.325 @ S .| 14| 1260 | 17640 @ —21 s
. .. 1
7.1.326 . 6 1260 | 7560 -9 L
» 3 39
7.7.327 SN 252 | 1260 | —3 2
o .Q
77328 L, | 14 | 1260 | —17640| 21 o
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7.7.329

315

—1260

1[N

7.7.330

12

210

2520

7.7.331

140

840

99
10

7.7.332

13

420

5460

581
60

7.7.333

—12

105

—1260

B[

7.7.334

-19

420

—7980

7.7.335

18

210

3780

7.7.336

-11

1260

—13860

7.1.337

-12

630

—7560

7.7.338

1260

—8820

7.7.339

1260

2520

149
15

7.7.340

SRR RDRRRDR

1260

10080

—12

331
30




182

777341 @ P 4 315 1260 -3 512
77342 @ 3 1260 | 10080 @ —12 | 18
77343 @ 7 1260 | 8820 | —-Z 1015
77344 @ ~4 | 630 | 2520 | 3 10
777.345 @ 6 210 | —1260 & 3 z
7.7346 @ 6 | 630 | —3780 & 3
77347 @ ~5 | 1260 | —6300 = Bl
77348 @ 4 | 35 | 160 | -3 4
77349 @ N R P I 197
77.350 @ | 6 105 | 630 —3 $
7.7351 W -17 | 35 | =595 | 5 5
77352 @ -" 3 630 | 1890 | —3 675
|

—
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529

7.7.353 @ ~2 210 | —420 3 5 0

77354 M 1 21 0 | -k | @ 0

7.7.355 @ S, -850 | 315 |-15750| 2 w 0
R

7.7.356 &y 20 105 | 2100 | —3 5 0




APPENDICE B

PROCEDURES MAPLE UTILISEES

Nous présentons dans cet appendice des programmes en Maple (Maplesoft, 2008) que nous avons
créés pour illustrer les résultats relatifs a la présente these. Ces procédures implémentent la méthode
d’Ehrhart, la méthode de Monte-Carlo pour le calcul des poids de Mayer et de Ree-Hoover ainsi
que des procédures pour le calcul du start content et pour I’analyse de certains parametres liés
aux graphes. Finalement nous présentons des petits programmes en Maple qui implémentent la

méthode de Fourier pour le calcul du poids de Mayer.

B.1 Polynome d’Ehrhart

with (codegen) :
with (GraphTheory) :
with(CurveFitting) :

with (SpecialGraphs) :

Cette procédure construit la fonction volumey(n) pour calculer le nombre de points a coordonnés

entieres contenus dans les dilatés du graphe g donné en parametre.

make := proc(g) local procbody, locals, mainseq, 1i;

procbody := Name (nam..integer);
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procbody := procbody, Parameters(n..integer);

procbody := procbody, Options(autocompile) ;

procbody := procbody, Description() ;

locals := seq(v]||i..integer, i=1..nops(Vertices(g))-1);

locals := locals, S..integer;

locals := locals, seq(r|]|i..integer, i=1..nops (Vertices(g))-1);

procbody := procbody, Locals(locals);

it

procbody procbody, Globals() ;

mainseq := Asgssign (S, 0);

for' i from 1 to (nops(Vertices(g))-1) do
mainseq := mainseq, Assign(r||i,

nops (ShortestPath (g, x0, x||1)) *» n);

od:

mainseq := mainseq, makefor(g, 1);
mainseqg := mainseqg, Return(S);
procbody := procbody, StatSeg(mainseq);

return Proc (procbody) ;

end proc:

Cette procédure construit récursivement les boucles correspondant aux différentes contraintes im-

posés par le graphe.

makefor := proc(g, niveau) local forbody, conditions, i, operation;
forbody := v||niveau, -r||niveau, 1, r||niveau, true;
conditions := true;

for i from 0 to niveau - 1 do

if member (x| |1, convert (Neighbors(g, x||niveau), set)) then
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conditions := conditions and abs (v||niveau - v||i) <= n;
fi:
od:
conditions := subs(v0=0, conditions) ;

if niveau >= nops(Vertices(g))-1

then operation := Assign(S, S + 1);
else operation := makefor (g, niveau+l);
fi:
forbody := forbody, StatSeq(If(conditions, StatSeqg(operation)));

For (forbody) ;

end proc:

Cette procédure renomme les sommets de maniere appropriée pour make() et retourne la fonction

volumeg(n) construite.

graphToProc := proc(g)
RelabelVertices(g, [seq(x|{|i, i=0..NumberOfvVertices(g)-1)1);
intrep2maple (make (%)) ;

end proc:

Cette procédure calcule le nombre de points a l'intérieur des dilatés du graphe g et calcule le

polyndme d’Ehrhart.

ehrhart := proc(g) local volume, v, 1i;
option remember;

volume := graphToProc(g) :

v := [0Snops(Vertices(g))]:

for i from 1 to nops(Vertices(g)) do
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v[i] := [1, volume(i)];
od:
PolynomialInterpolation(v, n);

end proc:

B.1.1 Exemple d’utilisation

Soit g le graphe complet a 4 sommets.

g := RelabelVertices (CompleteGraph(4), I[seqg(i, i=0..3)1);

DrawGraph(g) ;

R\

3 2

Dans ce cas, le programme volume,(n) généré par graphToProc(g) est :

proc (n::integer)
local 8, rl, r2, r3, vl, v2, v3;
option autocompile;
S := 0;
rl := 2xn;

r2 = 2%1n;
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r3 := 2*n;
for vl from -rl to rl do
if abs(-v1l) <= n then
for v2 from -r2 to r2 do
if abs(-v2) <= n and abs(v2-vl) <= n then
for v3 from -r3 to r3 do
if abs(-v3) <= n énd abs (-v3+vl) <=n
and abs{-v3+v2) <= n then
S := S+1;
end if
end do
end 1if
end do
end if
end do;
return S;

end proc:

C’est ce volumeg(n) qui est utilisé par ehrhart(g) pour obtenir le polyndme

an® +6n? +4n+1 (B.1)

B.2 Polynome d’Ehrhart dans le cas de Ree-Hoover

with (codegen) :
with (GraphTheory) :
with (CurveFitting) :

with (combinat) :
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with(ListTools) :
with(StringTools) :

with (SpecialGraphs) :

Comme pour le polynéme d’Ehrhart correspondant au poids de Mayer, on commence par construire
la fonction volumey(n) pour calculer le nombre de points a coordonnées entiéres contenus dans

les dilatés du graphe g donné en parametre

make := proc(garg)

local procbody, locals, mainseq, 1i;

procbody := Name (nam..integer) ;

procbody := procbody, Parameters(n..integer, resultat) ;
procbody := procbody, Options(autocompile) ;

procbody := procbody, Description();

locals := seqg(v]|i..integer, i=1..nops(Vertices(garg))-1);
locals := locals, S..integer;

locals := locals, seqg(r||i..integer, i=

1. .nops (Vertices(garg))-1);
procbody := procbody, Locals(locals) ;

procbody := procbody, Globals();

mainseq := Assign(S, 0);
for i from 1 to (nops(Vertices(garg))-1) do
mainseq := mainseq, Assign(r||i,
nops (ShortestPath(garg, x0, x||i)) * n);
od:
mainseqg := mainseq, makefor (garg, 1);

mainseq := mainseq, Return(S);
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procbody := procbody, StatSeg(mainseq);
return Proc (procbody) ;

end proc:

C’est dans make f or que se situe la différence avec le programme précédent. On traite différemment
les arétes qui ne sont pas dans le graphe. Cette procédure construit récursivement la boucle princi-

pale de la fonction volumegy(n).

sp := (g, niveau) -> nops(ShortestPath(g, x0, x||niveau)) - 1;
makefor := proc(garg, niveau)

local forboedy, conditions, i, operation;

forbody := v||niveau, -sp(garg, niveau)sn, 1, sp(garg, niveau)xn,
true;
conditions := true;

for i from 0 to niveau - 1 do

if member (x| |i, convert (Neighbors (garg, x||niveau), set)) then

conditions := conditions and abs (v]||niveau - v||i) <= n;
else
conditions := conditions and abs(v||niveau - v||i) > n;
fi:
od:
conditions := subs(v0=0, conditions) ;
if niveau »>= NumberOfVertices(garg) - 1
then operation := If(resultat(l] = 2731 - 1,

StatSeq(Assign(resultat[2], resultat[2] + 1),
Agssign (resultat[1], 0)),
StatSeq(Assign(resultat[l], resultat[1l] + 1)));

else operation := makefor (garg, niveau+l) ;
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fi:
forbody := forbody, StatSeq(If(conditions, StatSeqg(operation)));
For (forbody) ;

end proc:

Cette procédure re¢oit un graphe g en parametre, renomme les sommets de fagon appropriée et

retourne la fonction volumegy(n) associée.

graphToProc := proc(g)
RelabelVertices (g, [seqg(x]||i, i=0..NumberOfVertices(g)-1)]);
intrep2maple (make (%)) ;

end proc:

Cette procédure calcule le polyndme d’Ehrhart dans le cas de Ree-Hoover & partir d’un graphe g

donné.

ehrhartrh := proc(g)

local p, valeurs, n, x, vl, resultat;

p := graphToProc(g) ;

valeurs := Array(0..NumberOfVertices(g)-1, datatype=integer) ;

for n from 0 to NumberOfVertices(g)-1 do
X := 0;
resultat := Array(l..2, datatype=integer[4]);
p(n, resultat);
X := x + resultat[l] + resultat[2]%2732;
valeurs[n] := x;

od;

convert (eval (valeurs), list);



193

PolynomialiInterpolation([seqg(i, 1=0..nops(%)-1)1, %, z);

end proc:

B.2.1 Exemple d’utilisation

Soit g le graphe complet 2 4 sommets.

g := RelabelVertices(CompleteGraph(4), [seqg(i, 1i=0..3)]);

DrawGraph(g) ;

Dans ce cas, le programme volumeg(n) généré par graphToProc(g) est :

proc (n::integer, resultat)
local 8, rl, r2, r3, vl, v2, v3;

option autocompile;

S := 0;

rl := 2+%n;
r2 := 2%n;
r3 := 2%n;

for vl from -n to n do
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if abs(-vl) <= n then

for v2 from -n to n do
if abs(-v2) <= n and

abs (-v2+vl) <= n then

for v3 from -n to n do

if abs(-v3) <= n and abs(-v3+vl)

and abs (-v3+v2)

if resultat(1]
resultat [2]
resultat [1]
else
resultat [1]
end if
end if
end do
end 1if
end do
end if
end do;
return S

end proc

<= n then
2147483647 then
resultat [2]+1;

0

resultat[1]+1

Finalement on obtient le polyndme d’Ehrhart RH suivant :

42° 4+ 622 +4z+ 1

<=

(B.2)
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B3 Méthode de Monte-Carlo

Cette procédure effectue le calcul approximatif du volume & I’aide de techniques statistiques.

with (GraphTheory) :
with (combinat) :
with (RandomGraphs) :

with (RandomTools) :

Tout d’abord voici une routine de ré-étiquetage de graphes.

toNum := proc (gx) :
return RelabelVertices (gx, [seqg(i, i=0..nops(Vertices(gx))-1)1);

end proc:

toX := proc(gn)
return RelabelVertices(gn, [seq(x||i,
i=0..nops (Vertices(gn))-1)1);

end proc:

Voici quelques routines de manipulation d’arbres.
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parcoursProfondeur := proc(sommet, arbre, trace)
voisins := convert (Neighbors (arbre, sommet), set);
dejavisites := convert (trace, set):;
r := [op{trace), sommet];
avisiter := voisins minus dejavisites;

if avisiter = {} then
return r;

fi;

for v in avisiter do

r := parcoursProfondeur (v, arbre, r);

od;
end proc:
etiquetageCroissant := proc{arbre)
p := parcoursProfondeur (x0, arbre, []);
end proc:
arborescenceCroissante := proc{g)
local t, reetiquetage, substitutions, gr;

t := SpanningTree(g) ;

reetiquetage := etiquetageCroissant(t);
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substitutions := [];

for 1 from 1 to nops(Vertices(t)) do

substitutions := [op(substitutions), reetiquetagelil]
= x| | (1-1)1;

od;

t := Graph(subs(substitutions, Edges(t)));

gr := Graph(subs(substitutions, Edges(g)));

return gr, t;

end proc:

arbreTolListe := proc(arbre, racine)
liste := select(s -> s <> racine, Vertices (arbre));
liste := sort(liste, (x,y) -»> convert(x, string) <

convert (y,string)) ;
map{s -> ShortestPath(arbre, s, racine) [2], liste);

end proc:

Voici des routines pour le calcul du volume

path sum := proc{ij, ac)

local i, j, p, sl1, s2, s3, tl, t2;

i = 1ij1[1];
j o= 1ij[2];
fac(0) := 0:

k := nops(ac);
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for p from 1 to k do

fac(p) := aclp]

od:
eval (fac) :
sl := {seqg((faceem) (i), m=0..k)};
s2 := {seqg((faceem) (j), m=0..k) };
s3 := sl 1ntersect s2;
tl := sl minus s3;
£t2 := s2 minus s3;
tl := map(i->ulil, tl);
t2 := map(i->ulil],t2);
r := convert(t2, ‘+‘')-convert(tl, ‘+'});
return r;
end:
abs2 := proc(couple)
if nops(couple) =1

then return abs(couple);

else convert (mapf(a -> a”2, couple), ‘+');
fi;
end proc;
ineg2 := proc(ij, ac, d)
ifd =1

then return abs(path sum(ij,ac)) <= 1;
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else return abs2(path _sum(ij, ac)) <= 1;
fi;
end proc;
caract2 := proc(compl, complz, ac, t, d)

local rep, S1, S2, ij;

global u;
u := t;
rep := 1; S1 :=1; S2 := 1;

for 1§ in compl do
if not(ineg2(ij,ac, 4d))
then return 0;
fi;
od;

for ij in complz do
if ineqg2(ij,ac, d)

then return 0;

fi;
od;
return 1;
end:

Voici la routine qui calcule un point aléatoire dans la boule unité a d dimmensions.

tir := evalf((2/1000000)«rand(1..1000000)-1);
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tir2 := proc(d) local cl, c2;
ifd=1

then return tir();

£i;
c := [2%d]; # peu importe la valeur, pourvu que ca Soit pas bon
while convert{map(a -> a”2, c), '‘+') > 1 do

for i from 1 to d do
cl[i] := tir();
od;
od;

return c;

end:

Voici la routine principale de calcul du volume d’un graphe g ot compl est la liste des arétes qui
ne figurent pas dans 1’arborescence couvrante, complz est la liste des arétes du complémentaire de

g, et ac est I’arborescence couvrante croissante enracinée au sommet O représentée sous forme de

liste.

numvol2 := proc{compl, complz,ac,Nmax, 4d) local t, i, S ;
S := 0;
k := mops(ac);

for i from 1 to Nmax
do t := [seqg(tir2(d),j=1..k)] ;
S := S + caract2(compl, complz, ac, t, d)

od;
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RETURN (evalf (2" k*S/Nmax) ) ;

end:

Cette procédure prépare les parametres tels qu’attendus par numV 0l2() a partir d’un graphe g.

prepareParametres := proc(g)
gcroissant, acroissant := arborescenceCroisgsante(qg) ;
ac := arbreToliiste(acroissant, x0);

compl := Edges(gcroissant) minus Edges (acroissant) ;

graphecomplementaire := GraphComplement (gcroissant) ;

complz := Edges (graphecomplementaire) ;

s := seq(x||i=1, 1=0..nops(Vertices(qg)))
complz := subs (s, complz);
compl := subs(s, compl);

ac := subs(s, ac);

compl := map(a -> sort(convert(a, list)), compl);

complz := map{a -> sort(convert(a, list)), complz);

return compl, complz, ac;

end proc:

B.3.1 Exemple de manipulation des arbres

On commence avec un graphe 2-connexe aléatoire :
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=

e

On en extrait une arborescence croissante.

Cette arborescence enracinée en 0 est représentée par la liste [0, 1,0, 0, 0].

B.3.2 Exemple de calcul de volume

Approximation du volume de K en dimension 2 en utilisant 100000 points :

g := toX(CompleteGraph(4));

numvVol2 (prepareParametres (g), 100000, 2);

On a obtenu cette fois-ci 2.1944. On peut aussi faire la calcul en 1 dimension :

numVol2 (prepareParametres (g), 100000, 1);

qui nous donne 3.9852 ce quiest encourageant, sachant que la valeur exacte est 4. Pour obtenir une

réponse plus proche il faudrait utiliser plus de points.
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B4 Calcul du star content

with (GraphTheory) :
with(SpecialGraphs) :

with (combinat) :

Cette procédure réduit un graphe a un cas plus simple de méme valeur mais comportant moins de

sommets.

ReduitGraphe := proc(g)
aretesTilda := Graph(Edges (GraphComplement (g))) ;
aretesTilda := RelabelVertices (aretesTilda,

[seg (i, i=1..NumberOfVertices (aretesTilda))]);

# Si tous les sommets de g sont tilda, alors on ne peut

plus reduire

if NumberOfVertices (aretesTilda) = NumberOfVertices(g) then
return g;

£i;

reduit := CompleteGraph (NumberOfVertices(g)-1);

for e in Edges(aretesTilda) do
DeleteEdge (reduit, e);
od;

redulit := Graph(Edges (reduit)) ;
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# si le graphe reduit n’est plus 2-connexe, alors on ne
peut pas rduire
if not IsBiconnected(reduit) then

return g;

fi;

# Si le graphe ne comporte que 4 sommets, on arrete la reduction
if NumberOfVertices(g) = 4 then
return g;

fi;

reduit

ReduitGraphe (reduit) ;
reduit := Graph (Edges (reduit)) ;
RelabelVertices(reduit, [seq(i, i=1..NumberOfVertices(reduit))]);

end proc:

Cette procédure détermine si un sous-graphe décrit par ses arétes s remplit les conditions nécessaires

pour contribuer au star content du graphe original.

sousGrapheValide := proc(s, nv)
local g;
if s = {} then return false; fi;

if nops (‘union'(op(s))) <> nv then
return false;

£i;
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g := Graph(s);

if IsBiconnected(g) then
return true;

else
return false;

fi;

end proc:

Cette procédure calcule le star content d’un graphe donné en parametre.

StarContent := proc(garg)

local nv, sousGraphes, valides, x, v, t, g, n, m, nz, mz;

g := ReduitGraphe(garqg) ;

nv := NumberOfVertices(g);
sousGraphes := choose (Edges (g)) :
x := 0:

for v in sousGraphes do
if sousGrapheValide(v, nv) then
X :=x + (-1) " (nops(g) - nops(v));
f£i;
od:

gc();

# x est le coefficient du graphe reduit

nz NumberOfVertices (garg) ;

3
N
[

NumberOfVertices (g) ;
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return (-1)  (binomial (nz,2) - binomial (mz,2)) =*
X + (nz-2)! / (mz-2)!;

end proc:

B.4.1 Exemple de calcul du star content

StarContent (CompleteGraph (7)) ;

Ce qui donne 120.

B.5 Recherche montrant que les deux poids ne sont pas fonctions de certains pa-

rametres
B.5.1 Procédure Maple pour certains parametres

with (GraphTheory) :
with (combinat) :

with(ListTools) :

Ce fichier contient la matrice Graphes RH _Numerotes qui contient I’ensemble des calculs ef-
fectués dans le cadre de ce projet. Puisque nous avons faits les calculs pour tous les graphes 2-

connexes jusqu’a 8 sommets, ce tableau comporte 7662 entrées. On a (dans I’ordre) :

1. Une étiquette, par exemple ”2.0.1” correspondant a 1’étiquetage du tableau présenté en an-

nexe.
2. Le nombre de sommets.

3. La cardinalité¢ du groupe d’automorphismes.
4. La liste des arétes du graphe.

5. Le polyndme d’Ehrhart.
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6. Le star content.

7. Le polyndme d’Ehrhart Ree-Hover.

read "GraphesRH Numerotes.txt";

On définit ensuite un ensemble de méthodes pour calculer certaines valeurs des graphes. On accede

au graphe selon son indice dans le tableau Graphes RH _Numerotes.

NombreSommets := proc(n)
option remember;
GraphesRH Numerotes[n,2];

end proc:

NombreAretes := proc(n)
option remember;
nops (GraphesRH_ Numerotes([n,4]);

end proc:

Graphe := proc(n)
option remember;
Graph (GraphesRH Numerotes[n,4]) ;

end proc:

Degres := proc(n)
option remember;
DegreeSequence (Graphe (n) )} ;

end proc:
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VolumeMayer := proc{n)
option remember;
lcoeff (GraphesRH_Numerotes[n,5]) ;

end proc:

PoidsMayer := proc(n)

option remember;

VolumeMayer (n) * (-1) "NombreAretes(n) ;
end proc:
VolumeRH := proc(n)

option remember;
lcoeff (GraphesRH Numerctesl[n,7]);

end proc:

PoidsRH := proc(n)

option remember;

VolumeRH (n) x (-1) "NombreAretes (n) ;
end proc:
NombreArbresCouvrants := proc(n)

option remember;
NumberOfSpanningTrees (Graphe (n) ) ;

end proc:

Automorphismes := proc (n)

option remember;
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GraphesRH Numerotes [n, 3] ;

end proc:

StarContent := proc(n)
option remember;
GraphesRH Numerotes [n, 6]

end proc:

NombreEtiquetages := proc(n)
option remember;
NombreSommets(n)! / Automorphismes(n);

end proc:

Numero := proc(n)
GraphesRH_ Numerotes[n, 1] ;

end proc:

On place ces méthodes dans une liste qu’on utilisera plus tard pour les manipuler.

Criteres := [NombreSommets, NombreAretes, Degres, VolumeMayer,
PoidsMayer, VolumeRH, PoidsRH, NombreArbresCouvrants,

Automorphismes, StarContent, NombreEtiquetages];

Cette procédure teste si deux graphes de mémes parametres ont des valeurs différentes. Si c’est le

cas, on a un contre-exemple qui montre que Valeur() n’est pas fonction des Parametres.

PaireGrapheEstContrekxemple := proc(Paire, Parametres, Valeur)

local cl1, c2;
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p := convert (Paire, set);

if (Valeur (Paire[l]) <> Valeur (Paire[2])) then
¢l := map(f -> f£(pl[l]), Parametres) ;
c2 := map({f -> f(p[2]), Parametres);

if (¢l = ¢2) then
# On a deux valeur mais les memes parametres, c’est
un contre-exemple
return true;

fi;

fi;

# Le test n’est pas concluant
return false;

end proc:

Recherche exhaustive de contre-exemples pour une valeur et des parametres donnés
Parametres Liste de critéres a utiliser comme parametres
Valeur Valeur dont on vérifie la dépendance aux parametres

NombreDeGraphesATester Quels graphes utiliser dans le tableau GraphesRH _Numerotes

TesteCandidat := proc(Parametres, Valeur, NombreDeGraphesATester)
local ValeurDesParametres, g, GraphesDeMemeParametres,
ContreExemples, paquet, minimum, PaquetContreExemple, pm, ub, 1i;
ValeurDesParametres := [seq([i, map((f,1) -> £(i),

Parametres, 1)], i=1..NombreDeGraphesATester)]:



ValeurDesParametres := Categorize((x,y) -> x[2] = yI[2],

ValeurDesParametres) :

GraphesDeMemeParametres := []:

for g in ValeurDesParametres do
GraphesDeMemeParametres := [map(x -> x[1], g),
op {(GraphesDeMemeParametres) ] ;

od:

GraphesDeMemeParametres := remove(x -> nops(x) = 1,

GraphesDeMemeParametres) ;

ContreExemples := []:
for paquet in GraphesDeMemeParametres do
map (x -> Valeur(x), paquet) ;
if (nops( convert (%, set) ) > 1 ) then
ContreExemples := [paquet, op(ContreExemples)];
£i;
od:

if (nops (ContreExemples) > 0) then

minimum := sort{(ListTools[Flatten] (ContreExemples)) [1];
PaquetContreExemple := op(select(li -> minimum in 1i,
ContreExemples)) ;

pm := PoidsMayer (PaguetContreExemple[1]) :
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ub := nops (PaquetContrekExemple) :
for i from 2 to ub do
if Valeur (PaquetContreExemple[i]) <> pm then
return {PaguetContreExemple[l], PaquetContreExemple([il};
fi;
od;
else
return {};

fi;

end proc:

Cette procédure engendre des combinaisons de parametres et recherche des contre-exemples.

Valeur Nom du critére a tester.

RechercheExhaustive := proc(Valeur)
local parametresPossibles, candidats, candidat,

contreExemples, autres;

contreExemples := {};

parametresPossibles := remove(x -» x = Valeur, Criteres);
candidats := remove(x -> x = [], choose(parametresPossibles)) ;
candidats := sort(candidats, length);

while (candidats <> []) do
candidat := candidats(1];

candidats := candidats[2..nops(candidats)];
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# Recherche d’abord dans les graphes ayant moins de sommets,
et passe
# aux graphes a plus de sommets seulement si aucun
contre-exemple n’a ete trouve.
for profondeur in [15, 71, 359, 7662] do
#printf (" Maintenant en profondeur %d\n", profondeur);
paire := TesteCandidat (candidat, Valeur, profondeur);
if (paire <> {}) then break; fi;
od;
if (paire <> {}) then

contreExemples := contreExemples union {[candidat, paire]};

# on teste cette nouvelle paire avec tous les candidats
restants
# (un contre-exemple pour certains parametres est tres
souvent un
# contre-exemples pour d’autres)
autres := select(x -> PaireGrapheEstContreExemple (paire, x,
uneval (Valeur) ),

candidats) ;

for ce in autres do

contreExemples := contreExemples union {[ce, paire]};
od;
candidats := remove(x -> PaireGrapheEstContreExemple (paire,
X, uneval (Valeur)), candidats);

else



214

# Pas de contre-exemple pour ces parametres, inutile

d’en rajouter

candidats := remove(x -> {op(candidat)} subset {op(x)},
candidats) ;
printf (" Possiblent fonction de %a.\n", candidat);

fi;

od:

return contreExemples;

end proc:

Parmis tous les contre-exemples trouvés, la premiere des procédures suivantes conserve unique-

ment les ensembles maximaux de paramétres et la deuxieme les affiche.

contreFzemples Ensemble ou liste de contre-exemple (un contre-exemple est une liste dont le

premier élément est une liste de parametres, et dont le deuxieéme élément est une paire de

graphes qui illustre le contre-exemple).

NettoyerContreExemples := proc(contreExemples)

local Nettoyee, item, aEnlever;

Nettoyee := contreExemples;

for item in contreExemples do

aEnlever := choose(item[1]) ;

# On conserve le plus gros

aEnlever := aEnlever[l..nops (aEnlever)-11];

Nettoyee := remove(x -> x[1] in aEnlever, Nettoyee);

od;

return Nettoyee;



end proc:

AfficherContreExemples := proc(Valeur, contreExemples)

local ce;

for ce in contreExemples do

printf ("%$a par les graphes %s et %s ",

Numero (ce[2] [1]), Numero(ce[2] [2]1));
printf (" (%a, %a, %a)\n", Valeur(ce([2][1]),

map (f -> f(cel[2] [1]), celll));
od;

end proc:

B.5.2 Exemples

RechercheExhaustive (PoidsRH) :
NettoyerContreExemples (%) :

AfficherContreExemples (PoidsRH, %) ;

Possiblent fonction de [Degres, VolumeRH].
Possiblent fonction de [Degres, PoidsMayer].
Possiblent fonction de [Degres, VolumeMayer].
Possiblent fonction de [PoidsMayer, VolumeRH].
Possiblent fonction de [VolumeMayer, VolumeRH].
Possiblent fonction de [NombreAretes, VolumeRH].

Possiblent fonction de [Degres, Nombre ArbresCouvrants].

Possiblent fonction de [ VolumeRH, Nombre ArbresCouvrants].
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Valeur (ce[2] [2]),

[NombreSommets, NombreAretes, VolumeMayer, PoidsMayer, NombreArbresCouvrants, Auto-

morphismes, StarContent, NombreEtiquetages] par les graphes 6.5.7 et 6.6.10 (0, -1/30, [6, 9,
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169/15, -169/15, 55,2, 0, 360])

[NombreSommets, NombreAretes, Degres, Automorphismes, StarContent, NombreEtiquetages]

par les graphes 7.7.109 et 7.7.151 (-1/360, 0, [7, 13, [4,2,2,4,4, 5, 5}, 2, 0,2520})

[NombreSommets, VolumeRH, Automorphismes, StarContent, NombreEtiquetages] par les graphes

6.3.1et64.1(-1/5,1/5,(6,1/5,12,0,60])

RechercheExhaustive (PoidsMayer) :
NettoyerContreExemples (%) :

AfficherContreExemples (PoidsMayer, %) ;

Possiblent fonction de [Degres, VolumeMayer].
Possiblent fonction de [NombreAretes, VolumeMayer].

Possiblent fonction de [VolumeMayer, NombreArbresCouvrants).

[NombreSommets, NombreAretes, Degres, VolumeRH, PoidsRH, Nombre ArbresCouvrants, Au-
tomorphismes, StarContent, NombreEtiquetages] par les graphes 8.8.77 et 8.8.142 (-3856/315, -
1103/90, (8, 19,[5,4,5,4,5,4,5,6]1,0,0, 12852, 2, inconnu, 20160])

[NombreSommets, VolumeMayer, VolumeRH, PoidsRH, Automorphismes, StarContent, NombreE-
tiquetages] par les graphes 7.5.16 et 7.6.32 (2251/180, -2251/180, [7, 2251/180, 0, 0, 4, 0, 1260])

B.6 Implémentation en Maple de la méthode de Fourier

Nous présontons ici des procédures en Maple qui implémentent la méthode de Fourier pour le

calcul du poids de Mayer. La procédure principale wMayer prend en entrée les deux parametres a
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et ca ol a est une arborescence couvrante d’un graphe connexe ¢ donnée sous la forme d’une liste
a=lo(l),a2),...,ak),  ali)<i, (B3)

et son complémentaire ca donné par

ca = c\a = [{¢,j}|{¢, 7} aréte de c non présente dansa | = ca (notation). (B.4)

B.6.1 Calcul de la différence divisée pour des points distintcs

Dans le programme qui suit, la procédure dd calcule la différence divisée de expr pour la liste de

points distincts Ist par rapport & la variable var.

dd :

proc (expr, 1lst, var) local i, p, n;

n

nops (1lst) ;

for 1 from 1 ton

do

plil := mul(lst(i]-1st[i],3 = 1..i-1)s»mul(lstil-1st(j],3 = i+1..n)
od;

add (subs (var=1lst[i] ,expr)/pli]l, i=1..n);

end:

B.6.2 Calcul de la différence divisée pour des points répétés

Dans le programme qui suit, la procédure DD calcule la différence divisée de expr pour le multi-

ensemble mset par rapport a la variable var dans le cas confluent.

DD := proc (expr, mset, var) local i, p, lstv, v, lstm, n, aux;
n :=nops(mset) ;

lstv := [seg(op([i,1],mset),i=1..n)];

lstm : [seg(op([i,2],mset),i=1..n)];
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aux := dd(expr,lstv,var);

for i from 1 to n do

if 1lstm[i]>1 then

aux := diff (aux,lstv[i]1$(lstm[i]-1))/(lstm[i]-1)! fi; od;
RETURN (aux) ;

end:

B.6.3 Réduction d’un terme en un autre qui utilise seulement exp(ivt) ou v > 0

Dans le programme qui suit, la procédure clean implémente 1a remarque 11 sur ’accélération. Elle

prend the_term:= c,(t)e® dans T et le transforme en 2c, (t)e™!, si v > 0, en co(t)e”, siv = 0
ouen (0, si v < 0 (var:=t).

clean := proc(the term, var);

if limit (subs(var=Ixvar, the term), var=infinity) = 0 then

RETURN (2+xthe term)

elif limit(subs(var=-Ixvar, the term), var=infinity) = 0 then

RETURN (0)
else RETURN(the term) fi;

end:

B.6.4 Réduction de I’intégrand en utilisant seulement exp(ivt) ou v > 0

Dans le programme qui suit, la procédure U_of-T utilise la fonction clean en transformant T en U

ol (var:=t).
U of T := proc(z, var) local aux;
aux := combine (expand(convert(z, exp)));

RETURN ( map (clean,aux,var) )

end:
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B.6.5 Calcul de ’intégrale de 7'/ P (lemme 8)

Dans le programme qui suit, la procédure compute implémente le lemme 8 en intégrant TP ( :=T/P)

par rapport a la variable (var:=t).

compute := proc(TP,var) local sol, T, U T, P, lc, tau, sol tau,z;
T := numer (TP); P := denom({TP) ;

T := combine(T,trig); U_T := U of T(T,var);

lc := lcoeff(P,var);

sol := convert([solve(P,var)], multiset);

sol tau := [seqg([tauli-1],so0l[i] [2]], i=1..nops(sol))];

z := DD(U T,sol tau,var);

z := subs([seg(tauli-1ll=s0l([i] [1], i=1..nops(sol))],2);

RETURN (combine ( (I/2) xnormal (z/1c), trig));

end:

B.6.6 Calcul de ’ensemble des descendants d’un sommet j dans I’arborescence a

Dans le programme qui suit, la procédure desc calcule I’ensemble des descendants du sommet j

dans ’arborescence a.

desc := proc(j, a) local aux, ind;
aux := {j}; ind := 3;
while ind <> 0
do aux := aux union {al[ind]};
ind := alind]
od; RETURN (aux)

end:
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B.6.7 Calcul de I’ensemble des sommets de la sous-arborescence induite ¢,

Dans le programme qui suit, la procédure vert calcule I’ensemble des sommets de la sous-arborescence

a, en prenant en entrée a et v.

vert := proc(a,nu) local aux, j;
aux := {};
for j from 0 to nops(a)
do
if evalb(nu in desc(j,a)) then aux := aux union {j} £fi;
od;
RETURN (aux) ;

end:

B.6.8 Calcul de la différence entre les variables entrantes et sortantes

Dans le programme qui suit, la procédure sum_diff calcule Z te — Z t. en prenant en entrée

a,—<e e<ay
|’arborescence a, son complément ca et le sommet v.
sum_diff := proc(a, ca, nu) local e, aux;
aux := 0;
for e in ca
do
if evalb( min(op(e)) in vert(a, nu) ) then aux := aux+t[e] fi;
if evalb( max(op(e)) in vert(a, nu) ) then aux := aux-t[e] £fi;
od;

RETURN (aux) ;

end:
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B.6.9 La transformée de Fourier de x(z € [-1, 1])

Dans le programme qui suit, la procédure s est la fonction

QS;DZ z 740’

2 z =10,

qui est la transformée de Fourier de x (|z]| < 1).
S := X -> if x=0 then 2 else 2xsin(x)/x £fi:

B.6.10 Calcul de I’intégrand pour le poids de Mayer de ¢

Dans le programme qui suit, la procédure theTP calcule I'intégrand dans (6.56) qui donne le poids

de Mayer wpy(c) olt ¢ est donné en entrées sous la forme (a, ca).

theTP := proc(a,ca) local p, nu;

p := mul(s(t([e]l), e in ca);

for nu from 1 to nops(a) do p := pxs(sum diff(a,ca,nu)) od;
RETURN (p) ;

end:

B.6.11 Représentation des sum_diff comme des multi-ensembles

Dans le programme qui suit, la procédure the_items représente la famille des “sum_diff” comme
prog q j%

multi-ensemble en prenant en entrée 1’arborescence ¢ et son complément ca.

the items := proc(a,ca) local e, nu,item; global t;
item := NULL:
for e in ca do item := item,abs(t(e]) od;

for nu from 1 to nops(a)
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do

item := item, abs(sum diff (a,ca,nu))
od;

item := convert([item], multiset);

RETURN (convert (item, set));

end:

B.6.12 Calcul du poids de Mayer

Dans le programme qui suit, la procédure principale wMayer utilise toutes les procédures précédentes

et calcule le poids de Mayer d’un graphe c en prenant en entrée 1’arborescence a et son complement

ca.
wMayer := proc(a,ca) local A, items,e, it; global t;
items := the items(a,ca); A := 1;

for e 1n ca
do
for it in items

do if has(it,t[e]l) then

A := BAxs(op(op(l,it))) op(2,it); items := items minus {it} £fi;
od;
A := compute(ad, tlel);

od;
RETURN (simplify (A));

end:
B.6.13 Calcul du poids de Mayer des échelles

Le programme qui suit illustre I'utilisation de la procédure wMayer en calculant le poids des

échelles Echelle[k], pour k = 2,3,...20. C’est ainsi que la table 4 a été produite.



for k from 2 to 20 do

a := [seqg(2«flooxr((i-1)/2),i=1..2xk),2+k]:
ca := [seq({2%i-1, 2%i+1}, i=1..k)]:
w_ladder[k] := wMayer (a,ca):

tt = time () :

print (k,evalf (w_ladder(k]),w ladder[k]);
time () -tt;

od;
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