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QUELQUES NOTES SUR LA TRANSFORMEE DE FOURIER
 
DES FONCTIONS D'AUTOCORRELATION
 

1 - INTRODUCTION 

Deux m6thodes peuvent servir A calculer La transform6e de Fourier, clest-A-dire le 
spectre de fr6quence, des fonctions d'autocorrdlation. 

La premihre, bas6e sur une int6gration numdrique selon Ia r~gle des trapezes, de 
Simpson ou de Weedle, sera trait4e en d4tail dans ce qui suit. 

La seconde consiste A ddvelopper la fonction d'autocorrdlation en une s4rie .de fonc­
tions orthonormales et A prendre In somme des transform6es de Fourier, g6n6ralement 
c6nnues, des termes de la s6rie. Le syst~me de fonctions orthonormales A choisir d6pend 
de la forme de Is fonction d'autocorr61ation, et comme r~gle gdn6rale, le syst me qui, pour 
une approximation donn6e, ndcessite un nombre minimum de termes est A choisir. La p6­
riodicit6 et les petites fluctuations quasi-p6riodiques dues au pas fini et A 1'intervalle fini 
d'int6gration num4rique, n'apparaissent plus dans le spectre de fr6quence, lors de l1appli­
cation de cette seconde mdthode. 

2 - LA TRANSFORMEE DE FOURIER DE LA FONCTION D'AUTOCORRELATION 

Pour simplifier La prdsentation on supposera que Ia r~gle des trapezes est appliqude 
pour l'int6gration numdrique de la fonction d'autocorrdlation cp (T). Cette fonction 6tant rAel­
le et nnirp, le spectre de fr6quence P (w) est donn6 par Is formule 

N 
P (w) 2 AT - cp(nA T)coswnAw (2.1) 

n=0 

oi AT est le pas de l'intdgration qui s'6tend de T = 0 A T = N AT. 

Les irr6gularitds, en particulier les p6riodicitds qui apparaissent dans P (w), sont 
plus faciles A mettre en 6vidence si Von d6veloppe cp (T) en une s6rie de fonctions exponen­
tielles orthonormales [i]. Comme pr6cis6 dans Ia r4f6rence mentionn4e, ce dtveloppement 
correspond A 6crire c (T) comme suit 

=y(T) Ck e -k a T (2.2) 

k=l
 



-2 -

Dans ce cas, interchangeant l'ordre des sommations 

N 

P (w)=2 AT Ck e-k anA cos wnAT (2.3) 
k=l n= 

Ddsignons par Re la partie r6elle d'un nombre complexe ; alors 

N 
P (w) = 2 A T Ck Re [ 	Z e - (ka+iw)nA 7 (2.4) 

n=0
k=1 

.Laseconde somme 6tant nne sdrie g6omdtrique, on obtient 

P2( )T -- k ~ e[ ! - e (ka+iw) (N+ )A T 

P (w) =2 A L 5Re [ 1 (2.5)
1-e (ka+iw) A Tk=l 


1e calcul de la partie r6elle de la fraction est ais6. Posons
 

§ke -ka Ar < 1 (2.6) 

on obtient alors 

1-g k COS w A T 
p (W) =2 A Z Ck[12 s wAT + k2 

k= 1 

+ 	 N+l (§k- Cos w AT)Cos wNA T + sinw A2TsinwNAT (2.7) 
k I -2 9 k COswA T + k 

Luusid4r6 comme fonction de la variable w, chaque terme de la s6rie. (2.7) pr6sente 
deux p6riodicitds,, ind6pendantes de k' done de k. Par cons6quent P (w) pr4sentera aussi, 

en g6n6ral, ces deux p6riodicit6s, quel que soit d'ailleurs le syst~me de fonctions ortho­
normales choisi pour exprimer cP (T). 

La premiere p6riodicit6, due au pas fini de l'int6gration, provient du d6nominateur 
des termes de (2. 7). Pour WA T = 0, 2F, 4r; ... le d~nominateur passe par un minimum et 
P (w) devient : 

= 2-P (w) AT -	 k (2.8) 
k=1
 

=
Pour, w A T r, 31r, 5r ... 	on obtient 

E I - ( - gk ) N+I
 

P(w) =2 AT Ck 1 _ 
 (2.9) 

k= 1 

I n'est pas possible de dire, a priori., si e'est (2.8) ou (2.9) qui correspond A un 

maximum de P (w), Mais ce qui est-certain clest que P (w) a des extremums distants de 

W- Ai . w1 est appel6 la fr4quence (anguia-ire) de Nyquist 
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Superpos4es A cette pdriodicitd, il y a des fluctuations quasi-p4riodiques dans P (w)
dont Ia p6riode est d6termin6e par N, c'est-&-dire Ia longueur finie de l'intervalle de l1in­
tdgration. En effet considdrons deux valeurs w' et w" de w, assez voisines l'une de l'aiitre, 
et telles que la diffdrence Acu = w' - w" satisfait A A w N A t = 2 r. Alors cos w N A T et sin w 
N A T reprennent les mgme valeurs et, N dtant grand par rapport A 1, cos w A T et sin w A T 
ne varient pas beaucoup. Par consdquent le num6rateur et le ddnominateur de chaque terme 
de (2.7) varient aussi tr~s peu, de sorte que P (w'): P (i") pour w' - w" = A w = _ 2 . Ces 

NAT
fluctuations sont, comme la p6riodicit6 de Nyquist, inddpendantes, en gcnral, du ddvelop­
pement de £p (T) en sdrie de fonctions orthonormales. 

3 - LISSAGE DU SPECTRE DE FREQUENCE 

On pent remddier A Ia pdriodicit4 de Nyquist en abandonnant l'int6gration numdrique 
et en appliquant la seconde m6thode 6nonc6e dans l'introduction. Mais il est A remarquer que, 
m~me en adoptant Ia mdthode d'int~gration numdrique, il est toujours possible de choisir le 

pas A T de l'int6gration tel que le premier extremum, donn4 par w1 - -r-, soi rejeI6 bien 

au delA de Ia rdgion d'intdrit du spectre de fr6quence. 
2w 

Pour rem~dier aux fluctuations de p6riode A w = x 
N A T on pent recourir A deux 

proc~d6s. Le premier, qui n'est d'ailleurs pas toujours appliquable, consiste A pousser 
l'int4gration jusqu'A une valeur de T, donc de N, telle que cp (T) devient, au delA de cette 
valeur, identiquement nul. En effet dans ce cas les §kN+1 dans (2. 7) 6tant nuls, les fluc­

tuations dues A cos w N A T et sin N w A T disparaissent compl6tement. Comme d'aprbs 
= = k - (N+)aUA T(2.6) gk ( i) , il suffit que e soit n6gligeable par rapport a 1. 

Le second proc6d6 consiste remplacer P (w) par une moyenne pondsrde, judicieu­
sement choisie, des valeurs correspondant A des frdquences voisines. Plus prdcisdment 
P (w) est remplac6 par : 

q 
(W) 1E aj [ P(w+j + P - (3.1) 

j=0 

avec 
q

Z- a. =1 (3.2) 
j=0
 

La condition (3.2) assure l'invariance de P (w) lorsque A w = 0 (temps infini d'int6gra­
tion), tandis que les coefficients a. sont choisis tels que la courbe lissde conserve ses pro­
pridt6s caractdristiques [2]. 3 

Ii est possible de montrer que In formule (3. I) 6limine, en partie, les fluctuations 
de P (wn). Pour simplifier Ia d6monstration nous ne consid4rerons que les cas ot q = 2. Dans 
le cas du "hanning" a = 0 ,50 et a = 0,50, tandis que pour le hamming a O = 0,54 et 

0= 0,46.a 1 

Pour des valeurs de w voisines d'une valeur donnde, w par exemple, (2.7) permet 
d'exprimer P (w) sous Ia forme 0 

(U 

() C () + A (wo) cos (20 r A3w30B+Bw( ) sin (2 7r (330 
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oil:
 

N+11 k-COSW A T 

A (wo)= 2 AT Z- k 1 kA 2 (3.4.a) 
I - 2 0 kCOS W° AT+ 

B¢o2Sin W A T 
2 A T k(w1 k0 AkT+ (3.4.b) 

k=1 §k2 o A T + k 

C 2 ArZ Ck C k wo 2AT (3.4.c) 

k=l k 0 k 

II est A noter que -C (wo) correspond au spectre de fr6quence lorsque le temps d'in­

t6gration, c'est-&-dire N, tend vers 1'infini. 

La formule (3.1) transforme Ie spectre de frdquence donn4 par (3.3.) en 

q 
Pi () = C (w) + T )cos22r---+B )sin27r (3.5) 

oZ (-1)a, [ A(w r A +B( a i 
j=0 

Si la condition : 
.q 

Z (- 1) a =0 (3.6Q 
j=03 

-est satisfaite, PA (W)= C (u), c'est-A-dire Ie spectre de fr6quence PX (w)se rapproche du 

spectre cbrrespondant A un temps d'int6gration infini, et les fluctuations de frdquence A w
 
sont presque d1imin6es., La condition (3.6) est exacte pour le "banning" et approch6e pour
 
le hamming
 

,alcul de la formule (3.5.) 

(w) C (w) +A (w) COS (27r ) + B (w) sin( 2 r ­
0 a A w 0a 

q 

(W) E P (w +j -LT) AZaj [ +P(w -j 

q . j Aw 

a AT 
2 -y=01 aj C (wo)+A (o)cos (27r AW2 )+B(w0 sin(2W A 

w w-j
 

A 2
 
A )+Ew w)sin 27
+ C (w) + A (w) cos (2 

q 
0 

2 Z-a. [2C (w) + A (wo) COS (2z-r+j r)+B (u)o) sin(22r- +j7r 
3=0 

2 
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' 
+A (w) cos (2 ir-)--j- j x) + B (wo) sin (2 w - -i) ] 

cos (2r + 
A~-Wj 70 -l) cos(2riAf 

sin (2 7r- ± j ir) = ( -) sin ( 2 Tw ) 

q 

P(w) = 1: a. CC(w)+ (-19 A w)cs( rw )+ Ij (w sn2r 

j=0
 

q 	 q 
( - 1)= C (w) a.+A(w) E a cos'(2ir ­0 ,j=0 [0j= -j 	 A 

q+ B (Wo) [ -(-1)'Jaj 1sin ( 2 ) 

-j=0
 

q 

3j=O 

Pm () C (wo)+ [ 
q 

(-i~) a j ] [A (wo) cos (2 r + B (w) sin (2 xe-) W 

j=n 

q 
=C (wo) 	 si - (-1)j a. 0 

j=0
 

4 - EXEMPLE 

Deux exemples de fonctions dautocorr6lation, CP(T) =e- a IT et ep (') = e- ''Tcos Wo0, 

traitds au calculateur diectronique, pr6cisent les consid6rations pr6c4dentes. 

4. 1 - Remarque sur le deuxihme exemple 

Lorsque la fonction d'autocorr4lation est efle-m~me priodique on pent se demander 
quelle 	 est l'influence de cette p6riodicit4 dans la transformation de Fourier. 

Soit par exemple une fonction d'autocorrlation 

cp (' ) = e- aT ICos w 

Des calculs identiques A ceux effectu~s .plus haut conduisent A une fonction P (w) 
composde de deux sommes : 

= -e a )e (N+1) ATSI 

1 Re + 3 T 
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=Re I1 - e [a- j (w -wo0 NI)S2 cos 2RIei 

Chaque somme poss~de une p6riodicit6 propre, de part et d'autre de 1a. p4riodicit6 

de Nyquist de sorte que wl = -r devient en g4n6ral un extremum relatif. 

Lorsque clans P (w) l'on fait tendre N vers lt infini (afin de supprimer les petites 
fluctuations quasi-p~riodiques-) les extrema apparaissent beaucoup mieux. 

En effet 

- e-aA COS (W+ W A T
 

+ e -2 e cos (w+ w) AT 

1-e- a AT cos (w-) AT+ A T 

1 +e -2 e COS (w- o) A T 
2t -- 2 -- A'r 

Les deux d~nominateurs oscillent entre (1 + e a AT)2 et (1 - e A r)2 101 

o(w+w ) AT et (w- w)A T varient de 0 A kiw. 

4.2 - Courbes
 

I y-a quatre groupes de courbes, chaque groupe comprend les deux, fonctions d'auto­
corr6lation de 1'exemple, ainsi que les transformdes de Fourier correspondantes. 

PREMIER GROUPE 

Courbe 1.1
 
-i


10.0 a a = 

w0 4 r rad/s 

Ar = 0.01 seconde 

Nombre de points : 50
 

Longueur des fonctions = 50 x 0.01
 

= 0,5 seconde
 

Ordonnde du ler point de e - aT = 1 

Ordonn6e du dernier point de e a T = exp (- axNx T) 

= exp (-10 x 50 x 0.01) = 0.0067 
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Courbe 1.2 Transforme de Fourier de e - a IT 

Ordonndes unit6s arbitraires 

Abscisses lin6aires croissantes de radian/seconde en radian/seconde. 

Par suite les chiffres imprimds repr6sentent en radians/seconde l'abscisse des 
points et la pulsation correspondante.
 

On retrouve bien I0) la pulsation de Nyquist, ler extremum (ici minimum)
 
- - =
wi = 314 
AT


° 2 ) les fluctuations quasi-pdriodiques de pulsation 
2w 2w 

A w=2--=x-.0- = 4w 12,56 radians/seconde. 

Courbe 1.3 Transforme de Fourier de e - a IT COS w T 

Ordonn~es et abscisses identiques A celles de Ia courbe 1.2. 

Les extrerna de Nyquist apparaissent comme des extrema relatifs, surtout visibles 
sur le premier maximum (soit le second extremum). 

kcr 2wAt w =- ±4 = 628 + 12,56 
0 0.01-

DEUXIEME GROUPE 

Afin d'4liminer les oscillations quasi-p6riodiques (premier pocde( propose au para"
graphe 3) le calcul-des fonctions d'autocorr41ation a 6t6 pouss6 suffisamment loin pour que­
l'ordonne du dernier point soit ndgligeable devant 1. 

Courbe 2.1
 

-Isa =10 

w0 44 7 

A T = 0.01
 

Nombre de points = 628
 

Longueur des fonctions = 628 x 0.01 = 6,28 secondes
 

Ordonnde du dernier point de e = exp (- a N A T 

- exp (- 10 x 628 x 0.01) 

-27
 
Le pas de tragage de l'imprimante n'est pas suffisamment fin pour rendre compte de 

la d6croissance des deux, courbes. Tous les points A partir du no 65 sont consid6r4s comme 
nuls. En fait il n'en est pas ainsi dans les calculs des spectres.
 

Courbe 2.2.
 

Cette courbe est identique & la courbe 1.2 ; on note Ia disparition des petites oscil­
lations quasi-p4riodiques. 
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En fait, pour obtenir un r6sultat acceptable il n'est pas n4cessaire de pousser le 

calcul de Ia fonction dlautocorrdlation aussi loin qu'il l'a 06 ici. 

Le nombre de points glev6 de e a 1'I(628) a 6t6 choisi afin que le r~sultat soit 
tr~s net. 

Courbe 2.3 

0
Transforme de Fourier de e -10 ITI cos 4 w IT I, comparable A la courbe n 1.3 

TROISIEME GROUPE 

La definition de Is fonction d'autocorr4lation (e- a I I et e- Ca1 f eOs 0 I- I) a dt6 

choisie de telle sorte que le ler extremum de Ia p6riodicit6 de Nyquist solt rejet6 bien an 

delA de la r4gion d'int4rit, mais que les petites fluctuations pcriodiques soient conservees. 

Dans ce but le pas A T a Ct6 diminu et le nombre de points augment6 dans le meme 

rapport afin que la longueur totale des fonctions d'autocorr~lation solt conserv6e. 

Courbe 3.1
 
-1
-

a = 10.0 

w 4 1 radians/secande 

AT = 0.001 seconds 

Nombre de points = 500 

Longueur de Is fonction e at= 500x 0.001 = 0,5 seconds 

La courbe trac4e possde 550 points : lee 50 derniers points ont une ordonnde nulle 
et indiquent la position de Ilaxe des absoisses. 

Courbe 3.2 

Ordonc6es arbitraires. 

Absisses en radians par seconds. Distance entre dewx points cons4cutifs : 8 radians/ 
seconds, par suite les chiffres port~s le long de laxe horizontal sant a multiplier par 8 si 
Ilon d6sire obtenir Is pulsation. 

Calcul du 26me extremum de Nyquist : 

w k T 2 x = 6 283 radians/secondeO.001 

Sur l courbe on volt que cet extremum se situe aux alentours du point n0 786 Solt
 
environ 186 x 8 = 6 288 radians/seconde.
 

Les petites fluctuations ne sent pas riguli~res car le pas de l'axe des abscisses
 
(8 radians/seconde) n'est pas assez fin.
 

Courbe 3.3
 

° -TransformdeTransfrm~e de e a VI dos to0 ITIcette courbe est comparable Acellesn 1.S et 2.3 
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QUATRIEME GROUPE 

Le second proc6d6 d t4limination des fluctuations quasi-p6riodiques (propos6 an para­

graphe 3) a 6t6 utilis6 ici. 

Les fonctions dlautocorr6lation ont t6 multipli6es par 

f (t) = 0.42 +0.50 Cos 7r T + 0.08 Cos 2T (4)
TT 

T = N AT = longueur des fonctions A transformer. 

Cette multiplication correspond A un lissage du spectre selon la relation (2) suivante 

P (w) = 0.42 P (w)+ 0.25 E P(w+- +P (w -A-2-) 

+ 0.04 P (w + A w) +P (w - A ) (5) 

q 
Dans ce cas Z (-1)3 aj =0.42 - 0.50 + 0.08 =0 et, par cons6quent, l'amplitude des 

j=0 

fluctuations est tr~s diminu4e. 

Le pas A T a 6W4 choisi suffisamment petit pour que la p4riodicit6 de Nyquist soit
 
rejet6e assez loin de la l6gion d'intdrft.
 

Courbe 4.1
 
-1
 

a =10 s
 

w =4xrad/s
 

Nombre de points = 500 (Les 50 derniers points ont une ordonn4e 
nulle et indiquent la position de l'axe 

AT = 0.001 horizontal). 

Cette courbe est la courbe n0 3.1 multipli6e par la relation (4). 

Courbe 4.2 

Courbe comparable A celle n0 3.2 (mrme abscisse, mZme p6riodicit6 de Nyquist). 

lissaje r6alis4 par la relation (4) a effac6 les petites fluctuations quasi-p6riodiques.
 

Courbe 4.3
 

Courbe comparable A Celle no 3.3 

Courbe 4.4.
 

° Quelques points de la courbe n 4.2 ont 6t6 port~s en 6chelle 1/2 logarithmique. La 
pente de 12 db/oct est parfaitement obtenue, ce qui montre que le lissage par le second 
proc6d6 ne modifie pas trop les propri6t4s caract6ristiques de la courbe A lisser. 

I 



CONCLUSION 

Par un choix judicieux du pas d'int6gration il est possible de rejeter les extremums 
qui apparaissent dans le spectre de fr6quence bien an delA de la r6gion d'int6r~t, tandis 
que la pond~ration des valeurs P (w) ou un intervalle d t int6gration suffisamment long Alimi­
nent les fluctuations quasi-pdriodiques du spectre, tout en conservant les propri.t.s 
caractdristiques de la courbe A lisser. 

Afanuscrit reCu le 20 juillet 1967 
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