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QUELQUES NOTES SUR LA TRANSFORMEE DE FOURIER
DES FONCTIONS D'AUTOCORRELATICN

1 - INTRODUCTION

Deux méthodes peuvent servir & caleculer la transformée de Fourier, c'est-a-dire le
spectre de fréquence, des fonctions d'autocorrélation.

La premiére, basée sur une intégration numérique selon la régle des trapézes, de
Simpson ou de Weedle, sera traitée en détail dans ce qui suit.

La seconde consiste & développer la fonction dlautocorrélation en une série .de fonc-
tions orthonormales et a4 prendre la somme des iransformées de Fourier, généralement
¢onmues, des termes de la série. Le systéme de fonctions orthonormsles 2 choisir dépend
de la forme de la fonciion d'autocorrélation, et comme régle générale, le systéme qui, pour
une approximation domnée, nécessite un nombre minimum de termes est 4 choisir, La pé-
riodicité et les petites fluctuations quasi-périodiques dues au pas fini et & l'intervalle fini
dlintégration numérique, n'apparaisseni plus dans le spectre de fréquence, lors de 1'appli-
cation de cette seconde méthode,

2 - LA TRANSFORMEE DE FOURIER DE LA FONCTION D'AUTOCORRELATION

Pour simplifier la préseniation on supposera que la ragle des trapezes est appliguée
pour l'intégration numérique de la fonction d'autccorrélation ¢ (v). Cette fonction étant réel-
le et maire, le spectre de fréquence P (w) est donné par la formule ;

N
P(w)=2ATZ ondr)coswnhy 2.1
n=0

ot AT est le pas de I'intégration qui s'étend de + =043 T=WAT.

Les irrégularités, en particulier les périodicités qui apparaissent dans P (w), sont
plus faciles & metire en évidence si 1'on développe ¢ (T) en une série de fonctions exponen-
tielles orthonormales [1]. Comme précisé dans la référence mentionnée, ce développement
corregpond & écrire o (1) comme suit :

cp(‘]'):Z Ck e ~kanT @.2)
k=1



Dans ce .cas, interchangeant l'ordre des sommations

.

=]

N

P(m:zA—rz C Z e"kanATcosmnAT (2.3)

k ==
k=1 n=0

Désignons par Re la partie réelle d'un nombre complexe ;: alors

o N
- (ke+iw)n A
P(m)=zATI§1 ckRe[lgoe (ketiw)n T] @.4)

La seconde somme étant une série géoméirique, on obtient :

b Clee T (kotiw) (N+1) A T
Pw=24tr) C Rel[ e g (2.5)
k=1 l-e
e caleul de la partie réelle de la fraction est aisé. Posons :
£ =e—kaA'r<1; 2.6)
k
on obtient alors
o 1-g | COS W AT
P(w)=2_AT Z Ck [ 1-2 € coswAT+§ 2
k k
k=1
- NArT+sinwATsinwNAT
N1 (gk cos wWAT)cos w
+g 5 ] (2.7)

k 1—2gkcosm‘&'r+§1‘c

wuusidéré comme fonction de la variable w, chaque terme de la série (2.7) présente
deux périodicités, indépendantes de gk, done de k., Par conséquent P (w) présentera aussi,

en général, ces deux périodicités, quel que soit d'ailleurs le systéme de fonctions ortho-
normales choisi pour exprimer ¢ (1),

La premiére périodicité, due au pas fini de l'intégration, provient du dénominateur

des termes de (2.7). Pour wA s =0, 27, 4m; .., le dénominateur passe par ur minimum et
P (w) devient :

- [l_gkl\Hl]
P@=241y C ———" 2.8)
k=1 L-8y

PourwdArt=m, 37, 57 ... on obtient :

N
P(w) =24 E [+-50 ™ ) @.9)
w) = T C .
k=1 k 1-(-§k)

I1 n'est pas possible de .dire, a priori, si c'est (2.8) ou (2.9) qui correspond & un

maximum de P (w). Mais ce qui est -certain c'est que P (w) a des extremums distants de

w = A?:_ - W est appelé la fréquence {angulaire) de Nyquist .



Superposées & cette périodicité, il y a des fluctuations quasi-périodiques dans P (w)
dont la période est déterminée par N, clest-a-dire la longueur finie de l'intervalle de 1'in-
tégration, En effet considérons deux valeursw' et o" de w, assez voisines l'une de l'attre '
et telles que la différence Aw = @' - o' satisfait a AwN AT =27, Alors cos wN AT et sinw
N A7 reprennent les m@me valeurs et, N étant grand par rapport 4 1, cos whA~ et sin wA T
ne varient pas beaucoup. Par conssdquent le numérateur et le dénominateur de chague terme
de (2.7) varient aussi trés peu, de sorte que P (w') T P (¢'") pour o' -~ =Aw=_27T ., Ces

Nar
fluctuations sont, comme la périodicité de Nyquist, indépendantes, en général du dévelop-
pement de o {1} en série de fonections orthonormales,

3 - LISSAGE DU SPECTRE DE FREQUENCE

On peut remédier & la périodicité de Nyquist en abandonnant 1'intégration numérique
et en appliquant la seconde méthode énoncée dans 1'introduction. Mais il est & remarquer que,
méme en adoptant la méthode d'intégration numérique, il est toujours possible de choisir le

pas AT de l'intégration tel que le premier extiremum, donné par w; = A#'r s soit rejeté bien

au delad de la région d'intéret du spectre de fréquence.

2

NAT
procédés. Le premier, qui n'est d'ailleurs pas toujours appliquable, consiste 2 pousser
l'intégration jusqu'ad une valeur de 7, donc de N, telle que w (T) devient, au delad de cetie
valeur, identiquement nul, En effet dans ce cas les §k N+1 dans (2.7) étant nuls, les fluc-

Pour remédier aux fluctuations de période A w = on peut recourir a deux

-

tuations dues 4 cos wN AT et sin N w A T disparaissent complétement. Comme d'aprés

(2.6) g = (gl)k, i1 suftit que e” T @ 8T ooit négligeable par rapport a 1.

a

Le second procédé consiste 3 remplacer P (w) par une moyenne pondérée, judicieu-
sement choisie, des valéurs correspondant & des fréquences voisines. Plus précisément
P (w) est remplacé par :

ey Y a [P A sp -1 A2 ] (3.1)
j=0

avec :

q

. =1 .
PR (3.2)
j=0

ILa condition (3.2) assure l'invariance de P (w) lorsque AW =0 (temps infini d'intégra-
tion), tandis que les coefiicients a, sont choisis tels que la courbe lissée conserve ses pro-
priétés caractéristiques [2], ‘

I1 est possible de montrer que la formule (3,1) élimine, en partie, les fluctuations
de P (w). Pour 51mp11f1er la démonstration nous neconsidérerons que lescas ol q = 2, Dans
1e cas du "hanning" = 0,50 et a, = 0,50, tandis que pour le hamming a = 0,54 et

=0,48, ’

Pour des valeurs de w voisines d'une valeur dommée, w  Par exemple, (2.7) permet
d'exprimer P (w) sous la forme :

w

AUJ )’

P (@)Y C(a)+A (w)cos @ clsﬂw“”B(“’o) sin (2 w (3.3)



ol :
w E ~cosw AT
N+1 k
AW)=2a1Yy C § ° 5 (3.4.a)
el 1—2gkcoswoA1‘+gk
® sinw AT
+1
B)=247Y C_gl ° (3.4.b)
° k 7k 1-2 cosw AT+ 2
k=1 Sx o BT F 5y
© lngkcosw At
C(w)=2A'rZ C o (3.4.¢)
° k 1-2§E_ cosw_ AT+ 2
- k=1 k o Sk

I1 est & noter que-C (wo) correspond au spectre de fréquence lorsque le temps d'in-

tégration, c'est-a-dire N, tend vers l'infini,

La formule (3.1) transforme le specire de fréquehce donné par (3.3.) en

. :
¥ - 1y w_ ; W
P ) =C )+ Y (-1) g [A(w)cos2r = +B(a)sin2r Aw]. (3.5)
=0
Si la condition :
g4 _
y (-1)la_=0 (3.6)
3=0 :

est satisfaite, Pi (wy =C (w/0) , ¢lest-a-dire le spectre de fréquence i (w) se rapproche du

spectre correspondant & un temps d'intégration infini, et les fluctuations de fréquence Aw
sont presque é&liminéeg, La condition (3.6) est exacte pour le "hanning" et approchée pour

le hamming .

Jalcul de la formule (3.5.)

1))

> (w) TC (w) +A (w) cos @ A"’w )+ B (v) sin (271 3=
) ]

q
# 1 A .
> (w) = -Z—Z(’aj[P(wﬂ S P (w-j
J:

. A . A
1 2 """3"5@ w+ i3
=§ jgo aj [C(wo)-i-A(wo)cols 2 o )+B(w0')sm(2fr—-——ATU-—-——)
w5 . w15
+C (wo)+A‘ (w,) cos (2 7 ——"—) + B (w ) sin (2 7 —5 =) ]

q
-3 Y a; [2c () +A (u)cos (27— 437 )+ B (w)sin (2 75 +7)
1=0



w oo, : W .
+A(wo)cos(2w—ll—a—3rr)+B(wo)sln(2rrﬂw Jﬂ’)]

cos (2w Aiwi'j:rr)(= -1)‘.i cos(2n Aww )
sin (2 7% t i =(-1Ysin(2x )
% 4 ' '
ORI IIEY [C)+a@)eoseri—)+(-1)'B (@) sin (2 :rr—A—“’—w) ]
§=0

q q A .
C () jgofj+A(wo) [ ¥ (—1)3aj] cos(2 T Z“-’a )
i=0

+B(w) [ %(-1)3':;1. ] sin(2r 2~
o ] A w
=0

q
Lo

=0

* 4 i w . )
P¥ (o) = C () + [Y 1 3 [ a (w,) cos (2 m=—) + B (w) sin 2 7 ) ]
j:ﬂ

q .
= C () si 3 -1y a; =0
i=0

4 - EXEMPLE
alr]

traités au calculateur électronique, précisent les considérations précédentes,

||

Deux exemples de fonections d'autocorrélation, ¢ (1) = e et o (T) = e @ cos w T,

4,1 - Remarque sur le deuxidme exemple

Lorsque la fonction d'autocorrélation est elle-m@me périodique on peut se demander
quelle est l'influence de cette périodicité dans la transformation de Fourier.

Soit par exemple une fonetion d'autocorrélation :

plT }=e"al'r,cosw0'r

Des calculs identiques 4 ceux effectués .plus haut conduiseni & une fonction P (w)
composée de deux sommes :

[ e-iwre) ] @) ar
1-¢
1 o L@ iFu) ] By




1o Lo-it-w)Jaunar

‘1_6—[a-j(w-wo)] AT

Chaque somme posséde une périodicité propre, de part et d'autre de la périodicité

de Nyquist de sorte que w = devient en général un exiremum relatif,

.
AT

Lorsque dans P (w} I'on fait tendre N vers l'infini {afin de supprimer les petites
fluctuations quasi-périodiques”) les exirema apparaissent beaucoup mieux.

En effet
1—e"a'ATcos(w+w0)A'r
P{w=ar7
1+e 2&[\1‘_28 C”lrrc,os(w+wo)11\'r
1—-e"aATcos(w—wo)A'r
+ AT
- -ah
1+e 2aAT—2e @ TCOS(UJ-UJO)AT
Lies deux dénominateurs oscillent entire (1+e—aﬁ'r)2 et (1,--e_0”3"r)2 1oz oyue

(uJ+uJO)A'ret (w—wo)AT varient de 0 a k «,

4,2 - Courbes

Il y-a quatre groupes de courbes, chaque groupe comprend les deux fonctions d'auto-
corrélation de l'exemple, ainsi que les ifransformées de Fourier correspondantes,

PREMIER GROUPE
Courbe 1.1
«a=10.05 "
w =4x rad/s

AT =0.,01 seconde

Nombre de points : 50

Longueur des fonctions = 50 x 0,01

= 0,5 seconde

Ordonnée du ler point de e =1

aT

1]

Ordonnée du dernier point de e exp(-axNxAT)

exp (-10 x 50 x 0.01) = 0. 0067



Courbe 1.2 Transformée de Fourier de e @ ’T,

Ordomnées : unités arbitraires
Abscisses : linéaires croissantes de radian/seconde en radian/seconde.

Par suite les chiffres imprimés représentent en radians/seconde l'abscisse des
points et la pulsation correspondante, -

On retrouve bien : 1°) la pulsation de Nyquist, ler extremum (ici minimum) a
wy = T =314
A

T
2 °) les fluctuations quasi-périodiques de pulsation
2w _ 2 _ X R
Aw “Ni+ - B0k 001 4 r = 12,56 radians/seconde,

Courbe 1,3 Transformée de Fourier de e @ ,Tlcos wo T

Ordonnées et abscisses identiques a celles de la courbe 1.2.

Les extrema de Nyquist apparaissent comme des extrema relatifs, surtout visibles
sur le premier maximum (soit le second extremum).

2T

—_— = = +
w 0.01 47T 628 12,56

DEUXIEME GROUPE

Afin @'éliminer les oscillations guasgi-périodiques (premier pocédé Proposé au para-
graphe 3) le calcul-des fonctions d'autocorrélation a été poussé suffisamment Join pour que-
l'ordonnée du dernier point soit négligeable devant 1.

Courbe 2.1

a=105"1
w 47
o]
AT=0,01

Nombre de poinis = 628

- Longueur des fonctions = 628 x 0.01 = 6,28 secondes

aT

i

exp (- a N A7)
exp (- 10 x 628 x 0,01)

Ordonnée du dernier point de e

1

T 10" 27

Le pas de tragage de l'imprimante n'est pas suffisamment fin pour rendre comptie de
la décroissance des deux courbes. Toug les points A partir du n° 65 sont considérés comme
nuts, En fait {1 n'en est pas ainsi dans les caleculs des specires.

Courbe 2.2,

Cette courbe est identique 2 la courbe 1.2 ; on note la disparition des petites oscil-
lations quasi-périodiques.



En fait, pour obtenir un résultat acceptable il n'est pas nécessaire de pousser le
ealcul de la fonotion d'autocorrélation sussi loin qu'il I'a &t ici.

Le nombre de points dlevé de e I i"‘*{sza} a &té choisi afin gue le yésulatl goit
trés net,

Courbe 2.3
- 10 I

Transformée de Fourier de e cos 4 ]’r { , comparable & lg courbe n® 1.3

TROISIEME GROUPE

Ly définition de la fonetion d'autocorrélation (e @ ITF st e [T[ cos W ]'r!) a été

choisie de telle sorte que le ler exitremum de la périodicité de Nyquist soil rejeié bien au
dels de la région diintéret, mais gue les petites fluctuations périodiques scolant conservées.

Dans ce but le pas A1 a &t diminué et le nombre de points augmenté dans le méme
repport afin que Ia longueur totale des foncltions dlautocorrélation soit conservée.

Courbe 3.1
¢e=18,0s -

% =4 7 radiansfseconde
&7 = 0,801 seconde
Nombra de pointg = 500

Longueur de la fonction e *7 = 500x 0,001 = 0,5 seconde

La courbe tracée possdéde 550 points : les 50 derniers poinis omt une ordomnée mulle
et indiguent lz position de Vaxe des abscisses.

Courhe 3,2
Ordonndes arbitraires.

Abscisses en radians par seconde, Distance enire deux points conséeutifs : 8 radians/
seconde, par suile les chiffres portés le long de l'axe horizontal sont & multiplier par 8 si
lon désire obtenir ia pulsation,

Calcul du 23me extremum de Nyquist :

_kr 2w - ;
w, = ® Fegng ¢ 6283 radians/seconde

Sur Iz courbe om voil que cet extremum se situe aux alentours du point n° 786 soit
environ 786 x 8 = 6 288 radiansfseconde,

l.es pefites fluctvations ne sont pas régulidres car le pas de I'axe des gbscisses
{8 radians/seconde) n'est pas assez fin,

Courbe 3.3

Transformée de e ° i?i cos w, ['rfcet’ce eourbe est comparable dcellesn® 1.3 ef 2.3



QRUATRIEME GROUPE

Le second procédé d'élimination des fluctuations quasi-périodiques (proposé au para-
graphe 3) a été utilisé ici.

Les fonctions d'autocorrélation ont &té multiplisées par :

IT 40,08 cos 2LT (4)

f(t)=0.42 + 0.50 cos T T

T =N A 7 = longueur des fonciions & transformer,

Cette multiplication correspond & un lissage du specire selon la relation {2) suivante :

Pr (W) =0.42P ()+0.25 [P (w+>2 +P (w- %)]

2
+0. 04l Pw+Amy+P (w-~28w)] (5)
q .
Dans ce cas Z (—1)‘-j a.j =0.42 - 0,50+ 0.08 = 0 et, par conséquent, l'amplitude des
=0

fluctuations est irés diminuée,

Le pas 8 7 a été choisi suffisamment petit pour que la périodicité de Nyquist soit
rejetée assez loin de la Fégion d'intérét.
Courbe 4.1

a=105_1

w =4 mradfs
)

Nombre de points = 500 {Les 50 derniers points ont une ordonnée
nulle et indiquent la position de 1l'axe
AT =0,001 horizontal).

Cette courbe est la courbe n° 3,1 muliipliée par la relation (4).
Courbe 4.2

Courbe comparable & celle n® 3.2 (mm&me abscisse, m2me périodicité de Nyquist). I
lissage réalisé par la relation (4) a effacé les petites fluctuations quasi-périodiques.

Courbe 4,3

Courbe comparable 3 celle n° 3.3

Courbe 4.4,

Quelques points de la courbe n° 4.2 ont été portés en échelle 1/2 logarithmique. La

pente de 12 dbfoct est parfaitement obtenue, ce qui montre que le lissage par le second
procédé ne modifie pas trop les propristés caractéristiques de la courbe & lisser.



CONCLUSION

Par un choix judicieux du pas d'intégration il est possible de rejeter les extremums
qui apparaissent dans le specire de fréquence bien au deld  de la région d'intérdt, tandis
que la pondération des valeurs P (w) ou un intervalle d'intégration suffisamment long é&limi-
nent les fluctuations quasi-périodiques du spectre, tout en conservant les propriétés
caractéristiques de la courbe & lisser,

‘Manuserit regu le 90 juiller 1967



(1]

[2]
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