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We prove that in a strongly h-connected 
Hamiltonian tour of length not exceeding 

digraph of order n 2 8h”+ h there exiots an 

Max([T](n-h[g]), [F]*(n-h[y !]*)). 

This bound is best possible. 

1. Introductiog 

Soit G = (X, E) UII graphe simple. On dit qu’un cycle passant par tous les 
sommets de G est un parcours hamiltonien de G. Cette notion qui gknkalise celle 
de cycle hamiltonien a et6 introduite par Jolivet [4]. Jolivet a dkmontrk dans [4] lc 
t heorkme suivan t : 

Soient G un graphe simple connexe de n sommets et c un entier, c sin. Si 
d&x) 2 c pour tout sommet x de G, alors G contient un parcours hamiltonien de 
longueur inf6rieure ou 6gale h 2n - 2c. 

Ce rksultat a 6tk renforck par Bermond dans [2]: 

Soient G un graphe simple connexe d’ordre n et c un entier, c s n. Si 
d,(x) + d,(y) 3 c pour tous sommets x, y non adjacents de G, alors G contient un 
parcours harniltonien de longueur infirieure ou igale h 2n - c. 

Nous etablissons dans cet article la borne supkrieure de la longueur minimale 
d’un parcours hamiltonier, dans un graphe orient6 en fonction du nombre de 
sommets et de la connectivitk du graphe. Nous utiliserons dans la dkmonstration 
le rkkultrt suivant dO k Nash-Williams [5]. 

Si G est un graphe d’ordre n suns boucles ni arcs multiples tel que d&(x)2 in et 

d&(x)>& pour tout sommet x, alors G contient un circuit hamiltonien. 

227 

brought to you by COREView metadata, citation and similar papers at core.ac.uk

provided by Elsevier - Publisher Connector 

https://core.ac.uk/display/82828434?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1


228 Y.O. Hamiduune 

2. Parcours dans les graphes orient& 

Soit G = (X, U) un graphe orient& Nous dirons qu’un circuit passant par tous 
les sommets de G est un parcours hamiltonien de 13. 

Remarque. Le graphe G possede un parcours hamiltonien si et seulemens si il est 
fortement connexe. 

Soit G = (X, U) un graphe fortement connexe. Nous designerons par f(G) la 
longueur du plus court parcours hamiltonien de G. On rappelle que la distance 
d’un sommet x a un sommet y est la longueur du plus court chemin de x B y. Elle 
sera notee dist (x, y). Le dium2tre de G est par definition: 

6(G) = Max (dist (x, y); x et y &ant 2 sommets de G). 

Proposition 2.1. Soit G = (X, U) un gruphe fortement connexe &or&e n. Alors 
f(G)s[:(n + l)*]. 7 plus cette borne est la meilleure possible. 

Q&monstration. Soit L un chemin elementaire de G de longueur maximale. 
Posons X - L = { yi : 1 G i 6 k}. Designons par y k+, et y() ks extremites initiale et 
terminale de L. Soit Li un chemin elementaire reliant yi B yi+l, pour 0 s i s k. On 
voit facilement que la famihe L; (Li)()sisG definit un parcours de G. On a done 

f(G)sl(L)+C l(Li)~(k+2)I(L)=I(L)(n+l_L(L))~[~(ti+l)*]. 

Pour tout n 2 1, nous allons construire un graphe G,, d’ordre n qui n’admet pas 
de parcours hamiltonien de longueur infkrieure a [.&I + l)*]. 

Soient M[u, a’] un chemin elementaire de longueur [&I* - 2 et Y un ensemble 
de ctrrdinal [in]+ 1 disjoint du chemin de A4 

Posons 

x= Y\Jiti; U= U&J(u’xY)U(Yxu), 

ou L&, designe I’ensemble des arcs du chemin A4. 
Soit G, = (X, U). On verifie facilement que 

f(G,,) = [:(n + l)‘]. 

arcours dans les graphes fortement h-connexwi 

Soient h et n 2 Icntiers naturels. Nous designerors par &(n) le nombre suivant 

Max {f(G) : G est fortement h-connexe d’ordre n). 

D’apres la Proposition 2.1, 

f,(n) = c:(n + l)“]. 
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Soit G un graphe. On dit que 2 chemins de G sont intkieurement disjoints si 
leur intersection est contenue dans l’ensemble de leurs extremites. On dit que des 
chemins sont intirieureinent disjoints s’ils sont deux B deux intkrieurement 
disjoints. 

NOUS utiliserons le th6orkme suivant d0 & D&c [3]. 

Soit G un graphe et h un entier. Alors G est fortement h-connexe si et seulemenf si 
pour tout couple de sommets x et y de G, il existe h chemins int&ieurement disjoiilts 
de x vers y. 

Nous utiliserons egalement les 2 corollaires du Theo&me de Dirac suivants. 

( 1) Soient G = (X, U) un graphe fortement h-connexe, A et B 2 parties disjointes 
de X de cardinal h. Alors il existe h chemins disjoints duns G reliant A & B. 

(2) Soient G un graphe fortement h-connexe, x un sommet de G et A une partie 
de G de cardinal h. Alors il existe h chemins intkieurement disjoints reliant x h A. 

Lerarme 3.1. Soient G = (X, U) un graphe fortement h-connexe, Y et Y’ 2 sous- 
ensembles de X de cardinal h, x un sommet &appurtenant pas h X. Alors Ze graphe 

G’=(X+x, UU(x}x YU Y’x(x}) 

est fortement h-connexe. 

La demonstration de ce lemme est immediate. 
Soient 4, h et r trois entiers non nuls tels que r 3 h. Prenons une famille 

(X)ieZiSq+l d’ensembles deux $I deux disjoints tels que 

Ix,l=lx,(=*** =IXql=h et IX4+,1=r. 

Posons 

X=U Xi et U=U XixXi+l (+ modulo q + 1) 
i i 

Le graphe (X, U) sera d6sign6 par Kq,h,r. Le graphe K’,h,h est cq+, @ S,,, ou Sk 
dksigne un ensemble stable de cardinal h. On verifie facilement que K4,h,r est 
fortement h-connexe. 

emme 3.2. 

y,“,p ((n - qh)(q + 1)) = 

=Max ([e](n-h[%]), [$r(n-h[?]*)). 

La demonstration de ce lemme est facile. 



Whn~netration, En efkt, eansid&sns la eonstruetian de Kq,r,,r, On wit qua 2 
asmmets distinets de Xcr + I ssat ii distance q =I= I l’un de l’autre, Par euite f<I&J 
r(q+ 1). 

Soient q et r dew entiers natures:, tels que 

ProposIth 3.4 

f,,(n)<(ll +3h -2Y 
\- 

4h 
-2h+2. 

D6monstration. Suit . G = UC U) un graph hrtement h-connexe d’ordre n tel 
que f( G I= fh (II). A tout cwple de sommets (x, y ) $ U, soit (Li,y) ,siqll une famiEle 
de h chemins jnterieurement disjoints reliant x a y. Prenons un couple de 
sommets (a, 6) tel que 

c I( I-:.,,) = Max (c UL~,,J; (x, y)$ U) = S. 
i i 

On verifie facilement que pour tout couple de sommets (x, y), 

dist (x, y)~ i = p. 
II 

L:*,, = [a, ai ]+ Mi +[bi+ h] 

et coit 

Y = x - u l&. 

Suit J un ensemble de h + 1 YI chemins &mentaire~ reliant les morceaux I&; 

(Mi)i--T. {y),~ y _L tels que tout morceau ait un successeur. On peut choisir ces 
chemins tels que leurs longueurs soient les distances entre les extremites des 
morceaux. L’ensemble J et la famille (I&,) definissent un parcours P de G. 
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D’ah 

(rt93h==2==hp)p=2h+2 . 

On a done 

Remarque, Pour h f 1 G n 6 2h, fJ n) = II, Ckei r&ultc du Mar~me de Nash- 
Williams cite dans I’introduction. 

Nous calculons dans ce paragraphe la valeur exacte de f,,(n) pour II 5 fU?+ h 

ThQoritme 4.1. Si n est un entier supirieur ou @al ii 8h-’ + h alms 

fi,(n) = Max ([$](+g]), [$]*(M[q). 

Dhmodration. Soit G = (X, LJ) un graphe fortement k-connexe d’ordre y1 tel 
que f(G) =fr,(n). A tout couple (Y, 2) de parties de X teiies que !Yl = 121 = h et 
Y (3 2 = $3, associons une famille (I4iy.z) lsish de h chemins disjoints reliant Y a 2. 
Prenons un couple (A, B) tel que 

i l(La,J = Mi.IX (i l(L’,,,): 
i-l i=l 

1 Y( = IZl = h et Y f7 Z = (4) = 3. 

11 resulte que pour tout couple (x, y) de sommets de G, dist (x, y) s [s/h] + 2. Qn 
voit egalement qu’il existe au plus h - 1 sommets de G a distances superieures & 
[s/h]* d’un sommet donne. 

Posons X,, = X - U(i) LXqe et soient X1 = {ei I 1 c i s h) un ensemble de k som- 
mets n’appartenant pas a X et X* = X0 U X,. 

Definissons le graphe G* = (X*, U*) par les relations suivantes: 
(x, y) E U* si et seulement si dist (x, y) <[s/h] et xf y, pour x, y E X0; 
(x, ei)E U” si et seulement si dist (x, ai)s IS/III, pour x E X0 et 1 s i s h, 3ti 

LA,& = L[ai, biI* 
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(ei, x) E U* si et seulement si dist (bi, X) G [s/h], pour x E X0 et 1 s i s h. 
(ei, ei) E U” si et seulement si dist (bi, ai) <[s/h], 1 s i, j s h et i $ j. 

’ Si IX*I<2h, on ordonne X* en une suite (xi)lsisk* 

Soit (Mi)lsi<k une suite (de chemins Mmentaires telle que 

MI r&e Xi ii Xi+19 si xi, Xi+1 E X0 (+ modulo k); 

Mi relie xi B aj, si Xi EX() et Xi+1 =ej; 

Mi relie bj a xi+13 si xi = ej et xi+1 E X0; 

M, relie 6j B a,, si Xi = ej et Xi +I = e,. 

Supposons que 
extremites. 

chacun de ces chcmins ait pour longueur la distance entre ses 

Les deux familles (L’) et (Mi) definissent un parcours P de G. On a done 

f(G)~I(P)~s+k([~/hl+2), 

compte tenu de ce qui precede. Par suite 

f(G)ss+2h([s/h]+2). 

On a done 

f(G)ev--h+2h (?+2)=3n+h. 

Posons n-h=2hwtr, Osrs2h. On a 

=(u+1)(2hu+h+vhu)-3(2hu+h+r)-h. 

D’dl 

*jah((u+l)*-3(2u+l)-1, car na8h’+h. 

wh(u*-4u-3)>0, 

Ceci ncus permet de supposer 

Gas 1. s=hp, pdV. 

car na8h2+h. 

Ix”1 * 2n. 

D’apres ce qui precede, il existe au plus h - 1 sommets de G a distances 
supericures a F d’un sommet quelconque de G. Ceci entraine que d&+(x)a 

# 
IX I - h, pour tout sommet x de G. De meme d&(x) 2 IX*] - h. D’apres le 
theorkme de Nash-Williams, G* contient un circuit hamiltonien (Xi)lGi<k, compte 
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tenu de l’hypothcse IX*1 32h. Soit (Mi)l~i~k une suite de chemins tels que pour 
tout i, 1 s i s k. 

Mi relie xi & xi+13 si xici, xi+1 EXo (+modulo k); 

Mi relie Xi ti aj, si X1 E X0 et xi+1 =ej; 

Mi relie bj h Xi+13 si xi = ej et Xi+1 E X0; 

Mi relie bj ii t&, si rCi = ej et Xi+1 = ccl. 

Supposons que la longueur de chacun de ces chemins soit Cgale a la distance entre 
ses extrkmites. 

On vkrifie facilement que les 2 suites (I@) et (Li) definissent un parcours 
hamiltonien de G. 
D’ou 

f(G) s s + kp = (n + h -Ph-’ 

Gas 2. s=hp+r; OCrCh et PEN. 
Soient Y et 2 deux sous-ensembles de X* tels que Y n 2 = $3 et 1 YI = Iz~= h. 
D’apres la definition de G*, il existe un arc reliant Y a 2. Soit (LF)lsish un 
systeme maximal de chemins elementaires dans G*. D’apres la remarque ci- 
dessus, on a IX*- U(i) LTI s Cz - 1. En particulier G* contient un rhemin 
elementaire de longueur supkrieure ou egale a 

[n- hh+l]*>h. 

Prenons dans G* un chemin Mmentaire L*[z,, . . . , t,] de longueur maximale et 
soit (Pi[zi, cil)q-h+14kih un systeme maximal de chemins elementaires contenus 
dans X* - L*. On voit facilement que 

l(x*-(L*u(I;II $1 <h-l et Z(Pi)dq-i* 

D’oti 

IX*-L*J< t 1(Pi)+h-l<h2 
i =y-h 

Ordonnons les sommets de X* - L* en suite (Xi)q+ 1 <iska Construisons une suite 
de chemins (Mi)lGisk analogue B celle construite dans le cas 1: 
Soit P le parcours hamiltonien defini par (L’) et (Mi). On a 

f(G) =z Z(P) s s + (q -l)p+(k-q+Np+2) 

ss+k(p+2)+2(k-q+1)ss+kp+2h2. 
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D’oh 

f(G)~ph-tr+(n-ph-r)p.t2h2. 

Par suite 

f(G)9p(n+~~-ph)-p+2h2+l 

11 suffit done de voir que 

(2h2+ l)(n-2h’)S [$](n - h[%]). 

Dkfinissons u comme ci-dessus. On a 

=(u+l)(hu+h+r)-(2h2+l)(2hu+h+r-2h’) 

Hu + l)(hu + h)-(2h*+ 1)(2hu + h -2h*). 

Ceci entraine 

ti > h(u”-4h2u + 1+(2h*+ 1)(2h - l))> h(u*-4h’u)sO 

car 

Lc th@orkme est dkkontr& 
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