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We prove that in a strongly h-connected digraph of order n=8h*+h there exists an
Hamiltonian tour of length not exceeding

Max([nzzh](" B h[nz_hh])’ [nztzh]*(" - h[gz: 2]*))

This bound is best possible.

1. Introduction

Soit G =(X, E) un graphe simple. On dit qu’un cycle passant par tous les
sommets de G est un parcours hamiltonien de G. Cette notion qui généralise celle
de cycle hamiltonien a été introduite par Jolivet [4]. Jolivet a démontré dans [4] Ic
théoréme suivant:

Soient G un graphe simple connexe de n sommets et ¢ un entier, c <jn. Si
dg(x)=c pour tout sommet x de G, alors G contient un parcours hamiltonien de
longueur inférieure ou égale a 2n—2c.

Ce résultat a été renforcé par Bermona dans [2]:

Scient G un graphe simple connexe d’ordre n et c un entier, c<n. Si
dg(x)+dg(y)= ¢ pour tous sommets x, y non adjacents de G, alors G contient un
parcours hamiltonien de longueur inférieure ou égale a 2n —c.

Nous établissons dans cet article la borne supérieure de la longueur minimale
d’un parcours hamiltonier dans un graphe orienté en fonction du nombre de
sommets et de la connectivité du graphe. Nous utiliserons dans la démonstration
le résultet suivant dit & Nash-Williams [5].

Si G est un graphe d’ordre n sans boucles ni arcs multiples tel que di(x)=4n et
d¢(x)=1n pour tout sommet x, alors G contient un circuit hamiltonien.
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2. Parcours dans les graphes orientés

Soit G = (X, U) un graphe orienté. Nous dirons qu’un circuit passant par tous
les sommets de G est un parcours hamiltonien de G.

Remarque. Le graphe G posséde un parcours hamiltonien si et seulement si il est
fortement connexe.

Soit G =(X, U) un graphe fortement connexe. Nous désignerons par f(G) la
longueur du plus court parcours hamiltonien de G. On rappelle que la distance
d’un sommet x a un sommet y est la longueur du plus court chemin de x a y. Elle
sera notée dist (x, y). Le diametre de G est par définition:

8(G)=Max (dist (x, y); x et y étant 2 sommets de G).

Proposition 2.1. Soit G =(X, U) un graphe fortement connexe d’ordre n. Alors
fiG)<[i(n+1)*). ' plus cette borne est la meilleure possible.

Démonstration. Soit L un chemin é)émentaire de G de longueur maximale.
Posons X — L ={y;:1<i=<k}. Désignons par y,,, et y, les extrémités initiale et
terminale de L. Soit L; un chemin élémentaire reliant y; a y;,,, pour 0<i<k. On
voit facilement que la familie L; (L;)y<;<. définit un parcours de G. On a donc

f(G)<UL)+Y KL)<(k+2)I(L)=UL)n+1-KL)<[in+1)].
Pour tout n =1, nous allons construire un graphe G, d’ordre n qui n’admet pas
de parcours hamiltonien de longueur inférieure a [}(n +1)?].
Soient M[a, a’] un chemin élémentaire de longueur [1n]* -2 et Y un ensemble

de caurdinal [in1+ 1 disjoint du chemin de M.
Posons

X=YUM,; U=UyU(a'XY)U(YXxa),

ou Uy, désigne I’ensemble des arcs du chemin M.
Soit G, = (X, U). On vérifie facilement que

f(G,)=[}n+1)?].

3. Farcours dans les graphes fortement h-connexes

Soient h et n 2 entiers naturels. Nous désignerors par f,(n) le nombre suivant

Max (f((3): G est fortement h-connexe d'ordre n).

D’apres la Proposition 2.1,

finy=[(n+1)3].
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Soit G un graphe. On dit que 2 chemins de G sont intérieurement disjoints si
leur intersection est contenue dans ’ensemble de leurs extrémités. On dit que des
chemins sont intérieurement disjoints s’ils sont deux & deux intérieurement
disjoints.

Nous utiliserons le théoréme suivant di 4 Diiac [3].

Soit G un graphe et h un entier. Alors G est fortement h-connexe si et seulement si
pour tout couple de sommets x et y de G, il existe h chemins intérieurement disjoints
de x vers y.

Nous utiliserons également les 2 corollaires du Théoréme de Dirac suivants.

(1) Soient G = (X, U) un graphe fortement h-connexe, A et B 2 parties disjointes
de X de cardinal h. Alors il existe h chemins disjoints dans G reliant A a B.

(2) Soient G un graphe fortement h-connexe, x un sommet de G et A une partie
de G de cardinal h. Alors il existe h chemins intérieurement disjoints reliant x a A.

Lemme 3.1. Soient G = (X, U) un graphe fortement h-connexe, Y et Y' 2 sous-
ensembles de X de cardinal h, x un sommet n’appartenant pas a X. Alors le graphe
G'=(X+x, UU{x}x YUY x{x})
est fortement h-connexe.
La démonstration de ce lemme est immédiate.

Soient g, h et r trois entiers non nuls tels que r=h. Prenons une familie
(Xi)i<i=q+1 d’ensembles deux a deux disjoints tels que

|X1|=|X2|="'=|Xq|=h et |Xq+1|=’-
Posons

X=UX e U=UX,xX,, (+moduloq+1)
i i

Le graphe (X, U) sera désigné par K,,,. Le graphe K, , est C,1®S,, ot S,
désigne un ensemble stable de caidinal h. On vérifie facilement que K, , est
fortement h-connexe.

Lemme 3.2.

Sup ((n—qh)(q+1) =

v 5 (2T (o o).

La démonstration de ce lemme est facile.
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Lemme 3.3. Soit n un entier supérieur ou égal a 2h, alors

ponr= s (5 o= a5 ]) 5T (o5

Démonstration. En effet, considérons la construction de K, ;. On voit que 2
sommets distincts de X, ,, sont & distance q+ 1 I'un de I'autre. Par suite f(K,,.,)=
rig+1).

Scient ¢ et r deux entiers naturei. tels que

n=qh+r et r=h,
D'aprés ce qui précéde, on a

iwn)=  sup  (i=qhiq+ 1) =sup(n=qh)q+1).

iasn h/h qeN

Ceci démontre le lemme.

Proposition 3.4

(u+3h 2)*
fuln)<~ P 2h+2.

Démonstration. Soit G = (X, U) un graphe iortement h-connexe d'ordre n tel
que f(G)=f,(n). A tout couple de sommets (x, y}¢ U, soit (L. ),;~, une famiile
de h chemins intérieurement disjoints reliant x a y. Prenons un couple de
sommets (a, b) tel que

2 I(L,,)=Max (Z IL,,): (x, y) ¢ U)=

On vérifie facilement que pour tout couple de sommeis (x, y),

S
dist (x, y) =< [-—] =p.
h
Paons
uh_[a a]+M +[bn b]
et soit
Y X U Lub
Scit J un ensemble de h+|Y| chemins élémentaires reliant les morceaux L ,;
(M)); 2. {y}.. v tels que tout morceau ait un successeur. On peut choisir ces

chemins tels que leurs longueurs soient les distances entre les extrémités des
morceaux. L'ensemble J et la famille (L. ,) définissent un parcours P de G.
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On a donc

flG)sl(F)<s=2h +2+(h+|Y:)[ ]

=

Par suite
f(G)San=s+2h=2)[%]=2h+2.

D’'ol
f(G)s(n+3h=2=hp)p=2h+2.
On a donc

=2h+2.

(n+3h- 2)?
futny= 4h

Remarque. Pour h+1=n<=2h, f,(n)=n. Ceci résulte du théorétme de Nash-
Williams cité dans I'introduction.

4. Evaluation de f,(n)
Nous calculons dans ce paragraphe la valeur exacte de f,(n) pour n=8h"+h

Théoreme 4.1. Si n est un entier supérieur ou égal a 8h*+ h alors

futn)=Max ([nzt.h](" - h[%?"l]) [%ﬁ]*(" - h[n ;hh*])'

Démonrstration. Soit G =(X, U) un graphe fortement %-connexe d’ordre n tel
que f(G)=f,(n). A tout couple (Y, Z) de parties de X telles que |Y|=|Z|=h et
Y N Z =, associons une famille (LY, ,),<;<, de h chemins disjoints reliant Y a Z.
Prenons un couple (A, B) tel que

h h
Z I(LiA.B)=1\/i‘dx(z l(L'yZ) |Y|=|Z|_—.h et YnZ=¢):S'
i=1 i=1

Il résulte que pour tout couple (x, y) de sommets de G, dist (x, y)<[s/h]+2. On
voit également qu'’il existe au plus h —1 sommets de G a distances supérieures a
[s/hT* d’un sommet donné.

Posons X,=X— U, L et soient X, ={e; | 1<i<h} un ensemble de h som-
mets n’appartenant pas a X et X*=X,U X|.

Définissons le graphe G* = (X*, U*) par les relations suivantes:

(x, y)e U* si et seulement si dist (x, y)<<[s/h] et x#y, pour x, y € X;

(x, ¢)e U* si et seulement si dist (x, a;)<|s/h|, pour x€ X, et 1<i<h, ou
a.s=Lla, b].
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(e, x)€ U* si et seulement si dist (b, x)<[s/h], pour xe X, et 1<i<h.
(€. €)e U™ si et seulement si dist (b, ¢;) <[s/h], 1<i,j<h et i%].

Si |X*|<2h, on ordonne X* en une suite (X;);<;<-

Soit (M,),<;<x une suite de chemins élémentaires telle que

M, relie x; a x;.q, Si X;, X4, € X, (+ modulo k);
M; relie x; a a;, si ;€ X, et x;.1=¢;;

M; relie b; a x;,4, si x; =¢; et x;,,€ X,

M, relie b; a a,,, si x;=¢; et x;,;=e,,.

Supposons que chacun de ces chemins ait pour longueur la distance entre ses
extrémités.

Les deux familles (L) et (M,) définissent un parcours P de G. On a donc
f(G)=<U(P)<s+k([s/h]+2),
compte tenu de ce qui précede. Par suite
f(G)<s+2h([s/h]+2).
On a donc

f(G)Sn—h+2h("—;l'+z)=3n+h.

Posons n—h=2hu+r, 0<r<2h. On a

S

=(u+1)hu+h+r—hu)-3Q2hu+h+r)-h.

w2 h((u+1)?-3Qu+1)—1, car n=8h*+h.
Par suite
v=h(u’-4u-3)=0, car n=8h>+h.

Ceci ncus permet de supposer |X*|=2n.

Cas 1. s=hp, peN.
D’apres ce qui précede, il existe au plus h—1 sommets de G a distances
supéricures 2 p d’un sommet auelconque de G. Ceci entraine que dgx(x)=
|X*|~ 4, pour tout sommet x de G. De méme dgy(x)=|X*—h. D’aprés le
théors~e de Nash-Williams, G* contient un circuit hamiltonien (x;),<;<x, cOMpte
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tenu de I’hypothése |X*|=2h. Soit (M;);<:<, une suite de chemins tels que pour
tout i, 1s<i<k.

M relie Xi a Xi+1s Si Xis Xi+1 EXO (+m0du10 k);
M; relie x; a a;, si x,€ X, et x;,,=¢;
M, relie b; a x;.4, si x; =¢; et x;.,€ Xo;

M, relie b; a a,, si x;=¢; et x;.1=e,

Supposons que la longueur de chacun de ces chemins soit égale 2 la distance entre
ses extrémités.

On vérifie facilement que les 2 suites {M;) et (L;) définissent un parcours
hamiltonien de G.
D’ou

f(G)<s+kp=(n+h—ph)p

n+h n—h]\ [n+h]* n—h)*
<Max ([ 2h ](”"h[ 2h ]) ["27:_] (""‘[37?] ))
Cas 2. s=hp+r; O<r<h et peN.

Soient Y et Z deux sous-ensembles de X* tels que YNZ =0 et |Y|=|Z|=h.
D’aprés la définition de G*, il existe un arc reliant Y a Z. Soit (L¥),<i<p un
systtme maximal de chemins élémentaires dans G*. D’aprés la remarque ci-
dessus, on a |X*—U, I¥<h—1. En particulier G* contient un rhemin
élémentaire de longueur supérieure ou égale a

n--h+1]*
[ h >h.

Prenons dans G* un chemin élémentaire L*[z,, ..., z,] de longueur maximale et
s0it (P,[2i ¢;])q—n+1i=sn UN Systtme maximal de chemins élémentaires contenus
dans X*—L*. On voit facilement que

[(c-ero(y )

q
IX*~L*< ) I(P)+h-1<h?

i=q-h

sh-1 et l(P)<q-i

D’ou

Ordonnons les sommets de X*—L* en suite (x;),+,<i<x. Construisons une suite
de chemins (M,),;<, analogue a celle construite dans le cas 1:
Soit P le parcours hamiltonien défini par (L') et (M;). On a

f(G)<I(P)ss+(q-Dp+(k—q+D(p+2)
<s+k{p+2)+2(k—q+1)ss+kp+2h°
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D’ou
f(GY<ph+r+(n—ph—r)p+2h°.
Par suite
f(G)<p(n+h—ph)—p+2h*+1
<Max ((2h2+ 1)(n —2h?), sup (n + h —ph)p).
peN
11 suffit donc de voir que
5 a2 n+h]( B [n—h])
(2h +1-?(n 2h )s[ h n—h 1)
Définissons u comme ci-dessus. On a
n+h ( [n—h]) ) )
= - - +1)(n—2}
v [2h]nh2h (2h )n 1%)
=(u+D(hu+h+r)—2h2+1)Qhu+h+r—-2h?%
=(u+ D(hu+h)—2h%>+ 1D)Qhu+h-2h?).

Ceci entraine

v=h(u’—4h’u+1+2h*+1)(2h—1))=h(u®>—4h*u)=0

n—h ,
“'[ 2h ]/4h '

Le théoreme est dérontré.
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