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I. INTRODUCTION 

Le theoreme de Bochner [l] d’annulation de la cohomologie des 
formes differentielles (cohomologie de de Rham-Hodge [ 111) d’une 
variete Riemannienne compacte est fondee sur la positivite d’integrales 
de Dirichlet. Dans le cas des fonctions valeurs reelles, il est bien 
connu que l’on peut montrer qu’une fonction harmonique definie 
sur 2M est constante soit en utilisant I’indgrale de Dirichlet soit en 
utilisant le principe du maximum. 

On se propose de developper ici une approche, fondee sur le 
principe du maximum, pour l’annulation de la cohomologie sur M. 
Le principe du maximum est lie aux formules de la moyenne. Pour 
obtenir de telles formules, il convient de moyenner les valeurs d’une 
forme differentielle en differents points de M. Ceci sera effect& en 
utilisant un transport parallele stochastique deja introduit par Ito [5] 
et utilise par Eells-Elworthy [3]. Le transport parallele stochastique 
apparaitra ici sous une approche differente a travers la diffusion 
associee au laplacien horizontal docM) canonique defini sur le fibre 
O(M) des rep&-es orthonormes de M. 

Le laplacien de de Rham-Hodge s’interprete dans ce cadre SOUS 

la forme dotM) + J (Formule de Weitzenbock; en dimension 1, 
J est l’oppose de la matrice de Ricci). On est ainsi amen6 a Ctudier le 
semi-groupe lie a un systeme elliptique, ayant memes termes d’ordre 
3 1 sur toutes ses composantes. Une formule indgrale, due a M. Kac 
[6] dans le cas scalaire, gCnCralisCe par Stroock [12] et utilisee par 
Pinsky [lo] dans le cadre des systemes, donne l’expression du noyau 
de ce semi-groupe. On obtient alors des formules explicites de la 
moyenne et par le principe du maximum un theoreme d’annulation 
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de l’espace des formes harmoniques de degre p. Les memes formules 
peuvent Cgalement conduire a des resultats d’annulation de cohomo- 
logie sur des variCtCs non compactes. 

L’explicitation de la condition d’annulation sera ensuite developper, 
utilisant les equations de perturbation de Darling-Siegert [2] qui 
seront d’abord explicit&es dans le cadre matriciel. Un exemple de 
calcul de perturbation sera trait6 jusqu’au bout en se ramenant 
finalement a des equations scalaires. 

Les hypotheses suffisantes pour mener a bien un calcul de pertur- 
bation sont variees, en particulier l’exemple trait4 peut etre largement 
modifie pour s’adapter une situation geometrique concrete (cf. Cgale- 
ment [7]). La signification de ces calculs etant que la condition 
d’annulation de Bochner de positivite’ peut Ctre remplacee par une 
condition de positivite’ en “moyenne.” 

L’auteur est heureux de remercier ici J. Eells et J. Simons de 
discussions a propos de ce travail. 
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3. 

4. 
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Laplacien horizontal, scalarisation des formes differentielles 

Intkgrales multiplicatives 

D#usion horixontale sur le jibrk des rep&es 

Relevement des diffusions 

5. Semi-groupe de la chaleur sur les formes dz@rentielles 

Noyau resolvant 

6. Formules de la moyenne 

7. 

8. 

Theoreme d’annulation dans le cas compact 

Equations de perturbations 

Un exemple de calcul de perturbation scalaire (Theoreme 8.2) 

TABLE DES MATIBRES 

2. FIBRBS DES REP&S ORTHONORM~S 

Soit M une variete riemannienne de dimension n, et soit T,@(M) 
l’espace tangent a M en X,, . On appelle rep&e de TJM) un isomor- 
phisme r, d’espace vectoriel euclidien de P sur TJM). On note par 
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o&Y I’ensemble des rep&es de T,.&M). Le groupe orthogonal O(n) 
0pPre ii droite sur OzO(M) ainsi: r r = r0 . g oh rr = r0 g, g operant 
de facon canonique sur R n. On note par O(M) la reunion des OJM) 
lorsque x0 parcourt M; soit p la projection de O(M) sur M, alors 
O(M) est un fib& principal de groupe structural O(n). 

2.1. Les champs de z1ecteur.v horizontaux canoniques 

Soit r0 E O(M), x0 = p(yO) et e, ,..., e, la base canonique de R”. 
Soit s ---t y(s) l’equation parametrique de la geodesique de M tangente 

g ~o(4. 
En transportant le rep&e r,parallelement le long de cette geodesique, 

on definit s + Y(S) a valeurs dans O(M) telle que r(O) = Y,, . On pose 
“t, = r’(O)l, on a 

P’(Y,) AZ0 = r&1). 

Plus brievement, on aurait pu definir A’,, comme le releve de rO(el) 
pour la connection riemannienne de O(M). 

La correspondance r. --f A,0 d&nit ainsi un champ de vecteurs 
A’ sur O(M). On obtient sur O(M), n champs de vecteurs canoniques: 
Al,..., A’“. 

2.2. Le Laplacien horizontal 

Notons par LAf la d&iv&e de la fonction f suivant le champ de 
vecteurs A. On pose 

A O(M) = f c4, 
h=l 

Contrairement B l’operation de Laplace-Beltrami sur M, dolM) 
s’exprime de facon canonique comme somme des derivees secondes. 
D’autre part, seules interviennent des derivees dans les n directions 
horizontales, alors que la dimension de O(M) est n(n + 1):2. 

2.3. Scalarisation des Formes D@?rentielles 

Soit Al(M) l’espace vectoriel des formes differentielles de degre 1 
sur M, a valeurs reelles. On note par E l’espace Rn et par h la repre- 
sentation de O(n) sur E: 

h(g) * 5 = g . 5 gcO(n) et 5 ER”. 

Soit C(O(M), E) l’espace des fonctions de classe C2 definies sur O(M) 
et a valeurs vectorielles dans E. On note par CA le sous-espace de 
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C(O(W, E) d es fonctions f qui sont X-Cquivariantes, c’est-a-dire 
telles que 

f(Y . d = W’) f(r)- 

Soit 7~ E /1’(M); definissonsf, E C(O(M), E) par 

L(y) = {~drdfW)> l<k<fi. 

On dira que fn(r) est la forme TT lue dans le repere Y. 

2.3.1 PROPOSITION. L’application 7~ + f,, re’alist un isomorphisme 
de Al(M) sur G(O(M); E). 

Preuve. fn appartient a CA, en effet 

.fAy * d = (~,dyMek)N = W’>(~dd(yhJ> 

Reciproquement, soit h appartenant a C”. 
Posons si x E M et x E T,(M) 

l,(z) = f 6”hk(Y) 

I;=1 

oti r “p-l(x) et r(Etkek) = x; h = (hk); l,(x) ne depend pas du choix 
de I E p-‘(x) et definit une forme lineaire sur T,(M). Ainsi, on obtient 
une forme differentielle sur M, notee 0, telle que h = fe . 

REMARQUE. La proposition 2.3.1 a un equivalent pour tous les 
types de champs de tenseurs sur M. 

2.4. Formules de Weitzenbock 

Soit 0 l’operateur de de Rham-Hodge; 0 = d6 + 6d. Notons 
-J(Y) le tenseur de Ricci lu dans le rep&e r. 

2.4.1 PROPOSITION. Pour tout T E Al(M), on a 

-My> = (A ObdxY) t J(y>f;?(y>. 

Preuve. VI, Pll, [81- 
2.4.2 Remarque. J(r) est une matrice car&e d’ordre n, symmb 

trique d’apres les propriMs du tenseur de Ricci. 

2.4 3 Remarque. Pour les formes de degre q, la formule de 
Weitzenbock s’ecrit sous la m&me forme que 2.4.1. Seulement 
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apparait J&Y) E End(&(Rn)) et q ui est calculC B l’aide du tenseur de 
courbure complet. 

Munissons A*(F) de sa structure euclidienne naturelle; alors J,(r) 
est une matrice syme’trique. En effet l’identitk: 

entrafne 

d’oh 

3. INT~GRALES MULTIPLICATIVES [9] 

Soit A(t) une matrice carrCe d’ordre n dkpendant continument du 
paramhtre t. Soit t, et t,’ appartenant B R, on note [to , to’] le segment 
dCfini par t, et t,‘. (On ne suppose pas t, > to). Soit n un entier, soit 
1, = (to’ - t,),‘n et soit G, le produit suivant: 

G, = (I + l,A(q,))(~ + lJ(t, + 1,)) *.* (I+ b'%' - 1,)). 
Alors G, tend vers une limite quand n tend vers 00. On dkfinit alors 
I’intCgrale multiplicative 

exp * 
(1 [t”.t”‘l 

A(t) dt) = hnz G, . 

Posons 

V(4l 7 to'> = exP (* Lt, t,,l 4) dt) 

alors, on a 

av 

---y = V(t, , to’) A(t,‘). 
ato 

Comme V(to , 0 - t ) - I, 1’intCgrale multiplicative n’est rien d’autre que 
la rholvante d’kquations diffkrentielles matricielles. Remarquons enfin 

que 

exp (* I;,.,/, 4 exp (* ~to~.t;l 4 = exp (* JFto& 4 C3e2) 
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En particulier l’inverse de l’integrale multiplicative sur [tr , ta] est 
l’indgrale multiplicative sur [tz , tr]. 

Par contre, il n’existe pas en general de relations simples entre 
l’integrale multiplicative de A et celle de --A. 

4. LA DIFFUSION HORIZONTALE SUR O(M) 

On note QrO(O(M)) 1 ‘es p ace de probabilite des trajectoires rw(t) 
de la diffusion sur O(M), associee a dOcM) , partant du point Y,, . 

Notons Cgalement par !2z0(M) l’espace de probabilite des trajectoires 
xw(t) de la diffusion sur M, associee B A, , partant du point x0 . Soit 
enfin P,(r, ,dy) et P,(x, , dx) les probabilites de transition de ces deux 
processus. 

4.1 THEO&ME. La projection rJt) -+ p(rJt)) rkalise une bijection 
prkservant la mesure de probabilite’ entre Q,o(O(M)) et S2,JM). 

Preuve. [4]. 

4.2 REMARQUES. La connection sur O(M) permet de relever toute 
courbe d@rentiable sur M en une courbe horizontale sur O(M). Le 
theoreme precedent Cnonce le mCme resultat pour la courbe brownienne 
xJt>. 

D’autre part, ce rekvement permet de definir un repere mobile le 
long de la courbe brownienne. Ceci constitue le deplacement parallele 
stochastique de Ito [5]. 

Dans le cas ou M est saris courbure, alors localement O(M) N 
O(n) x M; le relevement s’effectue trivialement: xJt) -+ (rO , xw(t)); 
et P,(r, , dr) est une mesure qui ne charge que {rO} x M, 

4.3. On dira que le tenseur de courbure de M est non d&e’nhe’ si 
([A, , A,], A,) (1 < i, j, k < n) engendrent I’espace tangent a O(M). 
Dans ce cas, dOcM) est un operateur semi-elliptique au sens de 
J. J. Kohn. 

PROPOSITION. Si le tenseur de courbure est non dtfgh!re’, P,(r, , dr) 
s’krit P,(Y,, , r) dr oti dr est la mesure de volume SW O(M) et ozi P,(Y, , Y) 

est unefonction C” (t > 0). 

Preuve. EstimCes hypoelliptiques de Hormander. 

REMARQUE. Dans la suite nous ne supposons pas que la courbure 
est non dCgCnCrCe. 
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5. SEMI-GROUPE DE LA CHALEUR SUR LES FORMES 

5.1. Equation de la Chaleur 

On se donne une forme T E Al(M) et on cherche d1 E Al(M) depen- 
dant du parametre t E R+ et verifiant I’equation de la chaleur 

atit 
it - -!IY, 7 

0” = i-r. 
(51.1) 

En posant fe, = h, et fn = u et en utilisant 2.3.1 et 2.4, l’equation 
(5.1.1) se traduit ainsi 

L?h< 
- = domA + Jh, 3 i3 

h, = u. 

5.2 Noyau rtsolvant 

Soit A une partie borelienne de O(M). On note 

&-‘(r~ ,A) = ET0 [exp (* lo tl /(r,(O) dS) lA(lw(tN] 

(5.1.2) 

(5.2.1) 

oh ET, denote l’esperance, c’est-a-dire I’integration sur Q,(O(M)) et 
ou 1, denote la fonction indicatrice de A. 

On peut considerer que RJ(r, , A) definit une mesure sur O(M) 
a vaieurs matricielles, mesure que l’on notera RJ(r, , dr), c’est-a-dire 

R’(r, , A) = jA RJ(r, , dr). 

On munit l’espace des matrices d’ordre n, de la norme d’endo- 
morphisme de I’espace euclidien R*. On note: 

Rt’(yo T 4 = ET0 (11 exp (* lo t, J(yw(tN df)!l * 1A(y&))) 

alors 

I! WY,, A)ii < R,“(Y,, , A). 

5.2.2 LEMME. Soit h(x) = sup(spectre J(r,,)) 02 r0 EP-r(x). Alors 

R,J(yo 9 A) < E&JiA(xw(P))dE . l&,(t))]. 
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En particulier 

R-V0 , A) < edt oit d = sup X(X). 

Preuve. Soit r0 et rO’ appartenant a p-‘(x); alors J(rO) et J(ro’) sont 
transmuees l’une de l’autre par une transformation orthogonale et 
par suite, elles ont m&mes valeurs propres. 
Posons 

alors 

W> = exp (* S,, tl JbC$) dS) et 

v(t + c) - v(t) < I/ qt i- 6) - Jy)l! 

et en utilisant 3.1 

d’oh l’inegalite demandee. 

5.2.3 COROLLAIRE. Si M est une varie’te’ compacte, alors 

W, 3 do) = k, dr 

0li [I k, /ILm = 0(&l) quand t tend vers +a~. 

Nous dirons que R(r, , 
figurant en (5.2. l), 

A) est d+nie si l’indgrale sur QrO(O(M) 
converge au sens de Lebesgue vectoriel, c’est-a-dire 

si tous les coefficients de la matrice R(r,, , A) sont don& par des 
integrales absolument convergentes. Alors R(rO , A) est d+nie si et 
seulement si R(xa , A) < + co. 

5.2.4 LEMME. Supposons que 

alors 

s O(M) R&o , dy) Rt+, A) < +GO 
&+&, ? A) est dcffinie et on a (5.2.5) 

(5.2.6) 

(le produit des deux noyaux dans le second membre est pris au sens 
des matrices). 
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Preuve. Notons par St” l’espace de probabilitk des trajectoires de 
la diffusion considCrCe, sur l’intervalle de temps [0, t”]. ConsidCrons 

dCfinie en dCcrivant d’abord T,,, sur [0, t], puis en repartant du point 
r,(t), dCcrivant rwl pendant le temps [t, t + t’], oh w1 E G+,,,(t). 

La propriM de Markov signifie que cette application conserve la 
mesure. Utilisons ce fait et (3.2), on obtient si o1 E .nl,(t) 

Prenons les normes des deux membres et l’esphance ET, , on obtient: 

s WY, , dy) WY, 4 2 R,+&o 3 4 (5.2.7) 
Oh4) 

Alors (5.2.7) implique (5.2.6). On obtient (5.2.6) en hitant de prendre 
les normes et en calculant ET,. 

5.3. LE SEMI-GROUPE et0 

Pour tout t > 0, notons 

Wtl = /u E C(O(M), R) tel que 1 R,J(ro , dr) /I u(r)il < +m 

pour tout yOE O(M) , 
t 

W, = (24 E C(O(M), I?“) tel que 11 24 11 E W,l}. 

Si u E W, , dCfinissons S,u par 

(&4(yo) = jotM) &-PO9 dy) 4~) et (&W,) = jo(M~W~yo , dy) !! u(y)ll. 

5.3.1 THBOR~ME. Si u E W, et si St(u) E Wt, alors u E W,+,s et 

W&4 = it+&). (5.3.2) 

Si u est de clusse C2 et si u E W, (0 < t < l ) on a 

lim (‘,’ - ‘) 
t-0 t 

(yo) = (A O(MWLl) + l(yo) U(YcJ- (5.3.3) 
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Preuve. D’aprb (5.2.7), 

I Ri+&, , dy) II +)li G j%~, 4) R~J(Q~ W II 4r)ll 

< I WY, , W(&Wd < +a 

d’ou u E IV,,,, . 
D’autre part (5.2.6) donne (5.3.2). Calculons maintenant le genera- 

teur infinitesimal. 

C&u - WO) = ET0 [exp (* S,, tl J(~&)) df) u(r&)) - u(yJ] 
= EQML(~N - f4TcJl + tJ(r,) 4yo) + %(O. 

oh E( Iew(t)l) + 0 lorsque t --+ 0. On obtient (5.3.3) compte tenu du 
fait que 

t-lE,W$N - +o)) - (A OLWP)(Y~). 

5.3.4 COROLLAIRE. Les notations &ant celbs de l’bquation de la 
chaleur (5.1.2), supposons que u E W, 0 < t < t, , alors 

WJ = ET0 [exp (* 1;, t, .I(~~(43 dl) u(~,(O)]~ 0 < t < to 

est une solution de l’t!quation 5.1.2. 

Preuve. hlO+c - hi0 = (8, - I) h, d’apres (5.3.2) E-l(S, - I)h10 = 
A O(M) I, h + Jhl, d’aprts (5.3.3). 

5.3.6 Remarque. Si M est compacte, alors u E W, pour tout t 
d’apres (5.2.3) et (5.3.4) d onne, pour tout t > 0, une solution de (5.1.2). 

6. FORMULES DE LA MOYENNE 

THBOR~ME. Soit M une varie’te’ riemannienne compacte, T une forme 
harmonique appurtenant ci cl’(M), alors pour tout t et tout Y,, 

MO) = j-M) WY, 7 dy)fn(r>- (6.1) 

Preuve. D’apres (5.3.6), fr E W, et le second membre de (6.1) est 
toujours defini. D’autre part, le probleme de Cauchy pour (5.1.2), 
l’tquation de la chaleur definie sur une variCtC compacte admet une 



284 PAUL MALLIAVIN 

solution unique. Comme on a la solution Cvidente K(r, t) = f,,(r), 
on a h = hl, c’est-a-dire (6.1). 

6.2. THBORBME D'ANNULATION-(CAS COMPACT). Soit M une 
varikte’ riemannienne, orientable, compacte. Supposons que pour tout 
r. E O(M), il existe t, tel que 

R&o > OWN < 1, (6.2.1) 

alors W(M; R) = 0 

Preuve. Soit T une forme harmonique de degrC 1. Soit r0 tel que 
j/fn(ro)jI = max lifT(r)/i. Ibrivons (6.1), on a 

~~fn(ro>ll G j Rio@, , do) IIf+)i: 

d’oh 

7. EQUATIONS DEPERTURBATION 

Nous allons adapter a notre situation l’equation integrale de 
Darling-Siegert [2]. Soient deux fonctions Jr et Ja sur O(M) B valeurs 
matricielles. Posons, pour s E C 

k?(i-, , dr) = jo+-m R:‘(r, , dr) eest dt, i = 1,2. 

7. I. PROPOSITION. Soient M une varikte’ compacte, alors 

fee > 4 - mo ,A) = s,,,, RY,o 9 ~aM~1) - lz(r,)) W~l 3 4 

Preuve. La variCtC M&ant supposes compacte, toutes les integrales 
convergent si Re s est assez grand d’apres (5.2.3); soit w E Qr, , posons 

On derive par rapport a q, en utilisant 3.1: 

Tw, 7) = exp (* Lo .TI I X) LL(~d7)> - J2(rwh>)l exp (* Ln,tl .L) I.4(TwW) 
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On prend l’esperance Er, en conditionnant sur rJv>, on obtient 

d’ou en integrant en q 

La transformee de Laplace en t transforme le produit de convolution 
en 77 en un produit usuel, d’autre part 

et W = exp (* I, tl J2) l&&)) 

d’ou l’equation integrale proposee. 

7.2. Application de l’,!?quation de Perturbation 

Introduisons 1 J 1 = ( J2)l12. C’est-a-dire j J j est la matrice 
symetrique positive verifiant (I J 1)” = J”. On pose 

1’ = tu + I J I)! 

.I- = N - I / 1). 

J- est alors une matrice negative. 
On obtient, en remplacant dans la proposition 7.1, J’ par J- et 

J2 par J, 
li,J(yo , A) + jotMj I?;-(Y, , dr) J+(Y) &,J(Y, , -4) = l?;-(Y,, A). (7.2.1) 

On peut considerer (7.2.1) comme une equation inttgrale permettant 
de calculer i?,J a partir de I$!-. Or J- Ctant negative, sous des hypo- 
theses convenables, on aura que Rf decroit exponentiellement en t. 
11 faudra traduire ceci sur Rids-, ce qui est immediat, et ensuite, utiliser 
I’information sur l?iJ- pour passer a R1J. 

11 sera commode de pouvoir travailler sur des fonctions positives; 
ceci sera possible par la mkthode des Cquations majorantes de Cauchy. 

7.3. Mkthode des Equations majorantes de Cauchy 

Posons J+(Y) = [I /+(y)ll et 

8,” = J+m RtJe-*t dt. 
0 
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7.3.1 PROPOSITION. Pour s Gel positif, on a 

R,J(yo ,A) < R;j-(ro , 4 + Iot j-M, R;I-(yo 9 dy) J+(r) @-A 4 4, 

Preuve. On garde les notations de (7.1) en posant Ja = J et 
J1 = J- et soit 

U(,, = II wdll 

alors 

El4~l 
d’oti U(0) < U(t) + Iot 1 f$ / dq 

d’oh 

d’autre part 

/ q ( G / exp (* io,n, ./-)I J+(~&I)) 1 exp (* 1. t, J)I. 
11, 

On prend l’esphance ET, , et on obtient (7.3.1). 

7.3.2 Remarque. Notons R:(ro , Y) dr la dtrivCe de Radon- 
Nikodym de R~(Y~, A) par rapport A dr et posons 

En retournant le temps, le processus, ru(t) &ant dCfini avec dr comme 
mesure initiale, on obtient 

7.3.3 THEO&ME. Supposons que 

I 

+m 
R$-(O(M), O(M)) dt < +m 

0 

et que, en posant 

y(t) = S;P J+(r) R%‘W), ~1 
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on ait 

I 

+m 
y(t) dt < 1 

0 

alors H1(M) = 0. 

Preuve. Soit St I’opCrateur sur L1(O(M)) dCfini par: 

(Stf)(yo) = j- @-(TO 3 y) I’WW dy 

alors 

11 St tiEnd(L.‘(O(M)) = y@). 

D’autre part, posons 

alors 

d’oti 

k~(yo) = Ri(yo v f-VW) [rev ~?(yo)l 

k,’ < k;j- + I 
t St+,k,,Jd~ 

0 

les normes L1 itant des normes dans Ll(O(M)). IntCgrons en t sur 
[0, R] et posons 

on obtient 

d’oih 

44 = s” II kt llrl dt 
0 

aJW < aJ-(R) + (S,’ ~(0 dt) a’(R) 

aJ(R) < aJ-(R) [l - j+o+m y(t) de]-‘. 

Cette majoration montre que a’(R) est born6 lorsque R tend vers 
l’infini. Par suite il existe une suite t, -+ + a3 telle que 11 gk IJL1 --f 0. 
Utilisons 

R;+&o , ~3 < s K’,(yo , y) R:(c ~1) dr (5.2.2) 



288 PAUL MALLIAVIN 

on obtient 

max R 
rll,r1 tk+lPO Y Tl) -+ 0 

d’ou le resultat en utilisant (6.2). 

8. UN EXEMPLE DE CALCUL DE PERTUBATION SCALAIRE 

8.1. Notion de bonne Connexion 

La variete M peut &tre une variCtC connexe, mais neanmoins 
cornpoke de deux “parties t&s differentes” reliees par “un tube tres 
mince.” 11 est clair qu’avec de tels exemples, il est difficile d’obtenir 
des resultats d’annulation a partir des seules hypotheses d’estimees 
en moyenne de la courbure. Soit M une variCtC compacte et soit p,(x, y) 
la solution Cltmentaire de l’equation de la chaleur sur M. On pose 

&f(t) = [SUP 2%(x, r>li%fPdx, YIP. 
X,Y 5.Y 

Alors kM(t) --t I lorsque t --+ + co. La rapidite avec laquelle kM(t) -+ 1 
mesure “la bonne connexion” de M pour la chaleur. 

8.2 THGORBME. Soit M une varih compacte. Notons par 6(x) la 
plus petite valeur propre du tenseur de Ricci en x E M. Posons 

6(x) = s+(x) + 6-(x) ou *+(x) = w + I WI 
2 * 

Supposons S+ * 0. Posons 

Alors 

II S- llLm R < 1 

entrahze H’(M) = 0. 

Remarque. 11 suffit de connaftre kM en une seule valeur de t, soit 
t, pour majorer R et ainsi obtenir un resultat d’annulation. 

8.3 LEMME. Soit -J le tenseur de Ricci, alors 

(/ exp (* j,, tl J-(r&?) @jil < exp (- Iot ~+(y,(t)) de) 

oh S-t(r) = 6+(p(Y)). 
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Preuve. (5.2.2). 

8.4 LEMME. Soit x,,,(E) le brownien SW M, posons 

Qf+(x,) = Ezo [,-@+(z,(c))af] 

Preuve. (8.3); (4.1); et (7.3.2). 

8.5 LEMME. Soit Qi’ la transformke de Laplace en t de Qi’. Alors 
on a 

p+(X)Q:+(X)dX = 1. 

Preuve. Comme 6+ If 0, on a 

liEup t-’ log // Qf IILm < 0 

par suite Qi’ est continue en s = 0. 
hrivons I’Cquation 7.1 de Kac-Darling-Siegert; avec J1 = 0, 

Jz = --6+, on obtient: 

Q:+(xJ = s-l - .r, &(x0 , x) 6+(x) Q:+(x) dx. 

Multiplions par s les deux membres et faisons tendre s vers z&o. Alors 

so;+ + 0 et d&l , x) - 1; 

d’oh le lemme. 

8.6. LEMME. 

pour tout t, < t. 

Preuve. Si ti+ est le noyau rholvant, on a 

J Rf&, dr) Q&,(Y) = Q:+W 
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8.7 LEMME. On a si, t > to , 

II Qtb+ll~“~(M) < II W&) W,) eto”8+“Lm j-MQf+@, a+&) dx 

Preuve. 

s MQft(~) 6+(x) dx 2 II 6+ llm) m&Q!+(x). 

On applique alors (8.6). 

8.8 Preuve du thhhe 8.2. On a 

/trn II Q:+C411p dt < Iot” II Qf+(x)ll,co dt +I:” II Q;+(x)li, dt. 

On majore la premihe intkgrale par t, , la seconde en tenant compte 
de (8.4) par 

Ii 6+ IlLt eto”‘+“Lm. 

On applique alors (8.3) et (7.3). 
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