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Dans I10 ] Lsnsted a montrk que les fib& vectoriels sur un C W-complexe 
fini pouvaient Etre reprCsentCs par les modules projectifs de type fini d’un 
anneau noetherien. Swan, dans 115 1, donne une preuve plus klkmentaire de ce 
r&&at ainsi qu’une construction de ces anneaux, construction baste sur le 
fait qu’un nombre fini de fib& vectoriels permet d’obtenir la totalitk des 
fib& vectoriels sur l’espace consid&+. Dans cet article on remplace cette 
condition de type fini par une condition topologique, condition satisfaite par 
une plus grande classe d’espaces. En outre cette condition permet de 
construire effectivement les anneaux noethkiens voulus saris avoir j 
cxplicitcr Its fib& vcctoricls servant de gknkrateurs. 

Des anneaux possitdant ce genre de proprittk ont itt: itudiks par 
B. Dayton et C. Weibel (6 1, S. Landsburg [ 81, A. Geramita et L. G. 
Roberts 11 1 1, etc. 

De par l’ttquivalence de catirgorie entre les fib& vectoriels sur un espace 
compact X et les modules projectifs de type fini sur C(X, k), oti k = P ou C . 
l’anneau des fonctions continues de X zi valeur dans k on montrera le rksultat 
pour les modules projectifs de type fini de B, = C(X, k) oti X est compact. 

Soit A un anneau, on notera A * l‘ensemble des &?ments inversibles de A 
et 8(A) la classe, g isomorphisme prks, des A-modules projectifs de type fini. 

TH~‘OR~ME DE COMPARAISON I.1 17, 151. Soient A PI B deux anneaux 
unitaires et cp: A + B un homomorphisme tel que q(l) = 1. On suppose 
satisfaites les conditions suivantes: 

(i) B est un anneau topologique, B* est ouuert dans B, et u 1.1 u ’ 
est continue sur B”. 

(ii) &I) est dense dans B, 
a A,,(iii) S’ I cp(a) est suffisamment pre’s de I dans B, I’Gment a appurtient 
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Alors i’upplication P(y): ‘p(A) 3 ‘D(B) dt;finie par (P) 1%’ (B 61, P) est 
injective. 

Dans la suite les anneaux consid&& sont commutatifs unitaires, V( ) et 
D( ) reprksentent les fermis, respectivement les ouverts de ( ) pour la 
topologie de Zariski et 

u I= ~ln,,/l ( )= V( )nMaxA, 

W I= hax.4 ( )=D( )nMaxA 

oti Max A est le spectre maxima1 de A. Pour un idial ( ) de A on note F’ ) la 
classe de 1’Clkment z module ( ). 

PROPOSITION 1.2. Soient b un id&al de B,, M = (6,) une matrice de 
GL(m, B,/b). II existe E > 0 tel que si E = (ei,i) est une matrice de M(m, Bk) 
avec norme eij < 6 pour tout i, j, 

IV~M=M+E? 
il existe N de GL(m, Bk) ve’rifiant 

En effet M-’ se relive en une matrice M’ de M(m, Bk), et il suffit de 
prendre N = 1 + EM’. Pour e suffisamment petit N sera une matrice inver- 
sible. 

2. UN SOUS-ANNEAU DE C(X.k) 

Dans ce paragraphe A dksigne un sowanneau dense de B, tel que 
iF’(Bt)=A*, oti i: A f B designe l’injection canonique. On note rad( ) I’in- 
tersection des idiaux maximaux contenant l’idtal ( ). 

LEMME 2.1. Soient a un id&al de A et i: A/a + B,/aB, I’application 
canonique, alors iT’ I(Bk/aBk)* 1 = (A/a)*. 

Soit x un Sment de A tel que i(.U”) appartienne i (B,/aB,)“. II existe y, 
&liment de B,, tel que z(x’) ponL = 1. i.e., il existe u Gment de aB, tel que 
i(x)), = 1 + CL D’oti a = J$, i(tj) yj avec ti Gment de a et yi Gnent de 
B,. On sait que ,J’ = i(z) + E et yj = i(y,f) + Ed. pour j = 1, m, ou c et (6j)i , ,m 
sont des Gments de norme aussi petite que I’on veut. Par suite I’Gment 
i(xz ~ Cl?= , tj yj ) = 1 + CT=, i(t,i) Ei - i(x)E ne s’annule jamais sur .X si les 
normes des Gments F: et (E~),~= ,.,,, sont sufisamment petites, i.e., l’&ment 
.YZ - x?, tjyi appartient i A * et 2’ est un &l&ment inversible de A/a. 

PROPOSITION 2.2. Soit a un idPa de A, I’applicatiort canokque i: A/a - 
BJaB, induit une application injectioe de Y(A/a) duns q(B,/aB,). 

11 suffit de v&ifier que l’application F A/a + R,/rad(aR,) satisfait les 
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conditions du Theoreme 1.1. La condition (i) est immediate car B,/rad(aB,) 
est une algebre de Banach commutative, (ii) est triviale et (iii) est verifiee par 
le Lemme 2.1. 

Remarques. (1) Dans ce cas l’application m, --I m, n A, ou m, est un 
ideal maximal de B,, de Max B, dans Max A est bijective et permet de voir 
que i--‘(rad(aB,)) = rad(a) pour tout ideal a de A. 

(2) Considerons le cas ou A est noetherien, Max A 2 X et k = I;:. Par 
exemple X est un compact de rR”, et A contient l’anneau des fonctions 
polynomiales de X a valeur dans Ii?. Alors en tant qu’ensemble on a 
Max.4 =X. 

En effet, supposons qu’il existe un ideal maximal m de A qui ne soit pas 
darts X. L’ideal m serait engendre par un nombre fini de fonctions (ti)i ,,I 
n’ayant pas de zero en commun. L’element Cy , tf, de tn. ne s’annulant en 
aucun point de X serait inversible, ce qui est impossible. 

De plus par L.N. Vaserstein [ 16 ) et R. G. Swan ( 15 ] on sait que le rang 
stable de A, est egal au rang stable projectif de A. est egal a dim X + 1. Par 
suite dim A > dim X. 

On a aussi pour tout idial b de B p: Max(Bdb) = V(b) n Max B,. 

(2’) Dans le cas ou k = i on a les meme conclusions si lorsqu’ un 
element f appartient a A, sont conjugue aussi. Et alors on a rang stable A = 
rang stable projectif A = [(dim X)/2 ] + 1 oti [ ] designe la partie entiere. 
Par suite dim A > ((dim X)/2 1. 

PROPOSITION 2.3. Soient a un id&al de A et M une matrice de 
GL(m, B,/aB,). I1 existe une matrice N de GL(m, Bk) telle que flmkM appar- 
tienne d GL(m, [(A/a)), i.e., est image d’un dle’ment de GL(m, A/a). 

On sait que I’on peut approcher tous les coefficients de M par un element 
de [(A/a) aussi pres que l’on veut. On utilise la Proposition 1.2. 

3. CONSTRUCTION D‘UN A-MODULE PROJECTIF 

On rappelle la construction de J. Milnor [ 12 1 pour les modules projectifs 
de type fini. Considerons un carre cart&en d’anneaux commutatifs avec j, 
surjectif: 
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Par “carre cartesien” on entend carre commutatif (j, 0 i, = j, 0 iz), &ant 
donne 1, E A ,, L, E A, avec j,(n,) = jz(jLz) il existe ,J unique de .4 tel que 
i,(A) = 1, et iz(A) = A,. 

Construction. Considerons (Pi)i,,,z des /ii-modules projectifs de type 
fini et un A’-isomorphisme h: j,+(P,) --) j,JP2) (j,,(P,) = A’ an, P,). Soit 
M = M(P,, P,, h) le sous-groupe de P, x P, de toutes les paires (p,, p2) 
telles que hj,,(p,) = jz*(p2) (j,,(pi) = 1 @ pi). Le sous-groupe M possede 
une structure de A-module en posant A@,, pz) = (iI(L)p,, i,(l)p,) et on a: 

(i) Let A-module M est projectif. De plus si P, et P, sont de type fini 
SW A, et A z respectivement, M est de type fini SW A. 

(ii) Tout A-module projectif est isomorphe a un certain M(P, , P,, h). 

(iii) Les modules P, et P, sont naturellement isomorphes a i,#4) et 
i&V) respectivement. 

Soient A un sous-anneau de B,, ditini comme dans le paragraphe 
precedent et (ai),= ,,z deux ideaux de A tels que a, B, + a2 B, = B,. Alors 
a, + a? = A. En effet, il existe a, E a,, a, E a, et b,, b, des elements de B, 
tels que a, b, + a, b, = 1. 11 suffit d’approximer b, et b2 par des elements de 
A suffisamment pk. 

En outre pour (ai),_ ,.d ideaux de A tels que Ut- , V(a,B,) = Spec B, et 
bi = ai B,. on a: 

PROPOSITION 3.1. Considkrons Q un B,-module projectif de type fini tel 
que Q/biQ soit B,/b,-libre de rang constant pour tout i = 1, d. Alors il existe 
P un A-module projectif de type fini, unique 2 isomorphisme prb, tel que 
B 0, P = Q. 

On peut supposer Q de rang constant, et on construit le A-module projectif 
P, pas a pas, selon la construction de Milnor sur les fermes Vi = V(a,) de 
Spec A. Sur chaque V(a,) de Spec A, i.e., pour Alai, il est immediat de le 
faire car Q/biQ est B,/b,-libre, le probleme est de recoiler. 

On raisonne par recurrence sur le nombre d de ces fermes. Soient a = 
of:: a,, i.e., V(a) = UT:: V(a,) dans Spec A, et b = aB,. On suppose qu’il 
existe P, un A/a-module projectif de type fini tel que B,/b BP, = Q,/bQ par 
un certain isomorphisme ~1. On est dans la situation suivante: 

B,/b n b, + B,lb 

1 I 
B&r - B,/b + 6, 

oir Q/(b f? b,.)Q = M(Q’, Q,, h) avec Q’ = Q/bQ et Q, = Q/b,Q et h un 
B,,(b + b,)-isomorphisme. 
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Done Q/(b n b,)Q Y M(BJb @ P,, B,/b, 0 (A/a,)“‘, I+? ’ 0 h 0 ‘p) si (p et 
I,?? dksignent les isomorphismes induit par cp et I+Y dans B,/b + 6,. (Q, = 

P,/br)“). 
On peut choisir l’isomorphisme I,Y de telle sorte que la matrice de I,Y 

soit I,. 
Comme Q/(b + b,)Q est libre on a P,/(a + a,)P, module libre: cf. 

Proposition 2.2 Fixons une base de ce module, l’isomorphisme h 0 @ (si on 
veut @-’ 0 h 0 4) se traduit par une matrice M de GL(m, B,/b + b,). &ant 
fixt: aussi une base de Q,. II existe une matrice N de GL(m, B,/b,) telle que 
wbtbrM soit image d’une matrice M, de GL(m, A/a + a,). Comme la matrice 
N dkfinit un B,/b,-isomorphisme I$ de Q,, on a: 

Q/(b n b,)Q = M(B,/b 0 P,, #(B,/b,. 0 (A/a,)“‘). i ’ 3 w ’ 0 h 0 40. 

z M(B,/b @ P,, B,/b,. @ (A/a,)“‘, $ ’ o h o @), 

Soit g le A/a + a,-isomorphisme defini par la matrice M, dans ces bases, 
alors P = M(P,, (A/a,)“, g) est tel que B/b f? b, @ P - Q(b n b,)Q. 

Pour continuer la rkcurrence il suffit de remarquer que P @ B 2 
Q/(a n a,)B,Q car rad(a n a&B, = rad(aB, n a,B,) et, de ce fait, l’ap- 
plication ‘p(B,/(a n a,)Bk) --f ‘$(B,/aB, n a,B,) est injective 12 1. 

L’uniciti: &tant affirm&e par les conditions du thtorime I. 1 pour terminer 
la dkmonstration il suffit de noter que U:!_, V(ai) = Spec A. i.e., 0:’ , a, = 0. 

TH~OR~ME 3.2. L’anneau A &ant dPfini comme pre’ce’demment, si pour 
tout B,-module projectif Q, de typefini. il existe des ide’aux (ai)i ,,(, de A tels 
que Uy-, V(ai Bk) = Spec B, et Q/a,B,Q soit B,la,B,-libre de rang constant, 
pour tout i = I, d alors l’application canonique de V(A) + %(B,) est bijectice. 

Rappelons qu’un anneau B est dit de Gelfand (13 1, ou Mou (3 1, si Max B 
est compact (Hausdorff) pour la topologie de Zariski. L‘anneau B,, pour 
k = R ou is:. est de Gelfand. En utilisant la Proposition 4.4. on a: 

COROLLAIRE 3.3. Soient X un espace compact et A un sowunneau de 
Gelfand dense de C(X, k) tel que Max A =X par l’homomorphisme 
canonique. alors A satisfait les conditions du Tht!orPme 3.2. 

Par suite si X ext une vari& diffirentiable compacte et A = C,,(X, k). pour 
p = 1. 2,.... co. est le sous-anneau des fonctions continues, a valeur dans k. p 
fois diffttrentiables on a ‘p(A) = $(C(X, k)) par l’homomorphisme canonique. 

Si X un espace compact de iri” et A le sous-anneau de C(X, k) formi des 
fonctions polynomiales par morceaux, g valeur dans k-, et leurs inverses 
quand ils existent, on a v(A) = q(C(X. k)) par I’homomorphisme canonique. 
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Soient X un complexe simplicial fini de R” et A le sowanneau de C(X, k) 
formk des fonctions qui sont polynomiales sur chaque cellule, et leurs 
inverses quand ils existent, alors ‘$(A) N ‘Q(C(Xt k)) par l’homomorphisme 
canonique. 

En effet un complexe simplicial fini est r&union finie de cellules 
contractiles dttfinies par des polynbmes. 

On peut remarquer aussi, dans ce cas, que si X est suffisamment plongi: 
dans un espace euclidien on peut utiliser les fonctions qui sont polynomiales 
globalement et inverser celles qui ne s’annulent en aucun point de X. Par 
exemple, il suffit d’avoir X contenu dans R” avec N > 1 + 2 dim X et les 
sommets en position g&&ale. Si les sommets sont lintairement indkpendants 
I’anneau obtenu est le meme. 

4. THI~OR~ME DE L~NSTED 

Comme un espace compact mittrique de dimension finie peut toujours se 
plonger dans un R”, on obtient l’extension du thkorime de Lonsted ,suivante: 

THI?OR~ME 4.1. Soit X un espace mPtrique compact de dimension Jinie. 
Si X est r&union Jinie de fermb (Fi)i I.n tels que la restriction ti chaque Fj 
de tout k;libre’ sur X soit un fibre’ triaial de dimension constante, il existe un 
sous-anneau noethe’rien A, de B, = C(X. k) tel que g(A,) = Y(B,). 

Consid&ons les fonctions pi de B, d8inies par pi(x) = d(x, F;), ou d est la 
distance du point .Y de X ti F,. On a p; ‘(0) = Fi. Comme X peut-ttre 
consid&& comme un sous-espace d’un certain I?” prenons A, le sous-anneau 
de B, engendrir par les fonctions polynomiales de X a valeur dans k et les 
fonctions pi pour i = 1, rz, oti on a rendu inversible les lliments ne s’annulant 
jamais sur X. Par le Thkorime 3.2 on a V(A c) rr ‘$(B,) par 
I’homomorphisme canonique. 

TH~ORI?ME 4.2. Soit X un espace m&rique compact de dimension jinie, 
re’union Jnie d’owerts contractiles, respectitlement de ferm& contractiles. I1 
e.yiste un sous-anneau noetherien A, de B, = C(X, k) tel que ‘J3(Ak) :c g(B,) 
par I’homomorphisme canonique. De plus on peut choisir A I tel que Ac = 
A -‘ $p I . 

II suffit de remarquer que tout point posskde un systeme fondamental de 
voisinages fermis, et on est rament au Thirorime 4.1. 

Remarque. Une variiti compacte de dimension n satisfait les conditions 
du Thiorime 4.2. 

Pour un anneau B on note K,(B) le groupe de Grothendieck de la 
categoric des B-modules projectifs de type fini, on a de m6me: 
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TH~OR~ME 4.3. Soit X un compact de ai” tel que K,,(B,) soit de type 
jki. I1 existe A, un sous-anneau noethe’rien de B,, tel que I’application 
canonique v(A,) --f g(B,) soit bijective. 

En effet il existe un recouvrement fini d’ouverts de Spec B, tel que les 
modules projectifs servant de generateurs, soient libres au-dessus de chacun 
d’eux, et on fait comme precedemment. 

On peut ameliorer cette construction, i.e., vouloir une indication sur la 
dimension de I’anneau A,. La Proposition 4.4 permet d’afftrmer que I’on 
peut exiger, dans le cas du Thioreme 4.3 ou dans le cas oti X est un compact 
de IF,” reunion finie d’ouverts contractiles, pour A,: 

dimX<dimA,<dimA,,+dimX+ 1 

et 

dim X I I ~ <dimAc<dimA,,+ 
dim X 

2 I I 
___ $1 

2 

ou A,, est le sous-anneau dense que l’on prend pour base de la construction 
de A,. 

Rappelons que pour une famille (Ui)ic,, de sow-ensembles d’un expace X, 
on dit que son ordre est < n si l’intersection de (n + 2) elements distincts est 
vide. 

Considbons CL = (Ui)i6, un recouvrement d’ouverts d’un espace 
topologique X. On dit qu’un recouvrement d’ouverts (resp. de fermes) 
,!3 = ( Vj)jeJ de X est un raffinement de a si chaque Vi est contenu dans un U, 
(resp. si de plus la reunion des ensembles ouverts Int(Vj), pour j E J, 
recouvre X). On ecrit /I < a. 

PROPOSITION 4.4. Soient B un anneau de Gelfand, saris radical de 
Jacobson, et (E1),E, un recouvrement douverts de Spec B dordre d. Alors ii 
existe (d + 1) ferme’s V(aj) recouvrant Spec B tels que V(a;) soit reunion 
finie disjointe de sous-ensembles ferme’s V(b;) chacun contenu dans quelque 
E,. De plus les ideaux b: peuvent 2tre choisis de type Jni, done aussi 
chaque aj. 

On peut supposer L tini (Spec B est quasi-compact). 
La famille (E, n Max B),,,, est un recouvrement d’ouverts de Max B 

d’ordre <d, par suite on obtient les raffinements successifs suivant (4 1: 

(El n Max Bh,, > ( d+ ‘V’h,, 3 (d+‘D’),el. > ... > (%a 

od les ‘V’ sont des fermes de la forme VmaxH(f) et les ‘D’ des ouverts de la 
forme &dg). 

L’ordre des (d + 1) intersections des fermes (d* ‘V’),,, est 0, chacune de 
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ces intersections est contenue dans quelque E’ et est engendree par un ideal 
de type Iini bs+, . Notons VMaxB(ad+ ,) la reunion de celles-ci, ad+, peut etre 
ainsi choisi de type fini. 

Soit F le complementaire dans Max B de la reunion des (d + 1) inter- 
sections distinctes des ouverts (dt ID’),,,. Alors F = V,,,,(a) ou a est un 
ideal de type fini et les ordres sur F des restrictions des familles (nV’),e,l 
(“D’),eL, avec n < d sont d’ordre < d - 1. 

En continuant le meme procede sur F, avec les restrictions de ces familles 
et les d-intersections on obtient un recouvrement de Max B par des fermes 
V Max8(aj), reunion finie disjointe de sous-ensembles fermes V,w(bS) chacun 
contenu dans quelque E,, et tels que chaque by soit de type fini, done aussi 
chaque aj. 

11 suffit de remarquer que si V,,,, (b?) c E, alors V(bT) c E, et si V est 
un ferme tel que V n Max B = Max B on a V = Spec B car B est sans radical 
de Jacobson. 

5. UN COMPACT DE iR3 

On montre qu’il existe un compact connexe X de R” satisfaisant les 
conditions du Theorime 4.2 tel que K,(X), K,(X), Picc(X) ne soient pas de 
type fini (Kk(X) &ant le groupe de Grothendieck correspondant au monoi’de 
des classes d’isomorphismes des fibres vectoriels sur X a valeur dans k). 

On rappelle que si ( Vi)i= ,,z sont des fermes et si (&)i- I,* sont des k-lib& 
vectoriels sur Vi tels que {,/VI 17 V, = &/VI n I’* par un certain 
isomorphisme h il existe un k-libre vectoriel c, unique a isomorphisme pres, 
sur V, U V, tel que t/Vi = ri et tout libre 5 sur V, U V, s’obtient de cette 
maniere. On note r par c, lJ/h Tz [ 1 1. 

Les faces d’un cube C de R3 forment un espace topologique homeomorphe 
a S,. 11 suflit de faire la projection radiale de S, sur le cube exinscrit. Par 
suite les faces d’un paralleltpipede rectangle forment un espace topologique 
P homotope a S, et on a K,(P) ‘v Kk(SZ) pour k = R ou @. On en deduit que 
sur P il existe un k-fibre non stablement trivial (m) # 0). 

On a: 
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c = {O} x IO, I] x (0, 1) u IO, 1) x {O) x IO, 11 
u 10, 1 I x 10, 1 I x (01 u { 1 I x IO, 1 I x IO, 1 I 
u IO, 1) x (11 x IO, 11 u [O, 11 x IO, 11 x { 1 I 

et C,={{x,Y,z)EC/x<;} et C,={(x,~,z)EC/x~~}. Les fermes 
(C,)i ~, .? sont contractiles et si r est un fibre sur C on a r = r, II/h cz ou ri est 
le fibre trivial sur Ci, de dimension celle de <, et h l’isomorphisme de 
recolement. 

Soient X, = ( l/t7},E,V. et X= CUX,, X 10. I] X 10, 1). Notons X ,,,, = 
Xn {(x. ~1.2) tels que .Y < (2n + 1)/2n(n + l)} et X1.,, =Xn ((x, y, z) tels 
que ,Y > (2n + 1)/2n(n + l)}. Posons P, = Xn {(x. j’, z) tels que l/(n + 1) < 
x< l/n} et Pi,n=P,nX,.,. 

7 

L’espace P,, est homotope a C et si 5 est un tibre sur C on peut construire, 
par homotopie, sur P,, un fibre c,, tel que P,.,, corresponde a Ci et h,, a h, i.e.. 

r,, = r,.,, II/h, L ou 5i.n est le fibrt trivial sur Pi.n de dimension celle de <. 
On en diduit que si 5 est non stablement trivial, il en est de meme de t,,. 

Construction de fibrk sur X. Le fibre &, = r,,,, ~l/h,, cr., sur P,, etant 
donne on dtfinit le fibre tl, sur X par q,, = v,.~ II/h, qz.,! ou qi.n est le fibre 
trivial sur Xi,,, de dimension celle de <,,. Par suite II,, restreint a P,, est 
isomorphe a <,,, et il est clair que si pour tout n, r, est non stablement trivial, 
on a tl,, non stablement isomorphe a ‘I,,, pour tout n # m. 

II est alors facile de verifier que Kk(X) n’est pas de type fini et aussi qu’il 
existe un nombre infini de bGbres sur X de dimension 2 stablement triviaux. 
non triviaux. et non isomorphes 2 a 2. De plus on a Kc(X) = Z 9 Pit:(X). 

Un autre exemple. Prenons comme espace Y I’espace X coupe a mi- 
hauteur par un plan parallele au plan (-u 0 z) (cf. figure). On peut voir de 
meme que Pic.JX) n’est pas de type fini bien que tout 8c fibre vectoriel soit 
trivial. 
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Note. II est possible aussi de prendre, si I’on veut, une union de 2-spheres 
tangentes. (cf. dessin). Cet espace a le mkme type d’homotopie que 
s2v... I’S2. 
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