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Une propri6t@ de certaines parties d'un mono~de libre permet de r~- 
pondre ~ une question posde par Eggan. 

INTRODUCTION 

Soit X* le mono~de libre d'glgment neutre e engendr@ par un ensemble 
fixe X. Pour route famille Q de parties de X*, on note 0 ]e gerbier 
engendr@ par Q, c'est-£-dire (Dubreil-Jacotin, Lesieur, Croisot, 1953) la 
plus petite famille Q' de parties de X* qui contienne Q, et qui soit telle 
que A, A' E Q' entralne 

A U A' E Q' 

et AA'  (= l f l f E  X* , '~ f lE  A, 3 f~E A ' , f  =flf2}) ~ Q' 

En particulier, on note U~0 (resp. Q~) le gerbier engendr6 par toutes les 
parties de X (resp. par Q~_~ et tousles sous-monoides F* de X*, 05 
F c 

Selon Eggan (Eggan, 1963), U~0 (resp. U~) est l'ensemble des parties 
de "star-height" 0 (resp. n). x et y dtant deux @l@ments distincts de X, 
Eggan demande de prouver: (x*yx*y)* (~ Q~;cette question a ~t6 
r~solue par McNaughton (McNaughton, 1964) en application de m6- 
rhodes tr~s g~n6rales. Nous r6pondrons @galement £ la question de 
Eggan uu moyen de la propri6t6 suivante, dont la v@rification est le but 
de eette note. 

Propridt$: Soit (~ l'ensemble des parties F de X* telles qu'il existe un 
groupe G, un 6pimorphisme ~, de X* sur le groupe G, et une partie G1 de 
G satisfaisant 

F = ~-'GI( = /f E X* I~f E G1} = ~-l-yF 

Alors une pattie F de X* appartient £ Q1 N G si et seulement s'il existe 
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un entier naturel q tel que F soit union finie de parties de la forme 
(x~)*x~).  

On verra que le groupe G est alors ndeessairement extension d 'un 
groupe H par le groupe eyclique C~ d'ordre q, et qu'il existe un homo- 
morphisme, soit p, de X* sur Cq, pour lequel F est fermde, e'est-~-dire 
F = p-~pF. On peut remarquer en eomparant ee r6sultat avec (Dejean et 
Schfitzenberger, 1966), que si q = 2 h le m~me groupe C~ (groupe additif 
des entiers modulo q) fournit, suivant l'homomorphisme de (x, y)* sur 
Cq ehoisi, un noyau appartenant £ Q~ (si l 'on pose -yx = -yy = 1), ou un 
noyau appartenant £ Q~ (si 7x = - ~ y  = 1); ainsi la "star-height" d'une 
partie F fermde pour un homomorphisme sur un groupe donnd ddpend 
essentiellement de eet homomorphisme. 

D'autre  part, rappelons que si F est une partie fermde par un homo- 
morphisme dans un mono~de fini, la eomplexitd des sous-groupes de ee 
monoide ne semble pas en relation avec la "star-height" de F: ainsi 
(Schiitzenberger, 1965) Q1 contient des parties fermdes par un homo- 
morphisme dans un monoide eontenant des sous-groupes arbitrairement 
complexes; par eontre Eggan (Eggan, 1963) eonstruit une famille d'en- 
sembles de "star-height" croissant inddfiniment, et pourtant  fermds par 
des homomorphismes dans des monoides n 'ayant  que des sous-groupes 
triviaux (Schiitzenberger, 1965). 

Remarques: (a) Considdrons plus gdndralement un homomorphisme 
dans un mono~de qui soit union d 'un groupe G e t  d 'un zdro notd 0, 
(avee Va g 0g = gO = 00 = 0) at supposons que F fl 7-10 # ¢. Y est 
union d'une partie F '  telle qu'il existe un groupe Get  un homomorphisme 

de J£'* dans G satisfaisant ~7-1ffF ' = F' ,  et d'une partie ~/-10 = 2~*Xo 2~* 
o~ J2 ddsigne l'ensemble {x E X I X*xX* n F ~ 4} 

xo  = {x ~ 2 1 ~ x  = 01 

et 2 '  = Ix ~ 21X*xX*  n f '  ~ ¢} = 2~X0 

Considdrons en effet un mot f0 de F tel que ~'f0 = 0, et dont aueun fae- 
teur gauche ou droit n'est nul (c'est-~-dire tel que son image par 7 soit 
0). (On peut obtenir un tel mot k partir d 'un m o t f  queleonque de ~-~0, 
en prenant le plus petit facteur gauche nul de f, soit g~, puis le plus 
petit facteur droit nul de gl ,  soit f0 ; f0 n 'a par hypothbse aucun faeteur 
droit propre nul; et s'il avait un faeteur gaucho fo' nul, g~ = g~e0 = 
g~'fJfo 'p aurait dgalement un facteur gauche g~'fo' nul, ee qui est eontraire 

l'hypothgse.) Donc f0 eat tel que 7f0 = 0, et qu'aueun de ses facteurs 
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gauches ou droits propres ne v6rifie la m~me relation. Si f0 n 'est  pas 
r~duit g une lettre, 

3f~ 3f2 f~ # fo A # fo f~fe = fo 

D'apr~s  l 'hypoth~se, Tfl et Tf2 sont diffdrents de 0, ils appart iennent  
done ~ G; G dtant un troupe,  leur produit  "Yflf2 appart icnt  aussi g G, ce 
qui contredit  l 'hypoth~se que ~/f0 = ~/fif2 = O. 

f0 se r~duit donc £ une lettre. Pa r  cons6quent, si TX* contient 0, TX 
contient 0, et tout  mot  f tel que Tf = 0 contient au moins une lettre x 
telle que TX = 0 (soit une lettre de X0). 

Comme rdciproquement il est clair que tout  mot  f contenant  au moins 
une lettre x de X0 v~rifie Tf = 0, on a bien T-10 = X*X0:~ 7.. 

Soit alors ~ r  l 'ensemble des lettres apparaissant  dans les mots  de 
F t - 1  r = ~, ~ F ,  et soit ~7 la restriction de T g 2 ' * :  ~ est un homomorphisme 

_ - - 1 _  ! 
de 2 ~* dans G, tel que F ~ = T-:TF ! = T TF • 

(b)  Remarquons  maintenant  que l 'on ne peut  remplacer dans la d& 
fin]tion de G le terme @imorphisme par  le terme homomorphisme sans 
introduire d 'autres  restrictions, comme le montre  l 'exemple obtenu en 
prenant  pour y un monomorphisme de X* dans le groupe libre engendr~ 
par  X:  il est toujours possible d'6tablir  un tel monomorphisme,  et route 
partie F de X* poss~de la propri~t~ de fermeture F = T-1VE pour l 'ho- 
momorphisme % 

Notons que l 'on pourrai t  se dispenser de l 'hypoth~se de surjectivit~ 
en faisant des hypotheses de finitude sur G ou sur T (par  exemple que 
tous Ies ~i~ments Tf(f C X*) soient d 'ordre fin]). En  effet si G est fin], 
l ' image par  T d 'un  sous-monoide quelconque A* de X* (et  en parti-  
culler de X* ln]-m~me) est un sous-groupe de G. En  effet, soit a un 
51~ment quelconque de A*. La suite ya, Ta 2, ya  a, • • • ya  ~, • • • des puis- 
sances de ya  n 'a  qu 'un  hombre fin] d'~l~ments distincts. II  existe done 
deux exposants m e t  n (avec par  exemple m > n) tels que 

.),(a TM) = - y ( a  ") = (.ya)m = (Ta) ~. 

G gtant ungroupe,  ceci dquivaut h (~/a) m-~ = Te = ~/(a . . . .  ). 
7a  admet  done ya  m-~-1 comme inverse. Tou t  614ment du sous- 

• 
monoide TA* admet tan t  un reverse dans TA , et l'61~ment neutre me ap- 
par tenant  g TA* puisque e appartxent a A , TA est un sous -groupe de G. 

On peut  donc alors se restreindre, en prenant  pour G le sous- 
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groupe ~/X*, au cas off 3' est un homomorphisme sur un groupe, ce que 
nous supposerons d6sormais. 

VITRIFICATION DE LA PROPRI]~Tt~ 

Soit une patt ie F 616merit de (~ n G: F appartenant  ~ (~1, est, par 
d6finition, de la forme 

U I-[ ~ B* 

off A~ appartient ~ ~0 U I e}, et Bij appartient ~ Q0, donc 
U~j (A~j U B~) [-I X F X  * = ~b pour un certain entier p. 

Nous montrerons successivement que: 
- - l ' on  peut  se ramener sans perte de g6n6ralit6 au cas off G e t  X sont 
finis. 
- - i l  existe un couple d'indiees (i~, j~) et un sous-groupe H~ de G satis- 
faisant 

B* X* X* B* . "~ ~1~.~ = H~ et = If ~ t X * f X  * f~ ~171 ~z~ ¢} 

-- l 'ensemble minimal U des g6n6rateurs de 7-~ H~, formant un code 
bipr6fixe fini complet tel que le mono~de syntactique associ6 ~ U* soit 
un groupe, est n6cessairement de la forme U = X ~, ce qui conduit au 
r6sultat. 

1. Le th6or~me de Kleene 6quivaut ~ l'assertion suivante, que nous 
utiliserons sans d6monstration: "Soit F de "star-height" finie. I1 existe 
un homomorphisme ~ de X* sur un monoide quotient fini ~X* (dit  
mono~de syntaetique de F)  tel que ~ - ~ F  = F et que pX* soit image 
homomorphe de tout  monogde x X* image de X* par un holnomorphisme 

satisfaisant la condition ¢71~F = F ."  On rappelle que ~ est d6fini 
par la condition suivante (Teissier 1951): 2 

V f V f '  C X*~,f = ~f'¢:, (Vf l ,  f~ -~ X*fiff2 ~ F ~=~ fif'f2 C F).  

En particulier le groupe G = "yX* admet pour image homomorphe le 
mono~'de syntactique q~X*. ¢X*, image homomorphe d 'un groupe, est 

1 I I  d6signe ici l'op6ration produit de concat6nation. 
2 Dans la suite, de nombreux expos6s de la question ont 6t6 donn6s sous des 

formes vari6es; ~ l'intention des lecteurs de langue anglaise, citons par exemple 
(Rabin et Scott, 1959). 
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lui aussi un groupe. I1 est d 'aut re  part ,  on l 'a vu, fini. I1 nous sufSra donc 
d~sormais de v~rifier la propri6t6 en supposant le groupe G fini (en 
prenant  sinon pour groupe le mono~'de syntactique ~X* et pour homo- 
morphisme e) .  

~X* dtant fini, ~ d6termine une parti t ion de X en un nombre fini de 
classes, y , ,  y=, • • . y , ,  telles que deux lettres quelconques x et x '  de X 
appart iennent  t~ une m~me classe y~ si et seulement si ~x = ~x', soit 

Vf~, f~ ~ X* f~xf~ ~ F ¢:vJ'~xtf~ ~ F 

c'est-~-dire que l 'on peut  sans modifier F, remplacer chaque occurrence 
d 'une lettre x dans une expression de F, par  ]a ]ettre y~ d~signant ]a 
partie de X classe d'6quivalence de x. (Ceci revient £ dire que l 'homo- 
morphisme p de X* sur Y* --- {y~, y~, • • • y~}* d6fini par  px = y~ v~rifie 
p-~pF -= F.) En fait seuls les symboles y~ interviennent donc clans la 
donnge de F (qui peut 4tre considdrde comme une patt ie de "~*), et de 
l 'dpimorphisme ~; et ] 'hypoth~se: il existe un homomorphisme ~ de 
X* sur un groupe fini ~X* tel que F -- q~-~F peut  s'~crire: il existe un 
homomorphisme ~ de Y* sur un groupe ~1 Y*( = ~X*) tel que F = 
~ - ~ F .  

Pour  simplifier l'dnonc~, nous supposerons donc d~sormais X fini. 

2. ]l existe un couple d'indices (il ,  jl), tels que: 

x* If E x* Ix*/x* n B *  = ,,~ # ezl 

En effet, vdrifions d 'abord que 

Vf  E X* X*fX* N F # ~. (1) 

G 6taut un groupe, Vf  C X* 3 a E G ('yf) cL E "yF c G. Or 
est surjectif; donc il existe dans X* un mot  g dong I ' image par  7 est a. 

Vf  3g "Y(fg) C 7F 

e tcomme~/- l "yF = F, ceci en t ra ine fg  C F. Donc fX* N F # ¢, et a 
fortiori X ' f  X* n F # ¢~. 

Soient maintenant  k l ,  k2, - - .  kt (t = I X  l *) les roots de longueur k. 
D'apr~s (1),  f = (klk2 . - -  k~) ~(p+2) est facteur d 'un mot  de F: donc 

3Ni E N 3x,  E g, gtgfg t = a~b~ .- .  a~,,b~ (a~j E A~i, b~ E B~*) 

• z(f) <-_ z(gfg') = Z + <= pm + 
J J J 
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Soit 

l(b~j) >= l ( f )  - -  p m  = mt~t(p + 2) -- m p  
j = l  

= m]c(t -}- 1) -}- m k t ( p  --}- 1) - -  m p  --  m k  

2rt 

l(b~) > mk(t + 1) 
i = 1  

Done l'ml au moins des b~j a Iongueur au moins (t ~- 1)k, done contient 
un facteur de la forme: cl¢ilc~+l . . .  ]ctkl . . .  lc~_~c'. Par consequent, quel 
que soit It, il existe un couple i, j tel que tousles  roots de longueur/c 
soient facteurs d 'un m~me mot de B*- done afor t ior i  soient chacun 
facteur d 'un mot de B*- 

Soit t3~ l 'un des B~-j tels que tousles roots de longueur/c soient facteurs 
d 'un mot de B*-~ (done tels que tous les  roots de longueur au plus ]~ 
soient facteurs d 'un mot de B*~-). 

Les B~j ~tant en nombre fini, Fun d'eux au moins, soit B ,  obtenu pour 
le couple d'indices (il ,j~) apparait une infinit~ de fois dans la suite/3~. 
Tout  mot arbitrairement long de X* est done facteur d 'un mot de B*, et 

X* = {f ~ X* 1X*fX* I'l B* # ¢} (2) 

3. Nous avons vu que G ~tant un group~ " * tim, ~/B est un sous-groupe 
H1 de G. Consid~rons alors U, ensemble minimal de g~n~rateurs du sous- 
mono~de U* = ~-1(H1) de X*. (I1 est ais~ de s'assurer de l'unicit~ 
de U). 

U est un code biprgfixe (e'est-~-dire: ¢ = U N X X * U  = U n 

U X X * ) .  En effet, supposons que u et vu (resp. uv)so ien t  ~!~ments 
de U. H1 ~tant un groupe, si ~, u et "),v~,u (resp .  7uTv) sont ~l~ments de 
H I ,  il en est de m~me de ~,v. Done v C ~'-1(H1) = U*. 

Ceei signifie soit que v est lui-m~me ~16ment de U, auquel cas il y a 
contradiction entre l'hypoth~se qne U est minimal, et eelle que u, ~', et ~u 
(resp. uv)  en sont ~lSments, soit que v e s t  engendr~ par certains ~l~- 
ments de U, parmi lesquels ne peut figurer vu (resp. uv); l'ensemble 
U - {vu} (resp. U - {uv} ) engendre done v, et par consequent vu 
(resp. u v ) ;  il est done 6quivalent ~ U, ce qui contredit l 'hypothhse que 
U est minimal. U, poss~dant la proprigt~ qu'aucun de ses ~l~ments ne 
peut ~tre faeteur gauche ou droit d 'un autre 61~ment de U, est par 
d$finition un code bipr~fixe. 
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I)'autre part, U est un code eomplet, e'est-~-dire que 

Vf X*fX* N U* ~ ¢. 

En effet U* eontient B* par construction; et d'apr~s (2) 
Vf  X*fX*N B* ~ ¢ done Vf  X*fX* N U* ~ X*fX* N B* ~ 4. 

Remarquons que U est fini. En effet, B est une partie finie de U* 
d'apr~s l'hypoth~se que F appartient ~ 01 • B e s t  done engendr6 par un 
sous-ensemble fini W de U. W e s t  un code biprgfixe eomme pattie du 
code bipr~fixe U. 

D'autre part, B* c W* c U* et, d'apr~s (2) 

¢ ~ x'/x* n B* c x'/x* n w* 

Le code W e s t  donc aussi un code complet. 
Montrons qu'un code W complet, fini, pr~fixe (cgst £ dire tel que 

W N W XX*  = ¢) ne peut 8tre strietement contenu dans un autre 
code pr~fixe U (ce qui implique que U = W, done que U soit fini). 
Supposons pour cela que U\W a t  soit pas vide. Reprenant un raissoIme- 
meat de (Sehiitzenberger, 1959), consid6rons le mono~de syntactique 
M = CX* de W*. M' 6rant fini admet un idgal bilat~re minimal D 
qui d'aprbs l'hypothbse que W est complet, (e'est-~-dire que W* in- 
tersecte tousles id~aux bilat~res de X*) a une intersection non vide avec 
~W*. Soit alors q 6 ¢-l(~bW* N D). q appartient £ W* et ~bq appartient 

D. D ~taat(Clifford et Preston 1961) union d'id~aux ~ droite mini- 
maux R~., ~bq appartient £ l'un d'eux, soit R h ,  et 

Wf C X* 3f '  C X* (¢qCf)~f' = ¢Jq 

(car l'id~al ~ droite ~bqfg, X* est contenu dans l'id~al minimal CqC/X* 
= Rh donc lui est ~gal). Or Cq 6 CW*. Donc 

qff' 6 ~b-l~'W * -" W* 

West  pr~fixe: q et qff  appartenant £ W*, ff '  lui appartient n~cessaire- 
meat. Prenons en particulier f 6 U\W. On obtient alors une contradic- 
tion car W U If} ne peut ~tre un code prgfixe: en effet, s i f f  appartient 

W*, Ou bien f est facteur gauche d'un mot de W, ou bien f admet un 
mot de W pour facteur gauche. 

On a vu que U ~tant un code pr~fixe complet fini ne peut ~tre stricte- 
meat inclus dans un autre code pr~fixe. Ceci implique que les ensembles: 

S = X* - UX* : 

et ,S' = {f l f X Z *  N U ~ ep} 
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soient eonfondus. En  effet, U @taut un code pr@fixe, S' est eontenu dans 
S. D 'aut re  part,  s'il existait un @l@ment s de S qui ne soit pas ~l~ment 
de S', ee mot  s, n 'ayant  pas de facteur gauche darts U, et n '~tant pas 
faeteur gauche d 'un mot de U, pourrait  ~tre adjoint ~ U pour con- 
stituer un nouveau code pr6fixe, en contradiction avee l 'hypothbse. 

Done S = S', et 

Ys ~ S U* N sX* ~ U N sX* ¢ ,~ (3) 

Enfin le monoi'de syntactique M = t~X* associ~ ~ U* est un groupe: 
en effet, puisque "F~3,U * = U*, M est, d'aprbs la remarque faite en §1), 
image homomorphe du monoide 7X* = G; celui-ci ~tant un groupe, il 
en est de mSme de M. 

4. Or dans (Sehiitzenberger, 1961) il est d~montr~ sous une ter- 
minologie un peu diff~rente, que si, comme U, un code est biprSfixe, fini, 
tel que le mono~de symtaetique assoei~ £ U* soit un groupe (fiN), et tel 
que, pour tout  ~lgment s de S = X* - U X * ,  on air 

U* N sX* D U M xX* ~ ¢~, 

ee code est ndeessairement form~ de l'ensemble X ~ des roots de ]ongueur 
donn6e kl. 

Afin d'6tre eomplet, nous reproduisons iei la d~monstration. Soit a un 
616ment de longueur maximale de U. Si la longueur l a t de a est 1 
l 'hypoth~se que tout  dldment s de S est faeteur gauche d'un dldment de 
U implique que U, pattie de X, soit 6gale ~ X. 

Supposons done I a I > 2, soit a = sxx' (x, x' ~ X) .  U ~tant un code 
bi-pr~fixe, aueun faeteur gauche propre de a n 'appart ient  ~ U, done 
sx C S = X* - UX*; pour tout  61dment x" de X, sxx" ~ S U U, done 
sxx"X* R U ~ ¢. D'apr~s l 'hypothgse de la maximMit~ d e  I a I, ceci 
• * , I  • X f !  lmphque que sxx C U pour tout 61ement de X. Tousles 61~ments 
px de #X appartmnnent done a la meme elasse ~ gauche (psx)-~l~U * 
modulo le sous-groupe ~U* de M. Ceei entrMne qu'on ne peut avoir 
sx" C U pour aueun N6ment x" de X. De mSme que pr~e~demment, il 
en rgsulte que sx"x" ~ U quels que soient x" et x ' .  On a done prouv6 
que si l a l  = 2, U = X 2. 

Si I a I >= 3, on peut  reprendre le raisonnement en posant s = s'y 
(y E X ) ;  en utilisant le fair que, quels que soient x" et x , px x 
appartient $ la classe K gauche,, (gs)-itL U*, on montre que s'x"x" ne peug 
appartenir & U pour aueun x , x , pmsque s'yx n'appart ient  pas £ U. 

f !  , '~'t .~Ptl On en d~duit grace ~ l 'hypoth~se de la maximalit~ de ] a I, que s'x x x 
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est dIgment de U, quels que soient x", x" ,  x " ,  ce qui ddmontre que 
U = X  ~si!al  = 3 ; s i  l a l  > 3, l a l  grant fini, une simplergcurrence 
donne le r~sultat. 

Done-r-~(H~) = U * =  (X~)  * (4) 

5. Montrons que eeci entralne que H~ est un sous-groupe normal 
(dventuellement corffondu avee G), c'est-£-dire que 

Vg ~ G gHlg -~ ~ H~ 

~/6rant surjeetif, on peut remplacer cette condition par 

V f  C X*  (~ff)Hl(yf) -~ C H1 ou 7f(Xkl)*('yf) -1 C y(X"I)  * 

Soit f u n  mot  de (X~I)*X r. (0 ~ r < ks). fk~ C (Xk~) *, done ~,f~l a u n  
inverse, soit ~,g, dans le sous-groupe ~/(X~) *, et ~,f admet .yfk,-~g pour 
inverse. 

Done 3,f3,( X ~  ) * (Tf)-~ = ,,/(f( X~' ) *f~-lg ) c ,¥( Xk'  ) * 
et HI = "r( X ~ )  * est un sous-groupe normal. 

Montrons que la relation d'~quivalence associ~e ~ Ht  dans G induit sur 
X* par % les mgmes classes que la relation "avoir m~me longueur 
modulo lot". D'aprgs la relation ~/?1 C HI,  ~Yf appartient ~ la classe 
HI .  (~/f~-l)-~. Dire que "yf et ~,g sont 6quivalents rood. H1,  c'est dire 
que  -yg appartient aussi £ H~(3,fkl-~) -' ,  soit 3' gf~l-~ C H~, soit encore 
d'apr~s (4), gfk~-I E (Xk~) *, ou 

1 ~ - ~  ,r (YJ ) -~ 0 mod. ~i ,  l(g) -- l(f)  --~ 0 rood. kl .  

:Le groupe quotient G/H1 est done isomorphe au groupe eyclique 
additif Ck~ des entiers modulo/01. 

= . A * A * '6,: De F (J ]-[ ~.iBcj ~ ] ~  hjB¢~ on d~duit 
i $ i 

"yF D ~ / ( I I  AhiB*xy) -- ~'(AhlB*~I "'" A q h ) H f ~ ( d h h + ~ " "  Ah,~B*x,,). 
" : ] 

H~ ~tant un sous-groupe normal de G = .~X*, V g ~ G gill = H~g; 
B *  * en par~iculier, ~,(Ah~ ql --- Aqh)H~ ' (Aqh+~ " "  Bqm) peut s'6crire 

. . .  . B :~ Hi~'(Aq~ A q h A q h + l  "" h~) ,  d'ofi, si G~ d~signe la partie ~,(Ahl 
: • A h h A q h + l  . ; .  B~*m) de G =  ~/X*, 
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"yF ~ ~Y(~L A~ljB~ls) = HIC~ = [Jo~al I:[lg et 

~/-15,F -- F ~ ~./-~(HIGi) = -i[ U Hlg] = (J "y-:(Hlg) = El. 
gE (71 gE (71 

Si F = F , ,  la propri6td est dgmontr~e car on a vu prdc~demment que 
3,-~(H:g) est dans X* une classe d'dquivaIence de la relation "avoir m6me 

.y (H,g) = (Xkl)*X 'l'g off l,,, d6signe ]a longueur rood. kl": donc -2 
longueur rood kl des mots de ~,-~g; et F, = Uge(71(Xkl)*X '1'~. 

Sinon, consid6rons la patt ie F~' de F obtenue en supprimant dans 
l'expression U~ I~ jA , jB*  de F l e  produit  I~jA,ljB*li ; F/  est un 
616ment de (~, non confondu avec F (sinon le produit  I~J  A~I~B*lJ 
aurait pu 6tre pr6alablement supprim6 de 1'expression de F) .  D 'aut re  
part,  comme F, = ~'-~( X~L " A~liB,IJ)* = I~J AII~B$1~, El' contient 
F\F~ car El D F~I jA , l jB~l j  ~ F\FI. 

F\F~ ~ta~t fermde par ~, pnisqu'il en est ainsi de F et F~, on peut, de 
m~me qu'en §2 en conclure que 

V f C X* X*fX* N (F\F~) ~ ¢ 

donc a fortiori que 

Vf C X* X*fX* n El  ~ X*fX* n (F\F~) ~ 

On peut  alors reprendre sur F~ ~ un r~isonnement analogue £ celui 
effectu~ sur F, d'ofi l 'on dddnit l'existence d 'un couple d'indices (i~, 
j2) tel que 

Vf ~ X* X*fX* f'l * B~i~ ~ 

B* ~j~ 6tant un sous-groupe normal H~ de G, tel que~-~(H~) = (X~)  *. 
B* = B* 7( ~ j A ~ j  ~j) ~ / ( A I ~ I  i~t . . . . . .  A~:¢:)H~'y(A,~+t Ai2mB~:m) 

= H~G2 ~ 7F" 
--1 Donc ~, (H~G~) ~ ~/-~'~F = F. 

Soit alors F~ = F1 (J ~/-~. (H~G2). 3 
Si Fe n'est pas confondu avec F, le raisonnement fair sur F~' peut 

~tre repris sur la partie F~' obtenue en supprimant dans l'expression de 
F~' le produit  X-L A~B*~ (F2' se d~dnit de F par suppression de deux 
termes).  F ~tant union d 'un hombre fini n de tels produits, au bout de 

Le couple (i~:) est ndcessairement distinct de (i~jO, puisque: l'on a exclu ]e 
terme ~ A~ii.B~ . I1 se peut cependant que B ~  = B~i~ et m~me que F~ = F~ . 
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n ~tapes au plus on obtient (pour tm entier j =< n) 

F F+ = U U -~ = ~ ( H , g ) =  U U ( X k ~ ) * X  ~''o 
l<=t<_j gE6 t l~t<_.i gEGt 

soit , el/ pos~nt, : q = ppcmt  kt q ~ ktht ~]t. 

' F =  O(X~:~:)*(le} U X  ~ O X e n ' . . .  UX~(~-')[ U X ~"~] 
i<=t<=j gear 

= ( X ~ ) ~ [ U X  ~ ] o ~ 0 < s ~ c s ~ . + ~ < q -  1 

~ App l i ca t ion :  Pour l'ensemble E = (x*yx*y )*  consider6 par Eggan et 
McNaughton, posons: ?e = 7x  = ~,y~ ~ ?y. A]ors : 

: : K = ~/-~.ye = .y-~.yK = (x*yx*y )*x*  = Ex*  

Si E ~tMt ~l~ment de Q~, K = E x *  appartiendrMt aussi A Q~, 
ce qui est impossible d'apr~s notre r~sult~t. 

RECEIVED: April 4, 1966; revised: May  31, 1966 

Je  remercie Monsieur le Professeur M. P. Schfltzenberger qui m'a  propos~ ce 
sujet  et m 'a  aid~e par de pr~cieuses indications. : 
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