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Une Propriété de Certaines Parties d’'un Monoide Libre

Frangoise Drrman

Cenire de Calcul de la Maison des Sciences de ’Homme, Paris, France

Une propriété de certaines parties d’un monoide libre permet de ré-
pondre 4 une question posée par HEggan.

INTRODUCTION

Soit X™ Ie monoide libre d’élément neutre e engendré par un ensemble
fixe X. Pour toute famille Q de parties de X*, on note Q le gerbier
engendré par Q, c¢’est-a-dire (Dubreil-Jacotin, Lesieur, Croisot, 1953) la
plus petite famille Q’ de parties de X™* qui contienne Q, et qui soit telle
que A, A" € Q" entraine

4U4 e
et AA'(={flfeX",AficA,AfcA,f=5f}) €qQ

En particulier, on note Q, (resp. Q,) le gerbier engendré par toutes les
parties de X (resp. par Q,.: et tous les sous-monoides F* de X*, ou
F 6 Qn—l)- - -

Selon Eggan (Eggan, 1963), Q. (resp. Q.) est 'ensemble des parties
de “star-height” O (resp. n). z et y étant deux éléments distinets de X,
Eggan demande de prouver: (zFyx** ¢ Qy ; cette question a été
résolue par McNaughton (MecNaughton, 1964) en application de mé-
thodes trés générales. Nous répondrons également 4 la question de
Eggan au moyen de la propriété suivante, dont la vérification est le but
de cette note.

Propriété: Soit G Pensemble des parties F de X™ telles qu’il existe un
groupe (7, un épimorphisme y de X* sur le groupe @, et une partie Gy de
@ satisfaisant

F=a'G(={fc X*|vf€ G} =+ yF

Alors une partie F de X™ appartient & Q; N G si et seulement ’il existe
434
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un entier naturel ¢ tel que F soit union finie de parties de la forme
(X9*X).

On verra que le groupe @ est alors nécessairement extension d’un
groupe H par le groupe cyclique C, d’ordre ¢, et qu’il existe un homo-
morphisme, soit p, de X * sur C,, pour lequel F est fermée, c’est-i-dire
F = p'pF. On peut remarquer en comparant ce résultat avec (Dejean et
Schiitzenberger, 1966), que si ¢ = 2" le méme groupe €, (groupe additif
des entiers modulo ¢) fournit, suivant ’homomorphisme de (z, y)* sur
C, choisi, un noyau appartenant & Q; (si Ponpose vz = vy = 1), ou un
noyau appartenantd Qy (sivx = —yy = 1); ainsi la “star-height”’ d’une
partie I fermée pour un homomorphisme sur un groupe donné dépend
essentiellement de cet homomorphisme.

D’autre part, rappelons que si F est une partie fermée par un homo-
morphisme dans un monoide fini, la complexité des sous-groupes de ce
monoide ne semble pas en relation avec la “star-height” de F: ainsi
(Schiitzenberger, 1965) Q; contient des parties fermées par un homo-
morphisme dans un monoide contenant des sous-groupes arbitrairement
complexes; par contre Eggan (Eggan, 1963) construit une famille d’en-
sembles de “star-height’”’ croissant indéfiniment, et pourtant fermés par
des homomorphismes dans des monoides n’ayant que des sous-groupes
triviaux (Schiitzenberger, 1965).

Eemarques: (a) Considérons plus généralement un homomorphisme
dans un monoide qui soit union d’un groupe @ et d’un zéro noté 0,
(avec Yo g Og = g0 = 00 = 0) et supposons que F 1y7'0 = ¢, F est
union d’une partie F’ telle qu'il existe un groupe G et un homomorphisme
7 de X dans G satisfaisant 7 '7F' = F’, et d’une partiey™0 = X*X, X*
ott X désigne Pensemble {x € X | X X N F 5 ¢}

Xo={zcX|yz =0}
et X' ={zcX|X%X*NF = ¢ = X\X,

Considérons en effet un mot f, de F tel que vf; = 0, et dont aucun fac-
teur gauche ou droit n’est nul (c’est-a-dire tel que son image par v soit
0). (On peut obtenir un tel mot & partir d’un mot f quelconque de 70,
en prenant le plus petit facteur gauche nul de f, soit g, puis le plus
petit facteur droit nul de g1, soit f, ; fo n’a par hypothése aucun facteur
droit propre nul; et s’il avait un facteur gauche fo' nul, g1 = ¢/fo =
g/fofo” aurait également un facteur gauche g;'fy’ nul, ce qui est contraire
a Phypothese.) Done fy est tel que vfo = 0, et qu’aucun de ses facteurs
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gauches ou droits propres ne vérifie la méme relation. Si f, n’est pas
réduit & une lettre,

3 3, fLFEH fiFEh S =1

D’aprés Uhypothése, vfi et vf> sont différents de 0, ils appartiennent
done & G; G étant un groupe, leur produit vfifs appartient aussi & @, ce
qui contredit Phypothese que vy = ¥fife = 0.

fo se réduit donc & une lettre. Par conséquent, si yX™ contient 0, vX
contient 0, et tout mot f tel que vf = 0 contient au moins une lettre x
telle que vz = 0 (soit une lettre de X,).

Comme réeiproquement il est clair que tout mot f contenant au moins
une lettre  de X, vérifie yf = 0, on a bien v7'0 = X*X,X*,

Soit alors X’ l’ensemble des lettres apparaissant dans les mots de
F' = y7'WF', et soit ¥ 1a restriction dey & X ™. 7 est un homomorphisme
de X' dans G, tel que F/' = v yF' = .

(b) Remarquons maintenant que 'on ne peut remplacer dans la dé-
finition de G le terme épimorphisme par le terme homomorphisme sans
introduire d’autres restrictions, comme le montre Pexemple obtenu en
prenant pour v un monomorphisme de X * dans le groupe libre engendré
par X : il est toujours possible d’établir un tel monomorphisme, et toute
partie ¥ de X posséde la propriété de fermeture F = v 'yF pour I’ho-
momorphisme 7.

Notons que I'on pourrait se dispenser de Phypothese de surjectivité
en faisant des hypothdses de finitude sur G ou sur v (par exemple que
tous les éléments vf(f € X™) soient d’ordre fini). En effet si @ est fini,
I’image par vy d’un sous-monoide quelconque A* de X™ (et en parti-
culier de X lui-méme) est un sous-groupe de G. En effet, soit a un
élément quelconque de A*. La suite va, va’, vad, - - - va®, - - - des puis-
sances de va n’a qu'un nombre fini d’éléments distincts. Il existe done
deux exposants m et n (avec par exemple m > n) tels que

y(@") =y(@") = (va)" = (va)".

G étant un groupe, ceci équivaut & (ya)™ " = ye = y(a”™ ).

va admet donc ye™ ™ comme inverse. Tout élément du sous-
monoide yA* admettant un inverse dans yA*, et Pélément neutre ye ap-
partenanta yA™ puisque e appartient a A% yA* estun sous -groupe de G.

On peut donc alors se restreindre, en prenant pour G le sous-
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L] N «
groupe vX , au cas ol v est un homomorphisme sur un groupe, ce que
nous supposerons désormais.

VERIFICATION DE LA PROPRIETE

Soit une partie F élément de Q; N G: F appartenant & Q;, est, par

définition, de la forme
1<ign 1ZjiZm

ott A appartient & Qo U {e}, et B.; appartient & Q,, done
Ui (A U Byy) N XTX™ = ¢ pour un certain entier p.

Nous montrerons successivement que:
—V’on peut se ramener sans perte de généralité au cas olt G et X sont
finis.
—il existe un couple d’indices (7, 71) et un sous-groupe H; de @ satis-
faisant

'YB;FNE = H; et X* = {f € X* [ X*fX* nBTu’z = ¢}

—J’ensemble minimal U des générateurs de v H; , formant un code
bipréfixe fini complet tel que le monoide syntactique associé & U™ soit
un groupe, est nécessairement de la forme U = X*', ce qui conduit au
résultat.

1. Le théoréme de Kleene équivaut & lassertion suivante, que nous
utiliserons sans démonstration: “Soit F de “star-height’” finie. Il existe
un homomorphisme ¢ de X™ sur un monoide quotient fini pX* (dit
monoide syntactique de F) tel que ¢ 'oF = F et que X soit image
homomorphe de tout monoide x X image de X* par un homomorphisme
¢ satisfaisant la condition ¢y YF = F.” On rappelle que ¢ est défini
par la condition suivante (Teissier 1951):

VIVS € X'of = of' s (Vfi, /s € X'hffs € F = fif f2 € F).

En particulier le groupe G = vX* admet pour image homomorphe le
monoide syntactique eX™. oX¥ image homomorphe d’un groupe, est

1 TT désigne ici opération produit de coneaténation.

? Dans la suite, de nombreux exposés de la question ont été donnés sous des
formes variées; & l'intention des lecteurs de langue anglaise, citons par exemple
(Rabin et Scott, 1959).
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lui aussi un groupe. Il est d’autre part, on I’a vu, fini. Il nous suffira donc
désormais de vérifier la propriété en supposant le groupe @ fini (en
prenant sinon pour groupe le monoide syntactique X et pour homo-
morphisme ¢).

eX* étant fini, ¢ détermine une partition de X en un nombre fini de
classes, y1, ¥z, - - - ¥s , telles que deux lettres quelconques = et ' de X
appartiennent & une méme classe y; si et seulement si ¢x = ¢z, soit

Vi, h€XY fafhcFefafhcF

¢’est-a-dire que 'on peut sans modifier ¥, remplacer chaque occurrence
d’une lettre  dans une expression de F, par la lettre y; désignant la
partie de X classe d’équivalence de x. (Ceci revient & dire que I’homo-
morphisme p de X* sur Y* = {5, 2, - - .} défini par px = y,; vérifie
p 'pF = F.) En fait seuls les symboles y; interviennent done dans la
donnée de F (qui peut étre considérée comme une partie de ¥*), et de
Pépimorphisme ¢; et ’hypothése: il existe un homomorphisme ¢ de
X™ sur un groupe fini oX™ tel que F = ¢ 'oF peut s’écrire: il existe un
homomorphisme @ de Y™ sur un groupe @ Y*(= oX*) tel que F =
& @F.
Pour simplifier ’énoncé, nous supposerons done désormais X fini.

2. 1l existe un couple d’indices (4, j1), tels que:
X' = {f € X*| X¥X* N B}, # ¢
En effet, vérifions d’abord que
Ve X* X%X*NF =4 (1)
G étant un groupe, Vf € X* da ¢ G (vf) @« € vF C G. Or v
est surjectif; done il existe dans X* un mot g dont Pimage par v est a.

Vi  Hg ~(fg) €~F

et comme v 'yF = F, ceci entraine fg € F.Done fX* N F = ¢, et a
fortiori X™fX*NF 5 ¢.

Soient maintenant ki, ks, - -+ ks (f = | X |*) les mots de longueur k.
Dapres (1), f = (ks - - - k) ™1 est facteur d’un mot de F: done

dAyi € N dx» Gg,g'gfg' = Qb+ * Ginbim (@i € Aij, b € B;kj)
UP) = Ual') = 2 Uaw) + 2Ubs) < pm+ 20 U(b:s)
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Soit
2 10s) 2 1) — i = mii(p + 2) — mp
= mk{t + 1) + mht(p + 1) — mp — mk

_Z:Kbﬁ) = mk(t+ 1)

Donc Pun au moins des b;; a longueur au moins (¢ + 1)k, done contient
un facteur de la forme: cke;r - - - kior - - - kesc’. Par conséquent, quel
que soit k, il existe un couple z, 7 tel que tous les mots de longueur k
solent facteurs d’un méme mot de BY;, done a fortiori soient chacun
facteur d’un mot de B} .

Soit 8 'un des B;; tels que tous les mots de longueur % soient facteurs
d’un mot de B¥; (donc tels que tous les mots de longueur au plus &
soient facteurs d’un mot de Bjy).

Les B;; étant en nombre fini, 'un d’eux au moins, soit B, obtenu pour
le couple d’indices (7 ,j1) apparait une infinité de fois dans la suite 8 .
Tout, mot arbitrairement long de X™ est donc facteur d’un mot de B*, et

X* = {fe X* | XX N B* = ¢} (2)

3. Nous avons vu que @ étant un groupé fini, vB* est un sous-groupe
H; de G. Considérons alors U, ensemble minimal de générateurs du sous-
monoide U* = v7'(Hy) de X* (Il est aisé de s’assurer de P'unicité
de U).

U est un code bipréfixe (cest-d-dire: ¢ = U N XX*U = U N
UXX™). En effet, supposons que % et vu (resp. wv) soient éléments
de U. Hy étant un groupe, si v u et yoyu (resp. yuyv) sont éléments de
H; ,il en est de méme de yv. Doncv € v (Hy) = U™,

Ceci signifie soit que v est lui-méme élément de U, auquel cas il y a
contradiction entre ’hypothése que U est minimal, et celle que w, v, et vu
(resp. uv) en sont éléments, soit que v est engendré par certains éié-
ments de U, parmi lesquels ne peut figurer vu (resp. wv); Pensemble
U — {vu} (resp. U — {w}) engendre donc v, et par conséquent vu
(resp. uv); il est done équivalent & U, ce qui contredit }’hypothese que
U est minimal. U, possédant la propriété quw’aucun de ses éléments ne
peut &tre facteur gauche ou droit d’un autre élément de U, est par
définition un code bipréfixe.
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D’autre part, U est un code complet, ¢’est-3-dire que
Vi XMXTNU* =g

En effet U* contient B* par construction; et d’aprés (2)
Y X*X*N B* # ¢ done W/ XfX* N U* D X*X* N B* = ¢.

Remarquons que U est fini. En effet, B est une partie finie de U™
d’aprés Phypothese que F appartient & Q; . B est done engendré par un
sous-ensemble fini W de U. W est un code bipréfixe comme partie du
code bipréfixe U.

D’autre part, B* < W* < U™ et, d’aprés (2)

¢ = XX*NB* c X*x*nw*
Le code W est donc aussi un code complet.

Montrons qu’un code W complet, fini, préfixe (cést & dire tel que
W 0 WXX* = ¢) ne peut étre strictement contenu dans un autre
code préfixe U (ce qui implique que U = W, done que U soit fini).
Supposons pour cela que U\W ne soit pas vide. Reprenant un raissonne-
ment de (Schiitzenberger, 1959), considérons le monoide syntactique
M = yX* de W* M’ étant fini admet un idéal bilatére minimal D
qui d’aprés Phypothése que W est complet, (c’est-a-dire que W* in-
tersecte tous les idéaux bilateres de X™) a une intersection non vide avec
YW*. Soit alors ¢ € v (yW* N D). g appartient & W™ et Yq appartient
a D. D étant(Clifford et Preston 1961) union d’idéaux 3 droite mini-

a

maux RB;, yq appartient & l'un d’eux, soit R;, , et
VieX* 3feX®  (a =g
(car lidéal & droite YqfyX™ est contenu dans Iidéal minimal Y X*
= R; done lui est égal). Or ¥g € YW*. Done
N of € VW = W

W est préfixe: q et qff' appartenant & W*, ' lui appartient nécessaire-
ment. Prenons en particulier f € U\W. On obtient alors une contradic-
tion car W U {f} ne peut étre un code préfixe: en effet, si ff appartient
4 W*, ou bien f est facteur gauche d’un mot de W, ou bien f admet un
mot de W pour facteur gauche.

On a vu que U étant un code préfixe complet fini ne peut étre stricte-
ment inclus dans un autre code préfixe. Ceci implique que les ensembles:

S = x* - Uvx*
et S8 = {f|/XX*NU = ¢}
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soient confondus. En effet, U étant un code préfixe, S est contenu dans

S. D’autre part, 8'il existait un élément s de S qui ne soit pas élément

de ', ce mot s, n’ayant pas de facteur gauche dans U, et n’étant pas

facteur gauche d’un mot de U, pourrait étre adjoint & U pour con-

stituer un nouveau code préfixe, en contradiction avec ’hypothése.
Done 8 = §, et

Vse 8§ UNsX* D UNsX"=¢ (3)

Enfin le monoide syntactique M = pX™ associé 3 U™ est un groupe:
en effet, puisque v U™ = U™, M est, d’aprés la remarque faite en §1),
image homomorphe du monoide vX* = G celui-ci étant un groupe, il
en est de méme de M.

4. Or dans (Schiitzenberger, 1961) il est démontré sous une ter-
minologie un peu différente, que si, comme U, un code est bipréfixe, fini,
tel que le monoide syntactique associé & U™ soit un groupe (fini), et tel
que, pour tout élément s de § = X* —UX™ on ait

U NsX* D UNaX* 5 o,

ce code est nécessairement formé de Pensemble X* des mots de longueur
donnée ky.

Afin d’&tre complet, nous reproduisons ici la démonstration. Soit a un
élément de longueur maximale de U. Si la longueur || de @ est 1
I’hypothese que tout élément s de S est facteur gauche d’un élément de
U implique que U, partie de X, soit égale & X.

Supposons done | a | Z 2, soit @ = sxx’ (z, 2’ € X). U étant un code
bi-préfixe, aucun facteur gauche propre de a n’appartient & U, done
st € 8 = X* — UX¥; pour tout lément z” de X, szz” € § U U, done
stz X* N U # ¢. D’apres 'hypothese de la maximalité de | a ], ceci
implique que szz” € U pour tout élément z” de X. Tous les éléments
pr” de pX appartiennent donc & la méme classe & gauche (usz) "wU*
modulo le sous-groupe U™ de M. Ceci entraine qu’on ne peut avoir
st” € U pour aucun élément =" de X. De meme que précédemment, il
en résulte que sz”’z” € U quels que soient z” et . On a done prouvé
que sija| =2, U = X"

Sija| = 3, on peut reprendre le raisonnement en posant s = sy
(y € X); en utilisant le fait que, quels que soient z” et :c”', u g
appartient & la classe & gauche ( us) uU on montre que sz'z"” ne peut
appartenir & U pour aucun z”, 2", puisque s'yx n’appartient pas & U,

On en déduit grice & ’hypothése de la maximalité de | a |, que §'z"z"z"’
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. s . n " ” . -
est élément de U, quels que soient ', 2", ", ce qui démontre que

U=Xsla|= étant fini, une simple récurrence
donne le résultat.
Done v (H;) = U* = (X*)* (4)

5. Montrons que ceci entralne que H; est un sous-groupe normal
(éventuellement confondu avec @), ¢’est-a-dire que

Yge @ gH.g < Hy
v étant surjectif, on peut remplacer cette condition par
VicX*  (\NH(v)7 € Hi ou yf(X*)*(f) < (X

Soit f un mot de (X*)*X". (0 £ 7 < k). f* € (X*)* donc 4™ a un

inverse, soit vg, dans le sous-groupe v(X*)*, et v/ admet v** ¢ pour

nverse.

Done yfy(X*)*(4f) ™ = v (F(X*)*7g) < v(X*)*

et Hy = v(X*)* est un sous-groupe normal.

- Montrons que la relation d’équivalence associée & H, dans G induit sur

X* par v, les mémes classes que la relation “avoir méme longueur

modulo kl”. D aprés la relation 4f*' € H,, vf appartient & la classe
Hy. ()™ Dire que vf et vg sont equlvalents mod H;, c'est dire

que vg appartlent aussi 4 Hl(vf“ Y7, soity gf** T € Hl , 80it encore

dapres (4), gf*'™ € (XY, :

Wgf"™) = O0mod. %, Ig) — I(f) = 0mod. ki .

Te groupe quotient G/H; est donc isomorphe au groupe cyclique
addltlf Cy, des entiers modulo %; .

6 De F = U I l A.g'jBij oD | I A,'”'B;'ku' on dédult
i i
7F D'Y(H Aiij:'li') = Y(A'illB::kll °c Ai1j1)H1'Y(Ai1]'1+l Ant'le .
C i

H, étant un sous-groupe normal de G = vX*, Vg€ G gH, = Hy;
en particulier, ¥(A4:1Bia - Ao ) Hey(Ayjn -+ Biim) peut séerire
Hiy(Aig -+ A«”“A““+1 <o Bfw), do, si Gy désigne la partle v(d 1
. '.Ail‘le"l?H-l -+ B nm) de G= 'YX*
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'YF 2 'Y(HJ A’UJ‘B'TIJ) = HIGI = UVEG‘1H19 et
v WF = F Oy (HG) =y [UHyg] = Uy(Hyg) = Fy.
g€ g€ Gy

SiF=F,la proprleté est démontrée car on a vu précédemment que
v (H-g) est dans X* une classe d’équivalence de la relation ‘“avoir méme
longueur mod. k;”: done v (Hyg) = (X*)*X' ou L, désigne la
longueur mod %; des mots de v—lg; et Fy = UQEGI(X"I)*X“"’.

Sinon, considérons la partie F, de F obtenue en supprimant dans
Pexpression U; [],; 4:;B de F le produit []; A4:;B%;; Fi' est un
élément de Q; non confondu avec F (sinon le produit ][], A4 iBh;
aurait pu étre préalablement supprimé de Pexpression de F). D’autre
part, comme F1 = 'Y_'Y<Hj Ai”'B:Flj) D HinljB:'klj, F1, contient
F\F, car F{' © P\]],;4.,,;BY; D F\F:.

F\F; étant fermée par v puisqu’il en est ainsi de F et Fy, on peut, de
méme qu’en §2 en conclure que

YieX* XYX*N(F\F) # ¢
done a fortiori que
VieXx*  XYX*NF o XY¥X*N(F\F) # ¢

On peut alors reprendre sur F,' un raisonnement analogue & celui
effectué sur F, d’ott Pon déduit Pexistence d’un couple d’indices (4.,
Je) tel que

VicX* XY%X*NBY;, #¢

vBY,;, étant un sous-groupe normal H; de G, tel que v N Hy) = (X*)*.
'Y( H AWBW = 'Y(Aile:'kzl e Ai212)H27(Aizjz+1 Aiszzzm

= H QGZ C ’YF . .
Donc v (HG:) € v wF = F.
Soit alors Fo = Fy Uyt (H.Gy)

Si Fy n’est pas confondu avec F, le raisonnement fait sur Fy/ peut
étre repris sur la partie F;' obtenue en supprimant dans Pexpression de
Fy 1e produit []; AWBZJ (Fy se déduit de F par suppression de deux
termes). F étant union d’un nombre fini n de tels produits, au bout de

3 Le couple (12_72) est nécessairement distinet de (¢171), puisque on a exclu le
terme H Ay B . 11 se peut cependant que By,;, = Biy;, et méme que Fy = F, .
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n étapes au plus on obtient (pour un entier j < n)

F=F;= U U v Hyg = U U (X)Xl

1<t<7 gc6; 1<¢<7 ge@y
soit, en .posant - = ppem; ke, q = ki Yt.
F=U (X’”'”) (fef UXUX™ .. UXH®T) U X0
1<t ’ gEG

= (X UX 0t 0= 5 < s S g — 1

Applzcatzon Pour V'ensemble E = (x*yx*y)* considéré par Hggan et
McNaughton posons: ve = v& = vy’ # yy. Alors

K =ye = v WK = (z%y2™y)"s* = Ex*

Si E était élément de Q,, K = Ez™ appartiendrait aussi 3 [
ce qui est impossible d’aprés notre résultat.

RecErvep: April 4, 1966; revised: May 31, 1966

Je remercie Monsieur le Professeur M. P. Schiitzenberger qui m’a proposé ce
sujet et m’a aidée par de précieuses indications. :
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