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The notion of the syntactic monoid is well known to be very important for 
formal languages, and in particular for rational languages; examples of that impor- 
tance are Kleene’s theorem, Schiitzenberger’s theorem about aperiodic monoid and 
Eilenberg’s theorem about varieties. We introduce here, for formal power series, a 
similar object: to each formal power series we associate its syntactic algebra. The 
Kleene-Schiitzenberger theorem can then be stated in the following way: a series is 
rational if and only if its syntactic algebra has finite dimension. A rational central 
series (this means that the coefficient of a word depends only on its conjugacy 
class) is a linear combination of characters if and only if its syntactic algebra is 
semisimple. Fatou properties of rational series in one variable are extended to series 
in several variables and a special case of the rationality of the Hadamard quotient 
of two series is positively answered. The correspondence between pseudovarieties of 
finite monoids and varieties of rational languages, as studied by Eilenberg, is 
extended between pseudovarieties of finite dimensional algebras and varieties of 
rational series. We study different kinds of varieties that are defined by closure 
properties and prove a theorem similar to Schiitzenberger’s theorem on aperiodic 
monoids. 

On connait I’importance de la notion de mono’ide syntactique pour les 
langages formels et en particulier pour les langages rationnels comme 
I’illustrent le theoreme de Kleene, le theoreme de Schiitzenberger sur les 
monoi’des aperiodiques et le theoreme des varietes d’Eilenberg. 

Nous introduisons ici une notion analogue pour les series formelles, celle 
d’algebre syntactique d’une serie formelle. Elle avait deja et& pressentie par 
Schiitzenberger [35, p. 2641. Une premiere et fondamentale application est le 
resultat suivant, corollaire au theoreme de Kleenfichiitzenberger: une serie 
est rationnelle si et seulement si son algebre syntactique est de dimension 
tinie. Ce resultat s’apparente aussi aux crittres de rationalite en termes de 
matrices de Hankel (Fliess [ 13)). 

II apparait nature1 d’etendre aux series en plusieurs variables des rtsultats 
connus deja pour les series rationnelles dune variable (i.e., les suites detinies 
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par une relation de recurrence lineaire). Ce probleme est intimement lie au 
probleme de Kurosch pour les algbbres: ainsi, utilisant un resultat de 
Chirchov [39] sur les algebres a identiti polynbmiale, nous pouvons etendre 
des proprittb de Fatou et de quotient d’Hadamard aux series en plusieurs 
variables. 

Par ailleurs, on peut traduire certaines proprietes combinatoires des series 
par des proprietes algebriques de leur algebre syntactique: il en est ainsi par 
exemple des series rationnelles et centrales (une sirie est dite centrale si le 
coefficient dun mot ne depend que de sa classe de conjugaison) et des series 
rationnelles dont l’algebre syntactique est triangulable. 

Entin, nous amorcons une etude des pseudo-varietes d’algebres de 
dimension finie en liaison avec les series rationnelles: nous delinissons la 
notion de variite de series rationnelles et etablissons l’analogue du theoreme 
des varietes d’Eilenberg [ 1 IB]. Puis nous etudions diverses varietes definies 
par des proprietts de fermeture, en particulier les varietes fermees par 
produit: ceci nous am&e a etablir un resultat qui s’apparente au theoreme de 
Schiitzenberger sur les monoides apiriodiques [37]. 

Une partie de ces resultats se trouvent en [29, 301. 
L’auteur tient a remercier Jean Berstel pour de nombreuses discussions 

pendant l’ilaboration de ce travail. 

Plan. I. AIgPbres syntactiques. 1. Notations et definitions. 2. Representation 
d’une strie. 3. Lien avec les langages. 4. Changement d’anneau. II. Shies ration- 
nelles, shies reconnaissables. 1. Theo&me de Kleene-Schiitzenberger. 2. Une 
application aux series centrales. 3. Un theorbme de Chirchov. 4. Proprietes de 
Fatou. 5. Un quotient d’Hadamard. III. Pseudo-vari&Ps cfalgibres de dimension 

finie et varitWs de s&es rationnelles. 1. Le thtorime fondamental. 2. Exemples de 
varietes. a. Plus petites varietis. b. Plus grande varitti. c. Varibte commutative. 3. 
Variites litterales. 4. Variitis fermees par produit. 5. Varietes fermees par produit 
d’Hadamard, de Hurwitz. 

I. ALGI~BRES SYNTACTIQUES 

1. Notations et d&nitions 
La terminologie qui suit est usuelle pour les mono!des libres [8]. On note 

X* le mono’ide libre engendre par l’ensemble X: si X est non vide, X est 
appele un alphabet et un element de X est une lettre; les elements de X* sont 
des mots et son element neutre est le mot uide note 1. La longueur d’un mot 
w, notee ] w ], est le nombre de lettres apparaissant dans w; de m&me, si x est 
une lettre, la longueur relative a x de w, notee 1 w], est le nombre d’oc- 
currences de x dans w. Un langage est une partie de X*. 
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Soit K un anneau commutatif unitaire: la reference a K sera le pus souvent 
omise lorsqu’aucune ambiguite n’est possible: exception est faite pour les 
Sections I.4 et II.4 ou elle est essentielle. Soit K(X) la K-algebre associative 
libre engendree par X (i.e., la K-algebre des polynbmes i coefficients dans K 
en les variables non commutatives x E X) et K((X)) la K-algebre des series 
formelles sur X a coefficients dans K; K(X) et K((X)) sont respectivement 
les algebres strictes et larges de Bourbaki [3, I, Chap. 3, p. 271. 

Si S est une serie formelle, on note (S, w) le coefficient du mot w dans S 
et S = CREX* (S, w)w. Le produit ST de deux series S et T est defmi par 

(ST w) = c (S, u)(T, 0). 
U,UEX* 
uu=w 

Le support de la serie S, note supp(S), est le langage {w E F) (S, w) # O}. 
Si L est un langage, sa s&ie caract&istique, notee L, est definie par: 

L=-&v. 
WEL 

On a done: 

supp(L) = L. 

K(X) s’identifie a la sous-algebre de K((XQ) des series dont le support est 
fini, et l’on d&it le degre de P E K(X), note deg(P), par sup{] w], 
w E supp(P)}. On a les injections canoniques: X-+ X* + K(X). K(X) est un 
K-module libre admettant pour base X*. K((X)) s’identifie au dual de K(X): 
si S est une serie formelle, la forme lineaire qu’elle d&nit, notee P I+ (S, P), 
est 

(S P) = c (S, w>(P, WI. 
WEX- 

(Cette somme est finie puisque le support de P est fini.) 
Dans la suite nous confondrons une serie fornielle avec la forme lineaire 

qu’elle detinit. Les K-algebres (nous dirons souvent algebres) considerees ici 
seront toutes associatives et munies d’un element neutre note encore 1. Les 
homomorphismes d’algebres conserveront tous l’element neutre et une sous- 
algbbre d’une algebre aura m&me Clement neutre que celle-ci. 

2. Reprhentation d’une formelle 

DEFINITION 1. Soit S une serie formelle. Une K-reprdsentation de S est 
un triplet (!N,p, p), oii W est une K-algebre, iu un homomorphisme d’algebres 
K(X) -+ !UI, (p une forme lineaire sur W tels que S = cp o p. On dit que !Dl 
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reconnaft S. La representation est dite finie si 9JI est un K-module de type 
fini, et suijective si ,u est surjective. 

EXAMPLE. Une representation de S est le triplet (K(X), id, S) oti id est 
l’homomorphisme d’identite K(X) + K(X). 

A la serie formelle S, associons l’ensemble 

3’S = {P E K(X) 1 V Q, R E K(X), (S, QPR) = 0). 

-7, est clairement un ideal (biladre) de K(X) contenu dans Ker S et c’est le 
plus grand ideal ayant cette propriett. II est appelt l’idkal syntactique de S. 
L’algebre quotient !UIm, = K(X)/Ts est appelee 1’algGbre syntactique de S et 
l’on note ,u, l’homomorphisme canonique: K(X) + mm,. Comme Z’S c Ker S, 
S induit sur m, une forme lintaire, notee 9s, telle que S = 9s 0 ps. 

Le triplet (!UIm,, pus, cps) est done une representation surjective de S, appelee 
la reprksentation minimale de S. Elle posstde la propriete universelle 
suivante: 

TH~OR~ME 1.2.1. Soit (mm, ,a, cp) une reprtkentation subjective de S. II 
existe un homomorphisme d’algsbres (necessairement unique et surjectlfi v: 
9l+ W, tel que p, = v 0 ,u. 

Preuve. On a par definition: S = 9 0 b. Par suite Ker p c Ker S, done 
Ker p c Zs. Comme p est surjectif, il existe un et un seul homomorphisme v: 
!JJI -+ W, tel que ,us = v 0 ~1. Comme ps est surjectif, v Vest aussi. u 

Si IIJZ, , im, sont deux algebres, on dit que !UI r divise W,, ce qu’on note 
9JI, < !U& , si !JJI, est isomorphe a un quotient d’une sous-algibre de 9JI,. 

COROLLAIRE 1.2.2. Si 93 reconnait S, alors mm, divise !N. 

Preuve. Dire que !UI reconnait S implique par definition qu’il existe une 
representation de S de la forme (W,p, 9). Soit W’ = ,B(K(X)) et 9’ la 
restriction de 9 a W’. Alors (9JI’,p, 9’) est une representation surjective de S. 
D’apres 1.2.1, !YI, divise Wm. 1 

LEMMA 1.2.3. Soit SE K{(X)) et 2’ un id&al (bilat&e) de I112, contenu 
duns Ker 9,. Alors 3’ = {O}. 

Preuve. 7 c Ker 9,s * pal c Ker(9, 0 ps) = Ker S. Or p; ‘(7) est 
un ideal de K(X), done pi ‘(7) c J”, puisque zs est le plus grand ideal de 
K(X) contenu dans Ker S. Par suite, 7 =,uJ,u,~(J)) = (0). m 

Remarque. On peut, a tout couple, (!UI, 9) ou YUi est une algebre et 9 une 
forme lineaire sur W, associer un ideal syntactique (c’est le plus grand ideal 
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de !UI contenu dans le noyau de rp) et une algebre syntactique (quotient de !UI 
par cet ideal). Ceci conduit a la notion de cp-algebres, analogue aux mono’ides 
point& de J. Sakarovitch [33] mais nous ne nous etendrons pas sur ce point. 

Nous dirons qu’une algebre YJI est syntactique s’il existe une slrie formelle 
S telle que !IJI = ‘&II,. Nous supposons dans la suite de ce paragraphe que K 
est un corps. 

PROPOSITIONS 1.2.4. Une alg2bre #O est syntactique si et seulement si 
elle contient un hyperplan ne contenant aucun idkal non nul. 

Autrement dit, une algebre #O n’est pas syntactique si et seulement si tout 
hyperplan contient un ideal non nul. 

Preuve. Soit !IJI une algebre syntactique non nulle: YJI = !UIDz, pour une 
serie formelle S E K((X)). S est non nulle (sinon 7s = K(X) et !UIm, = 0), 
done %I, # 0 et Ker vs est un hyperplan de YR. Si 7 est un ideal de ‘!UI tel 
que .7’ c Ker os, alors J = {0}, d’apres 1.2.3. Soit !UI une algebre et H un 
hyperplan dans W ne contenant aucun ideal non nul. On a H = Ker cp pour 
une forme liniaire o non nulle sur 9JI. 

Soit X un alphabet tel qu’il existe un homomorphisme d’algebres surjectif 
p: K(X) + !JJI. Soit S la serie formelle S = o o ,L On a Ker p c Ker S et si 7 
est un ideal de K(X) contenu dans Ker S, on a ~(3) c Ker o done ~(7) = 0 
done 7 c Ker ,L Par suite Ker p = Z’s et 1132 = mul,. g 

EXAMPLES. 1. Toute algebre simple est clairement syntactique. Tout 
produit fini d’algibres syntactiques est syntactique ainsi que toute algebre de 
Frobenius ou symetrique [ 10, Sects. 6 1,661. D’ailleurs, les notions d’algebre 
de Frobenius et d’algebre syntactique sont etroitement Lees puisqu’une 
algebre de Frobenius non nulle est caracterisee par le fait qu’elle contient un 
hyperplan ne contenant ni ideal B gauche, ni ideal a droite non nul 
[ 10, 61.31. 

2. Un exemple trivial d’algebre non syntactique est le suivant. 
W = K 1 + K x + K y ou la multiplication est delinie par: x2 = xy = 
yx = y* = 0. Tout hyperplan H de ‘9JI est de dimension 2 et contient done un 
element de la forme m = ax + by avec (a, 6) # (0,O); par suite H contient 
l’ideal engendre par m, qui n’est autre que Km. 

3. Lien avec les langages 

Si L est un langage, son monoide syntactique M,(voir [ 11 A, III. lo]) est le 
mono’ide quotient de X* par la congruence -L dtfinie par: w -[, w’ si et 
seulement si: V 24, v E X*, uwv EL 0 uw’v E L. Si S est la serie carac- 
ttristique de L, ceci s’tcrit aussi: w WI. w’ 0 v u, VEX* 
(S, uwv) = (S, uw’v) 0 w - w’ E rs. Par suite, 
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PROPOSITION 1.3.1. Le monoide syntactique de L est isomorphe a l’image 
,+(X*) de X* duns YJI,. 

Soit K[M,] la K-algebre du monoi’de ML (on d&it les algebres de 
monoi’des de maniere analogue aux algebres de groupes); notons p 
l’homomorphisme canonique F-ML et prolongeons p en un 
homomorphisme d’algebres p: K(X) -+ K[M,]; p est surjectif. Soit v, la forme 
lineaire sur K[M,] dllinie par: V m E ML, p(m) = 1 si m E p(L) et rp(m) = 0 
sinon. Alors, V w E x*, cp 0 p(w) = (S, w). Par suite (K[M,], P; o) est une 
representation surjective de S et d’apres le Theorime 1.1.1 on a la 

PROPOSITION 1.3.2. WI, est quotient de K[M,]. 

Remarque. Dans [ 161, Hotz a appele algebre syntactique du langage L 
l’algebre K[M,]. Ce qui precede montre que ‘$I, est quotient de K[M,], mais 
on n’a en general pas isomorphisme entre %I, et K[M,]. 

Un langage L c x* est dit rigide si -L est l’egalitt sur xk. Si X a au 
moins deux lettres, le langage des mots palindromes est rigide; rappelons 
qu’un mot est dit palindrome s’il est Cgal a son image miroir (l’image miroir 
G de w est detinie comme suit: si w = 1, c3 = 1; si w = xi x1 ... x, avec 
xiEX, alors G=x~~-, ... xi). Nous dirons de m2me qu’une serie formelle 
S est rigide si Ts = (0). 

PROPOSITION 1.3.3. Si Card(X) > 2, la se’rie caracteristique du langage 
des mots palindromes est rigide. 

Nous avons besoin d’un lemme, qui est une version forte dun resultat 
classique en theorie des langages. Nous supposons Card(X) > 2. 

LEMME 1.3.4. Soit L = (WE X*/w= 6,). Soit u, u, ,..., u,EX* auec 
U#V,, v2 ,..., v, et lu]<]u,] ,..., III,/. Zl existe wEX* tel que uwEL et 
v,w ,...) v,w cz L. 

Preuve. Soit p=SUp(IUil-IUIy i=l,..,n} et w=xPyyxPzi. On a: 
uw = ux'yyfl z7E L. Soit i E (l,..., n) et supposons uiw E L. Alors 
vj = vi w, i.e., Ei = vi w, done vi w = ~~yy~v’~. 11 existe done t E X* tel 
que vi = ut. Or, utx’yyx’zi E L * tx’yyg E L et par definition de p, 1 t ] <p. 
Done t=xq avec q<p * x~‘~~~XPEL + q=O * vi=u ce qui est 
absurde. I 

Preuve de 1.3.3. Supposons S = L non rigide. On a 7s # (0); soit 
PE3’s, PfO. Posons P=~u+~,v,+~~~+I,v,, avec %EK-{O}, u, 
ViEX”, U#VI,***y V,, I u ] < I vi ] ,..., Iv, I. D’aprh le lemme, il existe w E x* 
tel que (S, uw) = 1 et V i E {l,..., n} (S, Vi W) = 0. Or, P E <3’s done PW E Ty 
done 0 = (S, Pw) = A, ce qui est absurde. I 
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Remarque. On a montrk en fait que Ker S ne contient aucun idCal B 
droite non nul. La m&me chose est lvidemment vrai pour les idkaux i 
gauches. 

COROLLAIRE 1.3.5. K(X) est we algtbre syntactique. 

Preuve. Nous venons de le voir quand Card(X) > 2. Si Card(X) = 1, 
X= {x), on vtrifie sans peine que la sCrie caractkristique du langage 
{x”~ (n E FJ} est rigide. 1 

4. Changement sanneau 

Soit L un sur-anneau commutatif de K. On a l’injection K(X) --) L(X) et 
L(X) s’identifie i K(X) OK L. Soit S E K((X)) et R = (!UI,p, ye) une K- 
reprksentation de S. S peut &tre considkrte comme tkment de L((X)) et 
admet pour L-reprtsentation R’ = (%I OK L, ,u OK id, q OK id) (id est 
l’identiti de L). Si R est surjective (resp. finie) R’ l’est aussi. 

Dans la proposition qui suit, on suppose que K est un corps. 

PROPOSITION 1.4.1. Soit (W,p, (p) la K-reprtfsentation minimale de S. 
Alors la L-reprksentation minimale de S s’identifie d (!JJI OK L, ,u OK id, 
P OK id). 

Preuve. L’idlal syntactique de S considbrke comme ClCment de L((X)) 
est : 

3 = {PE L(X)JV u, v E A-“, (S, UPV) = 0). 

11 sufflt de montrer que Ker@ @ id) = f. On a Ker@ 0 id) c Ker S, done 
Ker@ @ id) c Y. Soit P E f; soit (l,),,, une base de L considkrit comme K- 
espace vectoriel. Alors le K-espace vectoriel L(X) = K(X) @L est 
isomorphe 1 la somme directe Oi K(X) @ li. P s’kcrit done P = 2 Pi @ li 
avec des Pi E K(X) presque tous nuls. Soient u, v E X* : uPv = C uPi v @ li. 
Comme P E 3, on a: 

0 = (S, uPv) = (u, @ id) o (,u @ id)(uPv) 

= (CJI @ id) C p(UPiV) 0 li 

= 1 1, yl ’ ,U(UPi V) = 2 li(S, UPi V). 

Or, L = @ Kl, ; done V i E Z, (S, uPiv) = 0 et ceci pour tous u, v E x*. Done 
chaque Pi est dans l’idkal syntactique de S considCr6e comme ClCment de 
K(X); cet idCal n’est autre que Ker p, puisque (!~R,,u, (0) est la K- 
reprksentation minimale de S. Par suite p(Pi) = 0 =z- (,u @id) 
(P) = C p(Pi) 0 li = 0. Done P E Ker& 0 id). m 
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II. SI~RIES RATIONNELLES, SERIES RECONNAISSABLES 

Dans ce chapitre et le suivant, les alphabets seront toujours supposes finis. 

1. The’oreme de Kleene-Schhzenberger 

Une serie formelle S E K((X)) est dite K-rationnelle si elle appartient a la 
plus petite sous-algbbre de K((X)) contenant K(X) et fermee par passage i 
l’inverse (rappelons que S E K((X)) est inversible dans K((X)) si et 
seulement si son “terme constant” (S, 1) est inversible dans K). 

Remarque. Si X = {x) et si K est un corps, une serie S E K((x)) = K[ [x] ] 
est rationnelle si et seulement si elle reprbente le developpement en strie 
dune fraction rationnelle P/Q avec P, QEK[x], Q<O>#O. Si 
s= LO anxn, c’est encore equivalent a: 

La suite (a,) verifie une relation de recurrence lineaire a coefficients dans 
K. 

Une serie formelle S E K{(X)) est dite K-reconnaissable s’il existe un 
entier n > 1, une representation v: x* + Mn(K), 1 EM,,,(K), y E A”,,(K) 
tels que V w E x*, (S, w) = 1 . vw y. Un tel triplet (A, v, y) sera appele une 
representation lineaire de S; sa dimension est n. 

Si v est un homomorphisme x* +Mn(K), il se prolonge en un 
homomorphisme d’algebres unique K(X) d&(K) que nous notons encore v: 
nous ferons tacitement l’usage de cette convention dans la suite. 

THBOR~ME II. 1.1. (Kleen&chiitzenberger [ 35, III]; voir aussi [ 11 A, 
th. VII. 5.11). Une serie est rationnelle si et seulement si elle est recon- 
naissable. 

Nour en deduisons le 

TH~OR~ME II. 1.2. Soit S E K((X)). Les assertions suivantes sont 
equivalentes. 

(i) S est rationnelle. 

(ii) S admet une representation Fnie. 

(iii) W, est un K-module de typepni. 

Preuve (i) * (iii). S est reconnaissable: soit K, le sous-anneau de K 
engendre par les coefficients de J, y et vx(x E x). K, est un anneau de type 
tini, done noethtrien. De plus, S E K,((X)) et S est K,-reconnaissable. 

Soit ~1 la forme lineaire sur !Ul = v(K,(X)) difinie par: cp(m) = A m y. 
Alors (A, v, y) est une K,-representation surjective de S; elle est de plus finie, 
car %II est un sous-module du K,-module noethtrien A,(KI). Par suite [I, 41 
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(m OK, K, v OKI id, v, OKI id) est une K-representation finie et surjective de 
S. D’apres 1.2.1., W, est quotient de ‘9JI @ K, done de type fini. 

(iii) => (ii). C’est clair. 
(ii) * (i). Soit (YJ$p, q) une representation finie de S et m, ,..., m, des 

genbateurs du K-module ‘9JI. 11 existe des matrices M, = (a;), ~i,j(n E .Xm(K) 
telles que: V x E X, px mj = xi a: . mi. Soit v l’homomorphisme 
X* + .kn(K) tel que vx = M,. On verifie par recurrence sur la longueur du 
mot w que: 

pw mj = x &w)~,~ m,. 

Soient 3, Ed,,(K), y EM~,~(K) definis par: cp(mJ = pi et 1 =,~l = s yimj. 
Alors: 

VwEX*,~w=~w~l=~~w.mj~yj=~((vw)i,j~mi~~i, 
i i..i 

done 

(As, w) = a, 0 pw = x li (vw)i,j y,j = 1 VW y. 
i.j 

Done S est reconnaissable, done rationnelle. fl 

Remarque. L’argument utilise dans la partie (i) =z- (iii) (a savoir: toute 
serie K-rationnelle est K,-rationnelle, pour un sous-anneau noetherien de K) 
a deja ete utilise par E. Sontag [40] pour montrer qu’une serie est K- 
rationnelle si et seulement si le K-module engendrt par les colonnes de la 
matrice de Hankel de S est de type fini, etendant ainsi aux cas des anneaux 
un resultat etabli pour les corps par M. Fliess [ 13 ]. 

Soit S une serie K-rationnelle. Une representation lineaire r&d&e de S est 
une representation liniaire de S de dimension minimum. Cette dimension est 
appelee le rung de S [ 13, Chap. II, Sect. l]. 

THI~OR~ME II. 1.3. On suppose que K est un corps. Soit (A, v, y) une 
reprksentation linkaire rkduite de la s.4ie K-rationnelle S. Soit W = v(K(X)) 
et y: 9.I + K dbjini par y(m) = ,4 m y. Alors (%I, v, y) s’identifie d la 
reprbentation minimale de S. 

Ce rtsultat montre qu’on peut “calculer” l’algebre syntactique d’une serie 
rationnelle, puisque l’on sait determiner une representation lineaire reduite 
d’une serie rationnelle donnee [35]. 

Preuve. D’aprQ [ 13 ] les espaces vectoriels KUI et YJIy sont de dimension 
n, sinon S admettrait une representation lineaire de dimension <n. Done 
/EDI =4,,,(K), WJ = 4,. ,W). 
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SoitPE~‘,;ona:VQ,REK(X),O=(S,QPR)=(~.vQ).vP.(vR.y) 
done .4,,(K) VP .Jn,,(K) = 0 * P= 0. Done Js c Ker v. L’inclusion 
inverse decoule des definitions. Par suite (YUI, v, w) s’identifie a la represen- 
tation tninimale de S. a 

2. Une application aux se’ries centrales 

Nous disons que S E K((X)) est une serie centrale si: V u, u E 33 
(S, uv) = (S, YU). Nous appellerons caracthe une serie S de la forme: 
V w E Xy; (S, w) = Tr(w), ou ~1: X* + An(K) est un homomorphisme (cette 
terminologie est emprumtte h la theorie des representations lineaires des 
groupes). 

11 est immediat que tout caractere est une serie rationnelle centrale, ainsi 
que toute combinaison lintaire de caractire. Nous montrons plus loin que la 
riciproque nest pas vraie. 

PROPOSITION 11.2.1. On suppose que K est un corps. Soil S une se’rie 
rationnelle centrale. 

(i) Si S est combinaison lint!aire de caraches, 9JI, est une algibre 
semi-simple. 

(ii) Si 9Js est semi-simple et K algkbriquement clos, S est combinaison 
linkaire de caracthes. 

Preuve. (i) 11 existe un entier r et des homomorphismes pui: 
K(X)-+.,&(K), 1 < i < r, des a, E K tels que: V w E X*, (S, w) = 
C ai Trbi w). Soit p: K(X) + II Ani defmi par p = (,u, ,..., p,) et 
!JJI = W(X>>. Soit o la forme lineaire sur 9Jl: 
(001, P,..., p,.P) = C a, TrQiP). Alors (!UI, p, cp) est une representation 
surjective de S. Par suite, il existe d’apres 1.2.1. un ideal J’ de W tel que 
mm, N m/Z. Tout Clement du radical R de !UI est nilpotent, done son image 
par rp est nulle. Par suite [1.2.3] 3 contient R, done W/Z est semi-simple. 

(ii) YJI, est isomorphe a un produit de la forme nI,i<,LH”i(K) [4, 
th. 11.21. 

On a: V m,, m2 E 9JIm,, qs(m,m,) = rp,(m,m,). Soit (Pi la restriction de ps 
a Ani( on verilie que pour toute forme lineaire w sur An(K) telle que 
y(mIm,) = y(m,m,), on a: 1 a E K tel que w = a Tr. Par suite, il existe des 
ai tels que ‘pi = a, Tr, et S est une combinaison liniaire de caracteres. 1 

Remarque. Soit X = {x}, S = Cn.+,, nx” E C((X)). 

Une representation lineaire rtduite de S est (I,p, y), ou p: x* -+Jz(C) est 
dttini par px = (A ] ) et ou II = (1, 0), y = ( y ). Par suite, l’algbbre 
syntactique de S n’est pas semi-simple puisqu’elle contient l’ideal nilpotent 
engendre par (i i ). 
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Nous donnons maintenant une caracterisation de certaines series ration- 
nelles centrales, repondant ainsi partiellement i une question de M. Fliess 
[ 14, appendice]. 

PROPOSITION 11.2.2. On suppose que K est un corps algkbriquement ~10s. 
Soit S une sPrie rationnelle E K{(X)) telle que (S, 1) = 1. Alors S est 
centrale si et seulement si elle possPde une reprhentation 1inPaire rt!duite 
(I, v, y), oli 2 = (1,O ,..., 0), y = ‘1 et ozi v: x* +&(K) vhrifie: V w E X*, 
V i E {l,..., 4, (vw)I,i= (vw)i,l* 

Remarque. Avec 1 et y comme ci-dessus et m E An(K), Imy = m, 1. 

Preuve. Nous nous inspirons de techniques utilisees dans Etude des 
algebres symetriques [ 10, Sect. 661. Soit S une serie rationnelle centrale telle 
que (S, 1) = 1. Soit (A’, v’, 7’) une representation lineaire reduite de S ou r’ 
est un homomorphisme X* j&(K): Remarquons que V P, Q E K((X)), 

6 PQ) = c CC uv)(P, u>(Q, v) 
U,UEX’ 

= c G vu)(Q, v)(P, u) = (S, QP). 
De plus, si PE K(X), (S, P)= 1 v’(P) y. Soit a: K(X)+ K” 
l’homomorphisme de K-espaces vectoriels dtfini par: 

a(P) = 1 v’(P). 

Soit P E Ker a: alors V Q E K(X), 

(S, PQ) = ,I v’(PQ) y = 1 . v’(P) . Y’(Q) . y = 0. 

Par suite, V Q, R E K(X), (S, RPQ) = (S, PQR) = 0. Par suite P E 7s et 
Ker a c Ts. Done mm, = K(X)/T’, est de dimension p ( n. De plus, si m, 
m’ E IDZ,, il existe P, P’ E K(X) tels que ,us(P) = m, ,us(P’) = m’. 

Par suite, ys(mm’) = (os 0 ,us(PP’) = (S, PP’) = (S, P’P) = rp,(m’m); il suit 
de 11 que la forme bilintaire B sur ZII,, (m, m’) I+ B(m, m’) = vs(mm’) est 
symttrique. B est non degeneree: en effet, 

KerB={mE!Ns~Vm’E102,,B(m,m’)=O} 

est un ideal de W, contenu dans Ker o’s puisque si m,, m2 E Iu1, et 
m E Ker B alors: V m’ E 9JIn, 

B(m, m m,, m’) = ps(m, m m2 m’) 

= PJrn m,m’m,) = B(m, m,m’m,) = 0. 

Par suite, Ker B = {0} d’apres 1.2.3. 
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Comme K est algebriquement clos, il existe une base m, ,..., m, de mm, 
orthonormale pour B. On peut supposer de plus m, = 1 puisque 
B(l, l)=(S, l)= 1: V i, j E { l,...,p} B(m,, mj) = 6, et en particulier 
B(m,, mj) = cp,(mj) = 6,j. Pour tout m E 9JIm, il existe des matrices 
F(m) E <J(K) telles que: 

V i E (l,..., p}, mim = JJ V(m)i,jmj. 
i 

L’application V: !UIm, + Jp(K) ainsi definie est un homomorphisme d’algebres. 
De plus: 

Vs(mim) = 0s (C iTm)ijmj) = ~@%I 

V&m) = Pdmmi) = rp&vmi) 

= VS )J V((m),,jmjmi 

( 

= $m)l,i. 

j ) 

Done V(m)i,l = F(m)l,i. De plus, m=m,m=z V(m),jmj * qs(m)= 
F(m)l,l. Soit v l’homomorphisme de X* dans Jp(,(K) detini par VW = F 0 ,u~(w) 
et A = (1 O,..., 0), y = ‘A. Alors 1 . VW y = (VW),,, = F(.&(w)),,, = qsps(w) = 
(S, w). Comme (A’, v’, y’) est une representation lineaire reduite de S, on a 
p = n et (A, v, ) y en est aussi une. La rtciproque est immediate: si u, u E X*, 

=s (VV)I,j (VU)j,l = (vuu)I,l = (‘9 “)’ I 
i 

Remarques. 1. On montre aisement qu’une algebre de dimension tinie 
est symetrique [ 10, Sect. 661 si et seulement si elle est l’algebre syntactique 
d’une serie rationnelle centrale. 

2. Des proprietes analogues pour les fonctions rationnelles d’un 
monoi’de libre dans un autre ont ete ttudiees par C. Choffrut [9, Chap. IV]. 

3. Un thtfortime de A. I. Chirchov 

Soit S une serie rationnelle et u, u, w E X*. Alors la serie d’une variable 
CnaO (S, UW”U)Z” est rationnelle: en effet, si (4, v, y) est une representation 
lintaire de S, la suite ((S, UW”Y)) v&tie une relation de recurrence lineaire 
determike par le polyncime caracteristique de la matrice VW. 
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La rtciproque est fausse: si S est une serie formelle telle que pour tous u, 
v, w la serie d’une variable CnZO (S, uw”u)w est rationnelle, S n’est pas 
cecessairement rationnelle, comme le montre l’exemple S = L ou L est le 
law3w {WE (4 y)*, lw/, = Iwly}. 

Nous allons donner des conditions pour que la reciproque soit vraie: celi 
nous permettra d’etendre au cas des series en plusieurs variables des resultats 
deja connus pour les series d’une variable (Sections 4 et 5). Par ailleurs, ce 
probleme est intimement lie au problime de Kurosch pour les algebres et au 
problime de Burnside pour les demigroupes. A la base de nos resultats est un 
theorime de Chirchov sur les algebres qui verilient une identite polynomiale. 

Rappelons qu’une K-algibre IlJl v&lie une identite’ polyno^miale s’il existe 
un alphabet X et P E K(X), P # 0, tel que pour tout homomorphisme 
d’algebres p: K(X) -+ 9JI on ait p(P) = 0. Le degre’ de l’identite est le degri de 
P. L’identite est dite admissible s’il existe w E supp(P) tel que ] w] = deg(P) et 
(P, w) = 1. Si K est un corps, on remarquera que de toute identite 
polynbmiale se deduit une identite admissible. 

Nous utilisons le 

THBOR~ME 11.3.1. (A. I. Chirchov [39, th. 41). Soit ID1 une algdbre 
vh-@ant une identite’ polyno^miale admissible de degrt! n. On suppose que W 
admet en tant qu’algdbre un systkme gtfnne’rateurfini et que tout Ument de ?M 
qui est produit d’au plus n - 1 de ces gPnPrateurs est entier algkbrique sur K. 
Alors !UI est un K-module de type fini. 

Ce theoreme est demontre aussi dans [28, addendum au Chap. VI], mais 
la borne n - 1 est remplacee par [n/2]’ (oti [m] est la partie entiere de m). 

Nous pouvons en deduire un critere de rationalite pour les series ration- 
nelles. 

PROPOSITION 11.3.2. Une skrie formelle S E Kc(X)) est rationnelle si et 
seulement s’il existe un entier n tel que: 

(i) 91Rm, ve’rifie une identite’ polynomiale admissible de L? n. 

(ii) Pour tout mot w de longueur <n - 1 il existe une relation de 
rkcurrence line’aire v&$&e pour tous u, v E X* par la se’rie d’une variable 
cp,o (S, uflv)tP. 

Preuve. Si S est rationnelle 9JIs est un K-module de type fini et verilie 
done une identite polynbmiale admissible [28, th. 1.3.201. De plus S est 
reconnaissable; soit (A, v, y) une representation lineaire de S; alors toute serie 
de la forme Cp>,, (S, uw”v)f verifie la relation de recurrence detinie par le 
polyndme caracttristique de VW. 
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Reciproquement, si S verifie les conditions (i) et (ii), soit w un mot de 
longueur <n - 1. Par hypothese, il existe k > 1 et des ai E K tels que: 

k-l 

VP>% (S, uwp+kv) = c a,(& uwp+t'v). 

i-0 

En particulier: V u, u E X* 

(S, uw”v) = a,(S, uwiu). 
O<i<k-I 

Done wk-uk-,wk-‘.- “. - a, w - a0 E <Y, et pcl,(w) est entier algebrique 
sur K. Comme p&T) est un systeme generateur de !UIm,, le theoreme de 
Chirchov implique que W, est un K-module de type tini et S est 
rationnelle. 1 

Nous pouvons aussi en tirer un critere de rationalite pour les langages. 
Rappelons qu’un langage L c X* est dit rutionnel s’il appartient au plus petit 
ensemble de parties de X* contenant les parties tinies et ferme par reunion 
finie, produit lini (le produit de deux langages A, B est AB = {uvl u E A, 
u E B) et passage au sous-monoIde engendrt (le sous-mono’ide engendre par 
A est A* = CnaO A”). On montre [40, prop. 2.1.1 qu’un langage L est 
rationnel si et seulement si sa serie caracteristique S est K-rationnelle. Par 
consequent, L est rationnel si et seulement W, est un K-module de type tini 
(d’apris II. 1.2). 

PROPOSITION 11.3.3. Soit L un lunguge et S su se’rie curucthistique. 
Alors L est rutionnel si et seulement si l’ulgdbre syntuctique de S ve’rifie une 
identite’ polynSmiule et si le monoide syntuctique de L est de torsion. 

Preuve. Supposons que le mono’ide syntactique M, de L soit de torsion: 
il existe done pour tout m E ML des entiers naturels k, 1 tels que k # 1 et 
mk = m’. D’apres 1.3, on en deduit que pour tout mot w E p, il existe k, 1, 
k f 1, tels que ,u~(w)~ -am’ = 0 et par suite pus(w) est entier algebrique sur 
K. Si de plus m, virifie une identite polynomiale, !JJIIR, est un K-module de 
type lini. La reciproque vient de ce que si L est rationnel ML est fini (th. de 
Kleene, voir [ 1 lA, th. VII.5.1.1). u 

4. PROPRI~T~S DE FATOU 

Nous disons que l’anneau (commutatif unitaire) B est extension de Futou 
de son sous-anneau A si toute serie B-rationnelle a coefficients dans A est A- 
rationnelle. La propriete analogue pour les series d’une variable a Ctt etudiee 
deja par B. Benzaghou [l] et P. J. Cahen et J. L. Chabert [6]; la notion d’ex- 
tension de Fatou a eti introduite par M. Fliess, qui en a ttudie de 
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nombreuses proprietb [ 131. Un autre cas a ItC traite par E. Sontag et Y. 
Rouchaleau [41]. Nous caracterisons ici les extensions de Fatou quand A et 
B sont integres, de manike analogue aux resultats de Cahen et Chabert. 

Rappelons que si A est un anneau commutatif integre, un element x dun 
surcorps de A est dit quasi-entier sur A si A [x] s’injecte, comme A-module, 
dans un A-module de type fini. Si x appartient au corps des fractions de A, 
celi s’exprime de la manihe suivante: 3 d E A, d # 0 tel que V n E N, 
dx” E A. L’ensemble des elements d’un anneau B qui sont quasi-entiers sur A 
est un sous-anneau de B [ 6, car. 1.5 1. 

THI?OR~ME 11.4.1. Soient A et B deux anneaux commutatifs intt?gres tels 
que A c B et K le corps des fractions de A. B est extension de Fatou de A si 
et seulement si tout x E K, entier sur B et quasi-entier sur A, est entier sur A. 

Preuve. Soit L le corps des fractions de B. Supposons que B soit 
extension de Fatou de A. Nous reprenons un argument de B. Benzaghou [ 1, 
prop. 111.31. Soit x E K, entier sur B et quasi-entier sur A: il existe done 
b , ,..., b, E B et d E A\0 tels que: 

xk=blxk-‘+...+bk-,x+bk et VkEN,dx”EA. 

Soit S = CnaO (dx”)t” E A[ [t]]. S est B-rationnelle, car la suite (dx”) verifie 
une relation de recurrence lineaire a coefficients dans B. Par hypothese, S est 
A-rationnelle, done elle vlrifie une telle relation avec des coefficients dans A: 

3a , ,..a, a,,, E A tels que V n > 0, dx”+“‘= a,dx”+“-’ + ... + a,dx”. 

En particulier, x est entier sur A car: 

,ym=a xm-’ I + .” + a,. 

Reciproquement, supposons que tout x E K, quasi-entier sur A et entier 
sur B, soit entier sur A. Soit S une serie B-rationnelle i coefficients dans A. 
S est L-rationnelle a coefficients dans K, done K-ratiormelle [ 13, prop. 2.2.1; 
cell decoule aussi de 1.4.1 et 11.1.21. 

Soit (!UI,p, q) la K-representation minimale de S; !Ul est de dimension linie 
sur K [1.1.2] et v&tie done une identite polynomiale a coefficient 1 et -1 
[28, th. 1.3.201. Cette identite est verifite aussi par IDZ’ =,u(A(X)). De plus, 
V m E 9Jl’, il existe PEA(X) tel que m =,u(P) done rp(m) = u, 0 ,u(P) = 
(S, P) = C,,, (S, w)(P, w) E A. Done (W’, p’, rp’) est une A-representation de 
S, ou p’ (resp. p’) est la restriction de p a A(X) (resp. de rp a ‘W). Nous 
allons montrer que !IR’ est un A-module de type fini, en appliquant le 
theoreme 11.3.1. W’ est une A-algebre de type lini, engendre par ~(9. Soit 
m E W’ et R(t) E K[t] son polynbme minimal sur K. Montrons que m est 
entier sur A. 
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1. D’apres [ 13, th. 2.1.11 il existe une representation lineaire reduite 
(1, V, JJ) de S (considerle comme strie K-rationnelle) avec la propriete 
suivante: 3 d E A tel que d . vx* t M”(A). Soient m = v@(X)) et w la 
forme lineaire sur %II telle que w(m) = J . m . y. D’apres 11.1.3, @‘I, V, w) 
s’identifie a (~R,,u, u)); il existe done un isomorphisme a: %lI + %II tel que: 
v=aop. On a d~a(YJI’)=d~aop(A(X))=d~v(A(X))cM,(A) puisque 
Q E AGO * v(Q) = Cw,,* (Q, w) . V(W) EM,(A). Par suite, V n E N, 
d a(m)” E An(A), done les valeurs propres de a(m) sont quasi-entieres sur 
A d’apris la preuve du lemme de [29]. Comme a est un isomorphisme, les 
racines de R(t) sont quasi-entikes sur A, et il en est done de m2me pour ses 
coefficients. 

2. S est B-rationnelle et admet done une B-representation finie et 
surjective (9JI i, p, , cp J . W r est un B-module de type lini, done tout Clement 
de !JJI1 est entier sur B. D’apres 11.1.3 (!UIm, &, L, pI Og id,, (p, Og id,) est 
une L-representation surjective de S. De m&me, d’apres 1.4.1 et 1.1.1, il existe 
un homomorphisme surjectif de K-algebres 0: mm, Be L + !I4 OK L tel que: 

,a @ id, = /3 0 (ur @ id,). 

Or mE!JJI’, done il existePEA(Y) telquem=,@). OnaPEB(Y),donc 
,u,(P) est entier sur B et il est de m2me de p,(P) 0 1. Par suite, 

m@l=,u(P)@l=(u@id)(P@l) 

=BoCu,~id,)tPOl)=POI,tp)Ol) 

est entier sur B. 
Par suite, m @ 1 annule un polynome Q normalise a coefficients dans B, 

done les racines du polynome minimal R, de m @ 1 sur L sont entieres sur B 
(puisque B c L * R, divise Q). Par ailleurs m et m OK 1 ont m2me 
polynome minimal, done R = R, et les coefficients de R sont entiers sur B. 

3. Les coefficients de R sont entiers sur B et quasi-entiers sur A. Par 
suite m est entier sur A. 1 

Avec M. Fliess [ 131, disons que l’anneau A est un anneau de Fatou faible 
si son corps de fractions en est extension de Fatou. De 11.4.1. decoule 
immediatement le resultat suivant. 

TH~OR~ME 11.4.2. Soit A un anneau commutatif unitaire integre. A est 
un anneau de Fatou faible si et seulement si tout element de son corps de 
fractions qui est quasi-entier sur A, est aussi entier sur A. 

COROLLAIRE 11.4.3. Si A est noethe’rien, A est un anneau de Fatou 
faible. 
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Preuve. D’apres (3, II, chap. 5, Sect. 1 no 1 car. a la prop. 1 ] la condition 
du th. 11.4.2 est en effet verifiee pour les anneaux noetheriens. fl 

Remarques. 1. II existe des anneaux qui ne sont pas des anneaux de 
Fatou faible [voir 3, II, exercice 2 du chap. 51. 

2. Le risultat enonce en 11.4.3 est mentionnl dans [34, exercice 11.6.21. 

5. Un quotient dHadamard 

Le produit d’Hadamard de deux series S et T E K((X)) est 

SOT= c (S, w) (T, w)w. 

Si S et T sont rationnelles, SOT Pest aussi (th. de Jungen-Schutzenberger 
1361). 

Le probleme du quotient d’Hadamard est le suivant: Si S OT = U et si U 
et S sont rationnelles, en est-il de m2me pour T? La reponse est non en 
general. 

Un certain nombre de conditions suftisantes ont 6te donnees pour que la 
rtponse soit oui: Polya [26], Cantor [7], Pisot [25], Pathiaux [22], 
Benzaghou [ 11, Berstel [2] dans le cas des series d’une variable et pour les 
series en plusieurs variables: Lam&he [ 191, Jacob [ 171. Le rlsultat qui suit 
s’inscrit dans cette etude. 

La notion de rationalite peut-etre Ctendue de la maniere suivante au cas oti 
K est un demi-anneau (i.e., un ensemble muni d’une addition et d’une 
multiplication, celle-ci &ant de plus distributive par rapport a celle-Ii): la K- 
algebre des series rationnelles dans K((X)) est delinie comme etant la plus 
petite sous-algebre fermee pour l’operation 

Sk-+S”= r S” 
nt;'o 

(definie quand (S, 1) = 0). 

On definit ainsi les series R + rationnelles. 
Une serie S E Z((X)) est dite a croissance polynomiale s’il existe a, b 2 0 
tels que: V w E X*, ](S, w)] < a 1 wlb (oti 1 WI est la longueur du mot w). 

Une series S E K((X)) est Pchangeable [ 13 ] si pour tous mots ayant meme 
image commutative, ces mots ont m2me coefficient dans S. 

TH~OR~ME 11.5.1. Soient S et T E Z((X)). On suppose que S et T sont 
rationnelles, que T est Pchangeable et que V w E X*, (S, w)/(T, w) E Z. Si T 
ve’rifie au moins rune des deux conditions suivantes: 

(i) T est d croissance polyno^miale; 

(ii) T est [R +-rationnelle; 

la serie quotient LfHadamard de S et T est rationnelle. 
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Nous avons besoin d’une serie de lemmes. 

LEMME 11.5.2. Soit m E&(Z), a et b > 0 tels que: V k E N, lrnk\ < ak*. 
Alors les valeurs propres non nulles de m sont des racines de l’unite’. (I / 
de’signe une norme sur An@)). 

Preuve. Les valeurs propres de m sont des entiers algebriques; soit A 
l’une d’entr’elles: 3 c > 0 tel que V k E N, (Alk < ck*. Par suite: (A 1 < 1 et l’on 
conclut en appliquant un theoreme de Kronecker [27, 8. Abschnitt chap. 4 
ex. 2001. I 

Nous dirons que la suite a valeurs dans C: a = (cz,,)~~~. est rationnelle si la 
serie d’une variable Cn>O ant” est rationnelle. Rappelons que a est ration- 
nelle si et seulement si elle verilie une relation de recurrence lineaire, i.e., s’il 
existe un entier k et a l,...,akEC tels que: Vn>Oa,+,=a,a,+,-,+‘.‘+ 
a,a,. Si P= b,tk + b, tk-’ + ... + b, E C[t], nous notons P. a la suite 
@o’a,+k+b,~ antk-l+"'+bk'CLn)n6N. 

11 est immediat que si P, Q E C[t], on a: P . (Q . a) = PQ a. Avec cette 
notation, a est rationnelle si et seulement s’il existe P E C [ t], non nul, tel que 
P a = 0. L’ensemble des P verifiant cette relation est un ideal de C[t] et l’on 
note P, le generateur normalise de celui-ci; P, est le polyn6me minimal de a. 

Par ailleurs, on montre que a est rationnelle si et seulement s’il existe h, 
r > 1 et des & E C, Pi E C[t], 1 < i < r tels que: V n > h, a, = Ci AyPi(n). 

Cette expression s’appelle le polyn6me exponentiel associe a a: elle est 
unique. Si les Ai et les Pi sont non nuls et si h est minimum, on a: 

p, = th n tt _ #e-i+ 1). 
i 

Nous appellerons racine de a une racine non nulle de P,, et multiplicite’ de 
cette racine, sa multiplicite dans P. Une racine de a sera dite dominante si 
elle a un module maximum parmi toutes les racines de a et si elle est la seule 
ayant cette propriett. 

LEMME 11.5.3. Soient P, Q E @[t]; il existe R E @[t] tel que: pour toutes 
les suites a = (a,), p = @?,) telles que P a = 0, Q. p = 0, que /I a une racine 
dominante, que le quotient de deux racine distinctes de /I n’est pas une racine 
de Punite’ et que y = (a,//?,,) est rationnelle, on a R y = 0. 

Preuve. Soit J , ,..., J, la partition des racines de /3 selon leur module: si 
p E Ji, p’ E Jj: i cj + 1~1 > I@), et i =j * 1~1 = 1~ I. Par hypothese, 3, est 
un singolet: J, = {p,}. Soit y la suite (a,/P,); supposons que y soit ration- 
nelle. Soit K 1 ,..., K, la partition des racines de y avec: si v E Ki, v’ E Kj: 

i<j 3 IvI>(v’I et i=j * IvI=Iv’I. 
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11 existe des polynames non nuls P,, , Q, , y E Ji 9 v E Kj, 1 < i & r, 1 <.j < S: 

pour n assez grand. Par suite: 

a, =P,r, = 
drraeineden i*j,u,v 

ll0=.1 

pour n assez grand. 

1. Soient P:, = C,EJr~nP&(n), ~2 = CueKs V” . Q,(n). La suite (Pa&) 
n’est pas nulle, sinon il existerait une infinitb de n tel que pf, = 0 et il 
existerait p, p’ E J, tels que p/p’ soit une racine de l’unitk # 1 [21]. 11 existe 
done 1 tel que 

A= c P,Q,#O. 
UEJr 
OGKS 

iW=l 

Le coeffkient de 1 dans le polynrime exponentiel de a est encore A, car pour 
,U E Jr, v E K,, 1,~ 1 et Iv1 sont minimums. Par suite, il existe une racine de a 
(ii savoir A) ,U E J,, v E K, tels que ,4 =PY; d’oti l’existence d’une constante C, 
ind~~ndante de a, p, y telle que: V v racine de y, / v/ > C. 

2. Montrons que pour toute racine v de y, il existe une racine A de a, 
des racines ,u, ,..., ,u~ de /3 telles que 

Pour v maximum, i.e., v E K,, c’est clair, car le coeffkient de ,u~ v dans le 
polyncime exponentiel de Q est P,, Q, (il cause de la maximalitk de ,u,) qui est 
non nul et p, v est done racine de a. Soit p > 2 et v E K, . Si p, ‘v est racine de 
a, v est de la forme (I). Sinon on a: 

21 P,r.Q,,=O 
U',L" 

U'U'=U,I' 

et il existe done une racine y’ #,ur, de /3 et une racine v’ de y telles que 
j2~‘=cf~u. Or /~,j > jp’/ * /v’/ > /v) =s v’ f K,, avec p’ < p. On conctut 
par rtcurrence sur p. 
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3. Comme )p,) > 1~1 pour toute racine ,U #,u, de /3, on a pour k assez 
grand, pour toutes racines ,uZ ,..., ,u, # ,u, de p, et toute racine L de a: 

D’apres 1 et 2 il existe done un ensemble lini E, indipendant de y, tel que 
toute racine de y soit dans E. 

4. Comme en 3, on montre que si v E K,, P,, Q, est le coefficient de 
,u, v dans le polynome exponentiel de a. Soit 4 la multiplicitt maximum des 
racines de a et /3. On a done: a”(PH,Qv) < q * a”Q, 6 q. 

Supposons que: V p’ < p, t/ v E Kpc, 8’Q, gp’q. Soit v E K,. S’il n’existe 
pas de @‘, v’) # 01,) v) tels que u’v’ = ~1, v, alors le coefficient de p, v dans le 
polynome exponentel de a est P,, Q, . D’ou a0 Q, < q. 

Sinon, ce coefficient (eventuellement nul) est: 

f’,,Q,+ c P,,Qu,. (v’.~‘)#(rl,u) L’V’=LI,” 
Or, comme precedemment, ,u’v’ = ,u, v et $ # y, 3 v’ E Kpc avec p’ < p. 
Done: 8Q, < sup{a”(P,,Q,,). q} Qpq par hypothese de recurrence. Par 
suite, comme p < Card(E), on a: pour toute racine v de y, a”Q, Q q Card(E). 

5. On sait done majorer independamment de y les multiplicites des 
racines de y. Soit h un majorant de la multiplicite de 0 dans P et Q; h majore 
done la multiplicite de 0 dans P, et le lemme en decoule. 1 

Disons que la suite rationnelle p verifie la propridte (B) si pour toutes 
racines ,u, ,u de module maximum de p, le quotient /3/p est une racine de 
I’unite. 

LEMME 11.5.4. Soient P, Q E C[t]. I1 existe R E C [t] tel que: pour toutes 
les suites a = (a,), p = @,) telles que P a = 0, Q . p = 0, que j3 a la 
proprie’tt! (B), et que y = (a,/p,,) est rationnelle, on a: R y = 0. 

Preuve. Soit N un entier tel que toute racine de l’unitb I qui est quotient 
de deux racines de Q verifie AN = 1. Soient a’, /I’, 0 < i < N - 1, les suites 
dttinies par: 

11 existe P,, Q, E C[t], ne d&pendant que de P et Q tels que P, a’ = 
Q, /? = 0, V i, 0 Q i < N- 1. 11 existe done d’apres le lemme 11.5.3. 
R, E C [t] tel que V i, R, . yi = 0, avec yf, = al/&,. Soit R(t) = R ,(r”). Alors 
R.y=O. I 

48 llh6/2- I I 
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Preuve du th. 11.5.1. 

Nous allons appliquer le critere de la prop. 11.3.1, avec K = C. Soit U la 
serie quotient de S et T. 

6) m, verilie une identite polynomale. Soit T la serie inverse 
d’Hadamard de T. T’ est &changeable done !JJ,, est commutatif. U est 
reconnue par !UI, @ %I,, qui veritie une iderititl polyndmiale [28, 1.3.13 1. Par 
suite 9JIm, verifie une identite polynomiale. 

(ii) Soient (A, v, y) et (A’, v’, y’) les representations liniaires rtduites de 
S et T respectivement. Si T est a croissance poly&miale, il existe d’apres 
[13, th.2.1.11 a, b>O tels que: VwEX*, ]v’w]<u]w]~, done les valeurs 
propres de v’w sont des racines de l’unitl [lemme 11.5.21 et pour tous U, 
v E X* la suite ((S, UW”V)) possede la propriete (B). 

Si T est R +-rationnelle, pour tous U, v E X*, la serie Cn>O (T, uw”v)t” est 
R +-rationnelle, done d’apres [ 2, cf. aussi 11A th. VIII.6.1.1] possede la 
proprilte (B). Dans les deux cas, pour tous U, v E X*, la suite 
/3= ((T, UW”V)) possede la propriete (B) et verifie Q p = 0, oti Q est le 
polynome caracteristique de v’w. De plus, si P designe le polyndme carac- 
teristique de VW, on a pour tous U, v E X*, P CI = 0, oti (x = ((S, UW”V)). Par 
ailleurs V n, a,JP, L done la suite y = (a,,/P,,) est rationnelle (si T est a 
croissance polynomiale, 8, l’est aussi et on applique 171; si T est R +- 
rationnelle, p, I’est aussi et on applique [2]). 

I1 existe done, d’apris le lemme 11.5.4, une relation de recurrence lineaire 
veritiee pour tous U, v E x* par les suites ((U, UW”V)). I 

Remarque. Si S et T sont toutes deux N-rationnelle, la serie quotient, 
quoique rationnelle, n’est pas toujours [N-rationnelle, comme le montre un 
exemple de Karhumaki [ 181. 

III. PSEUDO-VARII?TI?S D'ALG~BRES DE DIMENSION FINIE 
ET VARI~~BS DE STORIES RATIONNELLES 

Le thloreme de S. Eilenberg sur les varietts a mis en evidence la 
correspondance qui existe entre les pseudo-varietes de mono’ides finis et des 
classes de langages rationnels qu’il a appelees *-variltes; beaucoup d’autres 
etudes dans ce domaine ont ItC faites: 

5, 11 B, 23, 24, 32, 33, 38, 42, 43 

pour n’en titer que quelques unes. Nous nous proposons ici d’esquisser une 
etude analogue des pseudo-varietes d’algibres de dimension tinie en liaison 
avec les series rationnelles. 



SkRIES FORMELLES ET ALGkBRES 469 

Dans tome la suite, k designe un corps commutatif. Toutes les algebres 
considertes ici sont des k-algebres de dimension linie sur k avec element 
unite. 

1. Le theoreme fondamental 

Rappelons qu’une pseudo-varie’te’ d’algebres est une classe non vide V 
d’algebres qui verifie: 

Si 9R E V et 9JI -+ 9R’ est surjectif !JJI’ E V. 

Si 9JI~Vet!JR’-+9JIestinjectif9JI’EV. 
Si !JJ, W’ E V, Illz X !JJI’ V. 

Rappelons que %I’ < 9JI signifie que ‘ZUI’ est isomorphe a un quotient dune 
sous-algebre de W. Les deux premieres conditions s’expriment done aussi 
par: WE Vet 1131’<9II=+-?IRIRE V. 

Nous appellerons a-vat%&! une pseudo-varitte d’algebres de dimension 
finie. Soit X un alphabet, w E X* et S E k((X)). Nous notons: 

w-‘s = 1 (S, WV)& SW-‘= c (S, uw)v. 1’EX’ l!EX’ 

Supposons donne pour chaque alphabet X une partie x*7- de k((X)) 
veriliant: 

Fiy. est un espace vectoriel. 
FT. est fermt par le operations w -’ dtfinie ci-dessus, pour tout 

wEX*. 
Si Y est un alphabet et p: k((Y)) --) k{(X)) un homomorphisme 

d’algebres, alors S E x*7‘ + S o ,U E T*w‘ (ici S est consider&e comme 
forme linbaire sur k(X)). 

Nous dirons alors que 3. = {PT} est une s-uariete. 
S. Eilenberg a etabli qu’il y a correspondance bijective entre 

pseudovarietes de mono’ide finis et varittes de langages [ 1 lB, chap. VII, 
Sect. 31. Nous obtenons ici un rbultat analogue. 

TH~OR~ME III. 1.1. Soit %” une s-variete’ et V la a-variette’ engendree par 
les algebres syntactiques des series dans “Y- (ceci sera note 7. 3 V). Alors 
T =c- V est une correspondance bijective entre s-varie’tb et a-variktb. La 
correspondance reciproque (notee V S- F) est d@%ie par: F est la s- 
varie’tt! des series dont Palgebre syntactique est dans V. 

Nous avons besoin de quelques resultats preliminaires. 

LEMME 111.1.2. Soit !UI une algebre de dimension j?nie. I1 existe des 
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algebres W, ,..., W,, quotients de IDZ, qui sont syntactiques et telles que 
Phomomorphisme canonique !M -+ fl pi soit injectif: 

Preuve. Soit X un alphabet tel qu’il existe une surjection v: k(X) -+ !W. 
Soit (D, ,..., p, une base du dual de 9JI et V i, Si la serie reconnaissable (pi 0 v. 
Soit !lJIi l’algebre syntactique de S,.. I1 existe un homomorphisme surjectif pi : 
YII -+ tmi tel que pi 0 v = psi. Soit y: 9J -+ n ‘iNi le produit des yi. Si m E %I, 
il existe P E k(X) tel que v(P) = m et: p(m) = 0 3 V i, pi(m) = 0 3 V i, 
psi(P) = 0 done 

(Si, P) = 0 (puisque Si = qsi 0 psi). 

+- V i, pi(m) = 0 (puisque q,(m) = pi 0 v(P) = (Si, P)) * m = 0. 4 

De ceci, on deduit immediatement le 

LEMME III. 1.3. Une a-variete’ est engendree par les algebres syntactiques 
qu’elle contient. 

LEMME III. 1.4. Soit T une s - variett! et S E x*T. Soit rp une forme 
lineaire sur !QI,. Alors a, o p, E FT. 

Preuve. Soit E le sous-espace de k((X)) engendre par les series u-‘&W’ 
(u, v E X*). On a: E c X*F. L’orthogonal E” de E est determine par: 

PEEOoVu,vEX*,(u-‘Sv-‘,P)=OoVu,vEX*(S,uPv)=O 

o V Q, R E k(X), (S, QPR) = 0 puisque x* est une base de k(X). 

Done E” = 7’. E” est de codimension tinie done E = Eoo [ 3, I, chap. 2, th. 7 
du Sect. 71. 

Or Kerqo,u,IKerps=J’s, done ~opsE&=FO=E. Par suite 
‘POPsEX*T. I 

LEMME III. 1.5. Soit !UIi (i = 1,2) une algebre reconnaissant Si E k{(X)) 
et Ji E k. Alors !LJI, x YJl, reconnait A, S, + 1,S,. Si u E x”, !IR, reconnait 
K’S, et S,u-‘. De plus, si Y est un autre alphabet et v un homorphisme 
k(Y) + k(X) alors !JJI, reconnaft S 0 v. 

C’est immediat. 1 

LEMME 111.1.6. Soit V une a-variett! engendree par une famille 
d’algebres Sr. Alors !DI E V si et seulement si !UI < ‘!UI’ ou !W est un produit 
fini dalgebres dans ;7. 

C’est immediat. I 
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LEMMA 111.1.7. Soit V une wari&! et S E k((X)). On a !UIm, E V o 3 
!JJI E V tel que S soit reconnue par !UI. 

C’est une consequence du car. 1.2.2. 1 

Preuve du thkordme 111.1.1. (inspirke de celle du tht;oSme d’Eilenberg). 

Now notons V * ‘T et Ye * V les correspondances d&rites dans 
l’enonch Si V est une a-variete et V * Y, F est une s-variete d’apris les 
lemmes 111.1.5 et 111.1.7. De meme, si T est une s-variete et Y + V, V est 
une a-variete. 

1. Soit V une a-variete et V * T * V’. V’ est engendre par les ‘iRIm,, 
S E T. Or S E T 3 !JJIm, E V. Done V’ c V. V est engendree par les !UIDz,, 
YJI, E V (lemme 111.1.3). Or ‘!UIm, E V G- S E ‘T =s 9JIs E V’. Done VC V’. 

2. Soit Y une s-variete et F 3 V * T’. Si S E V, alors 
tzn, E V* S E !UY. Done F’” c T’. Reciproquement, soit S E x*7’. On a: 
‘iJJID1, E V. Or V est engendri par les ‘BIT, TE T. Done il existe 
T 1 ,..., T, E T tels que YRm, < n YJIm,, -(lemme III. 1.6). 

Soient Ti E k((Xi)). Posons YJIi= ‘iUITi, pi =pTi et ‘pi = 9)Ti. On a: 
Ti = (Do o ,ui. 

Soit W= n k(Xi), !I3 = J-J !I& et p: W+ 93, p(P1 ,.., P,) = (uI(P,) ,..., 
p,JP,)), ,U est surjectif puisque chaque pi l’est. 11 existe une sowalgebre !UI’ 
de YJI est un homomorphisme surjectif p: !UI’ + YJIm,. Comme k(X) est libre et 
a surjectif, il existe un homomorphisme a: k(X) --f 9JI’ tel que ,u~ = /I 0 a. Soit 
9 la forme lineaire sur !W: 9 = 9ps 0 /I. 9 se prolonge en une forme lineaire I+? 
de!UIetl’onaVPEk(X) 

a(P) E IIR’ * v/ 0 a(P) = w 0 a(P) 

= 9, 0 /3 0 a(P) = 9s 0 lus(P) = (S, PI. 

De plus, p est surjectif et k(X) libre, done il existe un homomorphisme y: 
k(X) + W tel que a = p 0 y. Posons: 

Y(P) = (Y,(%.~ Y,P))~ Yi : k(X) + k(Xi), 

0) = (a,(P),..., a,(P)), a,: k(X)-+!UIi. 

On a: o = p o 7 + V i, oi = pi o yi. Soit vi la restriction de W a mi* On a: 

(S, P) = P(al(P),..., a,(P)> = 1 vi 0 at(P) 

= C Wi ’ Pi ’ YiCp)* 
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Soit SiEk((X)), Si=yiohioyi. Alors S=CSi. Or yiopiEflY’ 
(lemme 111.1.4) par suite Si E XW. et S E X*T. Done ‘F” c 7.. m 

COROLLAIRE 111.1.8. Soit V une a-varitU et T une s-vari&te’ telles que 
Ve F. Soit !M une algsbre: alors YJ E V si et seulement si toute stfrie S 
reconnuepar W est dans 7:“. 

Preuve. Soit YJ telle que toute sCrie reconnue par !DI soit dans T. 
D’aprks III. 1.2. il existe des skies S, ,..., S, reconnues par ‘9JI telles que 
!ul < n !JJl$. 

2. Exemples de vari&& 

Dans la suite, V dksignera une a-variitk et F la s-variktk correspondante: 
vo P-. 

a. Plus petites varihth. La vari& triviale est la variktl nulle (i.e., 
V= (O), 7 = (0)). La plus petite a-variCtC non triviale V est clairement 
celle qui est engendrte par k. On montre aidment que toute sous-algtbre et 
tout quotient de I’algibre k” (n > 0) est isomorphe i un km (0 < m ( n). Par 
suite, V est la classe des algtbres qui sont isomorphes B un k” (n > 0). 

Si X est un alphabet et S E k((X)) une sCrie reconnue par k, il existe un 
homomorphisme p: k(X) + k et a E k tel que (S, w) = ww. Si a = 1 et 
a, =,14(.x) (x E X), on a: 

(S, W) = n ap”lx, done S = (1 - 2 a, . x)-l. 
XEX XEX 

Une telle skrie sera appelte sPrie gtfom&rique. X*F est I’espace vectoriel 
engendrk par les skies glomttriques, en vertu du lemme suivant, qui est 
immkdiat. 

LEMME 111.2.1. Soient !h,, !lJI 2,..,, IIR, des algdbres et S une sh-ie 
reconnue par W, x ‘3Rm2 x . . x %I,, . Alors S est somme de shies Si , oti Si est 
reconnue par W i. 

b. Plus grande vari&. La classe de toutes les algtbres de dimension 
finie est une a-varittt notke Alg. Comme toute algibre de dimension finie 
s’injecte dans une algkbre de matrices, Alg est caractiriske par: 

Vn>l, An(k) E Alg. 

La s-variCtC: correspondante est la classe de toutes les skies rationnelles, 
notke Rat. 

c. Vari&e’ commutative. La classe des algkbres commutatives de dimension 
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lime est une a-varietl V. % 1 est alors la a-variete des series khangeables (cf. 
M. Fliess 113, p. 2161). 

3. Varie’tes lit&ales 

Nous inspirant de J. F. Perrot [23], nous dirons qu’une s-varibte est 
litterale si pour tout alphabet X et pour tout x E X, la serie x est dans x*9’ ‘. 

PROPOSITION 111.3.1. 7“ est litterale si et seulement si V contient une 
algebre m contenant un element nilpotent non nul. 

Preuve. Si m E 9JI E V est nilpotent non nul, on se ram&e a: m # 0, 
m2 = 0. 11 existe une forme lineaire cp sur 9JI telle que cp(m) = 1. Soit X un 
alphabet, x E X et ,u: k(X) + 9Jl l’homomorphisme delini par: ,u(x) = m et 
,~(x\x) = 0. Alors (!IJI, ,u, q) est une representation de la serie x, done x E 7”‘ 
[lemme 111.1.71. 

Pour la reciproque, on remarque que l’algebre syntactique 9JI, de la serie 
S = x contient un element nilpotent non nul, a savoir p,(x), car 1 = (S, x) = 
fpx;pf(;);px(x) # 0 et p,(x)* = 0, car V u, v E X*, (S, ux’v) = 

X. 

PROPOSITION 1X1.3.2. I1 existe une plus grande s-varie’te’ non litterale T. 
V est alors la a-variete’ des produits de corps. 

Nous avons besoin de quelques resultats preliminaires. 

LEMME 111.3.3. Soit ‘94 une algebre de dimensionfinie. Alors 9J est saris 
e’lements nilpotents si et seulement s’il existe des corps D, ,..., D, contenant k 
en leur centre tels que ID1 soit isomorphe ci n Di. 

Preuve. Si %U est saris elements nilpotents, 9JI est saris idtaux nilpotents. 
Par suite [4, th. II.21 !IJI est isomorphe a un produit de la forme n.&,(Di) 
oti les Dt sont des corps contenant k en leur centre. Comme 3R est saris 
Clement nilpotents, on a V i, n, = 1 et !DI N n Di. La reciproque est Claire. 

LEMME 111.3.4. Soit Iu1= n Di un produit fini de corps contenant k en 
leur centre et de dimension jinie sur k. Si !WC 9X, ‘W est saris tWments 
nilpotents. 

Preuve. Si %JI’ est une sous-algebre de YJI, c’est clair. On est done 
ramene, d’apres le lemme 111.3.3, a: !IJI’ = W/Z, ou 7 est un ideal de YJI. 
Soit m E %?I et r > 1 tel que m’E r. Soit ei l’ilement de YJI dont toutes les 
composantes sont nulles sauf la i&me qui vaut 1; on a: m = C diei(di E Di). 
Par suite, m’ = C d; e, E 3. Comme f est un ideal et Di un corps, on a: 
d, # 0 =E- ei = (d;’ e,)m’. Done: m = Ci,dizo die, E 3’. Par suite, YJV est sans 
elements nilpotents. I 
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Preuve de la prop. 111.3.2. 

D’aprds les lemmes precedents, la classe V d&rite dans l’lnonce est une a- 
variete telle que: ID1 E Vo !IJl est sans elements nilpotents. Done T est une 
s-variete non litterale [prop. 111.3.11. Soit w“ une variete non litterale et I” 
telle que V’ e T’. Alors !VI E V’ G- %R est sans elements nilpotents 
[111.3.1] + %Jl E V [111.3.3]. Done I” c V* T’ c T-. 1 

Remarque. Un raisonnement analogue montre que V est la plus grande 
a-variete dont toutes les algebres sont semi-simple% 

4. Vari&% fermkes par produit 

Nous dirons que Y est fermt!e par produit si pour tout alphabet X et tous 
S, TE X*T, on a: STE X*T (cf. J. F. Perrot, [23]). Nous obtenons un 
resultat analogue a celui de Perrot pour les langages. 

PROPOSITION 111.4.1. Si 7 est non triviale et fermtfe par produit, Y est 
littkale. 

Preuve. T est non triviale, done T contient les series geometriques 
(voir 2a) Soit X = {x, y}: les series (1 -x)-l et (1 -y)-’ sont dans x”T, 
done leur produit S = Cn,msN x”y” Vest aussi. Or xy 6Z 7s et xy xy E Js, 
comme on le veritie aisement. Done 3, contient un Clement nilpotent et 7 
est littirale [prop. 111.3.1]. fl 

Au produit de deux langages correspond dans la theorie des varietes de 
langages le produit de Schiitzenberger des monoides [voir 1 lB, chap. IX, 
Sect. 21. Nous allons definir un produit d’algbbres qui possede des proprietes 
analogues: 

Soient !IJl,, 9J$ deux algebres. P = !UIi ok !I?& est muni d’une structure de 
!UiYr-module i gauche et de %$-module a droite et ces deux operations 
commutent. Nous definissons sur l’espace vectoriel !IRi x P x %Ji’, un produit 
de la man&e suivante: 

Cm,, v, Mm;, v’, m;) = (m, m;, m, v’ + urn;, m, m;). 

Pour memoire, on remarquera que ceci est formellement repire par le produit 
matriciel: 

YJl, x P x W, devient ainsi une k-algebre, notee W, 0 %Um, : c’est le produit de 
SchzYtzenberger des alg&bres 9JI, et YIJl*. Son element neutre est (1, 0, 1). On 
remarquera que !Ul, x %I& s’identifie i la fois i une sous-algebre et a un 
quotient de 9Jl, 0 !Dlm, . L’intCr6.t de ce produit d’algebres est qu’il reconnait le 
produit des series: 
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LEMME 111.4.2. Went Si E k((X)) reconnues respectivement par Wi, 
i = 1,2. Alors !Ul, 0 !& reconnait S, S,. 

Preuve. Soit (YJIi,~i, vi) une representation de Si, i= 1,2. Soit 
W = 98, 0 !lJ$ et p l’application X* -+ 9Jl definie par: 

On a: 

vww’= c PlU OP2U 
WW’=UU 

U#l 

= c plu@p*vw’ + c P,WUOPu,V 

w=uv w’=uu 
Ufl UZI 

= c pu,uopu,v Y,w’+Plw 

( W=“C 1 ( 
c Pu,~Oc12V 

w’=uu 1 
Ufl Id+1 

=vw.p2w’+p1w.vw’. 

Par suite: ,UWW’ =pw pw’, Done ,U se prolonge en un homomorphisme 
k(X) + W. Soit cp la forme lineaire sur YJI definie par: 

rp(mly m; 0 mi, m2) = cpl(m;) . v2(mi). 

On a alors: 

Par suite v, 0~ est la serie S; S, ou S; = S, - (S,, 1). Or 
S, S, = S; S, + (S,, l)S,. Soit ty la forme lineaire sur VI: y(m,, v, m,) = 
(S, , 1) p*(m,). Alors (‘9JI, p, CJ + y) est une representation de S, S,. a 

Remarque. On pourra remarquer l’analogie de ces constructions avec 
celles de Schtitzenberger dans [35, III.A.2; 361. 

Nous dirons que la a-variete V est fermke par produit de SchCtzenberger 
si pour tous mm,, mm, E V, on a m, 0 %R, E V. 

Nous obtenons alors une caracterisation des varietes fermees par produit. 

PROPOSITION 111.4.3. P” est fermbe par produit si et seulement si V est 
fermke par produit de Schkkenberger. 
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Preuve. Si V est fermee par produit de Schltzenberger, T est fermee par 
produit [lemme 111.1.7. et 111.4.21. Soit T non triviale fermee par produit. 
Soient W,, !Ulm,E Vet YJl=YJl,OW,. Pour montrer que !UlUIE Vi1 suffit de 
montrer que toute serie reconnue par !W est dans T [111.1.8]. Soit done X un 
alphabet, ,u: k(X) -+ IDZ un homomorphisme et cp une forme lineaire sur !Ul. 
Soit P = W, @ !lJl, et pi, q, pz les projections de !Ul sur 9Jl,, P, W, respec- 
tivement; p, et p2 sont des homomorphismes d’algebres, done ,u, =p, o p et 
pZ =p2 o ,B aussi. Posons v = q o ,u et soient (p, , ty, v)* les restrictions de CJJ i 
!IJl,, P, I111, respectivement. On a o = (p, + iy + p’z et p= (ui, v, p2). 

Done: 
v o P = VI O Pl + w O v + Pz O P2* 

Le ler et le 3eme terme sont des series reconnues par !lR, et !I$, et sont done 
dans T. 

11 s&it done de montrer que ty o v E T. Or y est une somme finie de 
formes lineaires de la forme tyi @ ty2 ou vi, y2 sont des formes lineaires sur 
W, , W, respectivement. On est done ramene a y = y, @ y2. Or il existe un 
entier p tel que: 

On verifie par recurrence sur 1 w] la formule: V w E X* 

Par suite: 

VW= c p,u vx .pu,v. 
w= uxu U,UEX’,XEX 

VW=1 C P,um,,iO *x,iPZv 
I w=uxu 

et 

Soient Si,X, Ti,X les series admettant pour representation (!IR, ,pu,, tyl,i,x), 
(932 v Pz, W2.i.x) avec: 

Wl,i,Am,) = Wl(mlmx,i) et ‘Y2,iAm2) = V2(%,im2). 

On a: Si,X, ‘Ti,x E F’^ et: 

i,x 
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Comme ir. est fermee par produit et litterale [prop. 111.4.11, on a 
y/ovET-. I 

D’apres un theoreme de Schiitzenberger [37] le mono’ide syntactique dun 
langage cX* est aperiodique (i.e., les groupes qu’il contient sont triviaux) si 
et seulement s’il appartient a l’algebre de Boole fermee par produit engendree 
par les lettres et X*. A partir de la, Perrot a montre qu’i la variete des 
mono’ides aperiodiques correspond la plus petite variete de langages non 
triviale fermee par produit [23]. Nous allons caracteriser la plus petite s- 
variett non triviale fermte par produit. Auparavant, nous montrons un 
resultat qui s’apparente a celui de Schiitzenberger. 

PROPOSITION 111.4.4. Soit S E k((X)), rationnelle. Les conditions 
suivantes sent equivalentes: 

(i) Tout quotient simple de 93, est isomorphe d k. 

(ii) Tome representation matricielle de !I& est triangulable. 

(iii) S appartient d la sous-algebre de k{(X)) engendreepar les lettres 
et les series geome’triques. 

Nous avons besoin de quelques lemmes. 

LEMME 111.4.5. Soit 9.JI une algebre. 

(i) Si p est une representation matricielle R + A”(k), on peut par 
changement de base mettre p sous forme triangulaire par blocs. 

(T) 

oli les pi: I1R d&=,(k) sont des representations irreductibles et les algebres 
pi des algebres simples. 

(ii) Si u: ‘3.J --t M,(k) est une representation fiddle de W sous la forme 
(T) alors toute algebre simple quotient de 101 est quotient dune des algebres 

PiWm>* 

Preuve. (i) 11 est bien connu qu’on peut mettre ~1 sous la forme (T) avec 
des pi : ‘&II -+ A”,(k) irreductible. Ainsi k”’ devient un pi(m)-module simple 
done p,(m) est une algtbre primitive de dimension finie, done simple (cf. 
[ 15, th. 2.1.41). 

(ii) On peut supposer que les pi sont irrtductibles done les ,u@) 
simples. Soit I c {l,..., r) tel que les ideaux maximaux Ker pj soient deux a 
deux distincts pour j E I et que pour chaque i, il existe j E I tel que 
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Ker pi = Ker ,uj. Alors l’homomorphisme canonique v = nje, pj : 
1132 --+ JJj,,pj(%II) est surjectif [ 10, th. chinois, 18.181. 

Soit m E Ker V; alors pour tout jE Z, pj(m) = 0 done V i E {l,..., r), 
p,(m) = 0. Par suite p(Ker v) est un ideal nilpotent de #UI), done Ker v est 
un ideal nilpotent de 9JI (puisque ,u est injectif). Done Ker v est contenu dans 
tout ideal maximal de !JJI et par suite tout quotient simple de ‘W est quotient 
de J&, ~j(W), done quotient d’un des pj(‘%N). 1 

LEMME 111.4.6. Soit S E k((X)) admettant la representation 
(An(k), p, (o) oti ,u: k(X)+&(k) est sous la forme (T). Alors S appartient d 
Palgebre engendree par les lettres et les series reconnues par les algebres 

Pi(k(W)* 

Pour la preuve, voir [31, lemme 51. 1 

LEMME 111.4.7. Soient YJI,, )1Dz, deux algebres. Tout quotient simple de 
9JI, 0 !I.& est quotient de !JII, ou 93,. 

Preuve. Soit p: !IJIr 0 !UI, -+ !IJI, x ‘9X, l’homomorphisme surjectif defini 
par: p(mi, v, m,) = (m, , mz). 11 suffit de montrer que Ker ,u est contenu dans 
le radical R de 9Rm, 09JIDz,. Or Kerp= ((O,v,O)]vE ‘!IR, @mm,} verifie 
(Kerp)’ = 0. Done Ker p c R. fl 

Preuve de 111.4.4. YJI, est une algtbre de dimension finie et admet done 
une representation matricielle tidele. D’oti l’equivalence de (i) et (ii), d’apres 
111.45. sachant que toute representation irreductible de k est de dimension 1. 
Supposons que S verifie (iii). Remarquons que l’algtbre syntactique d’une 
lettre ou d’une serie geometrique n’a que des quotients simples isomorphes a 
k. Par suite, d’apres 111.4.2 et 111.4.7, S est reconnue par une algebre ‘%II dont 
tous les quotients simples sont isomorphes a k. Par suite !DIm, est quotient 
d’une sous-algebre 9JI’ de 1112. D’apres 111.4.5, !UI admet une representation 
tidele par matrices triangulaires; il en est done de mdme pour !IX’, done les 
quotients simples de 9JIm,, qui sont aussi quotients de 9JI’, sont isomorphes i 
k. Done S verifie (i). Que (ii) implique (iii) dtcoule de 111.4.6. 1 

PROPOSITION 111.4.8. II existe une plus petite s-variete’ Y non triviale 
fermee parproduit: !%’ E V si et seulement si tous les quotients simples de ‘3J 
sont isomorphes a k. Une serie S E Y si et seulement si S vert>e les 
conditions de 111.4.4. 

Preuve. 11 suffh de verifier que V = {!UI ] tout quotient simple de !DI est 
-k) est une a-variete. Or cela dbcoule du lemme 111.45. i 

Une pseudo-varike de monoi’de finis V est appele une variete a groupe (cf. 
[23]) si elle posdde la propriete suivante: il existe une pseudovariett de 
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groupe finis V’ telle que: ME V si et seulement si les groupes contenus dans 
A4 sont dans V’. Perrot a montrk que toute variktk de langages qui 
correspond i une variCtt i groupes est fermke par produit [23]. La 
rhiproque est fausse [42]. 

Cependant, nous obtenons que si V est une a-variktl correspondant 1 une 
s-variktk T fermke par produit, alors V est entikement dkterminte par les 
algibres simples qu’elle contient. 

PROPOSITION 111.4.9. Soit V’ une a-variktte’ et V la classe des algtibres de 
dimension finie dont tous les quotients simples sont duns V’. V est une a- 
variktt!. 

Preuve. Celi dkcoule de 111.4.5. I 

Conformiment 1 ce rksultat, nous dirons qu’une a-variktk Vest une varit% 
li quotients s’il existe une a-variktl V’ telle que: YJI E Vo tous les quotients 
simples de ZJI sont dans V’. Dans ce cas, on peut prendre pour V’ la a- 
variCtC engendrke par les alg6bres simples E V et nous krirons: V= 0 V’. 

PROPOSITION 111.4.10. 7” est fermie par produit si et seulement si V est 
une varikte ci quotients. 

Preuve. Si V est une vari&C i quotients, T est fermie par produit 
d’aprks 111.4.3 et 111.4.7. 

Soit 9 une s-variktk fermCe par produit et V la a-variktk correspondante. 
Soit V’ la a-variktk engendrle par les algibres simples dans V. On a 
clairement: Vc 0 V’. Soit !UI E 0 V’. Soit S une skrie reconnue par YJK 
D’aprh 111.4.5. et 111.4.6, comme Fe est litkale LIII.4.11, S E ‘F. D’aprks 
111.1.8, Illz E V. 1 

5. VaritW fermkes par produit d’Hadamard, de Hurwitz. 

Le produit de Hurwitz de deux mots u et v est un polyn6me notC u LU v et 
dittini de la manike suivante: 

uLuv= c 1 u,v,u* “’ u,v,, uz,..., u,, VI,..., u,-, # 1. 
flER\I’ u=u,. ‘U” 

“=v,’ L’” 

Le produit de Hurwitz des skies S et T, not6 S UJ T, est dkfini par 
prolongement par liniaritk (il est commutatif) 

S LU T= 2 (S, u) (T, v)u LU v. 
Il.” 

Rappelons que le produit d’Hadamard est dCfhi en 11.3.b et notk 0. Nous 
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disons qu’une s-varietl w‘ est fermi’ par produit cfHadamard (resp. produit 
de Hurwitz) si pour tout alphabet X et tous S, TE X*7”‘ on a: 
S OT E x*7’ (resp. S LU T E x*T). 

De maniire analogue, nous disons qu’une a-varitte V est fermi’ par produit 
tensoriel si pour tous 9JI i, !UIz E V, on a 9R, @ I112, E V. Nous obtenons alors 
la 

PROPOSITION 111.5.1. Soient V et 7”‘ une a-varie’tk et une s-varith! en 
correspondance; les conditions suivantes sont Pquivalentes: 

(i) V est fermk par produit tensoriel. 

(ii) 7”‘ est fermP par produit dHadamard. 

(iii) Y est fermi’ par produit de Hurwitz. 

Preuve. Pour (i) * (ii) et (i) + iii nous utilisons des constructions de ( ) 
Schtitzenberger [36] et Fliess [27]. Si pour i = 1,2, Si E k((X)) est une serie 
admettant la representation (!JJImi,pi, pi), alors S, OS, admet la represen- 
tation (mm, @!I$, ~1, @ ,u~, v)i @ oz) et S, LLI S, admet la representation 
(W,~~m,,~,~,~~,)avec:VxEX,~x=~u,x~l+l~~,x. 

(ii) 3 (i). Soient YJIi, W, E V et !UI = !UI i @ mm,. Pour montrer que 
%II E V, il suflit de montrer que toute serie reconnue par W est dans Y 1 
[III. 1.8 1. Soit ,L k(X) -+ !JlI et q une forme lineaire sur %IL 11 existe p et pour 
tout XEX des elements mxsi E WIT n,,i E mm, tels que : 
Px = CiSi<p m,,i 0 n,,i. 

Soit Y l’alphabet: 

‘= ~Yx,ilxex,l<i<p et v l’homomorphisme k(X) + k(Y) defini 

par: vx=C~<i<~ Yx,i* 

Soit rc: k(Y) -+ !UI l’homomorphisme delini par: n(y,,,) = m,,i 0 n,,i. On a 
clairement p = 7c o v, done cp o ,u = a, o rc 0 v. 11 suffit done de verifier que 
(p o n E T. Or cp est somme finie de forme lineaires de la forme p, @ (pz, ou 
‘pi et (p2 sont des formes lineaires sur %II, et %I&. On peut done supposer C+ = 
(pi 0 (p2. Mais dans ce cas, la serie o 0 7c est Cgale au produit d’Hadamard 
des series ayant les representations (mm,, z,, (oi) et (!JRm,, rt2, cpz) avec: 
nl(Y.r,i) = mx,i9 n2(Y.r,i) = n,,i. 

(iii) 3 (ii). Soient S,, S, E X*7‘. Soit X un alphabet en bijection avec 
X, disjoint de X, la bijection sera notee: x b 2. Soit Y = X UlE’. Soit ,LJ 
l’homomorphisme k(Y)+ k(X) tel que: V x E X, px = x, ,u,?= 0. Alors 
S, 0 p E r*T: c’est la strie CwCx* (S,, w)w, que nous noterons encore S, . 
De la meme man&e, 3, = CWEX* (S,, w)ti E r*T. Par suite, S = 
S,LUS,EY*~. 

Soit v: k(X) + k(Y) detini par: vx = xX. Alors S 0 v E x*7 et veritie: 



SkRlES FORMELLES ETALGkBRES 481 

VwWEX*,w=xl ,..X”,XiEX, (so”,w)=(s,Lus,,x,x, . ..xnZn)=(S., 
x, . ..x.,) (!?,,f, . ..X.)=(S,,w) (S,,w). Done SOV=S,OS,E 
x*7-. I 

Remarque. On pourra comparer cet &once a [32]. 

PROPOSITION 111.52. II existe une plus grande s-vari& %‘ fermke par 
produit de Hurwitz distincte de Rat. V est la vari&e’ depnie par: W E V si et 
seulement si tous ses quotients simples sont commutatifs. 

NOW avons besoin de quelques lemmes. 

LEMME 111.5.3. Soit !M une algGbre simple de dimension jhie non 
commutative. I1 existe n > 2 tel que An(k) < W @ W. 

Preuve. !IJI est isomorphe a Mr(D) od D est un corps contenant k en son 
centre [ 15, th. 2.1.61. Si r > 2, !UI contient Jr(k) et le lemme en decoule. Si 
r = 1, 9JI = D, et D est un corps non commutatif de dimension finie sur k et 
contenant k en son centre 2. Soit K un sous-corps commutatif maximal de 
D. Alors D oZ K 2: &An(K) [ 15, car. au th. 4.2.11, ou n est la dimension de D 
sur K, done n > 2. Or Z 3 k, done D OZ K est image homomorphe de 
D Ok K. Par suite <J(k) divise D @ K, done D @D. 1 

COROLLAIRE 111.5.4. Soit V une a-variPtP fermke par produit tensoriel et 
contenant une algibre simple 9J non commutative. Alors V = Alg. 

Preuve. D’apris le lemme, V contient An(k) pour un certain entier n > 2. 
De la formule Mr(k) @x(k) N Jr,(k), il suit que V = Alg [cf. 111.2.b]. 1 

Preuve de la prop. 111.5.2. D’apres la prop. 111.4.9. la classe V des 
algebres de dimension finie dont les quotients simples sont commutatifs est 
une a-variete. D’apris le corollaire au lemme 111.5.3, V contient toute a- 
variete fermee par produit tensoriel et distincte de Alg. 11 reste a verifier que 
V est ferme par produit tensoriel. Mais celi decoule du lemme 111.4.5 et de la 
constatation que si pi et ,uuz sont deux representations d’images commutatives, 
p, 0 p, l’est aussi. I 

Remarque. La s-variete d&rite dans 111.5.2 est fermte par produit 
d’apres 111.4.1O:De meme la s-variete d&rite dans 111.4.8. est fermee par 
produit de Hurwitz, puisque le produit tensoriel de deux matrices 
triangulaires est triangulaire. 
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AjoutP sur &ewes. Le problbme du quotient de Hadamard de deux sirries rationnelles a 
ttC rtcemment &olu (Y. Pourchet: Solution du problttme arithmktique du quotient de 
Hadamard de deux fractions rationnelles, C. R. Acad. Sci. Paris SCr. A 288 (1979), 
1055-1057). 

Par ailleurs, on peut montrer que le lemme X5.4. du prtsent article est encore vrai saris 
I’hypothise “p a la propritti (B).” Par consiquent, le theorlrme 11.5.1 est vrai saris les 
hypothises (i) et (ii). 
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