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RESUME

Soit 1 =d; <d; < ... <dy = n la suite croissante des diviseurs d’un entier générique n. Nous
¢tudions I’¢lément maximal E d’une classe de fonction arithmétique qui contient, entre autres,
la fonction d’Erdds f definie par f(n) :=card{i € [1,7(n)[: (di,d;+1) =1} et les fonctions ;
définies par k,(n) :=card{d |n : (d,s) =1, d(d+s)|n}. Dansle prolongement de la méthode
de Tenenbaum [T91], nous montrons, en particulier, 'inégalité

E(n) < 7(n)°

avece

log3 2
== 2958.. ..
¢ log2 3 0,9182958

Grice a un résultat combinatoire de Baranyai, nous établissons 'optimalité de cet exposant.

ABSTRACT

Letl =d) <d; <... <d,, = nbetheincreasing sequence of divisors of an integer n. We study the
maximal element E of an class of arithmetic functions. The class has, among others, the Erdds’s
function f defined by f(n) := card{i € [1,7(n)[: (d;,d;+1) = 1} and the functions x, defined by
ks(n):=card{d |n : (d,s)=1, d(d+s)|n}. Developing the Tenenbaum’s method [T91], we
show, in particular, the inequality

E(n) < 1(n)°

with
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6;2@—520,9182958....

A combinatorial result of Baranyai yields the optimality of this exponent.

1. PRESENTATION DES RESULTATS

Désignons par 1 = d; < dy < ... < dy» = nla suite croissante des diviseurs
d’un entier générique n. Ces derniéres années, 1’étude des diviseurs s’est énor-
mément développée. De nombreux résultats ont €té établis en moyenne ou pour
presque tout entier x (i.e. sur un ensemble de densité unité). Il s’agit 1a d’écarter
un ensemble de densité asymptotique nulle pour pouvoir décrire la structure
multiplicative d’un entier normal. Pour plus de détails, nous invitons le lecteur
a consulter les livres Divisors [HT88] et Sets of multiples [H96].

Une approche différente consiste a chercher des résultats valables pour tout
entier n. La question sous-jacente est le conflit qui existe entre 'ordre additif, la
trace de I'ordre usuel sur Z, et 'ordre multiplicatif. Lorsque n = Hf’i"f pi' avec
P1 < p2 < ... < Pum, les diviseurs d de n s’écrivent sous la forme

w(n)
d=1|p/ 0<r <uy).
i=1
L’ordre multiplicative est alors l'ordre lexicographique sur les mots définis par
Futm)Tw(n)—1 - - .rY (Voir larticle récent de Stef et Tenenbaum [ST98]).

Plusieurs fonctions ont été introduites pour décrire la structure de ’'ensemble
des diviseurs. Nous nous proposons ici d’¢tudier 'ordre de grandeur de 1’élé-
ment maximal de la classe de fonctions arithmétiques £ définie ci-dessous.

Nous dirons qu’une application g,, définie sur I'ensemble des diviseurs de n et
a valeurs entiéres, est réguliére si g, est injective et si I'on a pour tous diviseurs
d,tden

(dgn(d)) =1, (tga()) =1,  dgu(d)=18s(1) [n)=>d =1.
Nous désignons par £ la classe des fonctions arithmétiques F du type
(1.1)  F(n):=card{d |n : gn(d) |n, (d,gu(d)) =1}

pour une application réguliére convenable g,. Ces notions ont été introduites
par Tenenbaum dans [T91].

La classe £ contient plusieurs €léments importants :

(a) La fonction d’Erd6s définie par

f(n):=card{ie [1,7(n)[: (didiy1) =1},

est associée a la fonction g, : {d|n} — N définie par g.(d;)) =d;+ si
i=1,...,7(n) — 1 et g,(n) = n+ 1. On ne sait pas si f admet un ordre moyen

! Ainsi les diviseurs de 120 sont classés dans Pordre multiplicatif croissant suivant
1,2,4,8 3,6,12 24, 5 10, 20, 40, 15, 30, 60, 120.
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ou un ordre normal. Un encadrement de f(n) entre deux puissances de logn
pour un ensemble d’entiers n de densité unité est établi dans [ET89]. Cette
fonction reste encore trés mystérieuse. Son étude a constitué "'une des motiva-
tions premiéres de ce travail.

{b) Les fonctions «, définies par

ky(n) :=card{d |n: (d,s)=1, d(d+s)|n}
sont associées aux fonctions g, ; définies par

_Jd+s si(ds)=1,
g”*‘(d)_{ner si(ds)> 1.

La fonction x;(n) dénombre les couples de diviseurs d’un entier # de la forme
(d,d +1). Elle a &té introduite pour la premicre fois par Erdos et Hall dans
[EH78]. Cette fonction a été étudiée ensuite par de nombreux auteurs Balog,
Erdés, Hall, Tenenbaum dans [EH78], [ET89], [T91], [BET90].

(c¢) Les fonctions A, définies par

(1.2)  hy(n):=card{i€ [I,7(n)[: dir1 =s(modd;), (s,d;)=1}
sont associées aux fonctions g,  deéfinies par

1] (d) . di_;_} si (dg_;_},S) =1et dz’+l ES(mOd dz),
Eus\thi) = n+d;.y sinon.

11 est intéressant d’¢tudier la valeur de E(n) := maxpeg F(n) et de la com-
parer a 7(n) le nombre de diviseurs de l'entier n. Si les d se répartissent rég-
uliérement, les fonctions de £ doivent étre petites par rapport a 7(n}. Notons
que la fonction E est un élément de £ et que la valeur de E(#) ne dépend que de
la structure multiplicative de n, c’est-a-dire des valeurs de

wy(n) :=card{p : p" | n}.
Une des propriétés fondamentale de F que nous utiliserons est la sur-multi-

plicativité de E.

Théoréme 1. (a) Pour tous n,m € N* premiers entre eux, on a
(1.3)  E(n)E(m) < E(nm).

Nous améliorons sensiblement les meilleures majorations précédemment
connues de E.

Théoréme 2, (a) Pour toutn € N*, ona

(14)  E@n) <rtn°
avec

log3 2
(1.5) C'“Fg—2_§"0’9182958"‘
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(b) Pourtoutne N, ona

(16)  E(n) < r(n) H(zf).
plin

v
v+1
Remarque 2.1, Le Théoréme 2 de [T91] affirme que I'on a E(n) < 37(;2)6’ avec
d=1-1/(2+361l0g(3/2)) = 0,93974721.... Notre démonstration du Théo-
réme 1 reprend la démarche de Tenenbaum [T91] en utilisant une fonction test
différente. On utilise aussi la sur-multiplicativité de E établie au Théoréme 1
pour éliminer le facteur 3.

Le Théoréme 3¢ (cf. infra) nous permet d’établir que Pexposant dans la ma-
joration (1.4) est optimal.

Remarque 2.2. L’inégalité (1.6) est triviale si n est sans facteur carré. Elle est
meilleure que (1.4) lorsque n est divisible par un nombre relativement im-
portant de cubes de nombre premier.

Nous obtenons la majoration suivante qui permet denlever le facteur
log(2£2(n)) dans le majorant de la formule (24) de [T91].

Corollaire 2.1. Pour toutnc N*, ona

(17)  E(n) = 0(?2((':%)

Remarque 2.3. D’aprés le Théoréme 2 de [ET89], il existe une suite infinie
d’entiers n telle que 7{n) — oo et E(n) > f(n) > 7(n)/(202(n)) > r(m)'/2.
L’inégalité du Corollaire 2.1 est donc optimale au sens ot

liminf E(m2e)

H— 4+ 00 T(n)

> 0.

La structure multiplicative des entiers n de la suite considérée par Erdés et
Tenenbaum est tres particuliére. On a

(1.8) n=ppipr...pr (@ =k+1).

Erdds et Tenenbaum montrent, pour un choix pertinent des premiers p;, que
Pon a f(n) > k. En fait, il est facile de constater que E(n) < 2k + 2. Par con-
séquent, on a pour les entiers # de la forme (1.8)

7(n)

E(n) <f(n) < o0

11 est facile de démontrer, a partir du Théoréme 1, que l'on a aussi, uni-
formément par rapporta s € N*,

2 En effet, pour tout diviseur d compté dans (1.1), on a soit p | d s0it p { g.(d). D’aprés Pinjectivité de
&», il en découle
E(n) <2card{d |n: pld}=2k+2.
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(1.9) ki(n) :=card{d |n: d(d+5)|n} <1((s,n))T(n).

s

Le lien entre &, et £, est simple. Nous avons

Ki(n) = Z Card{d’|g . (dl’é) =1, d'(d’-}-“;) l%}

t|(s,n)

-5 (l).

t|(s,n)

ou nous avons adopté la convention «(x) = 0 lorsque x ¢ N.
Le Théoréme 1 implique une nouvelle majoration de la fonction

b
a;

l§i<j§ndj_

H(n) :=

qui a été étudiée par Tenenbaum (voir [T91]). La fonction H(n) est une mesure
de la proximite des diviseurs.

Corollaire 2.2. Pour toutn € N*, ona
(1.10)  H(n) < 7(n) log(r(n))loglog(27(n)),

ou c est la constante définie dans l'énoncé du Théoréme 1.

Notons que ce corollaire découle du Théoréme 1 de [ET89] lorsque » est un
entier sans facteur carré.

Nous invitons le lecteur & consulter [T91] (lemme 1) pour une démonstration
de (1.10) a partir de (1.9). Celle-ci repose sur I'identité

| 1 n
(L1 Hm =3 — > E'“(E)’
mln " 1<s<n/m
établie dans [T91].
Il est naturel d’essayer d’établir une minoration de E(n). Ceci nous permet
d’affirmer optimalité de 'exposant ¢ dans la majoration du Théoréme 2a.

Théoréme 3. (a) Pour toutn € N, on a

(1.12) E(n) > ma (min{r(d), 7(n/d)}) >
(donjd)=1

ou V(n) désigne le plus grand exposant v dans l'écriture n = [ [, p”-
(b) Pour tout entier nde la forme n = m® ou m est un entier sans facteur carré et
v>2 o0na

(1.13)  E(n) > ()

avec
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o) = log(2v+2) 1 log2
YT Jlog(v+1) 2 2log(v+ 1)

(c) Soit nun entier sans facteur carré etk = [$w(n)],? ona

s> (%),

On a ainsi

. log E(n))
1.14 limsu = .
( ) {n}— +I:o (lOg T(I’I)

Remarque 3.1. Il n’existe pas de constante ¢ indépendante de n qui satisfasse la
minoration (1.13) valable pour tout entier. Par exemple, on a E(p”) = 2 pour
tout p premier et v > 2. L’inégalité (1.12) est optimale dans le sens o1 le membre
de droite est du méme ordre de grandeur que E(xn) pour une infinité d’entiers ».

Remarque 3.2. Le résultat (c) est établi a I'aide d’un théoréme profond de
combinatoire de Baranyai [B73].

Cette étude de Pordre de grandeur de E(n) montre les limites de la définition
de £. La généralité de la classe £ ne permet pas d’espérer améliorer de maniére
conséquente les majorations de f, «; et A, des éléments de £. Ainsi, la quantité
E(n) ne dépend que de w,(n) := card{p : p” || n} et non des facteurs premiers
ce qui nest pas le cas de f(n) ou de &,(n) et hg(n).

Remerciements. Je tiens a remercier Gérald Tenenbaum pour ces précieux
conseils lors de I'¢laboration de ce travail, et Katona qui, par Pintermédiaire
d’Andras Sark&zy, a attiré mon attention sur le résultat de Baranyai [B73}. Je
suis aussi trés reconnaissant a Cécile Dartyge et au rapporteur de leur lecteur
attentive et leurs remarques.

2. SUR-MULTIPLICATIVITE DE E

Soient n,m € N* premiers entre eux. On définit les fonctions réguliéres g, et g,
associées aux valeurs E(n) et E(m) et les ensembles

{]:;r ={d|n: gid)|n  (dg.d)=1}
Fin = {d ; m: gm(d) f m, (dagm(d)) = l}v

de sorte que
E(n) = card(Fn), E(m) = card(F,).
Considérons Pensemble

* [1] désigne 1a partie entiére de 1.

4 On a E(45) = E(99) = 3 alors que £ (45) = 3 et £(99) = 2,
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Fom={d|nm: (d,n)eF, (d,m)eFn}

et Papplication g, définie sur les éléments d de F, ,, par
gum(d) = ga((d, n))gm((d, m)).

On peut définir 'application g, en dehors de F,,, pour qu'elle soit régulicre.
La valeur de la fonction F de £ en nm définie par l'application réguliére gum
verifie
F(nm) = card{d | nm : gnm(d) | nm, (d,gnm(d)) = 1}
= card(F, ) = card(F,) card(F,) = E(n)E(m).
On a donc bien
E(nm) > F(nm) = E(n)E(m),

le résultat recherché.

3. MAJORATION DE E(n)

3.1. Un lemme intermédiaire. Nous commengons par montrer qu’il suffit d’éta-
blir, pour tout n € N*, I'inégalité suivante

(3.1)  E(n) < 37(n)".

Cela découle du résultat géneéral suivant.

Lemme 3.1. Soit g une fonction multiplicative positive telle que les g(p*) ne dé-
pendent que de v . S’il existe une constante C > 1 absolue et un entier ny € N tels
que, pour tout n > ng, on ait E(n) < Cg(n), alors, pour tout n € N*, on a l'inéga-
lité E(n) < g(n).

Démonstration. Le fait que la valeur de E(n) ne dépend que de la structure
multiplicative de » joue un rdle crucial dans la démonstration.

Supposons qu’il existe une constante a > 1 et un entier n > 2 tels que
E(n) > ag(n). Nous construisons alors une suite infinie d’entiers ny,ny, ..., A
de méme structure multiplicative que # qui sont premiers deux a deux. Soit
gx :=ny X ... x ng. Nous choisissons k > (logng)/log2 de sorte que gx > ny.
Ona

E(qi) > E(n)* > a*g(n)* = d*g(qu),

ce qui contredit E(qgx) < Cg(qx) dés que a* > C. Nous avons donc pour tout
neN*

(3.2)  E(n) <g(n).

Cela cl6t 1a démonstration du Lemme 3.1. [0

3.2. Démonstration du Théoréme 2a. La démonstration de (3.1) reprend la
démarche du Lemme 3 de Tenenbaum [T91]. Dans [T91], il compare la valeur
w(d) des diviseurs a la moyenne de cette fonction

443



A(n) :z;—zln—)Zw(d):-—Zyil

dln Pln

sur Pensemble des diviseurs. Pour tout diviseur d compté par E{#n), on a ainsi au
moins une des trois éventualités suivantes :

w(d) < (1 - a)A(n),

w(gn(d)) < (1 — a)A(n),

w(dgn(d)) > 2(1 — &) A(n).

Il applique les résultats obtenus en choisissant a = % de sorte que
2(1 — a) = 1 + . Notons, qu’ici, on a besoin pour obtenir le résultat de [T91]
de comparer les valeurs de w(d) & la moyenne A(n) et non a $w(n). Ceci permet
d’obtenir le résultat méme lorsque n a des facteurs carrés.

Nous utilisons aussi un paramétre « € [0,1] que nous choisirons égal a { en
fin de démonstration. Les u,(v) sont des paramétres positifs qui seront fixés en
cours de démonstration de fagon optimale. Nous considérons 4, , 1a fonction
fortement additive définie sur les diviseurs de n par A, .(p) = us(v) lorsque
P’ || n. La moyenne de 4, sur les diviseurs de n vaut

1 v
An(n) = ;@;kn,&(d) = ZV——H%(V).

in
Pour o > 0, désignons par St(n, a) (respectivement S™(n, @)) le nombre de
diviseurs de d de n tels que
hnold) > (1 + o)A (n) (respectivement A, o (d) < (1 — a)d.{n)).

En choisissant o = %, nous obtenons

(33)  E(n) <25 (n,}) + S+ (n}).

Nous allons choisir la fonction £, , pour que ces valeurs se concentrent autour
de sa moyenne. Notre démarche aboutit au méme résultat que dans [ET89] et
[T91] quand n est sans facteur carré. L'introduction de la fonction test A, ,
permet de dépasser les difficultés supplémentaires dues notamment a la preé-
sence de facteur carré dans I’écriture de n.

Considérons S™(n, o). Nous avons

S7{n,a) < Zexp {(1 = a)Aa(n) — hpa(d)} = T(n) exp Zf,,(ua(u))}

din Pln

avec

1+ve'“) v(1 —a) "

Slw) =Tog — S

Il s’agit de minimiser f, (#,(v)) griace au choix de u,(v). Nous avons
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—ve ™ v(l-a) v l—e®
f(u) 1+1/e“+ v+1 _.1/+1(1+1/e—“ a).

Nous choisissons u,(v) := log ((1 + av)/(1 — «)) de sorte que f}(u,(v)) = 0 et
quainsi

my(v,a) := — min f,(u) = —f,(us(v))

ueR*
_v(l-a), 1+av 1
(34) TR T R e
1+a1/ v(l — ) 1
=11, log(l + av) — —— logl_a.

Il vient

(3.5 S (na< exp{ }:ml v, }
P|n

Majorons maintenant S*(n, @). Nous avons

() < exp {na(d) — (1+a)Aa(n)}

dln
1 + vet®) v(l + a)
(3.6) = 7(n) exp log - o (V)
{;( (5 - i)
< 7(n) exp{ Zmz v,a }
Plin

ol nous avons posé

Uy (V)
my(v,a) == vl +a) u,(v) — log <1+1/—e)

v+1 v+1

En remplagant u,(v) par sa valeur, nous obtenons

ma(v, @) = 21T 2) log(l al aav) _ log<w)

1+v 1 l—-a
_Va—llo 14+ av o 1+ (v—1a
10 Bli-a & l+av )
Nous pouvons maintenant conclure la démonstration. Pour tout diviseur 4
compté par F(n), nous avons au moins une des trois éventualités suivantes :

{ a1 3(d) < 3A15(n),

(3.7)

P /3(8n(d)) < 3 A4y53(n),
b1 /3(dgn(d)) > $ A1 3(n).

Grice a (3.3), (3.5) et (3.6), nous en déduisons que
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E(n) < 37(n exp{ 25( >logu+1)}

plin

avee

1\  min{m (v,5),m(v,3)}
6(”’3) - log(1/3+1) =

Une étude numérique permet de montrer pour tout v > 1 ’inégalité

68 o(ng)28(13) =1-c=1-4(3)

ou c est la constante définie en (1.5).
Nous rédigeons maintenant la démonstration de I'inégalité (3.8). Nous véri-
fions tout d’abord que nous avons pour tout » € N

(3.9) m (I/, %) < my (V,%).

En effet, nous avons

v+ 1)(m1 (u§> —mz(l/,%>) =2log(2_§y> . l)log(zizx%).

Un simple calcul fournit que ce terme est négative pour v = 1,...,5et qu’il est
inférieur a

210g(2§1/) — (v - l)log%

qui est le terme générale d’une suite négative pour v = 6 et décroissante a partir
de v = 6. Cela fournit la majoration (3.9).
De (3.9) et (3.4), nous déduisons la formule

1\ 14+v/3 v 2vlog(3/2)
6(”’5) “w+ Dloglv + 1)1"’5(1 +§) T3+ Dloglw+ 1)

Nous détaillons maintenant la démonstration de 8(v,1) > 1 — ¢. Un calcul ex-
plicite pour les neufs premicres valeurs fournit (3.8) pour v < 9. De simples
transformations impliquent pour » > 10
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(5(,/,%) (- c))(l/+ 1) log(v + 1)

= (1 +§) log3+v)—(1—c)v+1)log(v+1) —log3 - glog%z

27
4

=clog(3+v)—log3+= ((30 - 2)log(3+v) — log¥>

I/

3 ((30 —2)log(3+v) — longj) >0.

> (1 +§— (1-o)(v+ )) log(3 + v) —10g3—§log

Ainsi s’achéve la démonstration de (3.1) et, par conséquent, celle du Théo-
réeme 2a. [

3.3. Démonstration du Théoréme 2b. D’aprés le Lemme 3.1, on peut se con-
tenter de montrer que

(3.10)  E(n) < 27(n) H(zﬁ).

pin Y T

Nous utilisons la méthode de Tenenbaum employé pour démontrer le Lemme
4 de [T91]. Nous introduisons la fonction test T définie sur les diviseurs de n par

H— (d | n).

el

rld

Lorsque (d, g,(d)) = 1, nous avons
T(d)T (ga(d)) 2 T(n).

Nous avons donc T(m) > /T (n) soit pour m = d soit pour m = g,(d). Nous en
déduisons que

dln P II"

ce qui fournit la majoration (3.10) recherchée. Nous attirons I’attention du lec-
teur sur le fait que le majorant établi en (1.6) n’est jamais plus grand que 7(n)
(avec égalité si n est sans facteur carré). [

3.4. Démonstration du Corollaire 2.1. Nous allons utiliser de maniére cruciale
la majoration démontrée par Erdés et Tenenbaum (voir [ET89], formule 2.14)

7(n)
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ol nous avons posé ¥ (n) := maxy |, v.
Nous envisageons trois cas :
() Soit w(n) > (logf2(n))/(1 —c). Nous avons alors E(n) < 7(n)/2(n),
d’aprés le Théoréme 2a®.
(ii) Soitcard{p” ||n: v > /V(n)} > 2. Le Théoréme 2b implique alors

7(n)
Vin)

E(n) <«

(iii) Nous avons sinon

w(n) < (log 2(n))/(1 - ¢), card{p” || n: v > /V(n)} < 1.

Montrons alors 'estimation 2(r) < V(n) ce qui est suffisant d’aprés (3.11). On a
I'encadrement

(3.12)  V(n) < 2(n) < V(n) + V(1) win +VvV 10{;{2:)

Linégalite 2(n) < V(n)w(n) < V(n){(log2(n))/(1 —¢) implique que nous
avons log £2(n) < log(V(n) + 1). Nous en déduisons l'estimation 2(n) =< ¥ (n)
en reportant cette majoration dans (3.12). Cela acheve la démonstration du
Corollaire 2.1. O

4. MINORATION DE E(n)
4.1. Démonstration du Théoréme 3a. Montrons tout d’abord I'inégalité

(4.1) E(n) > max (min{r(d), 7(n/d)}).

(d.njd)=1
En effet, prenons 4| un diviseur de n tel que (d;,n/d;) = 1 et que

42 1(d) = max (min{r(d), 7(n/d)}) < 7(n/d)).
(dnjd)=1

Nous pouvons définir une injection de {me N : m|d;} dans {me N :
m|n/d} puisque card({m e N : m|d}) < card{meN: m|n/di}). 1l
estclair que cette application est réguliere. Nous en déduisons que

E(n) > 1(d)) = max (min{r(d),7(n/d)}).

(dnfd)=1
Il reste a montrer la deuxiéme inégalité de (1.12). Supposons que

r(n)'/?

)< T

Nous choisissons alors un nombre premier p et un exposant v € |1, V(n)] tels
que p¥ || n/d;. Nous avons alors

5 Le Théoréme 2 de [T91] était suffisant.
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n r(n/d) _ ()"
T(%) > T(dlp") = V(n)-:lz V?n) 1

r(d) < T(d1p?) < 7(n)2/V(n) + 1,

ce qui contredit la définition (4.2) de d;. Cela achéve la démonstration du
Théoréme 3a. [

Notons que le minorant dans (1.12) satisfait a
max (min{r(d), 7(n/d)}) < r(n)'/.
(d,n/li’;:]
Le membre de droite correspond au bon ordre de grandeur de E(n) pour une

infinité d’entiers » (Considérer la suite des entiers de la forme n = (Hf: )

4.2, Démonstration du Théoréme 3b. Lorsque m est sans facteur carré, les va-
leurs de E(m) ne dépendent que de w(m) et de v. Pour v > 1, nous pouvons
donc définir les fonctions arithmétiques m, et ¢, par

4.3)  my(w(n)) = 2MWel®) = E(mY).
Grace a la sur-multiplicativité de E, nous obtenons
m,(k + k') > m,(k)m,(k'), (k+ ke, (k+ k") > ke, (k) + k'c, (k).
Soit ky € N*, Nous en déduisons pour tout k la minoration
(4.4) my (k) > 2kolk/kolewtko) > ok —ko +1)ev(ko)
Pour v > 2, un simple calcul fournit m,(2) = 2v + 2 et, par conséquent,

e(2) = log(2v + 2) — ().

T 2log(v+1)

Nous choisissons n = p¥p} avec p; # p». Pour tout diviseur 4 compté dans (1.1),
nous avons soit p; { d soit p; { g,(d). D’apres 'injectivité de g,, il en découle

E(n) <2card{d |n: pi{d}=2v+2.

Nous introduisons ¢ la permutation de {1, ..., v} définie par o(i) = i + 1 pour
i < v — 1. Nous définissons alors g, par

&) =pp2, D) =1, 2.0) =" @) =p",

pour i =1,...,v, les autres valeurs de g,(d) étant choisies de sorte que g, soit
injective. La fonction g, est bien réguliére et la fonction F € £ associée vérifie
F{n) = 2v + 2. Nous avons donc bien m,(2) = 2v + 2.

La minoration (4.4) appliquée a ko = 2 fournit le Théoréme 3b.® O

¢ Un simple calcul fournit les premiéres valeurs de m; (k) et ¢ (k) définis en (4.3). Nous avons
m|(2) = 3, M1(3) = 5, m1(4) = 9, m1(5) = 17, m1(6) = 30, m1(7) = 55, M](S) = 111, et ainsi
1(2) 20,792, (3)=0,773, ¢1(4)~0,792, ¢(5)~0,817, ¢(6)~ 0,818, c(7)=~ 0,825,
c1(8) ~ 0,849
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4.3. Démonstration du Théoréme 3c. Pour établir la minoration de la méme
forme que (1.13), nous raisonnons de maniere ensembliste. En effet, si »n est un
entier sans facteur carré ayant k facteurs premiers, nous mettons les diviseurs
de n en correspondance avec les sous-ensembles d’un ensemble E a k éléments.
Il s’agit donc de déterminer un sous-ensemble F de P(E)!” avec le plus d’élé-
ments possibles tel qu’il existe une application ¢ de F dans P(FE) satisfaisant 4
(i) ¢ : F— P(E) soit injective.
(i) VIe F,onap(I)NnI=040.
(i) @ : F— P(E) définie par o(I) = E \ (I U p(I)) soit injective.

Un résultat profond de combinatoire de Baranyai [B73] implique le résultat
suivant.

Lemme 4.1 (Baranyai [B73]). Soient r et k des entiers non nuls, et E un ensemble a
rk éléments et Fy l'ensemble des parties de E a k éléments. On peut regrouper les
(',f) éléments de Fy par groupe de r éléments de sorte que chaque groupe forme une
partition de E.

Deémonstration. Nous appliquons le Théoréme 2 de [B73] en choisissant p = 1,
n=rk, by :k,s:}(’,f),a,-’j=r. O

En prenant r = 3, nous en déduisons le résultat suivant.

Lemme 4.2. Soient E un ensemble a 3k éléments et Fy I'ensemble des parties de E
a k éléments. 1l existe une application ¢ = py de Fy dans Fy telle que
(1) Lapplication o est bijective,
(i) Pourtoutl € F,onap(I)NI =10,
(iii) L'application ) de Fy dans Fy définie par ¢(I) = E\ (I U ¢(I)) est bijec-
tive.

Démonstration. Ceci est une conséquence directe du Lemme 4.1 de Baranyai

[B73]. Considérons le cas r = 3. Indexant les groupes par j ot j < 1 (%), nous
avons alors

. 1/3k
E:Ej’1UEj12UEj,3 <J=1,,§(k)),

ou les ensembles E;; sont des élements de Fj tous distincts. Nous posons
©(Ej1) = Eja, @(Ej2) = Ej3, w(Ej3) = Ej,

lorsque j = 1,...,4 (3. L'application ¢ ainsi définie vérifie bien les trois pro-
priétés demandées. [

7 P(E) désigne 'ensemble des parties de E.
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Le Théoréme 3c découle du résultat suivant puisque la fonction m, est crois-
sante et que I'on a, d’aprés la formule de Stirling, Pestimation asymtotique

(3k) \/§ 23€k
k 2vwk ’

Lemme 4.3. Pour toutk € N*, ona

ws (%) emon <a(®)

Démonstration. Nous n’avons pas essayer d’optimiser les constantes 1 et 4.
Nous démontrons la forme ensembliste du résultat détaillée au début de
cette sous-section. Nous détectons les éléments / de F par un des trois
ensembles 7, ©(I) ou ¢(I). Les cardinaux de ces ensembles vérifient
card(I) + cardp(I)+cardy(f) = 3k. Si card(I) > k+ 1, alors nous avons
min{cardy(l), cardy(l)} < k — 1. Nous avons donc

my(3k) <card{I C E : card(I) < k}
+card{ICE: cardp(I) <k-1}
+card{I CE : cardy(l) <k -1}

<3k) 5 <3k)
= +3 R
k =\J
La majoration

(3k> < p-lk=)) (3k>
jJ/ - k

valable pour j = 0,. ..,k implique la majoration du Lemme 4.3. La minoration
découle immeédiatement du Lemme 4.2. Cela achéve la démonstration du
Lemme 4.3 et donc celle du Théoréeme 3. [

Aprés prépublication, Michel Balazard nous a indiqué que le résultat de
Baranyai avait déja été utilisé en théorie des nombres par Alladi, Erdés et
Vaaler [AEV89] dans un probléme proche du notre.
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