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Soit 1 + dl < dl < < dTc,, = n la suite croissante des diviseurs d’un entier generique n. Nous 
ttudions l’element maximal E dune classe de fonction arithmetique qui contient, entre autres, 

la fonction d’Erdbs f dtfinie par f(n) := card{i E [l, T(n)[: (d,,di+ 1) = I} et les fonctions r;, 

dtfinies par K,(n) := card{d 1 n : (d, s) = 1, d(d + s) 1 n}. Dans le prolongement de la methode 

de Tenenbaum [T91], nous montrons, en particulier, l’inegalite 

avec 
E(n) I r(n)’ 

c:==-LO,9182958.... 
log2 3 

Grace a un risultat combinatoire de Baranyai, nous Ctablissons l’optimalite de cet exposant 

ABSTRACT 

Let 1 = dl < dz < < dTc,, = n be the increasing sequence of divisors of an integer n. We study the 

maximal element E of an class of arithmetic functions. The class has, among others, the Erdos’s 

function f defined by f (n) := card{i E [l, T(n)[: (di, Q+ I) = 1) and the functions n, defined by 

r;,(n) := card{d 1 n : (d, s) = 1, d(d + s) 1 n}. Developing the Tenenbaum’s method [T91], we 

show, in particular, the inequality 

with 
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c:=w-~=0,9182958... 
log2 3 

A combinatorial result of Baranyai yields the optimality of this exponent. 

1. PRkSENTATION DES RhULTATS 

Designons par 1 = dl < d2 -c . . < d,(,,) = n la suite croissante des diviseurs 
d’un entier gentrique n. Ces dernieres an&es, l’etude des diviseurs s’est enor- 
mement developpee. De nombreux rtsultats ont et& Ctablis en moyenne ou pour 
presque tout entier n (i.e. sur un ensemble de densite unite). 11 s’agit la d’ecarter 
un ensemble de densite asymptotique nulle pour pouvoir decrire la structure 
multiplicative d’un entier normal. Pour plus de details, nous invitons le lecteur 
a consulter les livres Divisors [HT88] et Sets of multiples [H96]. 

Une approche differente consiste a chercher des resultats valables pour tout 
entier n. La question sous-jacente est le conflit qui existe entre l’ordre additif, la 
trace de l’ordre usuel sur Z, et l’ordre multiplicatif. Lorsque n = n$‘ipy avec 

p1 <P2 < ... < p+), les diviseurs d de n s’ecrivent sous la forme 

w(n) 
d=np; (0 < Ti < Vi). 

i=l 

L’ordre multiplicative est alors l’ordre lexicographique sur les mots dtfinis par 

y,(n)ru(n)-1 . . . Yl (‘) (Voir l’article recent de Stef et Tenenbaum [ST98]). 
Plusieurs fonctions ont Cte introduites pour decrire la structure de l’ensemble 

des diviseurs. Nous nous proposons ici d’ttudier l’ordre de grandeur de MC- 
ment maximal de la classe de fonctions arithmttiques E definie ci-dessous. 

Nous dirons qu’une application g,, definie sur l’ensemble des diviseurs de n et 
a valeurs entieres, est rtgulibre si g, est injective et si l’on a pour tous diviseurs 
d, t de n 

((d,g,(d)) = 1, (t,gAt)) = 1, dg,(d) = &(t) I n) *d = t. 

Nous designons par E la classe des fonctions arithmetiques F du type 

(1.1) F(n) := card{d 1 n : a(4 I n, (4d4) = ‘} 

pour une application regulidre convenable g,. Ces notions ont ett introduites 
par Tenenbaum dans [T91]. 

La classe & contient plusieurs elements importants : 

(a) La fonction d’Erd6s dtfinie par 

f(n) :=card{iE [l,r(n)[: (dildi.1) = l}, 

est associee a la fonction gn : {d 1 n} + N definie par gn(di) = di+l si 
i=1,...,7(n)-letg,(n)=n+l.Onnesaitpassifadmetunordremoyen 

’ Ainsi les diviseurs de 120 sont class&s dans l’ordre multiplicatif croissant suivant 

1, 2, 4, 8, 3, 6, 12, 24, 5, 10, 20, 40, 15, 30, 60, 120. 

438 



ou un ordre normal. Un encadrement de f(n) entre deux puissances de log n 
pour un ensemble d’entiers it de densitk unit6 est Ctabli dans [ET89]. Cette 
fonction reste encore trZs mystirieuse. Son hde a constituk l’une des motiva- 
tions premikres de ce travail. 

(b) Les fonctions K, dkfinies par 

K,&) := card{d 1 YE : (d, s) = 1, d(d -t- s) 1 n} 

sont associites aux fonctions g,,, dtfinies par 

gna(4 = 
C 

d+s si(d,s) = 1, 
n+d si(d,s) > 1. 

La fonction rcl (n) dirnombre les couples de diviseurs d’un entier n de la forme 
(d, d + 1). Elle a ttC introduite pour la premikre fois par ErdGs et Hall dans 
[EH78]. Cette fonction a ttri” CtudiCe ensuite par de nombreux auteurs Balog, 
Erdh, Hall, Tenenbaum dans fEH78], [ET89], [T91], [BET90]. 

(c) Les fonctions h, dtfinies par 

(1.2) h,(n) := card{i E [l, ~(n)[: di+l E s(mod di), (s,di) = l} 

sont associkes aux fonctions gL,3 dkfinies par 

II est inttressant d’ktudier la valeur de E(n) := maxFEEF(n) et de la com- 
parer $ 7(n) le nombre de diviseurs de l’entier n. Si les d se kpartissent r&g- 
ulikrement, ies fonctions de & doivent 2tre petites par rapport A 7-(n). Notons 
que la fonction E est un 616ment de & et que la valeur de E(n) ne dkpend que de 
la structure multiplicative de n, c’est-h-dire des valeurs de 

w,(n) := cardk : py )I n}. 

Une des proprittts fondamentale de E que nous utiliserons est la sur-multi- 
plicativit~ de E. 

Th6orBme 1. (a) Pour tous n, m E FV premiers entre eux, on a 

(1.3) E(n),?(m) I E(nm). 

Nous amkliorons sensiblement les meilleures majorations p&cCdemment 
connues de E. 

Thbodme 2. (a) Pour tout n E N*, on a 

(1.5) 
log3 2 

c:=-----=0,9182958... 
log2 3 
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(b) Pour tout n f W, an a 

Remarque 2.1. Le Theo&me 2 de [T91] affirme que l’on a @la) 6 3r(nfC’ avec 
c’ = 1 - l/(2 + 36 log(3/2)) = 0,93974721. . . . Notre demonstration du ThCo- 
reme 1 reprend la demarche de Tenenbaum [T91] en utilisant une fonction test 
differente. On utilise aussi la sur-multipli~ativit~ de E Ctablie au ThCorZme 1 
pour Climiner le facteur 3. 

Le Theo&me 3c (cf. in@) nous permet d’etablir que I’exposant dans la ma- 
joration (1.4) est optimal. 

Remarque 2.2. L’inegalite (1.6) est triviale si n est sans facteur carri. Elle est 
meilleure que (1.4) lorsque n est divisible par un nombre relativement im- 
portant de cubes de nombre premier. 

Nous obtenons la majoration suivante qui permet d’enlever le facteur 
log(2fl(n)) dans le majorant de la formule (24) de [TQl]. 

Corollaire 2.1. Pour tout n E IV, on a 

Remarque 2.3. D’apres le Theoreme 2 de [ET89], il existe une suite infinie 
d’entiers n telle que r(n) -+ 00 et E(n) >f(nf 2 ~(~)/(2~(~)) >> ~(8)“~. 
L’inegalite du Corollaire 2.1 est done optimale au sens ou 

lim infE(n)R(n) > 0 

n-+-i-w 7.(n) 
La structure multiplicative des entiers n de la suite consider&e par ErdGs et 
Tenenbaum est tres particufiere. On a 

(1.8) ~=PkPln...Pr (2’ = k+ 1) 

Erdijs et Tenenbaum montrent, pour un choix pertinent des premiers pi, que 
l’on affn) > k. En fait, il est facile de constater que E(n) 5 2k -t 2.‘2’ Par con- 
sequent, on a pour les entiers n de la forme (1.8) 

11 est facile de demontrer, a partir du Theorbme 1, que l’on a aussi, uni- 
form~ment par rapport A f E N*, 

2 En effet, pour tout diviseur d comptk dans (I.i), on a soitp 4 dsoitp {g,(d). D’aprtk t’injectiviti de 

gR, il en dicoule 

E(n) 5 Zcard(d 1 n : p [d} = 2k + 2. 
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(1% K:(H) := card{d 1 n : d(d + s) I n} I 7((% n))+)‘. 

Le lien entre K, et 6: est simple. Nous avons 

&L(n) = c card{d’ ( 4 : 
t I(w) 

(d$) = 1, d’(d’+;) I;} 

= c WI(;), 
I I(v) 

oti nous avons adopt6 la convention K~(x) = 0 lorsque x 6 N. 
Le Theoreme 1 implique une nouvelle majoration de la fonction 

X(n) := c -!.- 
l<i<jcndjddi' - _ 

qui a et6 etudite par Tenenbaum (voir [T91]). La fonction X(n) est une mesure 
de la proximite des diviseurs. 

Corollaire 2.2. Pour tout n E N*, on a 

(1.10) Z(n) < +)“10g(+))10g10g(2+)), 

oti c est la constante dkjinie duns IZnonct du ThkorPme 1. 

Notons que ce corollaire dtcoule du Theoreme 1 de [ET891 lorsque n est un 
entier sans facteur car&. 

Nous invitons le lecteur a consulter [T91] (lemme 1) pour une demonstration 
de (1.10) a partir de (1.9). Celle-ci repose sur l’identitt 

(1.11) 7-l(n) = Ch C 
mln 1 Is<nlm 

f~$(k), 

Ctablie dans [T91]. 
11 est nature1 d’essayer d’etablir une minoration de E(n). Ceci nous permet 

d’affirmer l’optimalite de l’exposant c dans la majoration du Theo&me 2a. 

ThCor&me 3. (a) Pour tout n E N, on a 

(1.12) E(n) > max (min{r(d),r(n/d)}) 2 dgi, 
jd.$ = I 

oti V(n) dksigne leplus grand exposant u duns IPcriture n = &,v,,np”. 
(b) Pour tout entier n de laforme n = rn” oti m est un entier sansfacteur carrt et 

u > 2, on a 

(1.13) E(n) > g 

avec 
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C(V) := 
log(2v + 2) 

l+ 
log2 

2log(v+ 1) = 2 2log(v+ 1)‘ 

(c) Soit n un entier sans facteur can-6 et k = [ $~(n)],(~) on a 

3k 
E(n) 2 k 0 . 

On a ainsi 

(1.14) log E(n) limsup - 
7(n) ---) + 00 ( > logr(n) = c. 

Remarque 3.1. 11 n’existe pas de constante c independante de n qui satisfasse la 
minoration (1.13) valable pour tout entier. Par exemple, on a E(p”) = 2 pour 
toutp premier et v 2 2. L’inegalite (1.12) est optimale dans le sens oh le membre 
de droite est du meme ordre de grandeur que E(n) pour une infinity d’entiers n. 

Remarque 3.2. Le resultat (c) est ttabli a l’aide d’un theoreme profond de 
combinatoire de Baranyai [B73]. 

Cette etude de l’ordre de grandeur de E(n) montre les limites de la definition 
de &. La generalite de la classe I ne permet pas d’esperer amehorer de manike 
consiquente les majorations def, K~ et Rz, des elements de E. Ainsi, la quantite 
E(n) ne depend que de w,(n) := card(p : pv /I n} et non des facteurs premiers 
ce qui nest pas le cas de f (n) ou de KS(n) et h,(n).‘4’ 

Remereiements. Je tiens a remercier Gerald Tenenbaum pour ces precieux 
conseils lors de 1’~laboration de ce travail, et Katona qui, par l’interm~diaire 
d’Andras Sarkozy, a attire mon attention sur le resultat de Baranyai [B73]. Je 
suis aussi tres reconnaissant a Cecile Dartyge et au rapporteur de leur lecteur 
attentive et leurs remarques. 

2. SUR-MULTIPLICATIVIT~ DE E 

Soient n, pn E N* premiers entre eux. On d&nit les fonctions regulieres g, et g, 
associees aux valeurs E(n) et E(m) et les ensembles 

{ 

Fn := {d 1 n : g,(d) 1 n, (d,&(d)) = l), 
3;, := {d / r?Z : g,(d) 1 m, (~,g~~(~)) = 11, 

de sorte que 

E(n) = card(&), E(m) = card(Fm). 

Considtrons l’ensemble 

3 [t] dksigne la partie entibre de 1. 

4 On a E(45) = E(99) = 3 alors quef(45) = 3 etf(99) = 2. 
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I= n,m := {d 1 nm : (4 n) E 6, (4 m) E &) 

et l’application g,, dtfinie sur les elements d de F,,, par 

g&d) = A(4 n))gA(d, 4). 

On peut definir l’application g,, en dehors de Fn,,, pour qu’elle soit reguliere. 
La valeur de la fonction F de & en nm dtfinie par l’application reguliere g,, 
verifie 

F(nm) = card{d 1 nm : g,,(d) 1 nm, (d,gAd)) = 11 

= card(&,) = card(.F,,) card(&) = E(n)E(m). 

On a done bien 

E(nm) > F(nm) = E(n)E(m), 

le resultat recherche. 

3. MAJORATION DE E(n) 

3.1. Un lemme intermkdiaire. Nous commencons par montrer qu’il suffit d’eta- 
blir, pour tout n E N’, l’inegalite suivante 

(3.1) E(n) 5 37-(n)‘. 

Cela decoule du resultat general suivant. 

Lemme 3.1. Soit g une fonction multiplicative positive telle que les g(p”) ne d& 
pendent que de v S’il existe une constante C > 1 absolue et un entier no E N tels 
que, pour tout n > no, on ait E(n) 6 Cg(n), alors, pour tout n E N’, on a l’i&ga- 
lit6 E(n) 2 g(n). 

DCmonstration. Le fait que la valeur de E(n) ne depend que de la structure 
multiplicative de n joue un role crucial dans la demonstration. 

Supposons qu’il existe une constante a > 1 et un entier n > 2 tels que 
E(n) 2 as(n). Nous construisons alors une suite infinie d’entiers nl, n2, . . . , nk 

de mCme structure multiplicative que n qui sont premiers deux a deux. Soit 
qk := nl x . . . x ilk. Nous choisissons k 2 (logno)/ log2 de sorte que qk 2 no. 
Ona 

E(qk) 2 E(n)k 2 akg(n)k = akg(qk), 

ce qui contredit E(gk) < Cg(@) des que ak > C. Nous avons done pour tout 
n E N’ 

(3.2) E(n) 5 g(n). 

Cela clot la demonstration du Lemme 3.1. 0 

3.2. DCmonstration du ThCorGme 2a. La demonstration de (3.1) reprend la 
demarche du Lemme 3 de Tenenbaum [T91]. Dans [T91], il compare la valeur 
w(d) des diviseurs a la moyenne de cette fonction 
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sur I’ensemble des diviseurs. Pour tout diviseur d compte par E(n), on a ainsi au 
moms une des trois Cventualitis suivantes : 

44 5 (1 - Q)+), 
4gn(4) I (1 - a)A(n), 
4&n(d)) 2 2( 1 - a)A(n). 

I1 applique les resultats obtenus en choisissant a = 5 de sorte que 
2( 1 - o) = 1 + Q. Notons, qu’ici, on a besoin pour obtenir le resultat de [T91] 
de comparer les valeurs de w(d) i la moyenne A(n) et non a fw(n), Ceci permet 
d’obtenir le resultat meme lorsque n a des facteurs car&. 

Nous utilisons aussi un parametre a E [O,f] que nous choisirons &gal a f en 
fin de demonstration. Les u,(v) sont des param~tres positifs qui seront fixes en 
tours de demonstration de faGon optimale. Nous considerons h,,, la fonction 
fortement additive definie sur les diviseurs de n par !z~,~(P) = U,(V) lorsque 
p” 11 IZ. La moyenne de h,,, sur les diviseurs de n vaut 

Pour (Y > 0, designons par S+(n, a) (respectivement S-(n, a)) le nombre de 
diviseurs de d de y1 tels que 

k&4 2 (1 + ~)~*(~) (respectivement h&d) 5 (1 - ~~~=(~)). 

En choisissant a: = $, nous obtenons 

(3.3) E(n) I: 2S-(4) + s+(n,f). 

Nous allons choisir la fonction h n,u pour que ces valeurs se concentrent autour 
de sa moyenne. Notre demarche aboutit au meme resultat que dans [ET891 et 
[T91] quand n est sans facteur carre. L’introduction de la fonction test h,, 
permet de depasser les difficult&s supplementaires dues notamment a la prt- 
sence de facteur car& dans l’ecriture de H. 

Considerons S-(n, a). Nous avons 

avec 

11 s’agit de minimiserf,(u,(v)) grace au choix de U,(V). Nous avons 



Nous choisissons U,(V) := log ((1 + w)/(l - o)) de sorte quefL(u,(v)) = 0 et 

qu’ainsi 

(3.4) = “I’,,“‘log~ - log& 

1+cw 
= zlog(l + w) - 

V(1 - CX) 1 

u+l 
log- 

1-o’ 

11 vient 

Majorons maintenant S+(n, CY). Nous avons 

S+(K a) I Cexp {h,dd) - (1 + a)&(n)} 
din 

(3.6) 

ou nous avons pose 

m2(v, a) := 
V(1 + a) 

v+l 
U,(V) - log(l ;$y). 

En remplagant U,(V) par sa valeur, nous obtenons 

m2(v, a) = 
V(l + o) 

(3.7) 

1 + v log(E) - log(1 +;yy 

=y$log(E) - log(l +1+-;)a). 

Nous pouvons maintenant conclure la demonstration. Pour tout diviseur d 
compte par F(n), nous avons au moins une des trois tventualites suivantes : 

Grace a (3.3), (3.5) et (3.6), nous en dtduisons que 
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E(n) 5 37(n) exp ( p”,,n (VT;) log(u + l)} - Cf5 

avec 

1 
s v,- := ( > min{w (y, f), m2(5 $} 

3 log(v+ 1) . 

Une ttude numkrique permet de montrer pour tout v 2 1 l’irkgaliti: 

(3.8) +,;) 2 6(1,!) = 1 --c= l-h(;), 

od c est la constante dkfinie en (j.5). 
Nous rtdigeons maintenant la dkmonstration de l’intgalitt (3.8). Nous vtri- 

fions tout d’abord que nous avons pour tout v E N 

En effet, nous avons 

(,+l)(m,(V,k) -m2(V,i)) =Ilog(F) -(V-l)log(gXi). 

Un simple calcul fournit que ce terme est ntgative pour v = 1, . . . ,5 et qu’il est 
infkrieur A 

2+v 
210g 3 

( > 
- (v - 1) log; 

qui est le terme gCnCrale d’une suite nkgative pour v = 6 et dicroissante $ partir 
de v = 6. Cela fournit la majoration (3.9). 

De (3.9) et (3.4), nous dtduisons la formule 

1 ( > 1 + u/3 
6 VT5 = (Y+ l)log(v+ 1) 

2vlog(3/2) 
l”g(l + ;> - 3(” + 1) log@ + 1). 

Nous dttaillons maintenant la dt5monstration de I!?(Y,$ 2 1 - c. Un calcul ex- 
plicite pour les neufs premikres valeurs fournit (3.8) pour v 5 9. De simples 
transformations impliquent pour v > 10 
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(b(?$ - (1 -e))@+ l)log(v+ 1) 

= 
( > 

1+; log(3 + V) - (1 - C)(V + 1) log(v + 1) - log3 - ilog; 

> 
( 

1+;- (1 -c)(Y+ 1)) log(3+v) -log3 -ilogY 

= c log(3 + V) - log3 +; 
( 

(3c - 2) log(3 + v) - log? 
> 

> ; 
( 

(3c - 2) log(3 + V) - log? 
> 

> 0. 

Ainsi s’acheve la demonstration de (3.1) et, par consequent, celle du Theo- 
reme 2a. 0 

3.3. Dhmonstration du Thkorkme 2b. D’aprls le Lemme 3.1, on peut se con- 
tenter de montrer que 

(3.10) E(n) I 27-(n) n (Z). 
PYIb 

Nous utilisons la methode de Tenenbaum employe pour demontrer le Lemme 
4 de [T91]. Nous introduisons la fonction test T defiinie sur les diviseurs de n par 

T(d) := nt 
A” 
pld 

Cd I n). 

Lorsque (d,g,(d)) = 1, nous avons 

T(d)T(gn(d)) 2 T(n). 

Nous avons done T(m) 2 m soit pour m = d soit pour m = gn(d). Nous en 
dtduisons que 

E(n) I & c T(d) = 2 n (W3 
din P" IIn 

ce qui fournit la majoration (3.10) recherchee. Nous attirons l’attention du lec- 
teur sur le fait que le majorant etabli en (1.6) nest jamais plus grand que r(n) 
(avec tgalite si n est sans facteur carre). 0 

3.4. DBmonstration du Corollaire 2.1. Nous allons utiliser de maniere cruciale 
la majoration demontree par Erdiis et Tenenbaum (voir [ET89], formule 2.14) 
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oti nous avons post: V(n) := maxpUlln V. 
Nous envisageons trois cas : 

(i) Soit w(n) > (logn(n))/(l - c). N ous avons alors E(n) 5 ~(n)/fl(n), 
d’aprks le ThCor6me 2a@). 

(ii) Soit card(p” 11 n : Y 2 m} 2 2. Le Thtor&me 2b implique alors 

r(n) E(n) -=c v(n)’ 

(iii) Nous avons sinon 

w(n) I (log%))l(l - c), card(p” 11 n : e~}~l. 

Montrons alors l’estimation L?(n) =: V(n) ce qui est suffisant d’aprirs (3.11). On a 
l’encadrement 

(3.12) V(n) I O(n) I V(n) + mu(n) 5 v(n) + d%)F- 

L’inkgalitC O(n) 5 V(n)w(n) 5 V(n)(log O(n))/(l - c) implique que nous 
avons log O(n) CC log( V(n) + 1). Nous en dtduisons l’estimation L?(n) x V(n) 
en reportant cette majoration dans (3.12). Cela achkve la dkmonstration du 
Corollaire 2.1. 0 

4. MINORATION DE E(n) 

4.1. Dkmonstration du ThCorGme 3a. Montrons tout d’abord l’initgalitt 

(4.1) E(n) L yx (min{T(d), +/d)}). 
(d.“,d) = I 

En effet, prenons dl un diviseur de n tel que (dl, n/dl) = 1 et que 

(4.2) I = max (min{T(d), T(n/d)}) 5 ~(n/dl). 
(d,“;: = 1 

Nous pouvons dkfinir une injection de {m E FV : m 1 dl} dans {m E N : 
m 1 n/d*} puisque card({m E N : m I dl}) 5 card({m E N : m I n/dl}). 11 
est clair que cette application est rtgulike. Nous en dkduisons que 

E(n) > I = max (min{T(d), T(n/d)}). 
Cd,,dll; = I 

11 reste i montrer la deuxikme inCgalitC de (1.12). Supposons que 

Nous choisissons alors un nombre premier p et un exposant Y E [l, V(n)] tels 
quep” 11 n/dl. Nous avons alors 

’ Le Thtortme 2 de [T91] ktait suffisant. 
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{ 

(E) > +K) > Wdl) > T(n)1’2 
V(n)+1 - p@TT’ 

T(dl) < T(dlP”) I T(n)“*~qijTi, 

ce qui contredit la dkfinition (4.2) de dl. Cela achtive la dtmonstration du 
ThCorZme 3a. 0 

Notons que le minorant dans (1.12) satisfait A 

max (min{T(d), ~(n/d)}) 5 7(n)“*. 
cd,,;; = I 

Le membre de droite correspond au bon ordre de grandeur de E(n) pour une 
infinitk d’entiers n (Considtrer la suite des entiers de la forme n = (n?=, pi)“). 

4.2. DCmonstration du Thkorhme 3b. Lorsque m est sans facteur carrC, les va- 
leurs de E(m”) ne dkpendent que de w(m) et de V. Pour v > 1, nous pouvons 
done dkfinir les fonctions arithmktiques m, et c, par 

(4.3) m,(w(n)) = 2w(“)cU(w(“)) = E(m’). 

G&e A la sur-multiplicativitk de E, nous obtenons 

m,(k + k’) L mV(Qw@‘), (k + k’)c,(k + k’) 2 kc,(k) + k’c,(k’). 

Soit ko E N”. Nous en dkduisons pour tout k la minbration 

(4.4) m,(k) 2 2koWoWo) > 2V-ko+ lkdko). 

Pour v 2 2, un simple calcul fournit mv(2) = 2~ + 2 et, par constquent, 

c,(2) = 
log(2zI + 2) 

2log(v + 1) 
= C(V). 

Nous choisissons n = p’;p; avec p1 # ~2. Pour tout diviseur d comptk dans (1. l), 
nous avons soit p1 J d soit p1 [g,(d). D’aprls l’injectivitk de g,, il en dkcoule 

E(n)<2card{dIn: pl/d}=2v+2. 

Nous introduisons c la permutation de { 1, . . . , v} dkfinie par a(i) = i + 1 pour 
i < v - 1. Nous dkfinissons alors g, par 

g,(l) =mp*, s”@P;) = 1, g&i,) =p;Y &lti) =p;rY 

pouri= I,..., V, les autres valeurs de g,(d) &ant choisies de sorte que g, soit 
injective. La fonction g, est bien rtgulike et la fonction F E E associte vkrifie 
F(n) = 2v + 2. Nous avons done bien m,(2) = 2~ + 2. 

La minoration (4.4) appliquke A ko = 2 fournit le Thkorkme 3b.@’ 0 

6 un simple calcul fournit les premikres valeurs de ml(k) et CI (k) dtfinis en (4.3). Nous avons 
m,(2) = 3, m,(3) = 5, m,(4) =9, ml(s) = 17, m1(6) = 30, m1(7) = 55, ~(8) = 111, et ainsi 
c,(2)-0,792, c,(3)=0,773, c1(4)=0,792, q(5) z 0,817, c, (6) = 0,818, c,(7) x 0,825, 
c, (8) = 0,849. 
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4.3. DCmonstration du Thkor&me 3c. Pour ttablir la minoration de la meme 
forme que (1.13), nous raisonnons de man&e ensembliste. En effet, si n est un 
entier sans facteur carre ayant k facteurs premiers, nous mettons les diviseurs 
de 12 en correspondance avec les sous-ensembles d’un ensemble E A k elements. 
11 s’agit done de determiner un sous-ensemble F de P(E)‘7’ avec le plus d’ele- 
ments possibles tel qu’il existe une application ‘p de F dans P(E) satisfaisant A 

(i) cp : F H P(E) soit injective. 
(ii) VZ E F’, on a v(Z) n Z = 0. 

(iii) cp : F H P(E) definie par p(Z) = E \ (I U p(Z)) soit injective. 

Un resultat profond de combinatoire de Baranyai [B73] implique le rtsultat 
suivant. 

Lemme 4.1 (Baranyai [B73]). Soient ret k des entiers non nuls, et E un ensemble a 
rk elements et Fk l’ensemble des parties de E a k elements. On peut regrouper les 
($> elements de Fk par groupe de r elements de sorte que chaque groupeforme une 
partition de E. 

DCmonstration. Nous appliquons le Theoreme 2 de [B73] en choisissant p = 1, 
n=rk,hl =k,s=+(‘L),ai,j=r. Cl 

En prenant r = 3, nous en deduisons le resultat suivant. 

Lemme 4.2. Soient E un ensemble a 3k elements et Fk Iensemble desparties de E 
a k elements. II existe une application cp = yk de Fk dans Fk telle que 

(i) L’application cp est bijective, 
(ii) Pour tout Z E Fk, on a v(Z) II Z = 8, 

(iii) Lhpplication + de Fk dans Fk dejiniepar +(I) = E \ (I U p(Z)) est bijec- 
tive. 

DCmonstration. Ceci est une consequence directe du Lemme 4.1 de Baranyai 
[B73]. Considerons le cas r = 3. Indexant les groupes par j oti j 2 $ (T), nous 
avons alors 

E = Ej,l U Ej,z U Ej,3 ) 

oti les ensembles Ej,i sont des elements de Fk tous distincts. Nous posons 

’ 3k lorsquej= l,...,T(k). L’application cp ainsi definie vtrifie bien les trois pro- 
prittts demandees. 0 

’ P(E) disigne l’ensemble des parties de E. 
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Le Theoreme 3c decoule du resultat suivant puisque la fonction ml est crois- 
Sante et que l’on a, d’apres la formule de Stirling, l’estimation asymtotique 

Lemme 4.3. Pour tout k E N”, on a 

DCmonstration. Nous n’avons pas essayer d’optimiser les constantes 1 et 4. 
Nous demontrons la forme ensembliste du resultat detaillee au debut de 
cette sous-section. Nous detectons les elements Z de .F par un des trois 
ensembles I, v(Z) ou g(Z). L es cardinaux de ces ensembles verifient 
card(Z) + cardp(Z)+card+(Z) = 3k. Si card(Z) 2 k + 1, alors nous avons 
min{cardp(Z), card@(Z)} < k - 1. Nous avons done 

ml (3k) < card{Z c E : card(Z) I k} 

+ card{Z c E : cardp(Z) < k - 1 } 

+ card{Z c E : card+(Z) < k - l} 

La majoration 

(7) 5 2-(k-j(T) 

valable pourj = 0, . . . , k implique la majoration du Lemme 4.3. La minoration 
decoule immtdiatement du Lemme 4.2. Cela acheve la demonstration du 
Lemme 4.3 et done celle du Theoreme 3. 0 

Apres prtpublication, Michel Balazard nous a indique que le resultat de 
Baranyai avait deja Cte utilist en thtorie des nombres par Alladi, Erdiis et 
Vaaler [AEV89] dans un probleme proche du notre. 
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