
JOURNAL OF ALGEBRA IO, 194-210 (1968) 

uber die Gruppen von Mathieu 

HEINZ L~~NEBURG 

Department of Mathematics, University of Illinois, Chicago, Illinois 60680 

Communicated by B. Huppert 

Received February 23, 1968 

EINLEITUNG 

Seitdem Mathieu in der zweiten Halfte des letzten Jahrhunderts die spater 
nach ihm benannten, mehrfach transitiven Gruppen M,, , M,, , M,, , i&s , 
Mz4 angegeben hat [Cl, PI, wurden wiederholt neue Konstruktionen dieser 
Gruppen angegeben [2], [3], [5l, [9], [IO], [II]. Unter all diesen Konstruk- 
tionen scheint mir die von Witt angegebene, die durchsichtigste zu sein, 
da sie am wenigsten Rechnung erfordert. Ich miichte nun in dieser Note die 
Mathieugruppen aufs Neue konstruieren, indem ich von der Bemerkung 
ausgehe, da13 die Mathieuschen Gruppen Automorphismengruppen von 
Steinersystemen sind, die bis auf Isomorphie durch ihre Parameter eindeutig 
bestimmt sind [12]. Analysiert man namlich die Witt’schen Eindeutigkeits- 
beweise etwas genauer, so erhalt man die Existenz der fraglichen Steiner- 
systeme sowie ihre Automorphismengruppen gratis. Was man sich zu 
verschaffen hat, urn diese Eindeutigkeit zu beweisen, ist nur eine detaillierte 
Kenntnis der affinen Ebene iiber GF(3) und der projektiven Ebene iiber 
GF(4). Dies miichte ich hier im einzelnen darlegen. 

1. GRUNDLEGENDE BEGRIFFE UND RESULTATE 

In diesem Abschnitt werden wir die im folgenden wichtigen, grundlegenden 
Begriffe definieren und diejenigen Resultate angeben, die wir immer wieder 
benutzen werden. Alle betrachteten Mengen und Strukturen sind endlich. 

1st !B eine Menge, deren Elemente wir Punkte, und % eine Menge, deren 
Elemente wir Blijcke nennen, und ist I_C ‘$ x b, so nennen wir 3 = 
(‘$$ b, I) eine Inzidenzstruktur. Statt (P, b) E I bzw. (P, b) $ I schreiben wir 
meist PI b bzw. Pfb. 1st PI b, so sagen wir P inzidiert mit 6, der Punkt P 
liegt auf dem Block b, etc. Auf I definieren wir zwei Aquivalenzrelationen - 
und m durch (P, b) N (Q, c) genau dann, wenn P = Q ist, und (P, 6) M (Q, C) 
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hei& afine Ebene der Ordnung n. In diesem Fall ist b = n(n + 1) und 
t=n+1. 

1st 6 eine projektive oder affine Ebene, so nennen wir die Bliicke von G 

Geraden. 
Bekanntlich erhalt man jede affine Ebene der Ordnung n, indem man aus 

einer geeigneten projektiven Ebene der Ordnung n eine geeignete Gerade 
und slmtliche auf ihr liegenden Punkte entfernt. 

Zwei Geraden g und h einer affinen Ebene heiI3en parallel, in Zeichen 
g ]I h, falls entweder g = h ist oder falls g und h keinen Punkt gemeinsam 
haben. Die so definierte Relation ,,parallel“ ist eine Aquivalenzrelation, 
ihre Aquivalenzklassen nennen wir Purallelenscharen. Eine Parallelenschar 
einer affinen Ebene der Ordnung n enthalt genau n Geraden und insgesamt 

gibt es n + 1 Parallelenscharen. 
Aus Witt [12] iibernehmen wir 

(1.4) Es gibt bis auf Isomorphic nur eine afine und such nur eine projektive 
Ebene der Ordnung 3 und 4. 

Dies sind dann natirlich die Ebenen iiber GF(3) bzw. GF(4). 
C$ sie eine affine oder projektive Ebene der Ordnung n. Eine Menge von 

n + 1 Punkten von (5, von denen keine drei kollinear sind, hei& ein Oval 

von (5. Eine Gerade g von (5 he& eine Sekante, Tangente bzw. Passante des 
Ovals D, je nachdem ob g mit D zwei, einen oder keinen Punkt gemeinsam hat. 
Nach Qvist [S] gilt nun 

(1.5) Ist o ein Oval in einer projektiven Ebene C? grader Ordnung, so gibt 
es einen Punkt K in C5, dH sogenannte Knoten von o, mit der Eigenschaft, daJ 

die Geraden durch K gerade die siimtlichen Tangenten von o sind. uberdies sind 
keine drei Punkte aus o v  {K} kollinear. 

1st b eine Menge von n + 2 Punkten in einer projektiven Ebene der geraden 
Ordnung n, von denen keine drei kollinear sind, so nennen wir 8 ein Hyperoval. 

AuRer (1.5) benijtigen wir noch das folgende Resultat von Qvist [S]. 

(1.6) Ist Q! eine projektive Ebene der Ordnung n, ist n gerade und m eine 
Menge von Punkten von 65, von denen keine drei kollinear sind, so ist 
Im/<nt2. 

2. DIE KLEINEN MATHIEU-GRUPPEN 

Wir beginnen mit einem Hilfssatz. 

(2.1) Es sei % eine a&e Ebene der Ordnung n und a e&e Menge von 
Ovalen von 9l mit den Eigenschaften: 

(a) 1 R 1 > n2(n - 1). 

(b) Zwei verschiedene Ovale aus si haben hiichstens xwei Punkte gemeinsam. 
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Viereck mit kollinearen Diagonalpunkten. Daher schneiden sich die Geraden 
des dritten Gegenseitenpaares in einem eigentlichen Punkt. Es seien nun A, 
B, C, D und A’, B’, C’, D’ zwei Vierecke und es sei etwa AB 1) CD, BC /I DA 
bzw. A’B’ 11 CD und B’C’ /I D’A’. Die Kollineationsgruppe von 2l ist auf 
den Dreiecken transitiv. Es gibt also eine Kollineation y mit AY = A’, 
By = B’ und CY = C’. Dann ist aber, da y parallele Geraden in 
paralleie Geraden iiberfiihrt, (CD)y = C’D’ und (DA)’ = D’A’. Also ist 
D’ r C’D’ r\ D’A’ = D’, Q.E.D. 

Sind A, B und C drei nicht kollineare Punkte von %, so liegen auf den 
Geraden AB, BC, CA insgesamt sechs der neun Punkte von ‘$I. Folglich ist 
jedes Dreieck von 2l in genau drei Vierecken enthalten. 

Wie wir bemerkt haben, gibt es in ‘$I eine Menge 23 von Vierecken, die die 
Bedingungen (a) und (b) von (2.1) erfiillen. Aus (2.2) folgt, daD jedes Viereck 
in einer solchen Menge liegt. ?Br ,..., 2JN seien alle diese Mengen. Da jedes 
Dreieck in genau drei Vierecken enthalten ist, jedoch wegen (2.1) (b) hiichstens 
in einem Viereck aus einem vorgebenen !B3, , ist N 3 3. 

Wir identifizieren nun die Punkte von 2l mit den geordneten Paaren (x, y) 
mit x, y E GF(3). Dann ist c = ((0, 0), (0, I), (1, 0), (1, 1)) ein Viereck in Cu. 
Die Anzahl der Vierecke durch zwei verschiedene Punkte von 2I ist 
4 . 6 . 3 = 9. Da durch drei nicht kollineare Punkte genau drei Vierecke 
gehen, ist die Anzahl der Vierecke durch (0,O) und (O,l), die mit c nur diese 
Punkte gemeinsam haben, gleich 9 - 2 -2 - 1 = 4. Nun haben die Vierecke 

mit c nur die Punkte (0,O) und (0, 1) gemeinsam und sind daher nach unserer 
Bemerkung alle Vierecke mit dieser Eigenschaft. Nun gibt es in der Menge 
{c, Dl,D2,03 > n4} nur eine Teilmenge von drei Vierecken, die sich paanveise 
nur in zwei Punkten schneiden, namlich c, nr und n2 . Hieraus folgt, daD c 
in genau einem der ‘?& liegt. Nach (2.1) (1) ist 1 2Jzi / = 32(3 - 1) = 18. Also 
ist 18 N die Anzahl der Vierecke in 91. Andrerseits ist diese Anzahl gleich 
-&. 9 * 8 * 6 * 3 = 18 -3. Somit ist N = 3. 

Es sei cl = ((0, 01, (0, I), (1, O), (1, I)), c, = ((0, O), (0, l), (1, O), (2 1)) und 
cs = ((0, 0), (0, I), (1, 0), (1,2)}. Dann ist 1 cd n cj 1 > 3. Wir kiinnen daher 
0.B.d.A. annehmen, daB ci E !B$ (i = 1,2, 3) ist. Es sei y die durch 
(x, Y)Y = (2(x + Y) + 19x1 und S die durch (x, Y)~ = (y, x) definierte 
Kollineation von 2X. Eine triviale Rechnung zeigt dann, da0 c16 = c2 , 

ca 6 = ca , cs6 = cr , cr6 = c, , c26 = cs und csa = c2 ist. Da O5 n Bj = fl ist, 
falls i # j ist, ist 23ry = !B2 , %J2y = %Ja, (13,~ = ?B, = !BIs, B2” = @a und 
?Bss = ?B2 . Also gilt 
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(2.3) Die Kollineationsgruppe G von 9I induziert auf (92, , 2J3, , 23,} die 
symmetrische Gruppe vom Grade 3. 

Es sei U = {y / y  E G, ‘%JY = 2$ , i = 1,2, 3). Dar-m ist nach (2.3) 
/ G j = 61 U I. Die Ordnung von Gist gleich 32 * 3(32 - 1)(3 - 1) = 27 . 16. 
Also ist 1 U [ = 9 * 8. Nun sind alle involutorischen Kollineationen aus G, 
die drei Punkte von 2I festlassen, zu der oben definierten Kollineation 6 
konjugiert. Hieraus folgt, dal3 keine dieser Involutionen in U liegt. Die 
Involutionen aus U sind daher Streckungen von ‘$I. Die Gruppe U ist 

Normalteiler von G und daher, da G auf den Punkten von Cu zweifach 
transitiv operiert, noch transitiv auf den Punkten. Hieraus folgt, dal3 U alle 
Streckungen von 2X, die ja alle involutorisch sind, und folglich such alle 
Translationen von ‘$I enthalt. Da die in U enthaltenen Involutionen alle 
Streckungen sind, folgt, daB ein 2-Element aus U hochstens einen Fixpunkt 
hat. Dies impliziert wiederum, da8 die Identitat die einzige Kollineation aus U 
ist, die mehr als einen Fixpunkt hat. Wegen 1 U 1 = 9 * 8 gilt daher 

(2.4) U ist auf den Punkten von % scharf zweifach transitiv. 

Wir sind nun in der Lage, den folgenden Satz von Witt zu beweisen. 

(2.5) (Witt [ll]) Ist i = 1, 2 oder 3, so gibt es ein und bis auf Isomorphic 
such nur ein Steiner-System mit den Parametern v  = 9 + i, k = 3 + i und 
t=2+i. 

Beweis. Wir zeigen zunachst die Eindeutigkeit dieser Steiner-Systeme. 

1. Fall: i = 1. Es sei 6 ein Steiner-System mit den Parametern v  = 10, 
k = 4 und t = 3. Ferner sei P ein Punkt von G. Dann ist Gp eine affine 
Ebene der Ordnung 3 und daher nach (1.4) isomorph zur affinen Ebene iiber 
GF(3). Nach (1.3) ist b = X, = 30 und Y  = X, = 12. Die Anzahl der Blocke 
von 6, die nicht mit P inzidieren, ist also gleich 30 - 12 = 18. Nun ist aber 
jeder dieser Bliicke ein Viereck in GP und da zwei verschiedene Bliicke von 6 
hiichstens zwei Punkte gemeinsam haben, folgt, da8 die Menge der Blocke 
von 6, die nicht durch P gehen, gleich einem der 2$ ist. Nach (2.3) kiinnen 
wir annehmen, da0 i = 1 ist. Damit ist die Eindeutigkeit in diesem Falle 

gezeigt. 

2. Fall: i = 2. Es sei 6 ein Steiner-System mit den Parametern v  = 11, 

k = 5 und t = 4. Ferner seien P und Q zwei verschiedene Punkte von 6. 
Dann ist wiederum Gp,o die affine Ebene iiber GF(3). uberdies sind G;p und 
6o Mijbiusebenen der Ordnung 3. Es sei ‘!B die Menge der mit P jedoch 
nicht mit Q inzidierenden Blocke von 6 und !B’ die Menge der mit Q aber 
nicht mit P inzidierenden Blijcke. Es folgt wiederum wie im ersten Falle, 
daB %I = ‘!I$ und !B’ = !IJ), ist. Da zwei verschiedene Blocke von 6 hochstens 
drei Punkte gemeinsam haben, ist %I # 23’. Auf Grund von (2.3) kiinnen wir 
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daher annehmen, dafij = 1 und k = 2 ist. Die Anzahl der BlGcke von 6 ist 
nach (1.3) gleich 66. Somit gibt es 66 - 12 - 18 - 18 = 18 Bliicke in 6, 
die weder mit P noch mit Q inzidieren. Es sei b ein solcher Block. Da b fiinf 
Punkte enthilt und da auf jeder Geraden von Gp,Q genau drei Punkte liegen, 
gibt es vier Punkte U, V, X, YE b, die ein Viereck bilden. Wir kannen 
0.B.d.A. annehmen, da0 {U, V, X} = ((0, 0), (0, 1), (1, 0)) ist. Nun sind c1 , 
ca und cg alle Vierecke von Gp,o , die U, V und X enthalten. Da c1 u {P> 
und c2 U {Q} Bliicke von 6 sind, folgt, daI3 Y = (1, 2) ist. Also ist 
b = (2, (0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 2)). Wir betrachten nun noch die Vierecke 
c4 = ((0, Oh (1, 01, (1,2), (0,2)1 und c5 = #I, 01, (1% O), (I,% (2,2)). Dann 
ist / cQ n ci 1 > 3 fiir i = 1, 2,4, 5. Dies impliziert, daf3 ci fiir i = 1,2,4, 5 
in !.I& u !& liegt. Somit ist j b n ci / < 3 fiir i = 1, 2, 4, 5. Hieraus folgt 
b n cl = ((0, O), (0, I), (LO)) = b n c2 und b n c4 = ((0, O), (LO), (L2)) 
= b n cg . Also ist Z f (1, 1), (2, l), (0,2), (2,2). Andrerseits ist such 
Z # (0, 0), (0, l), (1, 0), (1, 2). Daher ist Z = (2,0), m.a.W. b besteht aus 
dem Viereck X, Y, U, v und dem einzigen eigentlichen Diagonalpunkt dieses 
Vierecks. Da es insgesamt 18 Bli%ke in 6 gibt, die weder mit P noch mit 
Q inzidieren, gilt: Die Menge der Blijcke von 6, die weder durch P noch 
durch Q gehen, besteht gerade aus den Vierecken von 2& zuziiglich ihrer 
Diagonalpunkte. Damit ist such in diesem Falle die Eindeutigkeit nachge- 
wiesen. 

3. Fall: i = 3. Es sei 6 ein Steinersystem mit den Parametern v = 12, 
k = 6 und t = 5. Ferner seien P, Q und R drei verschiedene Punkte von 6. 
Dann ist G;P,O,R die affine Ebene der Ordnung 3. Wir kijnnen daher die 
Menge der BlGcke durch Q und R, die nicht durch P gehen, mit T$ , die 
Menge der BlGcke durch R und P, die nicht durch Q gehen, mit 2& , und die 
Menge der B16cke, die durch P und Q aber nicht durch R gehen, mit ‘!BL 
identifizieren. Es folgt wiederum, dal3j # k # I # j ist, so da8 wir nach (2.3) 
annehmen kijnnen, dal3 j = 1, k = 2 und I = 3 ist. Dann kb;nnen wir die 
Menge der BlGcke durch R, die weder durch P noch durch Q gehen mit ‘!Bz 
identifizieren, wobei !B$ die Menge der Vierecke aus %s zuziiglich ihrer 
eigentlichen Diagonalpunkte ist. Entsprechend ist ‘@ die Menge der 
Bliicke durch P, die weder mit Q noch mit R inzidieren, und V$ die Menge 
der Blijcke durch Q, die weder A noch P enthalten. Es sei nun b ein Block, 
der keinen der Punkte P, Q und R enthglt, Da b sechs Punkte enthglt, sind 
wenigstens drei unter ihnen kollinear. Es sei b = {XI , X, , X, , YI , Ya , Ya} 
und XI , X, , X, seien kollinear. Nun ist (Y,Y,) n (X,X,) = 0, da sonst b 
mit einem Block aus %3,1* u 2Ju,* u 2?$ fiinf Punkte gemeinsam hgtte. Also 
ist Y,Y, zu X,X, parallel. Ebenso folgt, daD Y,Y, und X,X, parallel sind. 
Da Ya sowohl auf der Geraden Y,Y, als such auf der Geraden YsY, liegt, 
folgt, da8 YIYz = YaY, ist, m.a.W., ist b ein Block, der keinen der Punkte P, 
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Q und R enthalt, so gibt es zwei parallele Geraden g und h, so daI3 b gerade 
aus den mit g und h inzidierenden Punkten besteht. Die Anzahl der Blijcke 
von 6, die mit wenigstens einem der Punkte P, Q und R inzidieren ist 
12 + 3 . 18 + 3 . 18 = 120, Die Gesamtzahl der Blocke von 6 ist nach (1.3) 
gleich 132. Somit ist die Anzahl der Bliicke von 6, die mit keinem der 
Punkte P, Q und R inzidieren, gleich 12. Dies ist aber such die Anzahl der 
Paare paralleler Geraden in der affinen Ebene der Ordnung 3. Damit ist such 
in diesem letzten Fall die Eindeutigkeit gezeigt. 

Die Existenz der fraglichen Steiner-Systeme ist nun trivial, wenn man nur 
we& dalj die Mengen !&Jr , !Ba und ‘& existieren. DaB sie existieren, folgt, 
wie wir weiter oben schon bemerkten, aus der Existenz der Mobiusebene 
der Ordnung 3. 

Im folgenden bezeichne 6,, bzw. 6,s das Steiner-System mit den Para- 
meternv=ll,k=5,t=4bzw.v==12,k=6,t=5. 

(2.6) (Witt [Zl]) Die Automorphismengruppe von G1, ist auf den Punkten 
von G,, scharf fiinflach transitiv und die Automorphismengruppe von Gll ist auf 
den Punkten von G,, scharf viepfach transitiv. 

Beweis. Es sei G die Automorphismengruppe von 6 = 6ii und P und Q 
seien zwei verschiedene Punkte von 6. Dann ist Gp,o eine Gruppe von 
Kollineationen der affinen Ebene G?,o , die iiberdies %& und %%a invariant 
la&. Dann la& G,,* aber such %J, invariant. Also ist G,,o _C U (die Gruppe U 
wurde im AnschluR an (2.3) definiert). Da U die Menge !B$ invariant la&, 
ist andrerseits U C G,,o . Also ist U = Gp,o , m.a.W., sind P und Q irgend- 
zwei verschiedene Punkte von 6, so ist G,,o auf den von P und Q verschie- 
denen Punkten nach (2.4) scharf zweifach transitiv. Hieraus folgt nun sofort, 
daf3 G selbst vierfach und damit scharf vierfach transitiv ist. 

1st 6 = G,, und sind P, Q und R drei verschiedene Punkte von G, so folgt 
wiederum, da8 GP,o,* = U ist. Da dies fiir irgenddrei Punkte von 6 gilt, 
folgt, daB G scharf fiinffach transitiv ist, Q.E.D. 

Nach Witt [11] sind die Mathieugruppen M,, bzw. ilfr, Kollineations- 
gruppen von Steiner-Systemen mit den Parametern v = 11, k = 5, t = 4 
bzw. v = 12, k = 6, t = 5. Aus der Eindeutigkeit dieser Systeme folgt daher, 
daI3 die hier konstruierten Gruppen die beiden kleinen Gruppen von Mathieu 
sind. 

3. ZIJR GEOMETRIE DER PROJEKTIVEN EBENE DER ORDNUNG 4 

In diesem Abschnitt betrachten wir die projektive Ebene der Ordnung 4 
und eine Reihe von Konfigurationen in dieser Ebene. Das, was hier iiber die 
Hyperovale in dieser Ebene gesagt wird, findet sich such bei Edge [4], der 
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offensichtlich Witt[l2] nicht kannte, da er diese Arbeit nicht zitiert. Alle 
Resultate dieses wie such des vorherigen Abschnittes stehen implizit bei 
Witt [Z2]. 

Es sei @ die projektive Ebene der Ordnung 4. Dann ist PrL(3,4) die volle 
Kollineationsgruppe von @. Die PGL(3, 4) hat in PI’L(3, 4) den Index 2 
und PSL(3, 4) ist vom Index 3 in PGL(3,4). Ferner ist PSL(3,4) einfach. 
Die Ordnung der PGL(3,4) ist gleich 21 * 20 . 16 . 9. Ein Hyperoval in 6 
ist nach Abschnitt 1 eine Menge von 6 Punkten, von denen keine drei 

kollinear sind. Es gilt nun 

(3.1) Vier Punkte van E, von denen keine drei kollinear sind, sind in genau 
einem Hyperoval von C% enthalten. Alle Hyperovale von C.!! bilden eine Bahn 
unter PGL(3,4). 

Beweis. P, , Pz , P, , P4 seien vier Punkte von @, von denen keine drei 
kollinear sind. Auf den sechs Geraden P,Pj (i,j = 1,2,3,4; i <i) liegen 
dann insgesamt 19 der 21 Punkte von @. Es gibt also noch zwei Punkte P5 
und PG , von denen keiner mit zweien der Punkte P, , Pz , P3 , P4 auf einer 
Geraden liegt. Hieraus folgt, daD es hochstens ein Hyperoval gibt, welches 
P, , P, , P, , P4 enthiilt. Nun bilden die Punkte P, bis P5 ein Oval in & und 
es folgt, da8 PG der Knoten dieses Ovals ist. Somit ist die Menge der Punkte P1 
bis P, ein Hyperoval von (5. 

Die Gruppe PGL(3,4) ist auf den Vierecken von ($5 transitiv. Da jedes 
Viereck in genau einem Hyperoval enthalten ist und jedes Hyperoval 
ein Viereck enthalt, folgt, da8 PGL(3, 4) auf der Menge der Hyperovale 
transitiv ist, Q.E.D. 

Im folgenden sei stets r = PTL(3,4), G = PGL(3,4) und S = PSL(3,4). 
Ferner bezeichnen wir mit S, die symmetrische und mit A, die alternierende 
Gruppe vom Grade n. 

(3.2) Ist @ ein Hyperoval in CZ, so ist rb , aufgefasst als Permutationsgruppe 
auf den Punkten von 6, iihnlich ZUT S, . Ferner ist G, = SO iihnlich ZUY A, . 

Beweis. Es sei rt die Einschrinkung von rrr auf b. 1st y  E rrr und la& y  
alle Punkte von h fest, so 1aDt y  eine Unterebene 5 von @ punktweise fest. 
Ferner gilt, dal3 b ein Hyperoval in 3 ist. Aus (1.6) folgt daher, dal3 5 = @ 
ist. Folglich ist y  = 1. Also sind PI, und rt isomorph. Aus (3.1) folgt nun, 
da0 Go auf den Punkten von I, scharf vierfach transitiv ist, da G auf den 
Vierecken von @ scharf vierfach transitiv ist. Also ist Gb isomorph zur A, . 
Nun ist die A, einfach. Folglich ist, da such S einfach ist Gr, = Sb . Weil G 
auf den Hyperovalen von CZ transitiv operiert, folgt, da0 GI, in rr, den Index 2 
hat. Nun operiert rI, , wie wir gesehen haben, auf b treu, so dal3 also rt, 
zur S’s isomorph ist, Q.E.D. 

(3.3) In (5 gibt es genau 168 Hyperovale. Durch jeden Punkt von (5 gehen 
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gmau 48 Hyperovale. Durch zwei verschiedene Punkte von @ gehen genau 
12 Hyperovale und durch drei nicht kollineare Punkte gehen genau 3 Hyperovale. 

Beweis. Aus (3.1) und (3.2) folgt, da0 die Anzahl der Hyperovale gleich 
\ G ( . ( A, (~1 = 168 ist. Nun ist G auf den Punkten von 8 zweifach transitiv. 
Also gehen durch jeden Punkt stets gleichviele Hyperovale, etwa Y, und durch 
zwei verschiedene Punkte ebenfalls stets gleichviele Hyperovale, etwa h. 
Aus (1.1) folgt, daf3 21r = VY = bk = 168 * 6 und 5~ = r(k - 1) = 
h(s - 1) = 20X ist. Aus diesen Gleichungen folgt T = 48 und X = 12. 
Sind P, Q und R drei nicht kollineare Punkte, so gibt es genau 9 Punkte, die auf 
keiner der Geraden PQ, QR und RP liegen. Je drei von ihnen bestimmen 
mit P, Q, R zusammen genau ein Hyperoval. Also gehen durch P, Q und R 
genau drei Hyperovale, Q.E.D. 

(3.4) Es sei 0 ein Hyperoval und P und Q seien zwei verschiedene Punkte 
auf 6. Dann gibt es genau drei Hyperovale durch P und Q, die mit 5 nur die 
Punkte P und Q gemeinsam haben. 

Beweis. Es sei X E b\{P, Q}. Nach (3.3) gehen durch P, Q und X genau 
zwei von h verschiedene Hyperovale. Nach (3.1) haben diese Hyperovale 
mit h such nur die Punkte P, Q und X gemeinsam. Also gibt es durch P 
und Q genau 4 . 2 + 1 = 9 Hyperovale, die mit Jj mehr als zwei Punkte 
gemeinsam haben. Nach (3.3) gibt es daher 12 - 9 = 3 Hyperovale, die 
mit b nur die Punkte P und Q gemeinsam haben, Q.E.D. 

(3.5) Sind b und b’ zwei Hyperovale von C!!, die beide jeweils vier Punkte 
einw Unterebene 5 der Ordnung 2 van C! enthalten, so liegen 6 und $’ in derselben 
Hyperovalenbahn von S. 

Bezveis. Bekanntlich induziert S, in 3 die PSL(3,2). Nun ist 
PSL(3,2) = PGL(3,2). Daher ist S, auf den Vierecken von 3 transitiv. 
Unsere Behauptung folgt somit aus (3. I). 

(3.6) Sind 5 und 5’ zwei Unterebenen der Ordnung 2 van CZ, und ist I$ 
ein Hyperoval, welches mit $J und such mit 3’ vier Punkte gemeinsam hat, 
so gibt es ein 6 c S mit 5” = 5’. 

Beweis. Dies folgt aus der vierfachen Transitivitat von S,, auf den 
Punkten von h und der Bemerkung, da13 jedes Viereck von 6 in genau einer 
Unterebene der Ordnung 2 liegt. 

AUS [G : S] = 3 und Gb = S, folgt, daf3 S die Menge der Hyperovale in 
drei Bahnen der Lange 168 : 3 = 56 zerlegt. !& , bz und %a seien diese 
Bahnen. 

(3.7) Ist i = 1, 2 oder 3 und sind P, Q und R drei nicht kollineare Punkte 
won a, so gibt es genau ein $ E !& mit P, Q, R E 9. 
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Bewe& S ist auf den Dreiecken von C% transitiv. Es gibt daher wenigstens 
ein b E $3( , welches P, Q und R enthalt. Da P, Q und R nach (3.3) in genau 
drei Hyperovalen enthalten sind, gibt es such nur ein solches b, Q.E.D. 

(3.8) Es sei & eine Menge van 56 Hyperovalen von (5. Genau dann ist J3 
eine Hyperovalenbahn von S, wenn keine xwei Hyperovale aus $j mehr als zwei 
Punkte gemeinsam haben. 

Beweis. Aus (3.7) folgt die Notwendigkeit der Bedingung. Es sei also 
umgekehrt 5 eine solche Menge von Hyperovalen. Wir betrachten die 
Inzidenzstruktur 3, die aus den Punkten von @ und den Hyperovalen aus $ 
besteht. Nach (1.1) ist dann & rp = Cb kh = 56 * 6. Ferner betrachten 

wir die abgeleitete Struktur 3,. Dann ist nach (1.1) CQfP rg = CPer, k$ = 
rp * 5. Aus (3.4) folgt, dal3 rd < 4 ist. Also ist 5r, < 20 . 4. Somit ist 

rp < 16. Ware nun rw < 16 fiir einen Punkt W, so ware 56 . 6 = 
& rp < 21 * 16 = 56 .6. Dieser Widerspruch zeigt, da0 rp = 16 ist fur 
alle Punkte P von 3. Ebenso folgt, daB rg = 4 ist fur alle P und alle Q # P. 
1st nun E, E $ und 1~ E !& , so folgt aus (3.4), daB such alle diejenigen Hyper- 
ovale aus !& , die mit b genau zwei Punkte gemeinsam haben, in 4j liegen. 
Die Anzahl dieser Ovale ist (i) * 3 = 45. Es sei nun lj’ E !& . Die Anzahl der 
Ovale aus !& die b’ in genau zwei Punkten treffen, ist ebenfalls 45. Es gibt 

also ein b” E &$ , welches sowohl h als such h’ in genau zwei Punkten trifft, 
und es folgt der Reihe nach, daB 0” E 5 und h’ E 9~ ist. Also ist !& _C sj. 
Aus 1 Jst 1 = 56 = 1 43 1 folgt dann die Behauptung. 

(3.9) r induxiert auf (!FJ~ , !& , !?j,) d’ ze s y mmetrische Gruppe vom Grade 3. 

Beweik. r induziert eine Permutationsgruppe II auf (5ji , Js, , !&}, die 
wegen (3.1) sogar transitiv ist. Es gentigt daher zu zeigen, daB L7 eine Trans- 
position enthalt. Es seien P, Q, R drei nicht kollineare Punkte. Nach (3.7) 
gibt es genau ein l& E & mit P, Q, R E I& (i = 1,2, 3). Es sei 0 E Ij,\{P, Q, R}. 
Es gibt dann eine involutorische Kollineation y, die 0, P, Q und R als 
Fixpunkte hat. Die Menge der Fixpunkte von y  bilden eine Unterebene 5 
der Ordnung2 von 6. Ware nun l&v = hs , so hatte y  wegen / Ij,\{P, Q, R)l = 3 
noch einen weiteren Fixpunkt auf 6,. Folglich hatten br und h, mit 3 je vier 
Punkte gemeinsam, was wegen (3.5) nicht sein kann. Also ist l&y # ha . 
Da hip = hr ist, ist l&y such von hi verschieden. Somit ist l&y = l& . Ebenso 
folgt, daB l&y = b, ist. Dann ist aber $3i’ = & , !&Y = 5s und 5s” = Js, , 

Q.E.D. 

(3.10) Es gibt genau 360 Unterebenen du Ordnung 2 in (5. Die Menge 
dieser Unterebenen wird von PSL(3, 4) in drei Bahne-n der Liinge 120 xerlegt. 

Beweis. Vier Punkte, von denen keine drei kollinear sind, liegen in genau 
einer Unterebene der Ordnung 2. Da PGL(3,4) auf den Vierecken transitiv 
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ist, ist PGL(3,4) auf der Menge der Unterebenen der Ordnung 2 transitiv. 
Der Stabilisator einer solchen Unterebene in PGL(3,4) ist isomorph zur 

PGL(3,2) = PSL(3, 2) und ist somit such der Stabilisator dieser Unterebene 
in PSL(3, 4). Die Anzahl aller Unterebenen ist daher 

[PGL(3,4) : PGL(3,2)] = 360 

und die Anzahl der Unterebenen in einer Bahn von PSL(3, 4) ist gleich 
360 : 3 = 120, Q.E.D. 

Aus (3.5), (3.6) und (3.10) folgt schIieBlich noch 

(3.11) $j und $3” seien zwei verschiedene Hyperovalenbahnen von PSL(3,4). 
Ist dann U eine Menge von 120 Unterebenen der Ordnung 2 mit der Eigenschaft, 
daj3 keine Ebene aus ll mit einem Hyperoval aus $ U B* vier Punkte gemeinsam 
hat, so ist U eine Unterebenenbahn von PSL(3,4). uberdies gibt es genau eine 
solche Unterebenenbahn der PSL(3,4). 

AIs letzte Bemerkung dieses Abschnittes beweisen wir 

(3.12) Es sei YJl eine Menge von 8 Punkten von @ mit den Eigenschaften: 

(a) Jede Gerade von 6, die drei Punkte van ‘$ll enthlilt, enthiilt genau vier 
Punkte von 9.R. 

(b) Keine f&f Punkte volt )1Jz liegen in einer Unterebene der Ordnung 2 
von E 

Dunn gibt es zwei Geraden g und h van 6 mit 

‘9R={X\XIg odes XIh und X#gnhh). 

Beweis. Nach (I .6) gibt es wegen n + 2 = 6 < 8 drei kollineare Punkte 
in ‘iB2. Aus (a) folgt dann, daR es eine Gerade g gibt, die genau vier Punkte von 
‘9JI enthtilt. PI , Pz , P, , P4 seien diese Punkte und P5 , P6 , P, , P8 seien die 
restlichen Punkte von YJI. Enthalten nun alle von g verschiedenen Geraden 
hochstens zwei Punkte von 9X, so folgt, dal3 {P, , P, , P6, P6, P, , P,) und 
{P, , P4, Ps , P, , P, , P,} Hyperovale in @ sind. Aus (3.1) folgt dann aber, 
daf3 (PI, PJ = {P, , P4} ist. Dieser Widerspruch zeigt, daO es eine von g 
verschiedene Gerade h gibt, die wenigstens drei und damit genau vier Punkte 
von 8.B enthalt. Aus (b) foigt nun, daB g n h 4 ‘$Jl ist. Folglich enthalt h die 
Punkte Ps , P6, P7 , P, , Q.E.D. 

4. DIE GROSSEN MATHIEU-GRUPPEN 

Wir beginnen wieder mit einem Hilfssatz. 

(4.1) Es sei i = I, 2 oder 3. 1st dann G ein Steiner-System mit den Para- 
metern v  = 21 + i, k = 5 + i und t = 2 + i und sind b und b’ zwei VU- 

481/10/z-6 
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schiedene Bliicke von G, die i Punkte gemeinsam haben, so haben sie genau i + I 
Punkte gemeinsam. 

Beweik. Es sei P, ,..., Pi I b 6’. Dann ist 6* = 6, ,..., r. die projektive 
Ebene der Ordnung 4 und b unh b’ sind zwei verschiedene Gkraden von 6*. 
Es gibt daher noch genau einen weiteren Punkt P, der mit b und 6’ inzidiert, 

Q.E.D. 

(4.2) (Witt [22]) Ist i = 1, 2 oder 3, so gibt es ein und bis auf Isomorphic 
nur ein Steiner-System mit den Parametern v = 21 + i, k = 5 + i und 
t=2+i. 

Beweis. Wir zeigen zunachst die Eindeutigkeit dieser Steiner-Systeme. 

1. Fall: i = 1. Es sei 6 ein Steiner-System mit den Parametern v = 22, 
k = 6 und t = 3 und P sei ein Punkt von 6. Dann ist G;p die projektive 
Ebene der Ordnung 4. 1st b ein Block von 6, der nicht durch P geht, so ist 
b ein Hyperoval in Gr, da keine drei Punkte von b in G;p kollinear sind. 
Nach (1.3) besitzt 6 genau 77 Bliicke, von denen 21 durch P gehen. Es gibt 
somit 56 Bliicke in 6, die nicht durch P gehen. Die Menge fi dieser Bliicke 
hat die Eigenschaft, da0 zwei verschiedene Blijcke von 43 hiichstens zwei 
Punkte gemeinsam haben. Aus (3.8) folgt daher, da13 sj eine Hyperovalenbahn 
der PSL(3, 4) ist. Aus (3.9) folgt nun die Eindeutigkeit von 6. 

2. Fall: i = 2. Es sei 6 ein Steiner-System mit den Parametern v = 23, 
k = 7 und t = 4. Ferner seien P und Q zwei verschiedene Punkte von 6. 
Dann sind G;p und 6o zwei Steinersysteme mit den Parametern v = 22, 
k = 6 und t = 3, die nach dem eben Bewiesenen isomorph sind. Ferner 
ist 6 P.0 - - Gasp die projektive Ebene der Ordnung 4. 1st sj die Menge der 
Bliicke von S, die durch P aber nicht durch Q gehen, und e* die Menge der 
Blijcke, die durch Q gehen, jedoch P nicht enthalten, so folgt einmal, daB 
!CJ n 5j* = 0 ist, da zwei verschiedene Blocke von B hijchstens 3 Punkte 
gemeinsam haben. Zum andern folgt, daD & und $3* zwei Hyperovalenbahnen 
der PSL(3,4) sind. Auf Grund von (3.9) kiinnen wir annehmen, dal3 $ = !& 
und $$* = 8, ist. Es sei nun U die Menge der Bliicke, die weder P noch Q 
enthalten. 1st b E u und 6’ eine Gerade von Gp,Q mit 1 b n b’ 1 2 2, so ist 
nach (4.1) 1 b CT b’ j = 3. Hieraus folgt, daD die Punkte von b zusammen mit 
den Geraden von Gp,o , die b in mindestens zwei Punkten treffen, ein 
Steiner-System mit den Parametern v = 7, k = 3 und t = 2 bilden, m.a.W. 
b ist eine Unterebene der Ordnung 2 von Gp,o . Die Anzahl der Blijcke von 6 
ist gleich 253. Somit ist 1 U 1 = 253 - 2 * 56 - 21 = 120. Ferner ist klar, 
da0 1 b n b / < 4 ist fur alle b E U und alle b E sj, u $3a . Somit ist U die durch 
& und $js gemal (3.11) eindeutig bestimmte Unterebenenbahn von PSL(3,4). 
Daher ist 6 such in diesem Fall eindeutig bestimmt. 
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3. Fall: i = 3. 1st j, k, 1 eine Permutation von 1, 2, 3, so bezeichnen wir 
mit Ul die durch Bj und !+jk gemal (3.11) eindeutig bestimmte Unterebenen- 
bahn von PSL(3,4). E s sei nun G ein Steiner-System mit den Para- 
metern v = 24, k = 8 und t = 5. Ferner seien P, Q und R drei paarweise 
verschiedene Punkte von 6. Dann ist Gp,o,R die projektive Ebene der 
Ordnung 4. Es sei 5 die Menge der Blijcke durch P und Q, die nicht durch R 
gehen, 5’ die Menge der Blocke durch Q und R, die P nicht enthalten, und 5” 
die Menge der Bliicke durch R und P, die nicht mit Q inzidieren. Dann 
sind 9, $’ und f3” gerade die Hyperovalenbahnen von PSL(3,4) und wir 
kijnnen wieder annehmen, dal3 sj = sj, , $j’ = sj, und sj’ = b3 ist. Wie wir 
bei Fall 2 gesehen haben, folgt dann, dal3 U, die Menge der Blocke durch Q 
ist, die weder P noch R enthalten, da8 U, die Menge der Bliicke durch R ist, 
die weder Q noch P enthalten, und dal3 Us die Menge der Blocke durch P ist, 
die weder R noch Q enthalten. Es sei schlieBlich %I die Menge der Bliicke 
von 6, die mit keinem der Punkte P, Q und R inzidieren. Die Gesamtzahl der 
Bliicke von G ist 759. Also ist j !B ( = 759 - 3 * 120 - 3 * 56 - 21 = 210. 
1st b E %, so folgt aus (4.1), daD jede Gerade von O;P,o,R , die b in drei 
Punkten trifft, b in genau vier Punkten trifft. Ferner gilt, daB b mit keinem 
Block aus U, u U, u U, fiinf Punkte gemeinsam hat. Somit besteht b nach 
(3.12) aus den Punkten zweier Geraden von 6p,a,R, die alle von dem 
Schnittpunkt dieser Geraden verschieden sind. Nun ist die Anzahl der 
Geradenpaare von Gp,oVR gleich (“,‘) = 210 = 1 ‘%? I. Daher liegt such % 
eindeutig fest. Damit ist die Eindeutigkeit von 6 gezeigt. 

Urn die Existenz der fraglichen Steiner-Systeme zu zeigen, geniigt es zu 
zeigen, daB es ein Steiner-System mit den Parametern v = 24, k = 8 und 
t = 5 gibt, da man die anderen durch ein-bzw. zweimalige Ableitung aus 
diesem erhalt. 

Es sei ‘$’ die Menge der Punkte von 0 und P, Q und R seien drei Elemente, 
die nicht in p’ liegen. Setze ‘$3 = ‘$’ u (P, (2, R>. Ferner sei 

Dabei sei 0 die Menge der Geraden von 0, wahrend &, U3 und %3 die 
bisherige Bedeutung haben miigen. SchlieBlich definieren wir I C ‘?)3 x b 
durch 

(a) 1st X E ‘?JY und 1) E b, so ist XI q genau dann, wenn X E g ist. 
(b) P inzidiere mit den Blocken aus 0, fir , $3, und U, und nur mit diesen. 

(c) Q inzidiere mit den Blocken aus 0, &, 5s und U, und nur mit 
diesen. 

(d) R inzidiere mit den Bliicken aus 0, Js, , $3a und Ur und nur mit 
diesen. 
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Setze 6 = (‘$, 8, I}. Dann ist 

v  = 21 + 3 = 24, b = 21 + 3 * 56 + 3 * 120 + 210 = 759. 

SchlieMich ist K = 8. Wir zeigen nun, daB durch fiinf verschiedene Punkte 
hiichstens ein Block geht. Es seien also Xi , Xa , X, , X, , X, fiinf paarweise 
verschiedene Punkte von 6. 

1. xi E VP’ (i = 1,2,3, 4, 5): 

1.1. Sind die Xi kollinear, so gibt es offensichtlich genau einen Block b 
mit Xi I b nimlich die Gerade b = X,X,. 

1.2. Sind Xi , X, , X, , X, kollinear, aber X, $ X,X, , und ist b ein 
Block mit Xi 16, so folgt, da8 b E ‘%I ist, so dab also b eindeutig bestimmt ist. 

1.3. X3~X~X,,X,,X,~X,X,.Ist(X,Xs)n (xJ,)~{xl,x,,x,>, 
so ist der einzige Block durch Xi ,..., X, die durch Xi , X, , X, , Xs auf- 
gespannte Unterebene der Ordnung 2.Ist (X,X,) n (X,X,) $ {Xl , X2 , X3}, 
so ist der einzige Block durch Xi ,..., X, der Block 

1.4. Keine drei der Xi sind kollinear. Dann gibt es wiederum nur genau 
einen Block, der diese Punkte enthalt, namlich das durch sie eindeutig 
bestimmte Hyperoval. 

2. x, )...) X, E VP’, X, E {P, Q, R}. 0.B.d.A. X, = P. 

2.1. x, ,..., X, kollinear. Dann ist X,X, der einzige Block durch diese 

Punkte, da P auf keinem der Blijcke aus 23 liegt. 

2.2. Xi , X, , X, kollinear, X, $ X,X, . Sind bi und 6, Blijcke durch 

X r ,..., X, , so folgt, daB br , b, E Us gilt. Nun ist die PSL(3,4) auf den 
Punktequadrupeln A, , A, , A, , A, mit A, E A,A, und A, $ A,& scharf 
transitiv, und jedes solche Punktequadrupel liegt in genau drei Unterebenen 
der Ordnung 2. Da je zwei solcher Unterebenen daher in zwei verschiedenen 
Unterebenenbahnen der PSL(3,4) liegen, folgt, da13 6, = 6, ist. 

2.3. Keine drei der Punkte X, ,..., X, kollinear. Sind 6, und 6, Blijcke 
durch X, ,..., X, , so ist einer der Bliicke eine Unterebene der Ordnung 2, 
der andere ein Hyperoval. Auf Grund unserer Definition von I ist daher 
b, E $3i u !& und b, E U, . Nun ist 1 br n b, n ‘$’ 1 3 4 im Widerspruch 
zur Definition von U, . 

3. Xl , Xa , Xs E ‘$I, X, , X, E (P, Q, R). 0.B.d.A. X, = P und X, = Q. 

3.1. Sind Xi , X, , Xs kollinear, so ist die Gerade X,X, der einzige 
Block, der die Punkte Xi ,..., X, enthalt. 
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3.2. Sind Xi, X, , Xs nicht kollinear, so gibt es genau einen Block, 
namlich ein Hyperoval aus !& , welcher Xi ,,.., X, enthilt. 

4. {Xs , X, , Xs> = {P, Q, R}. Dann ist der einzige Block durch Xi ,..., X, 
die Gerade X,X, . 

Wir zeigen nun, dal3 durch 5 Punkte von 6 genau ein Block geht. Mit 
h(X, Y,...) bezeichnen wir die Anzahl der Blocke durch die paarweise 
verschiedenen Punkte X, Y,... . Nach (1.1) ist dann 

c v, w, x, Y, Z) = 4V’, w, x, Y), 
z 

c qv, w, x, Y) = 5V, T X), 
Y 

c h(v, W, X) = 6X( V, W), 
X 

p(Y W) = 7X(V), 
W 

CA(V) = 8b = 8 .759. 
V 

Nun ist X( V, W, X, Y, 2) < 1. Daher folgt der Reihe nach, daB 
X(V, W, X, Y) < 5, X(Z’, W, X) < 21, /\(V, W) < 77 und X(V) < 253 ist. 
Gibe es nun ein Punktequintupel I’*, W*, X*, Y*, Z* mit 

A( v*, W”, x*, y*, Z”) = 0, 

so ware X(V*, W*, X*, Y*) < 5, X(V*, W*, X*) < 21, X(V*, W*) < 77 
und h( I’*) < 253. Also ware 8 .759 = XV h( I’) < 24 .253 = 8 * 759, 

Q.E.A. 

Also geht durch fiinf verschiedene Punkte von 6 stets genau in Block, 
dh. 6 ist ein Steiner-System mit den Parametern v  = 24, K = 8 und t = 5, 

Q.E.D. 

(4.3) (Witt [ll]) Ist 6 ein Steiner-System mit den Parametern v  = 24, 
k = 8 und t = 5, so ist seine Kollineationsgruppe auf den Punkten fiinflach 
transitiv. Der Stabitisator dreier Punkte ist isomovph zur PSL(3,4)- 

Beweis. Sind P, Q, und R drei verschiedene Punkte von 6, so enthalt 
ihr Stabilisator, wie der Beweis von (4.2) zeigt, eine zur PSL(3,4) isomorphe 
Untergruppe, die auf den restlichen Punkten von 6 noch zweifach transitiv 
operiert. 1st nun y  eine Kollineation, die P, Q, und R festlaDt, so ist notwendig 
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!& = FJ~ (i = 1,2, 3). Weil PT’..(3,4) d ie voile Kollineationsgruppe der 
projektiven Ebene der Ordnung 4 ist, liegt y in dieser Gruppe und daher 
sogar schon in der P&5(3,4). Also ist der Stabilisator irgenddreier Punkte 
isomorph zur PSL(3,4). Da der Stabilisator dreier Punkte auf den restlichen 
Punkten stets noch zweifach transitiv ist, folgt, wie man sich leicht tiberzeugt, 
daf3 die voile Kollineationsgruppe von 6 sogar fiinffach transitiv ist, Q.E.D. 

Die so konstruierte Kollineationsgruppe von 6 ist die Mathieu-Gruppe 
M s4 , der Stabilisator eines Punktes die Mm und der Stabilisator zweier 
Punkte die Mz2 . 
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