=
View metadata, citation and similar papers at core.ac.uk brought to you by Ji CORE

provided by Elsevier - Publisher Connector

J. Math. Pures Appl.,
78,1999p. 701-722

TRANSFORMATIONS ISOTROPES DES GERMES
DE FEUILLETAGES HOLOMORPHES

M. BERTHIER 2 D. CERVEAU ?, R. MEZIANI ¢©

@ Chargé de Recherches au CNRS, IMR, Campus Beaulieu, Université de Rennes 1, 35042 Rennes cedex, France
PIMR, Campus Beaulieu, Université de Rennes 1, 35042 Rennes cedex, France
€ Université IBN Tofail, Faculté des Sciences, Dép. de Math., B.P. 133, Kenitra, Maroc

Manuscrit regu le 20 mai 1998 ; révisé le 18 novembre 1998

ABSTRACT. — Given F,, a germ of holomorphic singular foliation at the origin ©f defined by an
equationw = 0 (with w A dw = 0), we are interested in describing the group of isotropic transformations
of F,, i.e., the group of those gerngs of diffeomorphisms at the origin d&2” that satisfy®*w A @ = 0.

O Elsevier, Paris

RESUME. — Etant donné un germg,, de feuilletage holomorphe singulier a I'origine 88 d’équation
o =0 (avecw A dw = 0), nous nous intéressons a décrire le groupe des transformations isotragpgs de
c'est a dire les germes de diffémorphismes a I'origine d&” tels que®*w A @ = 0. O Elsevier, Paris

1. Introduction

Nous nous intéressons dans ce qui suit aux germes de difféfomorphismes holomorphes qui
préservent un germe de feuilletage holomorphe a I'origin€’tde

1.1. Définitions et notations

Un germe de feuilletage holomorplig, de codimension un a l'origine d&” est la donnée
d’'une équatiom = 0 oUw désigne un germe de 1-forme holomorphe intégrable, i.e. satisfaisant
l'identité w A dw = 0. Quitte a diviser les coefficients depar un élément d®,,, on se raméne
au cas ou le lieu singulier d&,, noté Sing*,), est de codimension supérieure ou égale a
deux. Notons DiffC", 0) le groupe des germes de difféomorphisme€tgd. On définit le sous
groupe Is@F,,) de Diff(C", 0) comme suit :

ISo(F,,) = {@ € Diff (C",0), ¢*w Aw=0}.

De fagon heuristique, ce groupe contient deux types d’éléments : les uns fixent toutes les feuilles
de F,, ils forment un sous groupe distingué de (I8g) noté FixXF,), les autres échangent
certaines feuilles. Une des définitions possibles pou(/Rix est la suivante : un élémendt

de IsqF,) appartient & FikF,,) si et seulement s'il est isotope a l'identité dans(J&g). En
dimension deux, ceci signifie que

@ (x,y) =exp f(x, »)]X(x,y)
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ou f appartient 802, X est un germe de champ de vecteurs holomorphe générateur du noyau
dew et exgr]X désigne le flot deX calculé au temps. Dans la pratique, cette définition de
Fix(F,) n'est pas trés exploitable, ne serait ce qu'a cause de la complexité de I'espace des germes
de feuilles deF,. Sil'on espére pouvoir mener a bien quelques calculs, il nous faut introduire une
définition plus “algébrique” inspirée par la remarque suivante. Bgitin germe de feuilletage
holomorphe a I'origine dé€? possédant une intégrale premiére holomorphe mininfiafeoir
paragraphe 3) et so@ un élément de FiF,,), i.e. vérifiantf o @ = f, tangent a l'identité ;

en écrivant® comme I'exponentielle d’'un champ de vecteurs foried’ordre deux (voir la
Proposition 2.3), i.e.

®(x,y) =exd1]¥ (x, y),
on vérifie facilement que
Y.f=0,

ce qui signifie encore que la fornaeannuleY . Il semble donc naturel étant donné un germe
de feuilletage holomorphe & l'origine @&, de considérer le sous groupe #§F,,) engendré
par les germes de Diff(C2, 0) qui s'écrivent

®(x,y) = expdlh(x, V)X (x,y),

ol h appartient au complété formé, de O, et X est un germe de champ de vecteurs
holomorphe générateur du noyaudale

La premiére partie de ce travail consiste & prouver que tout germe 38(Fiy tangent a
lidentité est un flot “fonctionnel” (Corollaire 2.9), ce qui entraine que”fdxF,,) est inclus
dans FiXF,,). En particulier lorsquer,, posséde une intégrale premiére holomorphe minimale,
tout élément de Fi¥F,,) tangent a I'identité est de ce type. Nous traitons au préalable le cas ou
Iso(F,,) contient un élément avec une partie linéaire générique.

La situation se clarifie singulierement lorsque I'on dispose de la description de I'espace des
germes de feuilles d&,,. Nous revenons alors a la définition premiére suivante : un élément
@ de IsdF,) fixe les feuilles deF,, si et seulement s'il induit l'identité sur cet espace de
feuilles, ce que I'on peut vérifier sur certains exemples en utilisant des intégrales premieres ou
les orbites de I'holonomie. On dresse la liste compléte des éléments(dg,)set du quotient
ISo(F,,)/ Fix(F,) correspondant & un germe de feuilletage & I'origineCdedéfini par une
équationw = 0 non dégénérée (cf. paragraphe 2.2). L'étude du centralisateur holomorphe (non
tangent a I'identité) d’'un germe de difféomorphisme résonna@,depermet, par exemple, de
montrer que ce quotient est génériqguementfini si I'on considére une équation résonnante au sens
de [14].

La seconde partie est consacrée aux gerfiga I'origine deC" possédant une intégrale
premiere holomorphe minimalg. Dans ce contexte, on dispose d’un morphisme injectif

Iso(Fw)

: — — Diff
of Fix(]-‘w)_> iff (C,0)

dont 'image est notée PgfF,). Ce sous groupe reflete en un certain sens les propriétés
géométriques du germe de feuilletage. On démontre par exemple que la foficiginquasi
homogéne au sens de Saito si et seulement s'il existe un élgnuenPer (F,,) dont la dérivée
al'origine n’est pas racine de 'unité (Théoreme 3.1). On étudie ensuite le cas ou cette hypothése
n'est pas satisfaite en liaison avec le théoreme de Briangon Skoda [5] puis on discute notamment
de I'existence d’isotropies périodiques (Théoréme 3.4 et 3.7).
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1.2. Exemples et remarques

1. Considérons la 1-forme = y?t1dx — x dy et le feuilletageF,, de C2 d’équationw = 0.
Le diffétomorphisme linéair@ qui a (x, y) associe® (x, y) = (x,exp(2iz/p)y) appartient &
ISo(F,,). Il n’est pas difficile de vérifier qu'il fixe les composantes connexe€#g {0} muni
de la topologie fine induite par les plaques #g. Par contre si I'on choisit un polydisque
U={(x,y) €C? |x| <u, |yl <v}, les feuilles deF,, peuvent donner naissance a plusieurs
feuilles de la restrictiodFy de F,, aU. Un calcul élémentaire montre que la restrictibn de @
a U fixe une infinité non dénombrable de feuillesBg tandis qu’une infinité non dénombrable
d’'autres feuilles sont permutées.

2. Il n’existe pas de germe de feuilletagg a I'origine deC? tel que le difféomorphisme

d(x,y) = (x +x2+ 23y +y2+y3)

appartienne a FA9(F,,). En effet I'unique champ de vecteurs formel d’ordre deux dbrest
I'exponentielle au temps 1 s’écrit :

~ o~ 0 ~ d
Y=Y1(x)—+Y1(»)—,
ox ay

oU Y1(z) = z2(1+ zI(z)), | étant une série formelle necessairement divergente [1].

3. Soit F,, le feuilletage deC? d’équationw = x2dy — y(1+ Ax)dx = 0 et & le difféo-
morphisme qui &x, y) associgx, y.exp2ir 1)), i.e. @ est I'holonomie “fibrée faible” deF,,.
On vérifie comme dans I'exemple 1 gdefixe les composantes connexes@fe\ {0} muni de la
topologie fine. Par contre, si I'on choisit une nouvelle fois de restreifigra un polydisqué/,
on vérifie encore que cette “holonomie fibrée” ne fixe plus toutes les composantes connexes de
U \ {0}. En particulier, il n’existe aucune série formefiele O, telle que

@ (x,y) =expgT(x, y)]X(x,y)

2 0 d
Xx,y)=x"—+y(Qd+rx)—.
ox ay
4. Pour étre en mesure d'affirmer qu'un élémantde Diff(C2,0) tangent a l'identité
appartient a Fi%g(z-:w) pour un certain germg&,,, il ne suffit pas de considérer 'unique champ
de vecteurs formeX d’ordre supérieur ou égal a deux dont il est I'exponentielle au temps 1. En
effet, le germe

2z B exH1IR(x. y) = expfd]( R (x. y) + 2imy—
. — s — s Ty —
1+ Ax 0x Y Y : y8y

P (x,y) =eXFil](

appartient & Fi¥9(F,) avecw = x2dy — y(1+ Ax) dx bien que)A( ne soit pas annulé par cette
derniére 1-forme. Ce fait justifie notamment le Lemme 2.5.

1.3. Les motivations

L'étude des sous groupes [$0,), Fix(F,) et Fix@9(F,) attachés & un germe de feuilletage
holomorphe peut trouver des applications par exemple dans les deux types de problémes suivants.
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1. Classification des germes de feuilletages au travers de I'holonomie projective. Il s’agit de
construire des conjugaisons entre feuilletages holomorphes le long d’'un diviseur exceptionnel
donné par une désingularisation. Dans la plupart des cas étudiés, la démarche consiste a produire
de telles conjugaisons en relevant via une fibration transverse aux feuilletages fixée (type
fibration de Hopf}' des conjugaisons entre les groupes d’holonomie associés aux composantes
du diviseur. Dans [4], on montre que cette méthode n’est pas toujours applicable : il existe
des exemples de formes nilpotentes dont les holonomies projectives sont holomorphiquement
conjuguées et qui ne peuvent étre conjuguées par une conjugaison respectant une fibration
naturelle (la fibration de Hopf de la derniére composante du diviseur exceptionnel). Ceci résulte
de ce que le groupe 168, ) oU w, désigne I'équation d’Euler

wezyzdx—(x—i—yz)dy:O

ne contient pas d’élément fibré en la variableon trivial. Par ailleurs, il est impossible en

toute généralité d’exhiber de telles fibratioh4Jne des méthodes envisageables pour attaquer le
probléme consiste a recoller des conjugaisons locales, les obstructions au recollement se situant
dans certains groupes d’isotropie.

2. Description des feuilletages le long de composantes de Kupka7Sait feuilletage
holomorphe sur une variété holomorpkeé défini par un systéeme de données locales intégrables
(Uy, wy). Une composante de Kupka palirest une composante irréductititedu lieu singulier
de F contenue dans I'ensemble

K(F)={p € Us, wa(p) =0, dwy(p) # 0}

(voir [7]). D’apres le théoreme classique de Kupka [11], le feuilletagee “déploie” le long de
K a partir d'un germeFy réalisé dans une section transversg.d a représentation

0 :m1(K) — 1so(Fo)

permet de décrire complétement le comportemerf del voisinage d& .

Les notations utilisées sont les suivantes : (@ff,0) désigne le groupe des germes de
difffomorphismes holomorphes a l'origine @, x(C",0) le O, -module des germes de
champs de vecteurBiff (C”, 0) et x(C", 0) leur complété formel respectif. Enfin, nous notons
Diff ,(C, 0) (resp.Diff > ,(C, 0)) les éléments dBiff (C, 0) tangents & I'identité & I'ordrg (resp.
aun ordre supérieur ou égapa et x,(C", 0) les éléments dg (C", 0) dégénérés d’'ordrg.

2. Transformations isotropes et flots fonctionnels des germes de feuilletages holomorphes

Nous considérons dans ce qui suit un gerfgede feuilletage holomorphe & l'origine de
C", d'équationw = 0 dont le lieu singulier est de codimension supérieure ou égale a deux.
La proposition énoncée ci-aprés montre que s{#50 contient un élément a partie linéaire
génériguef,, est formellement logarithmique.

PrROPOSITION 2.1. —SoitF,, un germe de feuilletage holomorphe a l'origine @& tel qu'il
existe un germe delso(F,,) dont la partie linéaire est a spectre non résonnant(gi, ..., A,)

1 En fait, la fibration est transverse en dehors de certaines feuilles analytiques spéciales qui sont des fibres de celle-ci.
2 Considérer I'exemple d’'un germe de feuilletage avec quatre droites et une parabole comme séparatrices.
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sont les valeurs propres d&’(0), I'égalité
Ml =1

n'est possible que si le multi-indicgs, ...,i,) de Z" est le multi-indice nul. Il existe des
coordonnées formellegxy, ..., x,) et des nombres complexes, ..., u, tel que F, soit
formellement défini par I'équation

. dE
X1+ Xp wi— =0.
: Xi
i=1

La preuve résulte d’'un calcul analogue a celui qu’effectue Kodaira dans son livre [10] pour
montrer la non existence de fonctions méromorphes non constantes sur une variété de Hopf
générique.

2.1. Transformations isotropes tangentes a I'identité et flots en dimension deux

Nous commencons par rappeler deux résultats bien connus sur I'application exponentielle.

PROPOSITION 2.2. —L'application exponentielle réalise une bijection enfig(C", 0) et les
éléments tangents a l'identité @ff (C, 0). Par ailleurs, siX est un champ de vecteurs formel
nilpotent(d’ordre supérieur ou €gal a deux éventuellemechaque composante du difféomor-
phismeexqt])? appartient aC[¢][[x1, .. ., xx]].

Dorénavant tous les germes de feuilletages holomorphes rencontrés sont supposés non
dicritiques (voir [15]).
Notons

n:C%— C?
I'application d’éclatement de I'origine définie en coordonnées locales par
m(x, 1) = (x,1x), (s, y) =(sy, y).

Dans la suite de ce paragraptr, désigne un germe de feuilletage holomorphe a l'origine de
C?, a singularité isolée eX un germe de champ de vecteurs holomorphe générateur du noyau
dew.

THEOREME 2.3. -Un élémen® tangent a l'identité dediff (C2?, 0) appartient aFix®9(F,,)
si et seulement s'il existe une série forméllde O telle que

@ (x,y) =exgT(x, »)]X(x,y).
Preuve. -Nous commencons par la condition nécessaire.

LEMME 2.4.-Soit ® un germe de difféomorphisme holomorphe tangent a l'identité qui
s’écrit

®(x,y) = explh(x, ) X (x,y)

ouh appartient a0, et X est un germe de champ de vecteurs holomorphe a singularité isolée.
Si le champ de vecteurs fornieX est nilpotent, il existe un élémentle O, tel que

@ (x,y) =expgT(x, »)]X (x, y).
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Preuve. -Le coefficient deX dans I'égalité

-~ . Si ~ NI
exgsIhX =id+) ﬁ(hX)
i>1
s'écrit
k

T(x, . 8) =Z}i—,gk(x,y)

1

ou lesg, sont déterminés par

g, ) =h(x,y),  @r1(x,y) =hx, »)(X.g0)(x, y).

Ce coefficient est bien défini comme série formelle puisEIXeest un champ de vecteurs
nilpotent. Notonss; (x, y) le “flot”

WS(-xv y):eXF{/t\(xﬂ yﬂs)]X(-xv y)

On vérifie aisément que

oY, (-xa ) -
— | =R )X (%))
S s=0
ce qui prouve que
Wi (x, y) =expllh(x, )X (x,y). O
Considerons désormais un gergede difféomorphisme holomorphe tangent a l'identité tel
gu'il existe h appartenant &> et X un germe de champ de vecteurs holomorphe a singularité
isolée vérifiant
@ (x,y) =expLlh(x, )X (x, ).
Nous nous limitons au seul cas bst une unité ex un champ non nilpotent (sinon on applique
le lemme précédent). Solt le difféomorphisme tangent a I'identité défini par
W (x, y) = exp1](—h(0) X (x, y) o explLIA(x, ) X (x, y).
LEMME 2.5.—NotonsFy le feuilletage éclaté strict d&y et & le difféomorphisme défini
par
ToW =Wor.

Soitm un point du diviseurr ~1(0) régulier pour le feuilletagefx et7 une intégrale premiére
formelle de ce dernier em. On a

ToW=1.
Preuve. -Puisque les fonctions holomorphes sont denses dans les séries formelles pour

la topologie de Krull, il suffit de le verifier pour un élément quelconque deO3. Le
difféomorphisme

expg—s]h(0)X oexgslhX

TOME 78 — 1999 N° 7
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s'éclate en
exp—s1h(0)7*X o exdsl(hom)m*X.
On vérifie alors que
Toexp—slh(On*X oexpsl(hom)n*X =1
et ce pour tout de l'intervalle[0,1]. O
Puisque est tangent a l'identité, il existe un unique champ de vecteurs formbrdre
supérieur ou égal a deux tel que= exp1]Y.

LEMME 2.6. Il existeg appartenant 20, tel que
Y=2X, 20)=0.

Preuve. -En un point générique du diviseur/gxceptionméF(O) le champ de vecteurs* X
se normalise e/dz. NotonsY l'image dex*Y par cette normalisation. D’apres le lemme
précédent

xoexplr*Y =x
et par suite
Xo eXp[s]IN’ =x

pour touts de l'intervalle[0, 1] (remarquer que puisque est d’ordre supérieur ou égal a 2, le
champY est nilpotent, éventuellement d’ordre supérieur ou égal a deux). On en dédUiitestie
colinéaireaX. O

Pour conclure, il suffit d’appliquer le Lemme 2.5 pour obtenir

W (x,y) =exp7(x,y)]X(x,y)
et

@ (x,y) = exp[h(0) +7(x, »)]X (x, ).

Intéressons nous maintenant & la condition suffisante et écrivons de nopigeay =
exp1]Y (x, y) ou Y est un champ formel qui s’annule & l'ordre 2. Aprés éclatement le champ
X se normalise en

= d
X =xk=
ot
k étant un entier positif ou nul. Puisque son flot fixe la variahlen en déduit que

xoexplr*Y =x

et on conclut comme précédemments

COROLLAIRE 2.7.-Soit® un élément tangent a I'identité d#ax@9(F,,), il existe urf‘temps$
7 holomorphe, i.e. appartenant@, tel que

@ (x,y) =expz(x, »)]X(x,y).
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Preuve. -l suffit de prouver qué& converge. En un point régulier du diviseur exceptionnel
e (0) le champ de vecteurs holomorphé&X se normalise holomorphiquement eh(d/31).
L'éclaté @ de @ s’écrit aprés cette normalisation

®(x,1) = expg(x, t)]xk%.

Puisque le flot de* (3/9r) est(x, tx* +1), on constate que les séries transversalement formelles
g etT o convergent emn. Il suffit d’appliquer un résultat classique de [15] pour obtenir la
convergencede. O

COROLLAIRE 2.8.—Soit F,, un germe de feuilletage a I'origine d& et @ un élément de
FixA9(£,,) tangent a l'identité, alorsd appartient aFix(F,).

COROLLAIRE 2.9.-So0itF,, un germe de feuilletage holomorphe a I'origine@&possédant
une intégrale premiere holomorphe.@iest un élément tangent a I'identité Bix1 (F,,), il existe
un germer de Oz et un générateuk du noyau dew tel que

@ (x,y) =exgr(x, y)]X(x,y).

2.2. Etude compléte des singularités non dégénérées en dimension deux

Nous appelons non dégénérés les germigsle feuilletages holomorphes a l'origine @28
définis par une équatian = 0 ou le germe de 1-forme holomorphevérifie : le spectre de tout
champ de vecteurs holomorpbedual dew — au sens ow(X) = 0 — est constitué de deux
valeurs propres non nulles. Il s'avere que I'on a une bonne description de ce gu’est I'espace
des feuilles d'un tel germe de feuilletage, c’'est ce qui facilite ici notre étude. Nous procédons
cas par cas suivant les propriétés classiques de normalisation du gdumie les rappels dans
l'introduction de [14]).

Transformations isotropes des singularités de type Dulac. Il s’agit des équations =0
holomorphiquement conjuguées a un modele

wpn=xdy—n(y+x")dx=0.
On vérifie facilement que la fonction

/x"

1,
g(xa)’): X_ne’

est une intégrale premiere uniforme dg Soit maintenan® (x, y) = (x¢1, ¢2) un élément de
ISO(Fy,) OU @1 €st une unité apy un élément deM,.

LEMME 2.10.—-Avec les notations précédentes, oia® = Ag ou A est un nombre complexe
non nul.

Introduisons maintenant les champs de vecteurs

G 0 0
X=x—+n(y+x")— et Y=x"—
xax n(y x)ay X 3y

dont les flots sont notés epxpX et exgr]Y.
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PROPOSITION 2.11. —Tout élémen® (x, y) = (x¢1, ¢2) delso(F,,,) s'écrit
@ =exdk]Y oexgrlX,

ou k est un nombre complexe etun germe de fonction holomorphe. De plus, le difféomor-
phismed fixe les feuilles deF,,, si et seulement si la constanteest de la forme = 2iznl, |
appartenant &.

On obtient ainsi le :
COROLLAIRE 2.12.-Avec les hypothéses de la proposition, le difféomorphiénfixe les
feuilles du feuilletager,,, si et seulement s'il est de la forme

D (x,y)=expo(x,y)]X(x, ),
oUw est un germe de fonction holomorphe.

Transformations isotropes des singularités non résonnantes linéarisablesOn s'inté-
resse a des équations= xdy + Aydx + --- = 0, oU A n’est pas rationnel positif, qui sont
holomorphiquement linéarisables. Rappelons que c’est notamment le cas lorséyifee I'une
des conditions suivantes : il n’est pas réel, il est réel négatif non entier ou inverse d’entier, il est
réel positif et satisfait la condition diophantienne de Brujno. Quitte a changer de coordonnées,
on peut supposes linéaire. Notons alorX le champ de vecteurs holomorphe

a a

PROPOSITION 2.13. —Tout élémen#® delso(F,,) s’'écrit sous la forme

D(x,y) = (x,ay) oexpr(x, )] X (x,y),

oU«a est un nombre complexe non nuketin germe de fonction holomorphe. De plus, le germe
@ fixe les feuilles deF,, si et seulement si est de la formex = =27 appartenant &.
Dans ce casg s'écrit

@ (x,y) =exp2imn]X oexpr(x, y)]X (x,y).

Les cas résonnants et quasi-résonnants.On discute maintenant des cas’oest rationnel
positif ou irrationnel positif ne satisfaisant pas la condition diophantienne de Brujno. Soient
(x, y) des coordonnées (holomorphes) dans lesqueliEécrit

w=2xa(x,y)dy+ I yb(x,y)dx,
a etb étant des unités holomorphes avg®, 0) = b(0, 0) = 1. Notons une nouvelle foiX le

champ de vecteurs

d b(x, d
Xmxd _py2en @
ax " a(x,y)dy

On dispose du théoréme de “redressement” suivant [3,4] :
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710 M. BERTHIER ET AL.

THEOREME 2.14. —Tout élémentb delso(F,,) s'écrit

@ (x,y) =expz(x,y)]X o (x,p(x,))

out appartienta®s eto(x, y) s'écrito(x, y) = yU(x, y), U étant une unité holomorphe.

Soith le difftomorphisme d’holonomie de la séparatice 0 dew et C(k) son centralisateur
holomorphe, i.e.

C(h) = {$ € Diff (C,0), hodp =g oh).

Grace au théoreme précédent, on a une application
x :1so(F,) — C(h)/(h)

définie pary (@) = ¢(1, y), (h) désignant le groupe monogene engendréiphes constructions
classiques de [15] et [14] montre gueest une application surjective.

LeEmME 2.15.—Le difffomorphisme> appartient aFix(F,) si et seulement sy (&) est
l'identité (modulo(h)).

Preuve. Elle résulte de ce que, dans ce contexte, I'espace des feuill&s deincide avec
'espace des orbites de[14]. O

COROLLAIRE 2.16.-Un élémentd de Iso(F,) fixe les feuilles deF, si et seulement s'il
existe un germer de fonction holomorphe tel que

D (x,y) =exg @ (x,y)]X(x,y).
Preuve. -Si x (@) = 1", le diffétomorphismed s'écrit
D(x,y)= exp{t(x, y)]X oexp2izn]X (x,y). O

Ainsi le groupe des germes de difftomorphismes holomorphes qui permutent les feuilles de
Fo S'identifie-t-il au quotient Cz)/(k) du centralisateur holomorphe depar le sous groupe
monogene engendré par Dans le cas quasi-résonnant, les centralisateurs peuvent étre trés
compliqués. L'objet du paragraphe suivant est de décrire le quotigny @) correspondant
a un germe: résonnant.

Description des centralisateurs des diffeomorphismes résonnantsFixons nous un germe
h de difféomorphisme résonnant tel qu€0) = ¢2749/P et noton<C(h) son centralisateur formel,
ie.

C(h) = {¢ e Diff (C,0), poh=hod}.
LEMME 2.17.-Les centralisateur€(h) etC(h9) coincident.

Preuve. | suffit de montrer qu@:(h‘i) est contenu dan@(h). Pour ce faire choisissons un
élémenty deDiff (C, 0) tangent a l'identité qui normalige! suivant I'égalité

¥*h? = explto] X gk 1,
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ol *h? désigne le composg Lo h? o i/ et X4 ;. le champ de vecteurs

2imzak 1

Hokr = Tk gy

Soith =0 on oUo etn la décomposition de Jordan formellefdes étant périodique de période
g etn tangent a I'identité. En comparant les deux écriturea“den constate que

~ TS
n:eXpI:—O:|X,
q

ol X est le champ formel tel qug* X = X, . On a donc

Ph= (570 (a* exp[@}@ — (7)o exp[tq—o]qu,x

q

et puisque)*s commute aveq* explto/q1X 4k 5., on en déduit que

UG = AP explt]X gk .

On vérifie alors que est nécessairement nul et que
-~ . 1

UEh = 2Pl exp[—oi|qu,A.
q

Considérons un élémefﬁtdea(hq). Puisqu'il appartient &(exqto]qu,x), le diffeomorphisme
Y*e¢ s'écrit

{/;*¢ — eziﬂl/qk exqt]qu,A
et commute donc avec le difffomorphisme

eZl?TP/q expl:_o:|)(qk,)L — w*h
q

Ceci prouve qué? appartient a‘(A:(h). O
Le centralisateu€(h) est le sous groupe d&iff (C, 0) constitué des élémenfs= ¢p o o ol
Pp = (I’/;fl)*eZinl/qu
et

or = (D" explr1Xeg 1,
[ étant un entier modulbg etz un nombre complexe. On hérite d’'un isomorphisme

v:(Ch),0) — Z/xgz,+) x (C, 4,
@=ppogr (1)

le but étant un produit abélien. Nous distinguons deux cas pour la suite.
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1. Le difffomorphismé:, ou de facon équivalente le diffeomorphistife est non analyti-
guement normalisable. D'aprés [9] c'est le cas si et seulement si le centralisateur holomorphe
tangent a l'identité @(h?) de h9 est monogene. Il existe alors un élémerde Diff1(C, 0) tel
queh” h? pour un certain entier. On a

et
~ t
Ci(h) = Cl(hq) = (wl)*{ eXpl:Qi|qu,)” ne Z}.
Y
Le centralisateur tangent a I'identité Hes’identifie donc viar au sous groupe 8 Z%’.
Considérons maintenant le morphisrpede Qk) dans G(k) qui a un germeg¢ fait
correspondre sa puissanegiéme,$?. On a une suite exacte :
Id - Kerp — C(h) = Imp — Id.
Le sous groupe Im de G (k) s'envoie parr sur un sous groupe monogéne de Z’;O que l'on
note Ox Z 0,

— Si Kerp est réduit a l'identité, le centralisateut/J est monogéne engendré par un certain
difféomorphisme convergent qui s’écrit

(w 1)* 2inly/ kg exp|: q :|quA

— Si Kerp n'est pas reduit a I'identité il est alors de la for@g;z ou p divisekq. Soientpy
défini parkg = pp1 et

T-1y* 2iml [kq (F-1)* aypl MO0 |y
(7 ka2 e 520 |
un antécédent du générateur dedniEn écrivant = lp + p1l1 oulp appartient a I'ensemble

{0,..., p1— 1}, puis
eZinl/kq — eZiﬂlo/kquinll/ﬁ

on constate que I'antécédent du générateur de $tgcrit encore
(1’//\—1)*621‘7111/,3({E—l)*ezmlo/kq ex molo X .
kqu 7

Soit ¢ un élément de Im, il existe deux entiers: etn tels qu'un antécédent di par p
s'écrive

({h\—l)*(eziﬂ/ﬁ)m o (1///\_1) ( Zlﬂlo/kq exp[ qv }qu )\> .
On en déduit que

0l = { (771" (@77)" o (32" (27040 el 20|y, ) ez,

TOME 78 — 1999 N° 7



TRANSFORMATIONS ISOTROPES DES GERMES DE FEUILLETAGES HOLOMORPHES 713

2. Le difféomorphismé: est analytiquement normalisable. Sgitun germe de difféomor-
phisme holomorphe tangent a I'identité normalisanEn reprenant ce qui précéde, on constate
que

Clhy =C(h) = {(v 1) e¥™/* exdt1Xig1, 1 €C, 1 €Z/1yz)
Cette discussion conduit a la proposition suivante :

PROPOSITION 2.18. —Etant donné un germé de difféomorphisme holomorphe résonnant
non analytiqguement normalisable, le quoti€ih)/ (k) est un groupe fini.

3. Transformations isotropes des germes de feuilletages possédant des intégrales
premieres holomorphes

Le contexte est le suivant, désigne un germe de feuilletage a 'origine@eg d’équation
o = 0 dont le lieu singulier est de codimension supérieure ou égale a deux. On suppose de plus
gque F,, posséde une intégrale premiére holomorphe, i.e. il existe un élémdeatD, tel que
o ANdf = 0. D'aprés [15] 'ensemble des intégrales premiéresFgeest naturellement muni
d’une structure d’anneau isomorph€&s} ou f est minimal :f n’est pas une puissance ou, ce
qui est équivalent, les fibres génériquesfdsont connexes. Dans ce cadre et pour urytdes
définitions précédentes se retranscrivent de la fagon suivante :

Iso(F,,) = {@ € Diff (C", 0), 3¢ € Diff (C,0), fo® =¢o f},

Fix(F,) = {@ € Diff (C",0), fo® = f}.

Les sous groupes I166,,) et Fix(F,,) ne dépendent pas du choix ganinimal. On dispose d’'un
morphisme injectif

Iso(Fe)

O’f P

Fix(Fy)
défini paro s (@) = ¢ qui permet d’identifier le quotient I1$4,)/ Fix(F,) & un sous groupe de
Diff (C, 0) noté Pef(F,). Si g est une autre intégrale premiere minimalefdg il existe un
élémenty de Diff(C, 0) tel queg = v o f; on en déduit que Pe(F,,) est conjugué a PgfF,,)
pary :

— Diff(C, 0)

Perr (F,) =¥ Lo Per(F,) o v

Lorsque F,, posséde une intégrale premiére minimale submersive, on vérifie facilement, en
invoquant par exemple le théoréme de Frobénius, que(Pg) coincide avec DifC, 0),

i.e. le morphismeo; est surjectif — donc un isomorphisme. Par la suite nous écarterons
systématiquement ce cas trivial. Notons encoréfPﬁJ;) le sous groupe d€* image de

Perr (F,,) par le morphisme

v :Pers(F,) - C*

qui a¢ associep’(0). Le sous groupe Pﬁ(]—‘w) ne dépend pas du choix geminimale ; dans la
suite nous omettons I'indexage pAr

Un élémentf de O, est dit quasi homogene au sens de Saito ou simplement quasi homogene
s’il existe un germe de champ de vecteurs holomorkhde x (C",0) tel queX.f = f [16].
L'intérét d’'une telle définition réside notamment dans le résultat suivanf :est a singularité
isolée et quasi homogéne au sens précédent, il existe un gemieeDiff(C", 0) tel que f o ¥
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soit un polynéme quasi homogéne. Compte tenu du théoréme d'Artin [2] (ou plus simplement
d’'un résultat standard de platitude), il suffit pour montrer qu’un gefrest quasi homogéne, de
prouver I'existence d’'un champ formel

d
X Zat (x1, .. xn)

dex(C",0) tel queX. f = f. Précisons encore que le caractére quasi homogéne d’une intégrale
premiere minimale ne dépend pas du choix de cette derniere, c’est une propriété uniqguementliée
a la géométrie du feuilletage.

Lorsquef n'est pas quasi homogéne au sens de Saito, il existe d'aprés [5] un germe

d

n
Y = inai(m, ..-,xn)a
i=1 !

appartenant & (C", 0) tel queY. f = f".
3.1. Etude du sous groupéer; (F,)

Nous commencons par la situation quasi homogeéne. Il s’agit d’établir le résultat suivant :

THEOREME 3.1. —-Soit F,, un germe de feuilletage holomorphe a 'origine @& possédant
une intégrale premiere holomorphe minimgl€non submersivell y a équivalence entre
() le sous group®er(F,) contient un élément de C non racine de l'unité,
(if) le morphismer; est surjectif,
(i) lintégrale premiéref est quasi homogeéne au sens de Saito.
L'implication de (i) vers (i) est triviale. La preuve de la proposition résulte des deux lemmes
qui suivent.

LEMME 3.2.-Sous les hypotheéses du théoreme, s'il exisappartenant aPef(F,) non
racine de l'unité, l'intégrale premiérg’ est quasi homogéne au sens de Saito.

Preuve. -Soit ¢ un élément de PerF,) tel quet(¢) = A. Il existe un difféomorphisme
formely deDiff (C, 0) linéarisanip, c’est a dire tel que

Vogpot t(z) =1z

L'élément 7 de O, défini par f = ¢ o f vérifie f o ® = Af ol @ est I'unique élément
du quotient Is@F,,)/ Fix(F,) tel queos(®) = ¢. Au diffeomorphisme® est attachée une
décomposition de Jordan formelle

@:5505,4

ou P, etd, désignent deux germes de diﬁgomorphismes formels qui commutent — parties semi
simple et unipotente respectivement. Puisguapparait comme vecteur propre de I'opérateur

o 5)1 - 5)1

qui aun eIemeng fait correspondre le compogéo @, on a necessalremegfto D, = Af et
fo®, = f.Notons au passage qde n'est pas trivial puisqué est différent de 1. Il existe un
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systeme de coordonnées formelles dans ledyedst diagonal, c’est & dire un difféomorphisme
formel x deDiff (C", 0) tel que

?71 O a&‘ O ?(xl7 MR xn) = (A'lxl7 MR A'rl'le/’/) = L('xl’ AR 'xn)'
Notons encoreF = f o x; ona:F o L = AF. Soit G le sous groupe de @, C) x GL(1, C)
défini par
G= ()" ). nez).

La cl6ture de ZariskiG de G dans G(2,C) x GL(1,C) est de cardinalité infinie et tout
élément deG satisfait encore la derniere équation. On en déduit qu'il existe un sous groupe
G; = {(¥, us)} a un paramétre complexe Getel que

J?O v = Mtﬁ
Le champ de vecteurs vérifiant

d

E‘I/t = X ¢} q/[

satisfaitX.F = o F, olla est un nombre complexe non nul. Aingiet par suitef sont quasi
homogeénes au sens de Saitam

LEmMME 3.3.-Sous les hypotheéses du théoréemg, est quasi homogéne au sens de Saito, le
morphismer ; est surjectif.

Preuve. -Soit X le champ de vecteurs gg(C", 0) tel queX.f = f. Notons exfx]X le flot
de X calculé au temps On constate que

foexptlX (x,y)=¢ f(x,y),

autrement dit : le difffomorphisme expX appartient Is@F,,)/ Fix(F,) pour toutz non nul.
Soit maintenany appartenant a DifC, 0) ; écrivons

¢ (z2) =z¢"(2)

ol v est dan€);. Le difféomorphisme

@ =expv(f)]X
satisfait
fod=fe'PD=¢pof O

Nous nous intéressons maintenant a la situation non quasi homogéne en nous restreignant a
la dimension deux. Dans le paragraphe suivant (3.2), nous expliquerons comment étendre aux
dimensions supérieures les résultats obtenus ci-apres.

THEOREME 3.4.-Soit F,, un germe de feuilletage holomorphe a I'origine @& possédant
une intégrale premiére holomorphe minimglénon submersiveSi f n’est pas quasi homogene
au sens de Saito alors

(i) Pers(F,) contientDiff »1(C, 0) comme sous groupe distingué.

(i) Le morphismer identifie le quotientPerF,,)/ Diff »1(C,0) a un sous groupe fini du

groupe multiplicatifC*.
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Preuve. -l existe d’aprés [5] un germ& de x (C2, 0) tel queX. f = f2. Notons une nouvelle
fois exdr]X le flot de X calculé au temps On a

%(f oexdt]X)=(fo exp{t]X)Z,
ce qui conduit a

f
1—tf
Soit maintenany appartenant a Diff1(C, 0), il existe un elément de O tel que

foexpt]X =

Z

¢(z) = 1-200)
et par suite
f
o] X = = o] .
foexdu(NIX = g s =dof

Si @ appartient a Is@,,) et ¢ est I'élement de DiffC, 0) tel quecs;(®) = ¢, en écrivant
¢ = A1 OUL = ¢'(0), on obtient

foW =Aif

ouv =do qbl‘l etoy(P1) = ¢1. Notons ] I'espace des jets d’'ordredeDiff (C2,0). Le groupe
G, formé des couplegs,, 1) de J, x C tels que

D, 0 f =puf,

modulo des termes d’ordre supérieur ou égal-al, est algébrique dang X C*. En vertu du
théoréme classique de Chevalley [12], 'imagg de G, par la projection canonique

7, xC—C
est un ensemble constructible : il s’agit donc soiCdgrivé d’'un nombre fini de points, soit d’'un
ensemble fini de points. Notons par ailleurs que sist supérieur a alors X, est contenu dans
X,. De deux choses l'une :
— s'il existeng tel que X, est fini alors le groupe P&#,,) est fini;

— si la projectionX), est infinie pour touts, il existe un nombre complexe de module
différent de 1 et un élémegt de Diff(C?, 0) tels que

foW=pf.

En procédant comme auparavant, on montre fjuest quasi homogene, ce qui conduit a une
contradiction. O

3.2. Compléments

Compatibilité/dg oy avec la décomposition de Jordan. Notons ISO(F,,) et Eix(F,) les
sous groupes deiff (C", 0) définis par :
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ISO(F,,) = {® € Diff (C", 0), 3¢ € Diff (C,0), fo® =go f},
FiX(F,) = {® e Diff (C",0), fo® = f}.
L'énoncé qui suit est un analogue pdso(F,,) du théoréme des répliques.
PROPOSITION 3.5. —=Soit® un élément déso(F,,) décomposé sous forme de Jordan formelle
b = 5s o 5u;
les difféomorphismes formels et &, appartiennent 4so(F,,).

Preuve. -Notons une nouvelle fois,J’espace des jets d’ordmadeDW(C", 0) et Isq,(Fy)
le sous ensemble dg fbrmé des élémentg, tels que

Vo Aw=0modn + 1)

ou modn + 1) signifie que I'on omet les termes d’ordre supérieur ou égahal. 1so,(F,)
est naturellement muni d’une structure de groupe algébrique. Le jet d'erdesd, noté @,
appartient a Isp(F,,) et posséde une décomposition de Jordan

Dy = (Pp)s o (Pp)y.

D’apres le théoreme des répliques classique(8},); et par suite(®,,), sont des éléments de
Iso, (F,,). Par ailleurs, I'unicité d'une telle décomposition entraine qu’elle est compatible avec
la filtration par les jets. Puisqu@,)s tend versd, pour la topologie de Krull, on en déduit que

ce dernier et par suit@, appartiennent &0(F,). O

Notonss; le morphisme

. ISO(F.)
Of .=
T Bx(F)

— Diff(C, 0)

qui 2@ fait correspondre.

PROPOSITION 3.6. —Soit® appartenant dso(F,,), ¢ = oy (P) et

D =P;0P,, ¢ =50y
les décompositions de Jordan formelles respectives. On a
G @) =65, T/ (D)=

Preuve. -l suffit de vérifier que les diﬁéomorphism&; =6f(5s)§t au =6f(5u) sont
respectivement semi simple et unipotent. Vérifions tout d’abordguest unipotent. Par
définition, il existe un champ de vecteurs nilpotgrde x (C", 0) tel qued, = = exp1]Z. Compte
tenu de la Proposition 2.3, on constate que le dn‘feomorph|snTe]®<pppart|ent aso(F,,) pour

tout nombre complexe Notonsqﬁt le difféomorphisme formel défini pa;r, =oy(expr]Z). |l
suffit de montrer qu¢1 est tangent a I'identité. Pour cela, on écrit

b =a1(z+ Y an()2"

n>2
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oul les coefficients; sont des polyndmes en la variablePuisqueg, est un difféomorphisme
pour toutr, le polyndmeu; est constant. Par ailleusg(0) = 1
Montrons maintenant que le diﬁéomorphis%eest semi simple. Distinguons trois cas :
1. Le nombre complexgg(O) n'est pas racine de l'unité. Le difféomorphisme est semi
simple en vertu du théoréme de Poincaré.
2. Le nombre complex@S(O) est racine de l'unité e, est un élément périodique de
Diff (C", 0). Le d|ffeom0rph|smq/>s estde nouveau semi simple puisque périodique.
3. Le nombre complex¢s (0) est racine de l'unité eb, n'est pas périodique. Dans ce ¢as
est encore périodique. Pour le montrer, raisonnons par I'absurde : il existe unyesttien
nombre complexe; non nul tels que

ag(z)zz—i—akzk—i----

La décomposition def — intégrale premiére holomorphe minimale de— en composantes
homogenes s’écrit

f:fu+fu+l+"'~
On constate que
(fut fusr -+ fi) oBf = fu+ furr+ -+ fin + a fr.
Ainsi
fioaﬁ\g:fi Sii=pu,....,kp—1,
et
fk,uoag :fk,u +akf/z-

Notons E I'espace vectoriel engendré €upar fi,, et f;]f'
— Sila dimension de E est deux, la matricededans la basef/j, Srp) S'écrit

1 0

a, 1)/)°
Puisque$§ est semi simple, sa restriction a tout sous espace est semi simple, ce qui
implique quea; doit étre nul.

— Si la dimension de E est un, on a une relatfppn = ¢ M, le nombre complexe étant non
nul siay I'est. Ceci conduit & deux égalités

eff o ®) =ef

et

8f/z Oag ka,u +akf/z =(8+ak)‘fl]za

qui montrent une nouvelle fois qug doit étre nul. O

Existence d'isotropies périodiques. Comme nouvelle application du théoréme d’Artin,
nous obtenonsle :
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THEOREME 3.7. -SoitF, un germe de feuilletage a I'origine d&" possédant une intégrale
premiére holomorphe minimalg non submersive. A tout nombre complexele Per(F,)
différent del et racine de I'unité on peut associer un élément périodiquésder,,) dans les
deux cas suivants

— la dimensiom est deux,

— lintégrale premiéref est quasi homogene au sens de Saito.

Preuve. -Soit® tel queos s (®) = ¢ avecy’(0) = . Compte tenu des Théorémes 3.1 et 3.4, il
existe un élémenp; de Isq.F,) tel que

fo®od t=)f.

Notonsv¥ le difffomorphismed o ch*l. La partie semi simple de sa décomposition de Jordan
formelley; vérifie encore I'équation précédente et il existe un difféomorphigmeDiff (C", 0)
tel que

X loWox=L
ou L est diagonal. Par suite
foxXoL=AfoX.
LEmME 3.8. —ll existe un difféomorphisme diagonal périodigkie

K(x1,...,x0) = (A1x1, ..., ApXp)

et un entiem(K) tels que
foxoK =K ro7.

Preuve. -NotonsG le sous groupe de Gk, C) x GL(1, C) formé des couple&., A(L)) tels
que : L est un difffomorphisme diagonal(L) appartient au sous groupe @& engendré par
retfox=A(L)f oX.SoitG? la cloture de Zariski d&. PuisqueG contient des éléments
(L, A(L)) ou L n'est pas périodique;“ est de cardinalité infinie. Par ailleurs, puisquest
racine de l'unité et différent de 174 n’est pas connexe. Notor la composante neutre de
G?Z. Il existe un coupléLo, 10) deGZ qui n'appartient pas &g et un entieng tel que I'élément
(Lgo, 1) soit dansGy. Puisque 'application exponentielle est surjective, il existe une matrice
telle queL’éO = expA et le difffomorphismé& cherché est donné p&r = Loexp(—A/no) (qui
n'est pas trivial puisque le coupié.o, Ag) n'est pas dan& ).

Pour obtenir le résultat, il suffit de montrer que I'on peut trouver un difféomorphjsmie
Diff (C", 0) satisfaisant encore I'égalité

foxoK=x"Kroy.

Ecrivons le difféomorphisme

~ _ =1 i1 i =n i1 i
X(x1, ..., x,) = < Xig,in®1 Xy E Xigyosin™1 ce Xy

i1,..0n i1,..0sin

de la fagon suivante
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~ ~1 i1 i ~n i1 i
X (X1, ..., Xp) = Z( Z Xigooin X1 7 X e Z Xil,...,inxl"'xnn)

=l Nl =g Ml =

= Z @k(xl, ey Xn)

oU . décrit toutes les valeurs, en nombre fini, du monmiﬁe- . Ai, lorsque varie le multiindice
(i1, ...,in). Les séries formelle®; = ®; (x1, ..., x,) sont solutions de I'équation

fuaZi+-+punzZy) —A"Ef(Z1+ -+ Zy) =0

analytique en les variablg¢Z, ..., Zy). Il existe donc en vertu du théoréme d’Artin ([2] ou [17])
une solution analytique

® =(@1(x1,...,xn),...,@N(xl,...,xn))

tangente 3 = (@1, ..., Oy) a un ordre arbitraire fixé au préalable. Il suffit de considérer le
difféomorphisme

X@L )= Y Oin ). O
k=1,...N

Invariant de Briangon Skoda et difféomorphismes tangents a l'identité. Le but de ce
paragraphe est de démontrer la proposition suivante :

PrRoOPOSITION 3.9. —SoitF,, un germe de feuilletage holomorphe a I'origine@epossédant
une intégrale premiére minimalg non submersive et non quasi-homogeéne. Beitk < n un
entier tel qu'il existe un chamy de x (C", 0) vérifiantX. f = f*. Alors:

(a) Diff>,_1(C, 0) estinclus dan®er (F,,).

(b) Il'y a équivalence entre

(i) il existe un élémenp deDiff;_»(C, 0) dansPers (Fy,) ;
(ii) il existe un champy de x (C", 0) tel queY. f = f+1;
(iif) Diff »x_2(C, 0) estinclus dan®er;(F,).

Preuve. {a) Soit¢ un élément de Diff;_1(C, 0) écrit sous la forme

¢(2) =7+ 0(2),

ou g est un germe de fonction holomorphe. On vérifie aisément qu'il existe un élémadmn,
pour lequel

<
T Q- (k- DF Iy @PET

¢

Compte tenu de ce que

d
- (f oexpir1X) = (f o expir1X)"
on obtient

foexdv(H]X=¢of.
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(b) L'implication de (i) vers (ii) se montre de la méme facon. Il suffit de prouver que (i)
entraine (ii). Ecrivong sous la forme

¢ =z+ez"(2)

ouv(0) =1. Il existe un élément de Diff;_1(C, 0) tel que

Z
$Q) = T gz OV

et par suite un germé de Diff(C", 0) qui satisfait

_ z
fo(Pow™)= (1— (k — 2)egk—2)1/k—2°

f
aveco ¢ (®) = ¢. D'aprés la Proposition 3.6 la partiAe unipotenteddle ¥ —1 vérifie encore cette
égalité. On en déduit qu'il existe un champ nilpot&nde ¥ (C", 0) pour lequel

Z

foexdt]Y = A— 2)8tzk*2)1/k*2 o

f

ce qui implique
Y.f=eft 1l

Il ne reste plus qu’a appliquer le théoréme d’Artir

A propos des fonctions multiformes. Soit F,, un germe de feuilletage holomorphe a

I'origine de C" possédant une intégrale premiére multiforfie= ffl---f,f” ou les f;
appartiennent @, etlesi; sont des nombres complexes non tous rationnels.&it un élément
de IsqF,), il existe une constante complex@p) non nulle telle que

Fo®=c(P)F.

La encore, on hérite d’'un morphismag de Isq F,,) dansC* qui a® fait correspondre(®).

PropPoOsITION 3.10. —Silimage des s contient un sous groupg a un parametre, l'intégrale
premiéreF est quasi homogene au seng@e

Preuve. -Notons®; I'élément de ISQF,) tel quecr(P;) = ¢;. En dérivant I'égalité
Fo ®l‘ = CZ‘F
on vérifie que le générateur infinitésinaldu sous groupe; satisfait
p
(Z —f) (=0
i=1 fi

olU« est la dérivée de; par rapport & évaluée en 0. O
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