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Résume

Un graphe signé est un graphe non-orienté édont les arétes sont positives ou négatives. Un
sous-graphe quelconque sera nommé négatif si il contient un nombre impair d’arétes négatives.
Nous avons élaboré une méthode d’énumeération des sous-graphes négatifs d’une famille
quelconque des sour-graphes d'un graphe signé. A I'aide de cette méthode nous avons déter-
miné — dans le cas d’'un graphe complet signé quelconque - le nombre des k-cycles négatifs, des
k-chaines negatives et aussi quelques propriétés de divisibilité. Ainsi, pour tout graphe complet
signé & n sommets le nombre des k-cycles négatifs (3 < k < n) est divisible per 2% ™2 ~Llos:tk =11 g¢
le nombre des chaines négatives 4 k sommets (2 < k < n) est divisible par 2%~ 1 -Llos:%]  Ces
évaluations sont les meilleures possibles.

1. Introduction

Le concept d’équilibre défini pour un graphe signé quelconque par Harary [5] tire
son origine de théories psycho-sociologiques selon lesquelles des systémes cognitifs et
des groupes sociaux déséquilibrés évoluent vers I'état d’équilibre. Ainsi, dans I'étude
des groupes sociaux interviennent des graphes non-orientés dont les arétes sont
positives ou négative, correspondant aux relations réciproques de sympathie ou
d’antipathie entre le membres du groupe représentées par les sommets du graphe. Ces
graphes sont nommeées graphes signés. Un sous-graphe quelconque d’un graphe signé
sera nommé négatif si il contient un nombre impair d’arétes négatives et il sera nommé
positif au contraire. Un graphe signé est équilibré si tous ses cycles sont positifs ou, en
utilisant la caractérisation de Cartwright et Harary [3], si et seulement si I'ensemble
des sommets peut étre divisé en deux sous-ensembles (I'un d’elles pouvant étre vide)
tels que toutes les arétes qui relient les sommets d’un méme ensemble soient positives
et les arétes qui relient les sommets appartenant aux ensembles différents soient
négatives. Les psychologues sont intéressés d’une évaluation du degré de déséquilibre
d’un groupe social. Une mesure de déséquilibre, d’un graphe signé G est son indice de
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déséquilibre, qui est égal, par définition, au rapport |C ~(G)|/|C(G)| ou C~ (G) et C(G)
sont les ensembles des cycles négatifs respectivement de tous les cycles de G. On voit
donc l'intérét de I'étude du nombre |C ~(G)| des cycles négatifs d'un graphe signé.

Problémes concernant au sujet de I'équilibre des graphes signés et de I'indice de
déséquilibre sont traités dans les ouvrages [1-17] et [19,20].

Dans cet article nous présentons une méthode d’énumération des cycles négatifs
d’un graphe signé et quelques propriétés de divisibilité de ce nombre. En particuliére-
ment nous obtenons une généralisation d’un résultat obtenu par Tomescu [17].

2. Definitions et notations

Un graphe signé G de support S est un graphe simple S dont les arétes sont positives
ou négatives. Un sous-graphe quelconque sera nommé négatif si il contient un nombre
impair d’arétes négatives et il sera nommé positif au contraire. Le graphe simple dont
les sommets sont les sommets de G et dont les arétes sont les arétes négatives de G sera
noté G~

Soit une famille quelconque F(G) des sous-graphes d’un graphe signé G. Nous
notons par F ~(G) respectivement F*(G) I'ensemble des sous-graphes négatifs re-
spectivement positifs de F(G). Si 0,05, ..., Q, sont p chaines élémentaires de G nous
notons par F(G;Q,,...,Q,) I'ensemble des sous-graphes de F(G) qui contiennent
toutes les p chaines Q,,...,Q,.

Nous étudierons dans ce travail les familles des arétes, des cycles et des k-cycles (des
cycles avec k sommets), des chaines et des k-chaines (des chaines avec k sommets)
notées respectivement: E(G), C(G), C,(G), P(G), P (G).

Pour tous les graphes simples G, G, notons par ( .) le nombre des sous-graphes de
G, isomorphes a G,. Si le graphe G, est composé des p chaines élémentaires 0, ...,Q,
ayant les ensemble des sommets deux a deux disjoints nous notons

oy
0,-.-Q,

au lieu de (&) ou

Gy
ty...t,

ou ¢; représentes le nombre des arétes de la chaine Q; (i =1,...,p) [12].

3. Nombre des sous-graphes negatifs

I1 et bien connu que pour s ensembles A,, ..., A, leurs différence symétrique, noté
Aj.y A;, est I'ensemble de tous les éléments de leur réunion qui appartiennent a un
nombre impair des ensembles.
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La formule suivante est une analogue du principe d’inclusion et d’exclusion pour la
différence symétrique.

Proposition 3.1.

AAi‘:Z(—z)i_l z
i=1 i=1 Kc'il,...s
IK(=i

() 4

pek

Demonstration. D’aprés la formule de Jordan on a:

s S i l
i=AlAi'= k;l ;(_1) k(k>KC(§l;“.x} Q{AP
k impair |K|=i
X X ()20
i= = < 1.....s5; | pekK
k impair |K|=i
=Z(_2)i-1 N4, O
i=k Kcil.....s) |peK
|K|=i

Theoréme 3.2. Soit G un graphe signé et F(G) une famille quelconque de sous-graphes de

G. Alors:
E~(G)] _
|F ~(G)| = Z (—2) ! Z |F(G;ej,, ... e;)l
i=1 {e).nes) € E7(G)

Démonstration. La formule résulte immédiatement de la Proposition 3.1 et des
observations suivantes:

i
et () F(Ge;,)=F(G;ej,....e5). O

k=1

[F7(G)l=| A F(Gse)

ecE (G)

4. Cas des graphes complets signés: le nombre des k-cycles et des
k-chaines negatives

Nous étudierons des graphes complets signés c’est-a-dire des graphes signés de
support K.

Proposition 4.1. Pour toutes p chaines élementaires Q,,...,Q, du graphe complet
K, avec les ensembles de sommets deux a deux disjoints et ayant ensemble t arétes on a:

(@) |Cu(Kp; @1y s @) =272k~ t — D" 1), 0u3 < k< m;
(0) |P(Kn; @1y, QN =22"Hk = (") ou2<k<net3<n
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Démonstration. Nous esquisserons la démonstration de la prémiére formule [18],
'autre étant similaire.

En contractant chaque chaine Q; 4 un sommet x;,i=1,...,p on obtient un
sous-graphe complet 4 n — ¢ sommets. Dans ce graphe les sous-graphes complets
A qui contiennent tous les sommets x;,...,x, sont en nombre (;2;-5) = (", 1;7), le
nombre des cycles hamiltoniens de chaque sous-graphe A est égal a (k — t — 1)!/2 et
chaque cycle hamiltonien de chaque sous-graphe A peut étre élargi a un k-cycle de
K, contenant les chaines Q,, ..., @, dans 2? modes. Omettant les details la formule (a)
résulte. [J

Théoréme 4.2. Pour tous graphes complets signées G a n sommets on a les évaluations
suivantes:

k-1 !
@ IC @)=Y, [(—2)“(k—r— n) (225 27)

t=1 p=1
G~ G~
X + _2k—1< )
n+-Z*‘rp=t (tl'“tp>>:] ( ) k-cycle
tieN,t; 21,1<i<p
ou k=3
k-1 t n—t—p
() IPC(G) = ). [( — 2 k-0 ) (2"-1( >
t=1 p=1 k_t—p
G-
X
'1+-th=t (tl"'tp)>:|
tieN,t;i 2 1,1<i<p
ouk>=2

Démonstrtation. Nous présenteron la démonstration seulement pour la prémiére
formule, I'autre étant similaire.
Nous notons par {e;,e,,es,... } I'ensemble E~(G) des arétes négatives du graphe
G et par G;,, _, le sous-graphe de G induit des arétes ¢;,, ..., e;,.
D’apres le Théoréme 3.2 et la Proposition 4.1 on a:

|E~(G)]
ICc(G)= Y (-2f"! ) |C(G ey -, )]
t=1 {e,—l.....e,-'}gE’(G)
ou
1 sit=ket G, _,; est un k-cycle
_t_
2k — ¢ — 1)! (” ”) sit<ketG, ; est
[Ci(G; ey, ... 0.) = k—t—p

la réunion des p chaines disjointes

0 dans tous les autres cas.
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Donc:
IC (G =Y 1C(Giey)| = 2' Y |Cu(Gie,e2)l + 22 ) |Ci(Grey, 5, 3)| —
o +(_2)k_lzlck(G;el’eZ’"'sek)|'

D’aprés I'évaluation précédente la derniére somme répresente le nombre des k-
cycles du graphe G ™:

G-
Z|Ck(G; e,e,...,¢) = (k-cycle)'

Pour 1 €t < k— 1, dans chaque somme ¥ |C, (G;e;,e;,...,€)] nous groupons
les termes |Ci(G;e;,,...,¢;)| associés aux graphes G;, . ; isomorphes. D’apres
I’évaluation précédente nous retenons seulement les termes pour lesquels les graphes
associés G,, . ;, sont une réunion des chaines disjointes. Nous ordonnons de maniére
croissante les groupes ainsi formes d’aprés le nombre p des chaines disjointes associés.
Chaque terme | Ci(G;e;,, ..., €;, )| d’'un groupe correspondant a un graphe composé de
p chaines disjointes est égal a:

) n—t—p
20k — t — 1)!
( )<k—t—P>

et leur nombre est:

L ()
we Hoo \tiegy

tieN,t; 21,1 <i<gp

La formule (a) résulte. O

Corollaire 4.3. Le nombre des cycles négatifs d’un graphe complet signe |C(G)|
verifie la formule suivante:

_ C - —t—p
C (G) = (=2)" k—t—1 .
| ( )l Z Z [max(31+p)<k<n( ‘ ) <k—t—_p)i|
G_ n ~ G-
Z (tl...tp> * ,‘23(— 2 1<k-cycle>'

11+ - Htp=t =
tieN,t; 21,1<i<p

------

Pour ne N et p nombre premiere nous notons par e,(n) I'exposant du nombre
p dans la décomposition dans facteurs premiers de n!.



342 D.-R. Popescu [ Discrete Mathematics 150 (1996) 337345

Proposition 5.1. Soit n un nombre naturel fixe et k =|log,(n + 1)].
(@) Pour tous me {0,1,2,...,n} on a:

— ey(m) < | loga(n + 1) |;
(b) Nous avons egalite dans (a) pour:
me {2k+l —-1- 2i|i€ {io,io + 1, ...,k}, io = r10g2(2k+1 —1- n)-|}
Démonstration. (a) Soit me {0,1,...,n} et m = cicy—y...¢c1¢0, ¢; € {0,1}, la représ-

entation de m dans la base 2. On a:

k

k j
e,(m) = Z Lm/2' |= Z 20,2’ =Y ¢ Y2 teo—co= Y (2 -1)
=1 =1

i= i=1j=1 j=0

k
Z i=m—(co+cy + -+ )

Mw.-

~.
W
<

Donc:
m—e;(m)=co+cy+ -+ .

Comme 0 < m < 2¥*! — 1, au moins I'un des chifires ¢; (i€ {0,1,...,k}) est zero
d'ow: m —ey(m) < k= log,(n + 1) |.

(b) Nous avons égalité si et seulement si m a dans sa représentation dans la base
2 exact une chiffre ¢; (i € {0, 1, ..., k}) égale a zero c’est-a-dire si et seulement si m est de
laforme:m = 2**' — 1 — 200 i€ {0,1,...,k} et m < n. Donc il faut que nous avons:

ziz[log,2*"'—1-n)]=i,. O

Corollaire 5.2. (a) Pour ke N, k> 3 on a
k-2
min{j+eyk—j—2)} =k—2—|log,k—1)].
j=0
Le minimum est atteint pour:
je {k —-1- 2q+1 + Zilie {io,i() + 1, ...,q}, i() = r10g2(2"+1 —k+ 1)—|}
ou q =| logy(k —1)].
(b) Pour ke N, k=2 on a:
k-2
min {j+e;k—j~1)} =k—1—|log,k) |
j=0
Le minimum est realize pour:

jefk —29" + 2Yie {ig,io + 1,...,4}, io =[log,(2¢*! — k) T}

ou q=|logyk|.
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Deémonstration. (a) Notons k —j — 2 = m et k — 2 = n dans la Proposition 5.1.
(b) Notons k —j— 1 =m et k — 1 = n dans la Proposition 5.1. (]

Theoréme 5.3. Pour tout graphe complet signe G a n sommets on a:
|Ci (G)| = 0(mod 2k~ 27Lleszk =]y 5 3 < k< iy

|P;(G)| = O(mod 2¢~ 1 Lleszkly o4 2 < k < .

Demonstration, D’aprés le Théoreme 4.2 on a:

k-2
min {j + e,k —j — 2)}

|C¢ (G)} =0(mod 2°°°

-2
min J+elk—j—1)

{Py (G)] = 0(mod 2~
Le théoréme résulte du Corollaire 5.2. 0O

Theéoréme 5.4. Pour tout graphe complet signé G a n sommets on note:
AP ={k—29*1 +2'i;<i<q,} pour3<k<n,

AP = {k—292%1 4+ 14+ 2i,<i<q,} pour2<k<n,

ou
i1 =[log,2" "' —k+ 1), iy =[log,2""! - k)7,
q; = log,(k — 1) |, q, =| log,k |.
Nous avons:

CE@I= ¥ (=2 k=t = 1)!(”"”)(6 imoa 271t
A k—t—1 t
(k = 3)

IPF(G) =Y (—2>"‘(k—r>!<"—‘_ 1)<G_>(mod 2k-loszbly (k> 2).

te AW k—t—1 t

Demonstration. Du Corollaire 5.2 il résulte que A% est 'ensemble des indices
t pour lesquels l'exposant de 2 dans le produit 2'~'(k —t — 1)!, c-est-a-dire
(t — 1)+ ey(k —t — 1), est minimum, ot te{0,1,...,k —2}. Le raisonement est
similaire pour A%,

Le théoréme résulte maintenant du Théoréme 4.2, le Corollaire 5.2 et de I’observa-
tion que dans chaque paranthése carrée du membre droit des formules du Théoréme
4.2 chaque terme est divisible par 2 a 'exception du premiere terme. O
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Corollaire 5.5. Soit G un graphe complet signe a n sommetseti, ke N,3<k<n,i> 1.
(@) Si k=2 alors:

|P¢(G)] =1C¢ (G)] =0 (mod 227 1)
(b) Si k=2"+1 alors:

1C541(G) = (2 — 1)!<;:21)m(mod 2279 oum= (G

1 )= E~@),

P3G = ~ 22~ m(;j)(i_>(mod22‘—f+l).

(c) Sike{2'+1,2'+2,...,2" + 21} alors:

G (G)] = (= 22 1(2i = l)g(n - lzuizl - 1><kCi‘2i>(mod2k_.-~1).

d) Siiz2etke{2'+1,2°42,...,2+ 2" — 1} dlors:

o —k+2-2 G~ .
|P,:(G)|E(_2)*-2'(2'—1)!(" 2,.’:2 ><k_2,.+1>(modz"~').

(€) Sik=2"+2"1alors:

. ) -2 G~ o1
IPEG) =@ +271 = 1)!<2,- . _2>( 1 >+22' @ = 1)L,

n—2"1 -2 G” 204201~
x( 5 _ o )(2,._1 + 1>(mod2 ).

Observation. Pour i = 1 et i = 2 le congruence (b) respectivement (a) nous fournissent
les resultats suivents obtenus par Tomescu [17]:

{C3 (G)| = nm(mod2) oum= (GI

)= |E~(G)I:

|G (G) = 0(mod2) ou k > 4.
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