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R~sum~ 

Un graphe sign6 est un graphe non-orient6 ~dont les ar~tes sont positives ou n6gatives. Un 
sous-graphe quelconque sera nomm6 n6gatif si il contient un nombre impair d'ar~tes n6gatives. 
Nous avons 6labor6 une m&hode d'6num6ration des sous-graphes n6gatifs d'une famille 
quelconque des sour-graphes d'un graphe sign6. A l'aide de cette m6thode nous avons d6ter- 
min6 - dans le cas d'un graphe complet sign6 quelconque - le nombre des k-cycles n6gatifs, des 
k-chalnes n6gatives et aussi quelques propri6t6s de divisibilit6. Ainsi, pour tout graphe complet 
sign~ fi n sommets le nombre des k-cycles n~gatifs (3 ~< k ~< n) est divisible per 2 k- 2-Llo82~k- 1H et 
le nombre des chaines n6gatives ~t k sommets  (2 ~< k ~< n) est divisible par 2 k-l-Ll°g2~J . Ces 
evaluations sont les meilleures possibles. 

1. Introduction 

Le concept d'6quilibre d6fini pour un graphe sign6 quelconque par Harary [5] tire 
son origine de th60ries psycho-sociologiques selon lesquelles des syst6mes cognitifs et 
des groupes sociaux d6s6quilibr~s 6voluent vers l'6tat d'6quilibre. Ainsi, dans l'6tude 
des groupes sociaux interviennent des graphes non-orient6s dont les ar&es sont 
positives ou n6gative, correspondant aux relations r6ciproques de sympathie ou 
d'antipathie entre le membres du groupe repr6sent6es par les sommets du graphe. Ces 
graphes sont nomm6es graphes sign6s. Un sous-graphe quelconque d'un graphe sign6 
sera nomm6 n6gatif si il contient un nombre impair d'ar6tes n6gatives et il sera nomm6 
positif au contraire. Un graphe sign6 est 6quilibr6 si tous ses cycles sont positifs ou, en 
utilisant la caract6risation de Cartwright et Harary [3], si et seulement si l'ensemble 
des sommets peut ~tre divis6 en deux sous-ensembles (l'un d'elles pouvant &re vide) 
tels que toutes les ar&es qui relient les sommets d'un m~me ensemble soient positives 
et les ar~tes qui relient les sommets appartenant aux ensembles diff6rents soient 
n6gatives. Les psychologues sont int6ress6s d'une 6valuation du degr6 de d6s6quilibre 
d'un groupe social. Une mesure de d6s6quilibre, d'un graphe sign6 G est son indice de 
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d6s6quilibre, qui est 6gal, par d6finition, au rapport I C - (G)I/[ C(G)I o0 C- (G) et C(G) 
sont les ensembles des cycles n6gatifs respectivement de tousles cycles de G. On voit 
donc l'int6r~t de l'6tude du nombre [C- (G)I des cycles n6gatifs d'un graphe sign6. 

Probl6mes concernant au sujet de l'6quilibre des graphes sign6s et de l'indice de 
d6s6quilibre sont trait6s dans les ouvrages [1-17] et [19,20]. 

Dans cet article nous pr6sentons une m6thode d'6num6ration des cycles n~gatifs 
d'un graphe sign6 et quelques propri6t6s de divisibilit6 de ce nombre. En particuli6re- 
ment nous obtenons une g6n6ralisation d'un r6sultat obtenu par Tomescu [17]. 

2. Definitions et notations 

Un graphe sign6 G de support S est un graphe simple S dont les ar6tes sont positives 
ou n6gatives. Un sous-graphe quelconque sera nomm6 n6gatifsi il contient un nombre 
impair d'ar&es n6gatives et il sera nomm6 positif au contraire. Le graphe simple dont 
les sommets sont les sommets de Get dont les ar~tes sont les ar&es n6gatives de G sera 
not6 G-.  

Soit une famille quelconque F(G) des sous-graphes d'un graphe sign6 G. Nous 
notons par F - ( G )  respectivement F +(G) l'ensemble des sous-graphes n6gatifs re- 
spectivement positifs de F(G). Si Q1, Q2 . . . . .  Q, sont p chaines 616mentaires de G nous 
notons par F(G;QI . . . . .  Q,) l'ensemble des sous-graphes de F(G) qui contiennent 
toutes les p chaines Q~ . . . . .  Qp. 

Nous 6tudierons dans ce travail les families des ar6tes, des cycles et des k-cycles (des 
cycles avec k sommets), des chaines et des k-chaines (des chaines avec k sommets) 
not6es respectivement: E(G), C(G), Ck(G), P(G), Pk(G). 

GI Pour tousles graphes simples G~, G2 notons par ( ~ )  le nombre des sous-graphes de 
G1 isomorphes fi G2. Si le graphe G2 est compos6 des p chaines 616mentaires QI . . . . .  Qp 
ayant les ensemble des sommets deux fi deux disjoints nous notons 

au lieu de G~ (~,) o u  

off ti repr~sentes le nombre des ar~tes de la cbaine Qi (i = 1 . . . . .  p) [12]. 

3. Nombre des sous-graphes n6gatifs 

I1 et bien connu que pour s ensembles AI . . . . .  As, leurs diff6rence sym6trique, not6 
A ~= 1 Ai, est l'ensemble de tous les 616ments de leur r6union qui appartiennent fi un 
nombre impair des ensembles. 
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La formule suivante est une analogue du principe d'inclusion et d'exclusion pour la 
diff6rence sym6trique. 

Proposition 3.1. 

i =Al A i s pgK A P " : ( - 2 )  i - '  2 
i = 1  K ~ ' ~ I  . . . . .  .~', 

IKl=i 

D6monstration. D'apr6s la formule de Jordan on a: 

l k K=' , I  ..... s 1 
k impair I K I = i 

= ( -  l)i- ~ .~I 
i = 1  ~ K c l l  .... 

k impair IKI= i  

= ~"~ ( - -  2 )  i - 1  ~ pgK A p "  [] 
i=k K c ,1 ..... s ~, 

IKI= i  

Theor6me 3.2. Soit Gun graphe signb et F(G) une famille quelconque de sous-graphes de 

G. Alors: 

IF -(G)I : 
IE- (G)I  

( - 2 )  i-~ ~ IF(G;ej . . . . . .  ej,)l. 
i= 1 '~eq . . . . .  e,i~ ' c E (G) 

D/~monstration. La formule r6sulte imm6diatement de la Proposition 3.1 et des 
observations suivantes: 

e) i 
I F-(G)I = ~ F(G; et ~ F(G;ej~)= F(G;ej . . . . . .  e~,). 

e~ (G) k = 1 

[] 

4. Cas des graphes complets sign6s: le nombre des k-cycles et des 
k-chaines n6gatives 

Nous 6tudierons des graphes complets sign6s c'est-~i-dire des graphes sign6s de 
support K,.  

Proposition 4.1. Pour routes p chafnes blbmentaires Q1 . . . . .  Qp du graphe complet 
K.  avec les ensembles de sommets deux h deux disjoints et ayant ensemble t ar~tes on a: 

(a) ICk(Kn; Q1 . . . . .  Qp)l = 2P-l(k - t - 1)!("~'_~P), o/~ 3 ~< k ~< n; 

(b) IPk(K,; Q~ . . . . .  Qp)l = 2P-~(k - t)!("~'-~P),oh2 <~ k <~ n et 3 <<. n. 
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D~monstration. Nous  esquisserons la d6monstrat ion de la pr6mi6re formule [18], 
rau t re  6tant similaire. 

En contractant  chaque chaine Qi ~i un sommet x . i =  1 . . . . .  p on obtient un 
sous-graphe complet  f i n  - t sommets. Dans ce graphe les sous-graphes complets 
A qui contiennent  t ous l e s  sommets x~ . . . .  ,xp sont en nombre  ~"- ' -"x - ~k-t-p, -- (~n'LkP), le 
nombre  des cycles hamiltoniens de chaque sous-graphe A est 6gal fi (k - t - 1)!/2 et 
chaque cycle hamiltonien de chaque sous-graphe A peut ~tre ~largi ~i un k-cycle de 
K~ contenant  les chaines QI, . . . ,  Qp dans 2 p modes. Omet tan t  les details la formule (a) 
r6sulte. [] 

Th/~or6me 4.2. Pour tous graphes complets signbs G it n sommets on a les bvaluations 
suivantes: 

(a) I C ~ ( G ) l = k ~ I ( - 2 ) ' - ~ ( k  - , = ~  

ot~ k >/3; 

x E 
i t +  ""  + t p = t  

t - 1 ) ' ~ ( 2 P - ~ ( ~ - t - p p )  
p = l  t 

G- 

(b) Iek-(G)l = ( - 2)'-~ (k - t)! 29_ 1 - t - 
t = l  = [ - -  

t I + ... +tp =t t l . . .  tp 
t i ~ , t i ~  1 , 1  <<.i<~p 

oi4 k >>. 2. 

D6monstrtation. Nous  pr6senteron la d6monstrat ion seulement pour  la pr6mi6re 
formule, l 'autre 6tant similaire. 

Nous  notons par  {e~, e2, ea . . . .  } l 'ensemble E - ( G )  des ar~tes n6gatives du graphe 
G e t  par  G;~ ..... i, le sous-graphe de G induit des ar~tes eil . . . . .  ei,. 

D'apr6s le Th6or6me 3.2 et la Proposi t ion 4.1 on a: 

of a 

I E - ( G ) I  

[Ck-(G)l= ~ ( - - 2 )  ' - I  ~ ICk(G;e, . . . .  ,e,,)l 
t= 1 {eit  . . . . .  eit } ~- E -  (G) 

[Ck(G; ei, . . . . .  ei,)l = 

1 s i t  = k et Gil ..... i, est un k-cycle 

2 P - l ( k - t - 1 ) '  ( ~ - t - ~ )  si t < k e t  ..... , , e s t  

la r6union des p chaines disjointes 

0 dans t o u s l e s  autres cas. 
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Donc: 

IG-(G)l = ~ ICk(G;el ) l  - 2~ ~ I G ( G ; e ~ , e 2 ) l  + 2 2 ~  ICk (G;e l , e2 , e3 ) l  . . . .  

• .. + ( - 2 ) k - l ~ l C k ( G ; e l , e 2  . . . . .  ek)l. 

D'apr~s r6valuation pr~c6dente la derni~re somme r6presente le nombre des k- 
cycles du graphe G-:  

ICk(G;el,e2 . . . . .  ek)l = k-cycle ' 

Pour  1 ~< t ~< k - 1, dans chaque somme Y~lCk(G;e l , e2  . . . . .  e,)l nous groupons 
les termes I C k ( G ; e ,  . . . . .  ei,)l associ~s aux graphes Gi, ..... ~t isomorphes. D'apr~s 
l'~valuation pr~c~dente nous retenons seulement les termes pour lesquels les graphes 
associ~s G~, ..... ~, sont une r~union des chaines disjointes. Nous ordonnons de mani~re 
croissante les groupes ainsi form,s d'apr~s le nombre p des chaines disjointes associ~s. 
Chaque terme I Ck(G; ei . . . . . .  e~,)l d'un groupe correspondant fi un graphe compos~ de 
p chaines disjointes est ~gal fi: 

et leur nombre est: 

t l +  "'" + t p = t  
ti~[~oti >~ 1,1<~ i <~ p 

La formule (a) r~sulte. [] 

Corollaire 4.3. Le  nombre des cycles  nbgatifs d'un graphe complet  signb [C-(G)[ 
vbrifie la f o rmu le  suivante: 

z - I C - ( G ) l  ( 2) ~- :  2 p- (k t - l ) !  . 
= = m a x ( 3 , t  + p )  ~< k ~< n t 

u+ ... +tp=t t l . . .  tp k=3 k-cycle 
t ieN,ti  >>- 1 , 1  ~< i ~ p 

5. Propri~t~s de divisibilit~ 

Pour n ~ N e t  p nombre premiere nous notons par ep(n) I'exposant du nombre 
p dans la d6composition dans facteurs premiers de n!. 



342 D.-R. Popescu/ Discrete Mathematics 150 (1996) 337-345 

Proposition 5.1. Soit  n u n  nombre na ture l f i xb  et k = Llog2(n + 1)J. 

(a) Pour tous m ~ {0, 1, 2 . . . . .  n} on a: 

m -- e2(m) ~< l l ogz (n  + 1)J; 

(b) N o u s  avons bgalitb dans (a) pour: 

m e { 2  k + l - l - 2 1 1 i ~ { i o , i o + l  . . . . .  k}, i o = V l o g 2 ( 2  k + l - l - n ) 7  }. 

D6monst ra t ion .  (a) Soit m e {0, 1 . . . . .  n} et m = CkCk_l . . .C lC0 ,  ¢i ~ {0, 1}, la repr6s- 
en ta t ion  de m dans  la base 2. O n  a: 

k k k k j k 

ez(m) = Z km/21J = • ~ cJ 2 ~ - i =  ~ cj Y, 2 ~ - i +  Co - Co = Z cJ( 2j - 1) 
i = l  i = l j = l  j = l  i = l  j = O  

k k 

= c j 2 J  - = m - ( c o  + + . . .  + c k ) .  
j = 0  j = 0  

Donc :  

m - e2(m) = Co + ca + " .  + Ck. 

C o m m e  0 ~< m < 2 k + 1 _ 1, au  moins  l 'un des chiffres ci (i e {0, 1 . . . . .  k}) est zero 

d'ofi: m - e2(m) ~< k = Llog2(n + 1)_]. 
(b) N o u s  avons  6galit6 si et seulement  si m a dans  sa repr6senta t ion  dans  la base 

2 exact  une  chiffre c~ (i e {0, 1 . . . . .  k}) 6gale ~i zero c 'est-a-dire  si et seulement  s i m  est de 

la forme: m = 2 k + 1 - I - 2 / o6  i e {0, 1 . . . . .  k} et m ~< n. D o n c  il faut que  nous  avons:  

k >~i>~Vlog2(2 k + l -  1 - n ) - ] = i o .  []  

Corollaire 5.2. (a) Pour k e [~, k >~ 3 on a: 

k - 2  

min {j + e2(k - j -  2)} = k -  2 -  l l o g 2 ( k -  1)J.  
j = O  

Le  minimum est atteint  pour: 

j ~ { k - l - 2  q + l + 2 ' [ i ~ { i o , i o + l  . . . . .  q}, 

o~ q = Llogz(k - 1)d. 

(b) Pour k e t~, k >>. 2 on a: 

k -2  

min {j + e 2 ( k - j -  1)} = k -  1 - L log2k)3  
j=o 

Le minimum est realiz~ pour: 

j ~ { k - 2  a + l + 2 i ] i ~ { i o , i o +  1 . . . . .  q}, 

io = Vlog2(2 q+l - k + 1)7 } 

io = Vlog2(2 q÷~ - k) ~} 

o/t q = Llog2 kJ .  
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D6monstration. (a) No tons  k j 2 = m e t  k - 2 = n dans la Propos i t ion  5.1. 
(b) N o t o n s k  j l = m e t k - l = n d a n s l a P r o p o s i t i o n 5 . 1 .  [] 

Th~or6me 5.3. Pour tout graphe complet signb G ~ n sommets on a: 

[ C k ( G ) [ - 0 ( m o d 2  k-2-/l°*2(k-l)J) o h 3 ~ < k ~ < n ;  

[Pk(G)I  -- 0 ( m o d 2  k-t-/l°*~kJ) off 2 ~< k ~< n. 

Demonstration. D'apr6s  ie Th6or6me 4.2 on a: 
2 

min {j + e2(k - j -  21] 
I C F ( G ) I  - 0(mod 2 '~° ) 

2 
rain ~tJ + ez( k - )  - 1)I 

IPk  (G)I - 0 (mod 2 ~=' ) 

Le th6orSme rSsulte du Corollaire 5.2. [] 

Th6or6me 5.4. Pour tout graphe complet sign~ G h n sommets on note: 

A ~ k ) : = { k - 2 q ' ÷ l + 2 i l i l < ~ i < ~ q l }  pour3<<.k<<.n, 

At2k):= { k -  2 q ~ ÷ l + l  + 2 i l i 2 ~ < i ~ < q 2 }  pour 2 <~ k <~ n, 

o~ 

il = ['1og2(2 q*+~ -- k + 1)7, 

qx = L I o g 2 ( k -  1)J ,  

Nous avons: 

i2 = [- log2 (2 q~ + 1 _ k) ~, 

q2 = L log2 k ] .  

I C f ( G ) I -  

IP f (G) I  

( -  2) ' -1(k - t -  1)! n -  t -  1 (mod2k_l_Llog2(k_l)j) ' 
,~A;~' k t -  1 

(k >~ 3); 

( _ 2),_l(k _ t) ! n - - t - -  ~A';, k t (mod 2k-Ll°g2k)]), (k ~> 2). 

Demonstration. Du Corollaire 5.2 il r6sulte que A~ k) est l 'ensemble des indices 
t pour  lesquels l 'exposant  de 2 dans le produi t  2 t - l ( k - t  - 1)!, c-est-/t-dire 

( t -  1 ) +  e 2 ( k -  t -  1), est min imum,  off t e{0 ,1  . . . . .  k -  2}. Le ra isonement  est 
similaire pour  A(2 kl. 

Le th6or6me r6sulte main tenant  du Th6or6me 4.2, le Corollaire 5.2 et de l 'observa-  
tion que dans chaque paranth6se carr6e du membre  droit  des formules du Th6or6me 
4.2 chaque terme est divisible par  2 fi l 'exception du premiere terme. [] 
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Corollaire 5.5. Soit G u n  graphe complet sionb it n sommets et i, k ~ N, 3 <<. k <~ n, i >i 1. 
(a) Si k >>. 2 i alors: 

Iek(G)l = [Ck--(G)[ = 0 (mod22 ' - i -1)  

(b) Si k = 2 i + 1 alors: 

[ C ~ , + l ( G ) l = ( 2 i _ l ) t  - 2  m(mod22 ,_ i )  o h m =  =[E-(G)[ ,  
\ 2  - 1 

'P; '+I(G) '  =-- - 2 ( 2 i -  1)' f n -  2 )  ( G 2 - ) ' \ 2  - 1 (mod 2 2'-I+ ~). 

(c) Si k e {2 i + 1, 2 ~ + 2 , . . . ,  2 ~ + 2 i- ~ } alors: 

' C [ ( G ) l - ( - 2 ) k - 2 ' - ' ( 2 ' - l " ( n - k + 2 ' - l ) ( 2 ' -  1 k G 2 ' )  (m°d2k- ' - ' ) "  

(d) S i i > 1 2 e t k e { 2  i +  1,2 i + 2  . . . . .  2 ~ + 2  ~ - 1 _ 1 }  alors: 

, , 0 , ,  2,. 2 i --  2 k - 2 i + 1 (m°d2k-i)" 

(e) Si k = 2 ~ + 2 i- 1 alors: 

( -) n - 2 2 2 , _  ~ 
IPk-(G)l - (2' + 2i-1 - 1) ! 2 i +  2~-~ _ 2 + (2~ - 1)!. 

x ( n  - 21-1 - 2  G- 

Observation. Pour i = 1 et i = 2 le congruence (b) respectivement (a) nous fournissent 

les r~sultats suivents obtenus par Tomescu [17]: 

{C3(G)I = nm(mod2) o~ m = = IE-(G)I: 

ICk-(G)l = 0(mod2) o~ k/> 4. 
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