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QUADRATISCHE FORMEN ALS INVARIANTEN VON 
EINBETTUNGEN DER KODIMENSION 2 

DIETER ERLE 

(Eingegangen 10. September 1968) 

0 1. EINLEITUNG 

WIR BETRACHTEN Paare (Sm+‘, M), wo M eine m-dimensionale differenzierbar in S”‘+’ 
eingebettete Mannigfaltigkeit ist. Wir setzen immer m > 1 und M als kompakt, unberandet, 
zusammenhangend und orientiert voraus. In [2] war der Fall m = 1 behandelt worden; in 
dieser Arbeit verfeinern wir unsere Methoden und erhalten analoge Resultate in hijheren 
Dimensionen. Wir zeigen in $2, dal3 Homologie und Kohomologie der unendlich-zyklischen 
ffberlagerung des Komplements einer Tubenumgebung von M module Rand sowie die 
Auszeichnung einer “ Fundamentalklasse ” nur vom topologischen Typ (Def. 2.5) des 
Paares (Sm+‘, M) abhangt. Zur Untersuchung der Homologie dieser Uberlagerung 
benutzen wir eine MAYER-VIETORIS-Sequenz von J. LEVINE [8]. 93 bringt spater 
benijtigte algebraische Hilfssatze; einige von diesen wurden bereits in [2] bewiesen und sind 
ohne Beweise tibernommen. Im Fall einer rationalen Homologiesphare M beweisen wir in 
$4 eine POINCARE-Dualitat fiir den genannten Uberlagerungsraum (Satz 4.2). Koeffi- 
zientenbereich ist dabei ein Unterring von Q, in dem gewisse endlich viele Primzahlen 
Einheiten sind (= kleiner Unterring von Q, Def. 4.1). Fur fast alle p liefert dies eine POIN- 
CARE-Dualitat bei Z, als Koeffizienten. Eine derartige POINCARE-Dualitat wurde 1966 
von J. MILNOR in einem Brief an F. HIRZEBRUCH behauptet, und zwar fur Homo- 
topiespharen ungerader Dimension und Koeffizienten in einem Kiirper. Dort fiihrt MIL- 
NOR such eine Signatur als Knoteninvariante ein. Dieser Idee folgend definieren wir in 
$5 fiir jedes M c Sm’2, fiir das m = dim M = 2n - 1 ist und t?,_l(M; Z) und ifn_2(M; Z) 
endlich sind, zwei Bilinearformen B1 und B, iiber einem kleinen Unterring A von Q. B, 

liefert fiir gerades n, B, fiir beliebiges n eine quadratische Form iiber A und damit such eine 
Signatur. Diese sind Invarianten des topologischen Typs von (Sm+2, M) und kijnnen mit 
Hilfe einer SEIFERT-Matrix berechnet werden (Satze 5.2 und 5.3). J. LEVINE hat ktirzlich 
SEIFERT-Matrizen benutzt, urn Knoten-Kobordismusgruppen zu charakterisieren [9]. 
Dabei ergab sich als Kobordismusinvariante eine Familie von ganzzahligen quadratischen 
Formen, deren Signatur mit einer unserer Signaturen tibereinstimmt. Die entsprechende 
quadratische Form bei uns (tiber einem im allgemeinen gr613eren Ring als Z definiert!) ist 
keine Kobordismusinvariante (vergleiche z.B. [2] 6.4). In $6 bringen wir einige Anwen- 
dungen. Erstens haben gewisse Symmetrie-Eigenschaften der Einbettung M c Smf2, 
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namlich Invertierbarkeit und Amphicheiralitat, Symmetrie-Eigenschaften unserer quad- 

ratischen Formen und das Verschwinden einer Signatur zur Folge. Zweitens gibt die Sig- 

natur fll fur eine Homotopie-(4k - 1)-Sphare C (k B 2) in S4k+1 die differenzierbare 

Struktur von C an. Als Folgerungen ergeben sich (6.5): Knoten in S4k+1 (k > 2) vom 

gleichen topologischen Typ tragen die gleiche differenzierbare Struktur. Ein solcher 

Knoten mit exotischer Struktur ist topologisch nichttrivial+. Ein invertierbarer Knoten 

in S4kf1 (k > 2) hat stets die Standard-Struktur. Es gibt nicht-invertierbare Knoten in 

S4k+’ (k 3 2) mit der Standard-Struktur. (Ein dem letzteren entsprechender Satz fiir drei- 

dimensionale Knoten wurde von H. F. TROTTER bewiesen [ 181.) In $7 (Anhang) beweisen 

wir fur die noch fehlenden Falle den Satz: Die differenzierbare Struktur eines Knotens in 

S”‘+’ (m $ 5) ist eine Invariante des topologischen Typs. 

Auf die Giiltigkeit von Lemma 2.2 in dieser Allgemeinheit wies mich K. JANICH hin, 

wofiir ich ihm hiermit danken miichte. 

p2.DIE UNENDLICH-ZYIUISC~ UBERLAGERUNG 

2.1 (S, M) sei ein Paar wie in der Einleitung, d.h. M eine kompakte, unberandete, zusam- 

menhangende, orientierte differenzierbare Mannigfaltigkeit der Dimension m 2 1, die in 

5’: = Sm’2 differenzierbar eingebettet ist. S sei mit der Standard-Orientierung versehen. 1st 

n: die Fundamentalgruppe von S - M, 7~’ deren Kommutatorgruppe, so gilt wegen der 

ALEXANDER-Dualitat n/n’ %’ H,(S - M) E Z. Ftir jeden Normalteiler v von rc mit 

n/v E Z folgt daher v = 71’. S - M hat also genau eine unendlichzyklische iiberlagerung. 

2.2 LEMMA. M berandet in Sm+2 eine orientierbare kompakte d@erenzierbar eingebettete 

Mannigfaltigkeit F. 

Beweis. M hat triviales Normalenbiindel in Sm+2 ; denn einerseits verschwindet die 

EULER-Klasse dieses Btindels ([lo] S.44), andererseits charakterisiert die EULER-Klasse 

das zugehiirige komplexe Geradenbtindel ([4] S.64). f: S - M -+ S1 reprasentiere ein 

Erzeugendes von n’(S - M) z H’(S - M) E Z. 1st T eine kompakte Tubenumgebung 

von M, kann man eine Trivialisierung 8: M x S I-taTfinden, so daDfotIoi:M+S’ 

homotop zu einer konstanten Abbildung ist (i: M+ M x S’, i(x) = (x, l), 1 E S’ c C). 

Im Diagramm 

M x I . ...?. R 

I I id x exp exl, 
exp(t) = e2sit 

M x S’ ?$ S’ 

kann man f 0 0 0 (id x exp) zu cp liften. Man beachte, dal3 qo(x, 1) - 9(x, 0) = 1 bei passen- 

der Wahl von 8. Ohne cp 1 M x aI zu Bndern, kann man cp homotop so abandern, da13 

~(n, . . .): I+ R fiir jedes x E M affin ist. Durch diese Homotopie wird f 0 6 so abgeandert, 

da13 fiir jedes x E M f 0 0(x, . . .): S 1 + S’ eine (orthogonale) Drehung ist. Daher darf man 

t Dies letztere wurde schon von J. LEVINE [7] Th. (3) bewiesen. 
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ohne Beschrznkung der Allgemeinheit annehmen, da!3 eine Tubenabbildung 8’: M x II2 -+ T 

existiert, so darj fiir alle x E M gilt: 

f 0 B’( {x} x S1 ist eine Drehung von S’ und 

fo L~‘(x, y) =fo 8’ x, & 
( 1 

fiir alle y E 0’ - (0). 

f ist homotop zu einer differenzierbaren Abbildung g, die in einer Tubenumgebung 
von M mit f iibereinstimmt und transversal-regulb beziiglich eines Punktes p E S1 ist. 
F = M u g-l (p) hat dann die verlangten Eigenschaften. 

2.3 Zu einer kompakten Tubenumgebung T von M konstruieren wir die unendlich- 
zyklische Oberlagerung _? von ,Y’+’ - f auf folgende Weise (vergleiche [3], [S] und [2]): 
F sei eine von M berandete Mannigfaltigkeit wie in Lemma 2.2, die wir als zusammen- 
hgngend annehmen diirfen. F schneide dT transversal und F n T sei ein Kragen von aF in F. 

Sei X der Raum, der aus S - p durch Spalten l%ngs F’ = F n (S - F) entsteht. c?X enthAlt 
zwei Exemplare von F’. F’ ist durch M, dX durch X orientiert. f : F’ + X sei die Inklusion, 
fi.ir die die Orientierung von F’ mit der von 8X vertrsglich ist; f : F’ -+ X sei die andere 
Inklusion. Fiir jedes i E Z sei Xi, fi bzw. _fi ein Exemplar von X, f bzw. f. In der disjunkten 
Vereinigung U Xi wird Ii mit ii+, durch fi+1 ofi-’ identifiziert wir und erhalten 

ieZ 

8. t sei die Deckbewegung, die Xi auf Xj+l abbildet. 

2.4 Jede der natiirlichen Inklusionen i : F-t 8 liefert ein kommutatives 
exakten Zeilen : 

0-t H,,,;F, M) -9 H,;M) -+O 

i(F) und t o i (F) sind homolog in (2, &), daher t, i*[F] = i,[F], d.h. es 

Diagramm mit 

ist gleichgiiltig, 
welche Inklusion i ist. i,[F] hsngt aber such nicht von der Wahl der Mannigfaltigkeit F 

mit aF = M ab. Denn fiir eine andere Mannigfaltigkeit G mit aG = M gibt es eine Inklusion 
j : G -+ 8 mit i(F) n j(G) = a, und dann sind i(F) und j(G) homolog in (8,@). Dies 
rechtfertigt die Definition : 

De$nition. [x] : = i,[F] E H,,,,,(x, a_%) heil3e die Fundamentalklasse von w. 

Bemerkung 1. t*[x] = [I?]. 

Bemerkung 2. Wghlt man eine andere Tubenumgebung zur Konstruktion von 2, so 
sind jedenfalls die entsprechenden Homologiemoduln und Kohomologieringe von 2 und 
(x, 82) kanonisch isomorph, und die Isomorphie ist mit dem Operieren von t und der 
Definition der Fundamentalklasse vertrgglich. 

2.5 DeJinition. Sind Ml und Mz differenzierbare Untermannigfaltigkeiten von S”” wie 
M in 2.1, so heil3en die Paare (S, Ml) und (S, M2) vom gleichen topologischen Typ, wenn 
ein orientierungstreuer HomGomorphismus h : S -+ S existiert, so da!3 h(M,) = M, und 
h 1 Ml : Ml -P M, orientierungstreu ist. 
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Seien (S, Mr) und (S, M,) vom gleichen topologischen Typ, h wie in der Definition, Ti 

kompakte Tubenumgebung von Mi , Fi zusammenhangende Mannigfaltigkeit mit Rand 
Mi wie in Lemma 2.2 und xi der entsprechende Uberlagerungsraum. S - Mi und Ti - M, 

haben unendlich-zyklische Uberlagerungen Zi bzw. Ti. h vermittelt Tsomorphismen 
Z,@,) + J&.(2,) und H,(q;) + H,(TZ), daher such einen Isomorphismus H*@,, T1) + 

H*(Z 7) z, 2 , und diese sind bis auf eine Potenz von t, eindeutig bestimmt. (zi, ~?z,) c 
(zi ,T J ist Homotopieaquivalenz. h liefert daher Isomorphismen H,(r?,) --, H,(x,) und 
H,(J!?,, ax,) -_) H,(x, , dg,), und diese sind mit dem Operieren von t vertraglich und bis 
auf eine Potenz von t, eindeutig bestimmt. Ftir die Kohomologie hat man entsprechende 
Isomorphismen. Unter jedem dieser Isomorphismen geht die Fundamentalklasse [$,] in 
[x,] i.iber. Das kann man folgendermal3en einsehen: 

Tl nehmen wir so klein an, da13 h(T,) c T, ist. h(F,) ist topologische Untermannigfaltig- 
keit von Sm” mit Rand M, und hat eine (topologische) Verdickung, d.h. eine zu Fl x I 

homoomorphe Nachbarschaft N von h(Fl) - M, . Man kann eine stetige Abbildung 
f: S - h(T,) --t S’ finden, so da13 f ein Erzeugendes von 7c1(S - h(T,)) reprasentiert und 
f-‘(l) c h(l;,) ist. D’ iese approximiere man durch eine differenzierbare Abbildung 
g : S - h(T,) -+ S’, die zu 1 E S’ transversal-regular ist. Die Approximation kann man so 

gut wahlen, daB G : = g-‘(l) c N ist. Nun fassen wir F2, h(Fl), G, N, Tl als Teilmengen 
von Z, auf. 

Das Diagram zeight, dal3 h(Fl) und G die gleiche Klasse von H,+,@‘, , T2) reprbentieren. 
Da G differenzierbare Untermannigfaltigkeit von 2,) zeigt das Argument von 2.4, daD G 
und F2 in H,,,,, (2,) s(,) homolog sind. 

Zusammenfussung. H,(x), H,(r?, I!%), H*(f), H*(z, I%), das Operieren der Deck- 
bewegung t hierauf und [r?] sind Invarianten des topologischen Typs des Paares (S”‘+‘, M). 

Bemerkung. Setzt man H1(M; Z) = 0 voraus, ist die Invarianz der Fundamentalklasse 
einfacher zu beweisen. Dann zeigt namlich 4.3, da13 H,,,+,(z,) = 0, also 8 : H,+,(z, , y2) -+ 

H,,,(l$J bijektiv ist, und es folgt unmittelbar, da13 h(FJ und F2 das gleiche Element 

von H,,,+&, yZ) P re rasentieren. Ubrigens findet man einen Beweis von Lemma 2.2 im 
Falle H1(M; Z) = 0 in [7] Lemma (2). 

2.6 Einiges aus [S] wird im folgenden wiederholt weitergefiihrt. Aufgrund der ALEXAN- 
DER-Dualitat hat man eine nicht-singulare Verschlingungspaarung ([13]) 

I: B,(F) 0 B,, 1 -,(X) + Z (1 < 4 < m) 
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(B4 ist die q-te Bettigruppe.) Wahlt man ftir jedes q in B,(F) eine Basis, hat man fiir jedes q 
eine beziiglich I duale Basis in B,,,+,_,(X). 

Dejinition. Die ganzzahlige Matrix V, von_f : B,(F) --t B,(X) beziiglich dieses Systems 
von Basen heirjt SEIFERT-Matrix (in der Dimension q). 

Sei A ein unitarer Unterring von Q. Nach geeigneten Identifikationen (siehe such [2] 
hat die Triade (2; u X2i, U X,,+& eine exakte MAYER-VIETORIS-Sequenz ([ 11) 

ieZ isZ 

..--+H q+l(~;A)+H,(F;A)@AZ~H,(X;A)@AZ~H,(~;A)+*. 

Hier ist AZ der Gruppenring der (unendlich-zyklischen) Deckbewungsgruppe mit Ko- 
e&ienten in A; p, und nq sind AZ-Homomorphismen, wenn man H&f, A) in natiirlicher 
Weise als AZ-Modul auffaljt. Haben H&F; A) und H,_,(F; A) keine Torsion, so ist 
such H&X; A) torsionsfrei und p, gestattet eine Matrix tVq + (- 1)4(m+1-q)V~+1_q. 
-(V, + (-1)4(m+1-q)v;+l-q ) ist Matrix der Schnittpaarung B,+,_,(F) @ B,(F) + Z. 
Ftir q + m + 1 - q hat p, nach einem Basiswechsel in B,(F) und Bm+l-q(F) die Matrix 
zJ1(tVq + (- l)q(m+l-q)V;+l_q )P2 ; falls q = m + 1 - q, hat /I, nach einem Basiswechsel in 
B,(F) die Matrix P’(t 0 V, + (- 1)“Vi)P. (PI, P,, P sind tiber A unimodulare Matrizen 
entsprechender GrijDe.) Wir beweisen noch eine fur die Injektivitat von /I, hinreichende 
Bedingung. 

LEMMA. Sind fi,(M; A) und A,_,(M; A) null, so hat die Schnittpaarung B,,,+l_,(F) 
@ B,(F) + Z in A invertierbare Determinante, insbesondere ist also fl, injektiv. 

Beweis. Dal3 die Schnittpaarung nicht-entartet ist, zeigen wir ahnlich wie in [l 11. 

Fi.ir ein Raumpaar (C, D) bezeichne B,(C, D; A) den A-Modul H,(C, D; A)/Torsion, 
entsprechend fur Kohomologie. j : F + (F, M) sei die Inklusion. Dann ist j, : B,(F; A) --+ 

B,(F, M; A) ein Isomorphismus. Ftir eine Basis (JJJ von Bm+leq(F, M; A) ist (j,bi n [F])) 

eine Basis von B,(F, M; A) (POINCARE-Dualitat [16]), hat also eine Dualbasis (xi) in 
Bq(F, M; A). Es gilt (xi u JJ~,[~) = (xi,j,(y, n [F])) = 6,. Die Determinante der 
obigen Schnittpaarung ist daher Einheit in A, /I, hat also (quadratische!) Matrix mit 
Determinante ungleich null. 

Bemerkung 1. Haben aq(M; Z) und fi,_,(M; Z) nur Torsion, so kann A immer so 
gewahlt werden, da13 fl, injektiv ist. 

Bemerkung 2. 1st /?,-r injektiv, so folgt aus der Exaktheit der MAYER-VIETORIS- 
Sequenz, da13 der AZ-Modul H,(T; A) Relationenmatrix 

tvq -t (-l)q(m+l--q)v;+l-q 

hat. Relationenmatrizen dieser Art beschaftigen uns im nachsten Abschnitt. 

4 3. ALGEBRAISCHE HILFSSiiTZE 

3.1 Bei der Behandlung der auftretenden Relationenmatrizen benutzen wir 993,4 von [2]. 
A sei ein unitarer Unterring von Q, E = 1 oder - 1, V quadratische Matrix tiber A, 

det( V + E V’) eine Einheit in A. 
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LEMMA. Es existiert eine iiber A unimodulare Matrix P, so da8 P’VP die Form 

-0 
1 0 
0 0 0 

1 0 
0 * 

hat, wobei det W =+= 0 ist. 

Der Beweis in [ 171 ftir den Fall A = Z und E = - 1 1aBt sich such unter unseren Voraus- 

setzungen durchfiihren. 

3.2 LEMMA. Ist det W Einheit in A, so existiert eine unimodulare Matrix P, fiir die P’VP 

die Form 

hat. 

0 
1 0 0 

0 *. 
. 7 

. . 0 
0 . . . 1 0 

0 

0 
Y = I- 0 

w _ 

0 _- I 1 W 

Beweis. Wie in [2] 4.2. 

3.3 Sei tV + EV’ Relationenmatrix des AZ-Moduls N, d.h. 

C’_p, D’-+ N-t0 

exakte Sequenz iiber AZ, C’ und D’ freie AZ-Moduln endlichen Ranges und j? habe 

tV + EV’ als Matrix beztiglich Basen. Als Erzeugendes eines Elementarideals ([20]) von N 

ist det(tV + EV’) bis auf Einheiten in AZ durch N eindeutig bestimmt. Daher ist det W bis 

auf Vorzeichen gleich dem ersten und dem letzten Koefhzienten des nach Potenzen von t 

geordneten Polynoms det(tV + &VI), also bis auf Enheiten in A durch N bestimmt. Sei 

nun det W Einheit in A. Dann zeigen Lemma 3.2 sowie [2] 3.2, 3.3 und 4.3: 

LEMMA. Es gibt ein kommutatives Diagram iiber AZ mit exakten Zeilen 

c’ 
P’(tY+&V’)P 

,D’-N-+0 
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wo C und D freie AZ-Moduln endlichen Ranges sind, und Basen in c’, D’, C, D, beziiglich 

deren die Homomorphismen die angegebenen Matrizen haben. (0 und E sind Null- bzw. Ein- 

heitsmatrizen entsprechender Grope.) Das Bild der AZ-Basis in D ist A-Basis fiir N, und t 

hat beziiglich dieser Basis die Matrix - E w’ W- ‘. 

3.4 Seien nun U und W quadratische Matrizen iiber A von gleicher Reihenzahl, und 

U + W sei unimodular iiber A. 

LEMMA. Es existieren iiber A unimodulare Matrizen P, und P, , so da’ap PIUP, die Form 

(*) P,UP, = 

P, WP, die Form 

(**) P,WP, = 

und PI( U + W)P, die Gestalt 

1 
. 

? 

1 
0 

0 
0 

0 

? 
0 

1 

0 
1 

0 

_- 

_- 

? 

-- 

UO 

? 

K 

O * I ** 
? 

P,(U + W)P, = 
0 

1 I --_---.-- - --- 

0 I U, + we 

hat, wo det U, und det W, ungleich null sind. 

Beweis. Haben U and W beide nicht-verschwindende Determinante, so ist nichts zu 

beweisen (U,, = U, We = W). Sei z.B. det W = 0. Dann bewirkt eine Spaltenoperation (d.i. 

Rechtsmultiplikation mit unimodularer Matrix), da13 Win der ersten Spalte nur Nullen hat. 

Mit U nehmen wir die gleiche Spaltenoperation vor. Da U + W unimodular, erreicht man 

durch eine Zeilenoperation (d.i. Linksmultiplikation mit unimodularer Matrix), da13 U 
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in der ersten Spalte (1,0 . . . 0)’ hat, ohne die erste Spalte von W zu andern. U bzw. W 

haben nun die Gestalt: 

g $]bzw.k $1 

U, + WI ist unimodular. 1st eine der Matrizen U, und WI singular, fahrt man nach der 
gleichen Methode fort. Man erreicht schlieBlich, da0 U bzw. Win K bzw. L transformiert 
sind, wobei K und L folgende Eigenschaften haben: , 
2) detUO+O;detWO+O 

. 

AZ, C ’ und D’ freie AZ-Moduln endlichen Ranges und /I habe 
tU + W als Matrix beziiglich Basen. Wie in 3.3 gilt: det L.J, und det W, sind bis auf Ein- 
heiten in A durch N bestimmt. Wir setzen voraus, dal3 det 77, und det W, Einheiten in A 

sind. Aus Lemma 3.4 und [2] 3.2 und 3.3 folgt: 

LEh4MM.A. Es gibt ein kommutatives Diagramm iiber AZ mit exakten Zeilen 

C’ 
P,(tU+W)P2 ,D’-N-+0 
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wo C und D freie AZ-Mod&t endlichen Ranges sind, und Basen in C’, D’, C, D, beziiglich 
deren die Homomorphismen die angegebenen Matrizen haben. Das Bild der AZ-Basis in D 
ist A-Basis fur N, und t hat beziiglich dieser Basis die Matrix - W, l&l. 

ZUSATZ. Hat tatter den gleichen Voraussetzungen iiber U und W/3 die Matrix t W’ + U’, 
existiert entsprechend 

c Pz’(tW’+ U’)PI’ ~D’~N--,O 

two,+ UO 

mit den angegebenen Matrizen der Homomorphismen. 

$4.EINJ3 POINCARE-DUALITiiT 

4.1 In diesem Abschnitt beweisen wir eine Art POINCARE-Dualitatssatz fiir den Raum 
8, wo M eine rationale Homologiesphare ist (Bezeichnungen wie in $2). 

Definition. Ein Unterring A von Q heiDt klein, wenn es endlich viele Primzahlen gibt, so 
daf3 A der kleinste Unterring von Q ist, der 2 enthalt und in dem diese Primzahlen Ein- 
heiten sind. 

4.2 SATZ. M sei eine orientierte m-dimensionale dtyerenzierbare Untermannigfaltigkeit von 
S m ’ 2 mit der rationalen Homologie von S “‘. Dann gibt es einen kleinen Unterring A von Q, 
so da/3 Homologie und Kohomologie von 8 und (2, ax) mit Koejizienten in A zueinander 
duale freie endlich erzeugte A-Mod&t sind und die durch das cap-Produkt mit der Fundamental- 
klasse [g] gegebenen Homomorphismen H”‘+‘-‘@, ax; A) + H&z; A) undHm+‘-q(B; A) -+ 
H,(_$?, 82; A) Isomorphismen sind. 

Bemerkung. 1st p Primzahl und Nicht-Einheit in A, so gilt die genannte POINCARE- 
Dualitat such fiir Koeffizienten in Z, . 

4.3 Beweis. Wir denken uns s wie in $2 konstruiert, insbesondere sei F eine von M 
berandete Untermannigfaltigkeit von Smf2. A sei ein kleiner Unterring von Q mit folgenden 
drei Eigenschaften : 

(i) H,(M; A) E H,(Sm; A) 

(ii) H&‘; A) torsionsfreier A-Modul 

Wegen der beiden ersten Bedingungen hat H,(x; A) als AZ-Modul eine quadratische 
Relationenmatrix tVq 9 (- l)q@‘+i-q)V~+l_q (2.6). 

(iii) Das Polynom det(t& + (- l)q(m+l-q)V~+l_q ) habe bei der hijchsten und der nied- 
rigsten vorkommenden Potenz von t Einheiten als Koeffizienten. 

Bedingung (i) hangt nur von M ab. (ii) hangt von der Einbettung M c Sm+’ ab und davon, 
welches F man zufallig gewahlt hat; in [21] wird namlich eine Einbettung S2 c F c S4 
mit F homoomorph zu einem gelochten Linsenraum angegeben. Sind (i) und (ii) erfiillt, 
hangt (iii) nur noch vom AZ-Modul H,(r?; A), also von der Einbettung M c S,“‘+’ ab. 
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Geniigt A den drei Bedingungen, ist H&x; A) frei und endlich erzeugt fur q + m + I 

wegen 3.3 und 3.5. H,,,+,(x; A) = 0 wegen der MAYER-VIETORIS-Sequenz in 2.6 und 
H,+,(X; A) g H’(M; A) = 0. H,+l(_?, 82; A) g H,,,(M; A) r A nach 2.4. H,(z, 8x; A) r 

tl\,(x; A) fur q + m + 1. Aus der KENNETH-Sequenz fiir Kohomologie ([16]) folgt der 
Rest der ersten Behauptung. Die zweite Behauptung des Satzes ist wegen (x u y, [8]) = 
(x, y n [XI) kl ar ur q 6 0 und q 2 m + 1, fur die iibrigen FBlle folgt sie aus dem Lemma: f” 

4.4 LEMMA. Die Paarung 

Hq(X, ax; A) @I Hm+l-q(x, 3x; A) + A 

X@Y + <x WY, cm 
istfiir 0 < q < m + 1 nicht-singuliir. 

1) 
In 

sci 

Beweis. f: F + s sei durch die Zusammensetzung F f X z X,, 5 8 gegeben. 

q*m+l-q 

dem kommutativen Diagramm mit exakten Zeilen (Koeffizienten in A) 

H&X) 2 H,(F) 

0-C------+D 4 4 - H,(x) --f 0 

die untere Zeile durch Anwendung von Lemma 3.5 definiert. fq hat Matrix V,, /lq 
, .I 

tifq + (-l)q(m+l-q’V;+:,+l_q (2.6). Nach einem Basiswechsel gemal3 3.4 und 3.5 habenf, bzw. 
/3q Matrizen P,V,P, bzw. Pr(tV, + (-l)q’“+l-q)V~+l-q)Pz; a4 hat die Matrix [O,E]; 
daher hat f, die Matrix 

[0, E]P, V,P, = [0, U,] = : 0’. 

Entsprechend haben f,+l-q und /?m+l-q ursprtinglich Matrizen V,+,_, bzw. tV,,,+l_q 

+(-I> 
q(m+l -s)v I q , nach einer Basistransformation P,’ V, + 1 _q PI’ bzw. 

P*‘(tV,+,-, + (- l)q(m+ l -qVq’)P1’. 

Da %+1-q Matrix [? E] hat (3.5 Zusatz), ergibt sich fur f,+l_q die Matrix 

[?E]P,‘Vm+,_,P; =(-l)q’m+‘-q’[?Wo’] = : w’. 

Die damit in H,(z, dz), H,,,+,_,(x, dz), H,(F, M), H,,, _q(F, M) gewahlten Basen seien 
mit (x,), (g,), (yl), (q,), die zugehiirigen Dualbasen in der Kohomologie mit oberem Index 
bezeichnet. Man beachte, da13 (qr) mit (yJ die Schnittmatrix 

-P1(Vq + (-l)q’“+l--q)v:+l_q)Pz = - 
El u.:%l 

hat (2.6). Wir mtissen die Matrix (x’ u ej,f*[F]) berechnen. 
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(x’ v (‘,f*[F]) = (f *xi u_f *Cl, [F]> = 7 T u”zi*rj 0’ U tl’, IIFI) = (o’K@)tj, 

wo wir (K), = (y’ u q’, [F]) gesetzt haben. Seien g’ E Hm+lsq(F, M) und y’ E Hq(F,,M) 

mit (JJ v g’, [F]) = 6, und <qr v y’, [F]) =: 6,‘. Dann y’ = & yir yi und $’ = Cj g/,g’. 
m ist dual zu (gi n [F]) und ($) zu (yr n [F]). Daher g’ n [F] = yj und y’ n [Fl = g,. 

0’ ” $9 cm = 7 T YrzB,r<Yi ” d, cm 

<Y’ u II’, cm> = c S,,<Y’ ” d WI> = 9zr 

<Y’ u rt’, WI> = $ Ya<Yi u ?‘, cm = (- l)q(m+ l -q)Y,z 

e.K = -J3’,(& + (-1)4(m+1--q)V~+l_q)PZG = G =(-l)q(m+l-q)I-’ 

=>K =(-l)q(m+l-~)+‘KPI(Vq + (-l)q’m+l--q)I’;+l_q)PzK 

*K-l = (-,)q(m+l-q)+‘pl(~, + (-l)Q(m+l--q)v~+l_q)pz 

- U&J,, + W,,)- ’ W, nicht-singular. 

2)q=m+l-q 

Der Beweis verIauft im wesentlichen wie in [2] 4.4. f, hat Matrix Vq , pq fVq + (- l)q I’,‘, 
nach einem Basiswechsel gem50 3.2 

[; ;] bzw. [ty+(;l)qy’ tw+(Ol)qW,]. 

Fur fq ergibt sich die Matrix [0 W]. Unsere Paarung x @ y + (x u y, [r?]) hat dann die 
Matrix - W( WI’ + (- l)qW)-l W’, ist also nicht-singular. 

85. DIE EINBE’ITUNGSINV- 

5.1 Sei M wieder eine orientierte m-Mannigfaltigkeit wie in 2.1, die differenzierbare 
Untermannigfaltigkeit von Sm+’ sei. m sei ungerade, m = 2n - 1. Dariibcrhinaus setzen wir 
tiber M in diesem Paragraphen nur voraus: 

(*) fl”_,(M; Z) und p,,_,(M; Z) endlich 

A0 sei ein kleiner Unterring von Q (4.1), so dalj &,(M; A,) = i?,_,(M; A,,) = 0. Durch 
POINCARE-Dualitat folgt dann such R”(M; A,) = 0. F sei eine orientierbare differen- 
zierbare a-Mannigfaltigkeit in S ‘“+ ’ mit Rand M (2.2). Aufgrund von 2.6 haben wir dann 
fiir jeden Oberring A von A, eine kurze exakte Sequenz iiber AZ 

A I> A, sei nun ein kleiner Unterring von Q, so da13 erstens H,(F; A) und H,_,(F; A) 
torsionsfreie A-Mod& sind. Dann hat /?,, Matrix t V,, + (- 1)” V,,’ (V, SEIFERT-Matrix in 
der Dimension n). Zweitens sei der Koeffizient bei der hijchsten vorkommenden Potenz des 
Polynoms det(tV,, + (- l>“V,‘) Einheit in A. Unter diesen Voraussetzungen gilt wie in 4.3: 
H,,(r? ; A) s H&r?, 8%; A) ist freier und endlich erzeugter A-Modul. 
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5.2 Auf H’@, 82; A) @ H” (r?, 8%; A) definieren wir zwei Bilinearformen B,’ und B,’ 

mit Werten in A: 

B,‘(xOy) = <x WY, Cal> 
B,‘(x 0 y) = (x u t*y + y u t*x, [8]) 

Liegt x oder y in dem Untermodul Ext(H,_,(8, ar?), A) von H”(T, a_?), der durch die 

KENNETH-Sequenz ([16]) gegeben wird, verschwindet B,‘(x 0 y). Bi’ definiert also eine 

Bilinearform 

Bi: H@ H+ A (i = 1, 2), 

wo H der freie endlich erzeugte A-Modul Hom,(H,,(r?, 8; A), A) ist. 

B, ist symmetrisch oder schiefsymmetrisch, je nach Paritat von n. B, ist symmetrisch. 

B, liefert also fur gerades n, B, fiir jedes n eine quadratische Form tiber A auf H. oi sei die 

Signatur von Bi (falls definiert). Wegen 2.5 gilt: 

SATZ. Die durch die Bi dejinierten quadratischen Formen iiber A und die Signaturen o 

sind Incarienten de topologischen Typs des Paares (S, M). 

5.3 Wir zeigen jetzt, da13 die Bi mit Hilfe der SEIFERT-Matrix V, berechnet werden 

k&men. 

SATZ. V,, sei SEIFERT-Matrix in der Dimension n, und W sei eine nach Lemma 

3.1 aus V,, gewonnene Matrix. (Man beachte, da/? die Elemente von W in A,, liegen, 

det( W + (- 1)” W’) Einheit in A,, und det W Einheit in A ist.) Dann gilt: 

E, gestattet die Matrix -(W + (- 1)” W’). 

Iiir n ungcradc gestattet B, die Matrix W + W’. 

Fiir n gcrade gestattet B, die Matrix W( W + W’)-1 W + W’( W + W’)-l W’. 

Bew,eis. Am Schlul3 von 4.4 hatten wir fur B, die Matrix - W( W’ + (- 1)” W)-' W' 

gcfunden, diese ist aber iiber A kongruent zu -(W + (- 1)” W’). B, hat dann wegen 3.3 

und 4.4 Matrix 

W(W+(-l)“W’)_‘W+ W’(W’+(-l)“W)_‘W’. 

Fur ungerades n ist dies gleich W + W’ ([2]). 

KOROLLAR. Fiir n gerade ist o1 gleich der Signatur einer Mannigfaltigkeit Fin S, die von 

M berandet wird. 

Beweis. 2.6 und 3.1. 

5.4 SATZ. B, ist nicht-singuliir (d.h. gestattet eine iiber A unimodulare Matrix). Wenn 2 

nicht Einheit in A, ist, ist B, nicht-entartet (d.h. hat nicht-verschwindende Determinante). 

Beweis. Nicht trivial ist nur die Behauptung iiber B, . W + W’ = W - W’ (mod 2), filr 

ungerades n hat B, also ungerade Determinante. W( W + W/)-l W + W’( W + WI)-l W’ = 

W + W’ - 2 W( W + W’)-’ W’ hat fur gerades n ebenfalls ungerade Determinante. 

5.5 Bemerkung. Die quadratischen Formen und damit such die Signaturen ci verhalten sich 

additiv beztiglich der zusammenhangenden Summe von Paaren (Sznfl, M). Denn fur 

zwei solche Paare (S, MI), S, M,) mit den entsprechenden SEIFERT-Matrizen V,,l, 

V,,, ist 



QUADRATISCHE FORMEN ALS INVARIANTEN VON EINBETTUNGEN DER KODIMENSION 2 111 

SEIFERT-Matrix von (S, Mi # M,); das folgt aus [8] 2.7. 

5.6 Der folgende Satz impliziert, da13 im wesentlichen alle in 5.3 genannten quadratischen 
Formen vorkommen. 

SATZ. Sei V eine gunzzahZige (I, r)-Matrix, so dup det( V + (- 1)” V’) 4 0 ist. Dunn 
existiert eine kompukte orientierte 2n-Munnigfultigkeit Fin S 2nC1 mit nicht-leerem Rand M, 

so da8 gilt: 

(i) F hut den Homotopietyp eines Bouquets von n-Spharen. 

(ii) M ist (n - 2)-zusammenhiingende rutionale Homologiesphtire und hut SEIFERT- 
Matrix V in der Dimension n. 

Dies wurde im wesentlichen schon in [5] II.6 bewiesen. Wir geben einen etwas elementareren 
Beweis : 

Sei CSi)i=l,...r ein System von paarweise disjunkten (n - 1)-Spharen in S2”-l c R'", so 
da13 die Verschlingungszahl l(S,, Sj) = -(vii + (- l)“uji) ist und jedes Si in S’“-l eine 
n-Scheibe Di berandet. Das Innere der Di denken wir uns ins Komplement von D2” in 
R2" gezogen, so dal3 sich in jedem Punkt von R2" - D2” hijchstens zwei der Di schneiden, 
und zwar transversal. AuBerdem sollenD, und Dj wenigstens IVijl + [ ujij gemeinsame Punkte 
mit der lokalen Schnittzahl + 1 und ebensoviele mit - 1 haben. Nun versehen wir noch jedes 
Di mit -Vii Selbstschnitten a la WHITNEY ([19]) und [14]). (Dt ist jetzt also nur noch 
immersiert.) Damit haben wir die Vereinigung N der Normalenbiindel der Di mit D2” 
(einen Henkelkorper) in R2" immersiert. N hat Schnittmatrix -(V + (- 1)“V’). Wir 
erhalten eine Einbettung von N in R2"+ ', indem wir in der Nahe eines Doppelpunktes p von 
u:=r Di einen Teil von N in den oberen Halbraum von R"'+l ziehen. Haben Di und Dj in 
p Schnittzahl f 1 und ziehen wir N in einer Teilmenge einer Umgebung von Dj nach oben, 
so liefert dies den Beitrag T 1 an der (i,j)-ten Stelle der SEIFERT-Matrix. Dies zeigt man 
wie in der klassischen Knotentheorie durch Errichten eines Kegels auf Di nach unten. Da 
man die Schnittmatrix von N kennt, tiberlegt man sich mit Hilfe von 2.6, dal.3 man durch 
passende Wahl von Uber- und Unterkreuzungen die gewiinschte SEIFERT-Matrix erhalt. 
Uber die weiteren Eigenschaften von M siehe z.B. [2] $15. Insbesondere ist M ganzzahlige 
HomologiesphBre, wenn det( V + (- 1)” V’) = f 1 ist. 

5.7 Aus 5.3 und 5.6 folgt, 
die SEIFERT-Matrizen 

L -1 -1 0 0 -1 -1 0 1 

da13 

1 
1 
1 

1 

und 

0 

nicht immer null sind. Fiir n > 3 gerade liefern 

I 
1 1 

1 1 
1 1 

1 1 
1 1 

1 
1 

1 
1 

1 I 
Beispiele ftir (2n - I)-Spharen in S’“+l mit c1 = 0 und tr2 =I= 0 bzw. rrl + 0 und CY~ = 0. 



112 DIETERERLE 

#6.ANWENDUNGEN 

6.1 Die folgenden Begriffe stammen aus der Knotentheorie. 

Definition. Fiir eine orientierte Mannigfaltigkeit N sei -N die gleiche Mannigfaltigkeit, 
aber mit umgekehrter Orientierung. (S, M) sei ein Paar wie in 2.1. (S, M) heil3t inuertierbar, 

wenn (S, M) und (S, -M) vom gleichen topologischen Typ sind. (S, M) hei& amphi- 

cheiral, wenn (S, M) vom gleichen topologischen Typ ist wie (-S, M) oder (-S, -M). 

6.2 Ftir das folgende setzen wir voraus, da13 M Bedingung 5.1 (*) gentigt. Das ist z.B. der 
Fall, wenn M eine Homotopiesphare, (S, M) also ein Knoten im tiblichen Sinne ist. Wenn M 
ungerade Dimension hat, sind (S, M) Bilinearformen BI und B, iiber einem kleinen Un- 
terring A von Q zugeordnet. 

SATZ. Sei dim M = 4k - 1, (S, M) invertierbar. Dann sind Bi und -B, zueinander 

Equivalent (i = 1,2), insbesondere also ol und a2 gleich null. 

Beweis. ijndert man die Orientierung von iki, gehen [8] in - [8] und t in t -’ tiber. 

6.3 SATZ. Sei dim M = 4k - 3, (S, M) amphicheiral. Dann ist Bz zu -B, iiquivalent, 

insbesondere verschwindet oz . 

Beweis. Bei ijnderung der Orientierung von M ;indert sich Bz nicht. Kehrt man die 
Orientierung von S urn, so geht t in t -’ tiber. 

Bemerkung. Der obige Satz ist ein wichtiges Kriterium in der dreidimensionalen 
Knotentheorie, da ja Bz und cZ an Hand einer SEIFERT-Matrix berechnet werden 
kijnnen (siehe [2]). 

6.4 SATZ. Sei (S4k+1, YZ4k-1) ein Knoten, d.h. ein Paar, wo Z eine (4k - l)-Homotopie- 

sphiire ist. Ist k > 2, so gibt ol die dtrerenzierbare Struktur von Z an. I: ist niimlich in 

bPdk und in bPdk gilt: 

Z = 4. Standard-Erzeugendes von bPbk 

Beweis. Eine in S differenzierbar eingebettete kompakte Mannigfaltigkeit F mit Rand 
M ist parallelisierbar. Die Behauptung folgt dann aus [6] 7.5, dem h-Kobordismus-Theorem 
(z.B. [12]) und Korollar 5.3. 

6.5 KOROLLAR 1. Knoten in S 4k+1 (k > 2) vom gleichen topologischen Typ haben die 

gleiche dtxerenzierbare Struktur. Insbesondere ist ein solcher Knoten mit exotischer dtf- 

ferenzierbarer Struktur stets nicht-trivial (d.h. hat nicht den topologischen Typ des Standard- 

paares (S 4k+l, S+l)), cf [7]. 

Bemerkung. Es ist selbstverst&dlich, dat3 man einen entsprechenden Satz fiir alle die 
(4k - 1)-dimensionalen Mannigfaltigkeiten M hat, fiir die die differenzierbare Struktur 
durch die Signatur einer parallelisierbaren Mannigfaltigkeit mit Rand M gegeben ist. Mir 
ist nicht bekannt, ob das nur fiir Homotopiespharen in bP4k gilt. 

KORROLAR 2. Ein invertierbarer fioten in S 4kf1 (k > 2) hat stets die gewiihnliche 

diffrenzierbare Struktur. 
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Nach 6.2 verschwindet nlmlich cl. 

Aus 2.6 und 5.6 folgt mittels der verallgemeinerten POINCARE-Vermutung ([15]), dal3 jede 
durch 8 teilbare ganze Zahl als CJ~ eines Knotens in S4k+’ (k 2 2) vorkommt. Deshalb: 

KOROLLAR 3. In jeder Dimension 4k + 1 > 9 gibt es nicht-invertierbare Knoten, und 

zwar solche mit Stana’ard- und solche mit exotischer dtflerenzierbarer Struktur. In S5 gibt 

es nicht-invertierbare ganzzahlige Homologie-3-Sphiiren. 

Zur Existenz nicht-invertierbarer dreidimensionaler Knoten siehe [ 181. 

87. ANHANG 

7.1 Unter Benutzung von LEVINEs Arbeiten wollen wir zeigen, da13 die differenzierbare 
Struktur eines Knotens Z in S 4k+3 durch die ARF-Invariante des Knotens (gleichbedeu- 
tend: durch seine Determinante mod 8) angegeben wird. Daraus erhalten wir einen zu 
Korollar 1 in 6.5 analogen Satz fiir Knoten in S 4k+3. F sei kompakte differenzierbare 
Untermannigfaltigkeit von S 4k+ 3 mit cYF = Z. In [S] 3.2 defmiert LEVINE eine quad- 
ratische Form mod 2, ftir deren ARF-Invariante a er in [S] Prop. 3.4 

(*) +A(-1)~ 1 +4amod8 

nachweist. Hier ist A das ALEXANDER-Polynom des Knotens Z. 1st V SEIFERT- 
Matrix von F in der Dimension 2k + 1, gilt A = det(t V - V’), also ist + A( - 1) = det( V + 
V’), der Determinante von C. Aus (*) folgt: 

A(-_)= fl mod8ea=O 

A(-1)~ &-3mod8oa=l 

Da A eine Invariante des topologischen Typs des Paares (S 4k+ 3, Z) ist, trifft dies such fiir a 
zu. a nennen wir daher die ARF-Invariante des Knotens X und schreiben dafiir a@). 

7.2 LEMMA. Kobordante Knoten haben gleiche AR&Invariante. 

Beweis. Sind V, und V, SEIFERT-Matrizen der betreffenden Knoten, ist nach [9] 

vo=[: -o&l kongruent zu einer Matrix der Form 
[ .I t g (X, Y quadratisch von der 

gleichen GrSl3e). Daher det (V, + V,‘) = rt [det(X’ + Y)12 = + 1 mod 8, andererseits 
det(V + Vo’) = + det(Vl + V,‘) det(V, + Vz’). 

7.3 CATZ. Die AR&Invariante gibt die dtj$erenzierbare Struktur des Knotens Z an: 

a(E) = 0 * Z dtreomorph zur Standard-Sph”re 

a(Z) = 1 => Z dtreomorph zur KERVAIRE-Sphiire 

Beweis. I: ist kobordant zu einem Knoten Co, der in S4k+3 eine (2k)-zusammen- 
h%ngende Mannigfaltigkeit berandet ([9] Lemma 4). Z and Z. haben per definitionem die 
gleiche differenzierbare Struktur, nach Lemma 7.2 die gleiche ARF-Invariante. Fiir & aber 
folgt der Satz aus [8] Prop. 3.3, [7a] 4.3 und [6]. 

7.4 SATZ. Knoten in Sm’2 (m 2 5) vom gleichen topologischen Typ tragen die gleiche 

dtrerenzierbare Struktur. 
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Bemerkung. Fiir eine feinere Aquivalenzrelation wurde von M. HIRSCH 
NEUWIRTH ([3]) ein entsprechendes Resultat bewiesen. 

Beweis. Ftir m gerade ist der Knoten diffeomorph zu S”, da dann bP,,,,, 

und L. 

versch- 
windet ([6]). Fiir m = 4k - 1 siehe 6.5 Korollar 1. m = 4k + 1: Die ARF-Invariante ist 
nach 7.1 eine Invariante des topologischen Typs und gibt nach Satz 7.3 die differenzierbare 
Struktur an. 
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