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On utilise la thkorie des vecteurs C” et des vecteurs distributions pour d&ink la 
transform&e de Fourier des distributions de type poitif sur un groupe de Lie 
unimodulaire de type I. Pour cela, on dtfinit des mesures i valeurs optrateurs i! 
croissance lente sur le dual d de G, et on dimontre un thkorkme de Bochner- 
Schwartz. L’examen des cas particuliers central et sphtrique permet ensuite d’in- 
troduire deux notions de croissance lente pour les mesures scalaires sur 6. Lorsque 
G est semi-simple on retrouve ainsi des r(?sultats anttrieurs sur I’analyse sphtrique. 

L’extension aux groupes non commutatifs des risultats classiques de 
l’analyse harmonique sur R” (et plus g6nQalement sur un groupe localement 
compact commutatif) est dkji entreprise depuis longtemps. La principale 
diffkrence avec le cas commutatif riside dans le fait que, lorsque dans le cas 
commutatif l’objet “transformke de Fourier” est une fonction sur le dual d 
du groupe G, ce meme objet est, dans le cas non commutatif, un champ 
d’opkrateurs. Cette diffkence est due 1 la dimension des reprksentations 
irrtductibles, &gale 1 1 dans le cas commutatif, quelconque dans le cas non 
commutatif. Ainsi pour une fonction f, intttgrable sur G, la transform&e de 
Fourier est le champ d’optrateurs: 

dg ttant une mesure de Haar sur G, et x un point de 6 classe de la rep&en- 
tation 7rX. 

La situation se complique lorsque, dans le cas commutatif, la transform&e 
de Fourier est une mesure bornke; en effet, dans le cas non commutatif, la 
transformte de Fourier devient alors une “mesure-opkrateurs” m, que l’on 
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peut definir au moyen d’une mesure scalaire positive fl et d’un champ 
d’operateurs 

jouant le role de densite de m par rapport a ,K Si l’on suppose l’operateur I/, 
positif et tracable p-pp et la fonction x -+ tr(] 17~1) p-integrable, on detinit la 
transformee de Fourier inverse de m comme la fonction continue de type 
positif 

ce qui generalise le cas commutatif, et permet d’obtenir un theoreme de 
Bochner. 

Le but de ce travail est de gedraliser au cas d’un groupe de Lie non 
commutatif le theoreme de Bochner-Schwartz. On sait que dans le cas de 
R”, ce theorime caracterise les transformtes de Fourier des distributions de 
type positif comme &ant les mesures positives a croissance lente, Yes&-dire 
les mesures positives sur R” pour lesquelles il existe un entier k tel que la 
fonction {-+ (1 + l/[ll’)-k soit integrable. Dans le cas non commutatif, au 
moins lorsque G est unimodulaire, il est raisonnable de vouloir definir la 
transformee de Fourier d’une distribution de type positif T comme une 
mesure-operateurs verifiant: 

ce qui generaliserait a la fois le cas commutatif et le cas des fonctions 
continues de type positif. Un calcul formel realise sur des exemples simples 
(par exemple, lorsque T est la mesure de Haar sur la diagonale de G X G 
consideree comme distribution sur G x G) met en evidence le fait que 
l’opirateur UX peut non seulement ne pas etre borne (il n’est difini que sur un 
sous-espace partout dense de l’espace ZX de 17~) mais aussi aboutir dans un 
espce plus grand que RX (l’image de U, peut avoir son intersection avec ,+YZ 
reduite a (0)). C’est grace a la theorie des vecteurs C” (differentiables) et 
des vecteurs-distributions que la situation va s’eclairer. En effet, on verra que 
I’operateur U, envoie toujours l’espace des vecteurs C r dans l’espace des 
vecteurs-distributions. 

Le paragraphe 1 est consacri au rappel des resultats classiques concernant 
les vecteurs C” et les vecteurs-distributions. Les paragraphes 2 et 3 sont 
consacres a la mise en place du formalisme necessaire a la definition de la 
transformee de Fourier; en particulier, on introduit au paragraphe 3 les 
mesures-operateurs a croissance lente et on detinit la transformee de Fourier 
inverse d’une telle mesure. Au paragraphe 4 on demontre que toute 
distribution de type positif T est la transformee de Fourier inverse d’une 
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unique mesure-operateurs a la croissance lente et on dtlinit ainsi la 
transform&e de Fourier de T. Au paragraphe 5, on introduit l’espace B(G)-“O 
engendre par les distributions de type positif, espace auquel on prolonge la 
transformation de Fourier; on obtient ainsi un isomorphisme de B(G)-“O sur 
l’espace Mi@(G)-rr, des mesures-operateurs a croissance lente. Enfin, le 
paragraphe 6 est consacrt a 2 cas particuliers pour lesquels la transformee 
de Fourier est entierement determinee par une mesure scalaire sur G: le cas 
de l’analyse harmonique centrale et le cas de l’analyse harmonique sphtrique 
par rapport a un sous-groupe compact K: ce deuxieme exemple, applique a la 
situation ou G est un groupe de Lie semi-simple non compact et K un sous- 
groupe compact maximal, permet de retrouver les resultats de Barker ]4] 
mais en utilisant des techniques hilbertiennes au lieu des techniques propres 
aux groupes semi-simples. 

Dans cette publication, je m’en tiens au cas des groupes unimodulaires. Le 
cas non unimodulaire nest guke plus delicat, mais il necessite de choisir 
entre plusieurs definitions possibles des distributions de type positif. Une 
facon elegante de contourner cette difficultt serait de parler, non pas de 
distributions, mais de fonctions generalides, c’est-i-dire de formes lineaires 
continues sur l’espace des densites C” a support compact. Neanmoins, je 
prefere utiliser, malgre ses inconvenients, le langage des distributions qui me 
parait plus parlant pour les exemples, lesquels se rapportent tous au cas 
unimodulaire. Le cas non unimodulaire sera envisage dans une prochaine 
publication oti la transformte de Fourier des distributions de type positif sera 
utilisee pour retrouver la formule de Plancherel. L’idee d’utiliser les vecteurs 
C” pour obtenir la formule de Plancherel a deja Cd developpee par Penney 
dans [ 121 mais grace aux distributions de type positif, on peut se passer 
completement des traces, des poids, et des algebres hilbertiennes. Enlin, 
lorsque G est unimodulaire, on verra que B(G)-” contient les espaces 
habituels de l’analyse harmonique: non seulement l’algebre de Fourier A(G) 
et l’algibre de Fourier-Stieljes B(G), mais aussi L,(G), M,(G), L2(G), et 
l’algebre de Von Neumann VN(G). Ainsi, la transformee de Fourier des 
distributions dans B(G)-“O peut constituer un cadre unificateur pour 
l’analyse harmonique non commutative. 

1. NOTATIONS ET RAPPELS 

Soient G un groupe de Lie unimodulaire separable et de type I, G son 
algebre de Lie, p(G) l’algibre enveloppante, g(G) l’espace des fonctions C”O 
a support compact sur G. Soit A i ,..., A,, une base de G. On pose: 
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Dans la suite, une “representation” de G designe toujours une represen- 
tation unitaire continue 71 de G dont l’espace sera note 3’. 

On designe par G le “dual” de G, ensemble des classes de representations 
irreductibles de G, muni de la topologie de Fell et de la structure borelienne 
associee, et on suppose choisi sur G un champ x w xX de representations de 
G, mesurable pour toute mesure positive p borilienne o-finie sur G, et tel que 
pour x, xX soit de la classe x (cf. Dixmier [6, 8.6.1, 8.6.2]), et d’espace ;I”;. 

Pour tout Hilbert R, l’espace p(R) (resp. i”;(Z)) est l’espace vectoriel 
des operateurs born& (resp. a trace) sur R. 

Soit 71 une representation de G. On note R” l’espace des vecteurs C * 
(differentiables) pour rt, on sait que ?V est muni canoniquement d’une 
topologie (cf. Cartier 15 ], Schwartz 1141). On note &T(D) I’image de D par 
la representation intinittsimale de p(G) associee a rr, on sait que dx(D) est 
un operateur essentiellement auto-adjoint de X. Soit D, sa fermeture: cet 
operateur est auto-adjoint, positif et majore l’identite. On designe par ,,I., 

I’operateur auto-adjoint 0:“. 
Pour tout k E h, soit .T”’ l’espace des vecteurs 5 k-fois differentiables de 

I’espace 3’ de TZ ‘est-i-dire tels que la fonction a valeurs dans R, s ++ n(s)< 
soit de classe C’ (3’” =R); on dira que 4 est de classe Ck. On sait que Wk 
coi’ncide avec le domaine de /i “, (cf. Goodman ] 9 ] pour toutes ces questions). 
Comme /it est une bijection de .Tk sur ?‘. on peut munir Xk d’une 
structure d’espace de Hilbert faisant de ,4: une isometric; on note /I” la 
norme associie sur Rk: /z”(r) = ]]/ilr]]. L es structures d’espace de Hilbert 
sur ,Xk correspondant aux differentes bases de G sont toutes Cquivalentes 
(mais non isometriques) (cf. Goodman [9]), 

I. 1. THI~OR~ME (Nelson-Jorgenson [ lo]). L’espace P” est l’inter- 
section (dbcroissante) des AWk et sa topologie est la limite projective de 
celles des T’k, c’est-&dire qu’elle est dc;Jinie par la suite (croissante) des 
normes /I”. 

1.2. DI~FINITION. On note R-“, et on appelle espace des vecteurs 
distributions, I’antidual de 3”. 

Ainsi, on peut detinir, sur R” x X-m, une forme sesquilintaire continue 
notee (r, r) w (r 1 r); lorsque q E Z’, on retrouve le produit scalaire de X. 
On note de meme ,T-k I’espace de Hilbert antidual de X”k, sa norme &ant 
notee p-“. On deduit du theoreme 1 que R-% = UkERufXpk. On munit 
T--” de la topologie forte de dualite /3(R-“,R”) qui est aussi la limite 
inductive des topologies des Rpk. 

Avec les diverses definitions donnees ci-dessus, on voit done que I’on a 
une chaine d’inclusions: 
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=~Oc~-l c . . . ,#-kCz-(k+l) c . . . cz-m. 

Ces inclusions sont toutes continues et, pour tow les k, h E N, avec k > h, 
/ik est une isombtrie de Rk sur zkAh. L’adjoint de A”, est done une 
isomttrie de RhPk sur RPk, comme il coincide sur zoo avec A”,, on le note 
encore /it. Ainsi, pour tous h, k E N, A”, est une isometric de Rk sur zkmh. 
En definissant nib comme l’inverse de /i 5, on obtient finalement que, pour 
tous h, k E Z, Ai est une isomttrie de Rk sur RkPh. On utilisera souvent ce 
fait, ainsi que le fait que &?’ est dense dans tous les Rk, k E Z (pour toutes 
ces questions, cf. Goodman [9]). 

Vecteurs-distributions et intbgrales hilbertiennes 

Soit R = iF& dp(z) et z = i,” rc, dp(z) une d&integration de 71, oti Z est 
un espace borelien, ,U une mesure positive sur Z, et z t-+ z, un champ 
mesurable de representations (notations de Dixmier [6], appendice B). Les 
resultats suivants se trouvent demontrts dans [ 121. 

1.3. PROPOSITION. Pour un vecteur < = SF& dp(z), les conditions 
suivantes sont equivalentes: 

(i) le vecteur r E Xk. 

(ii) Pour ,u-presque tout z, & E Z$ et 

c bk(tJ2 44) < +a~. z 
Dans ce cas, on a /z”({)’ = I, /zk(&)’ dp(z). La proposition 1.3. exprime 

done que zk s’identifie canoniquement a: 

On en dtduit: 

1.4. COROLLAIRE. L’espace Rwk s’identifie canoniquement ti 

I 
0 

SF; k dp(z). 
Z 

2. OP~RATEURS C” ET OP~RATEURS-DISTRIBUTIONS A TRACE 

On note Y(X)w (resp. 5&Y)k), et on appelle espace des operateurs C”, 
l’espace des operateurs C”, l’espace des operateurs continus de P-” dans 
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TX (resp. Y?-~ dans R”). D’apres la chaine d’inclusions continues &rite 
au 4.1, ces differents espaces se plongent canoniquement dans Y(F). Avec 
cette identification, Y’(R)” est l’intersection decroissante des Y(LT)k. On 
munit Y(T)k de la norme des operateurs born& de I%“-’ dam pk. notee 

KY 
On note Y{(R)-” (resp. 91(2?‘-k), et on appelle espace des operateurs- 

distributions a trace de (27, l’espace des operateurs nucleaires de ,X” dans 
2-“‘, (resp. de Zk dans 2Fk); l’espace Y,(X) ‘L est la reunion 
croissante des Y<(R)-k. Comme du fait de la structure hilbertienne, X h 
est isomorphe a 2Wk, l’espace g(R)- ’ est isomorphe a -;“,(.Fk): ses 
proprietes sont done connues. On notera /z;” la norme sur ~;62?) k qui 
correspond a la norme trace sur .Y{(Rk). On munit Y,(,W) ” de la 
topologie limite inductive associee a ces normes. 

Lorsque UE -;“1(F))” et VE i/‘(X)“. on a I/YE 2:;( X ‘) ct 
VU E Y,(Rk) et le scalaire tr(UV) = tr( VU) est independant de k. On iden 
titie ainsi Y’(,F)k (resp. Y(F)a) au dual topologique de Y,(W)- k (resp. 
Y;(,W) “). Enfin, on dit que U E ,Y{(,F) ’ est positif si, pour tout 
5 E w” . on a (5 1 (i(r)) > 0. 

3. MESURES-OP~RATEURS A CROISSANCE LENTE ET 
TRANSFORMATION DE FOURIER INVERSE 

Mesures-ope’rateurs d croissance lente 

Soit p une mesure positive sur G. Pour tout k E lb, on note L :‘i(c, ,u) ’ 
I’espace de Banach des classes (modulo l’egalite p-pp) de champs 
U: x b ZJ, E P,(q)-’ tels que 

On note L ,@(G, p) --OO la reunion (croissante) des L ,@(G, p) mk pour k E IP,. 
Si p = hv possede une densite h par rapport a v, l’application U ct hU 

plonge isometriquement L ,@((I?‘, P))~ dans L)@(6, c) --k. Elle plonge aussi 
L ~(G,P))~ dans G,@(d, IJ-~. On note MI@(G)- k l’espace de Banach limite 
inductive des L,@(G,,uek; un element m E M1@(G) -’ sera note @I, U) avec 
U E L p(G, PU)-~, et on dira que m est positive si U, est positif p-pp. 

3.1. DEFINITION. On note M,@(G)- %, et on appelle espace des mesures- 
operateurs a croissance lente, la reunion des M,3(d) ’ qui est aussi limite 
inductive ensembliste des L ,@(C?, ,uP O”. 
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Indipendance par rapport ci la base 

Verifions que la definition de L,@(&‘, ,u-~ est independante de la base 
choisie dans G pour definir l’operateur D; ce choix intervient en effet dans la 
definition des normes /I;” sur chaque Yr(<)-‘. Soit done A;,..., AA une 
deuxieme base de G, soient D’ = 1 - JJy=, A(‘, DL, A:, /zrk ,..., etc, 
construits au moyen de cette base et de la representation 7c de G. 

Pour chaque k E Z, AL-k 0 Ak est une isometric de Xk muni de la norme 
F” sur Zk muni de la norme /zrk, et comme ces normes sont tquivalentes, 
c’est aussi un operateur borne de Xk muni de /I’~ dans lui-meme. L’ap- 
plication UWA~~.LI;~O UoA;koAkk est done une bijection de YI(2Y-” 
sur lui-meme telle que: 

/z-“(A:” o Azk o U o Aik o A:“) = /z;“(U) 

d’od l’on deduit 

K”(u) < II~:k~,kll:, IIKkA:kll& K”(U) 

en notant 11. II& la norme d’operateur borne dans 2Fk muni de /zmk. 
Revenons maintenant a la mesure positive ,u sur 6 et soit la represen- 

tation: 

Alors: 

On en deduit: 

sup ess IlA;iA;,kll:, = [IA;kA;kII& < +oo, 

et 

sup ess IIA;kA;tll&, = IIA;kA:kll$ < SW. 

D’oti, pour tout champ U: x L U, E 91(Rx)-k, 

5 
Jq*(UJdph)=j 

6 
/~-“(A’,kXo(i;~o UoA,“oA;;)dph) x x 

< IIKrk~,kll~ I14Lk4kll, j 6 KkGJ,> 44x). 
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Le fait que l’on puisse &hanger les roles de /r ; k et de /z; -k dans cette igalite 
montre immediatement que l’espace L ,@(G, p) -k ne depend pas de la base de 
G, et que ces differentes bases definissent des normes equivalentes sur cet 
espace. 

Tram-for&e de Fourier inverse d’une mesure-opkrateurs 2 croissance lente 

3.2. LEMME. Soit 0 E g(G). Alors, pour toute reprhentation 71, ~(6)) E 
2qL2y lx. De plus, pour tout k E N, il existe des constantes c,(O) indipen- 
dantes de 7c, telles que /&(X(O)) < ~~(8). 

Preuve. On sait que $8) E .Y(Z)Oc (cf. par exemple, Cartier 15 I). 
Ainsi, pour tout k E N, n(O) E Y(R)“, ce qui signifie que l’opirateur borne 
n(Q): X +.F reste continu lorsqu’on munit T de la topologie induite par 
;j?rPk et l’image de $0) (qui est contenue dans ,P” ) de la topologie induite 
par 3Fk. D’autre part, puisque Ai est une isometrie de .Pk sur T et de P 
sur F k, on a: 

p”,(q)) = /CL (A “, 40) ‘4 i). 

Si k = 2k’ est pair, /1;~(0)/1: = Dk,‘n(@ D);’ = z(Dk’ * 0 * 0”‘) (dans cette 
ecriture, on considere D comme distribution a support reduit a l’element 
neutre). On en deduit que 

/z&,(x(O))< JIDk' * 6 * Dk’!l, 

ii suffit done de poser ck(B) = IIDk’ * 0 * Dk’ /II (norme dans L,(G)). Lorsque 
k est impair, on remarque que plus generalement, pour tout U E Y’(W)“, on 
a /z”,-‘(U) < /r;(U) (c.a.d que la suite des normes /z: est croissante). En 
effet 

car n ; ’ est continu et l//i ; ’ 11 < 1. 

3.3. PROPOSITION. Pour toute mesure-ope’rateurs ci croissance lente 
m = @, U) et toute BE g(G), l’intbgrale 

existe et sa valeur ne dt!pend que de m et de 8: on la notera .(‘e tr(n/(@ 
dmtx)). 

De plus, Papplication 0 i--t (0, T> est une distribution sur G, qui est de type 
positif si 172 est positive. 
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Preuve. Soit kEN tel we m = (u, U) E A41@(C;‘)-k. Ainsi, 
U E L,@(c‘, ,u)~; comme, d’apres le lemme (3.2), pour tout x E 6, rcJ0) E 
~(oF~)~, on a 

Comme, par hypothese 

ceci assure la convergence de l’integrale. On obtient de plus la majoration 

et, vu la definition de ck(B), ceci prouve que 0 ++ (0, T) qui est evidemment 
lineaire, est une distribution. L’indtpendance par rapport au representant 
@I, U) de m choi;i est evidente. Enfin, si m est positive, on a, si 6’ E g(G) et 
en posant e* = e (oti B(S) = e(s - ‘)): 

(e * e*, 7-j = j, tr(7p * e*) UJ 44~). 

Mais dans 9(&8,), n,(B * 0*) = rc,(e) n,(B)* et cette egalite reste valable en 
considerant z,(e) (resp. xX(0)*) comme application continue de R dans Rk 
(resp. de Zpk dans Z). Ainsi, (0 * 8*, T) = Ji; tr(QB) n,(B*) U,) dph) = 
J”e tr@,(e)* ux7cx(e)) d&) et l’operateur 7cx(e)* u,nAe) E 9(Z) est positif 
si U, l’est (on le voit en utilisant la densite de Zoo dans R). On en deduit 
(e * e*, T) > 0. c.q.f.d. 

Pour toute distribution T, detinissons T- par la formule suivante: 

(e, f) = (0, T). 

Alors, si T est une distribution reguliere detinie par o, T” est definie par cp’, et 
si T est de type positif, f aussi. 

DEFINITION. Soit m une mesure-operateurs a croissance lente, on appelle 
transformee de Fourier inverse de m, la distribution T telle que: 

(B, T) = .i, W@) ux) 4413. 

La proposition suivante montre que toute distribution transformee de 
Fourier inverse d’une mesure-operateurs a croissance lente est combinaison 
lineaire de quatre distributions de type positif. 
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3.5. PROPOSITION. Les espaces L,@((6,,u-- * et M,@(d) ” sent 
engendrks algtfbriquement par leurs e’lkments positif. 

Preuve. On note respectivement L ,@(6, ,a) et L$(d, ,u) l’espace des 
classes (modulo l’egalite p-pp) de champs d’opirateurs x w U, verifiant 

et l’espace des classes de champs d’operateurs x ++ V, tels que la fonction: 
x k+ /] VXli soit essentiellement bornie. On sait alors (Arsac [2]) que 
L$(6, P) est une algebre de Von Neumann admettant L ,‘((?,,a) comme 
predual. II en resulte que l’espace vectoriel L ;“(e. p) est engendre par ses 
elements positifs. 

Or, l’application: 

realise un isomorphisme isometrique de L ,@(C?,p) sur L,@(6,,u) k qui 
preserve la positivite des champs d’operateurs. Ainsi, L ,“((I?, ,u) -’ est 
positivement engendre et, de facon evidente, il en est de meme pour 
L,“(6,,u)-w, M,@(6)-k, et 1I4,@(6)-~. 

4. TRANSFORMBE DE FOURIER D'UNE DISTRIBUTION DE 
TYPE POSITIF 

4.1. TH~OR~ME. Pour toute distribution de type positif T sur G, il existe 
une unique mesure-opkrateurs d croissance lente positive m, telle que pour 
toute BE a(G), on ait: 

(6 T> = jp tr@,(@ dmol)). 7 

Preuve de I’existence 

Nous utiliserons le resultat classique suivant: 

4.2. THJ~OR~ME (Cartier [S], Aarnes [I]). Si T est une distribution de 
type positif sur G, il existe une reprhentation 7tT de G, duns un espace <;Zts, et 
un vecteur-distribution C$ E R;” tels que, pour toute 19 E g(G), on ait: 
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(au sens de la forme hermitienne d&ie sur Rm x A?-“), et tel que l’en- 
semble des z,(O) CT soit dense duns ZT. 

(En fait, (ZT, 7~~) se construit en utilisant la methode classique de Gelfand- 
Segal.) 

Desintegrons alors la representation rc, sous la forme: 

(ou n, est un cardinal). Soit k E N tel que C$ E Rrk. D’apres (2.2), on a: 

<r = j6@5&dx) ou, pour ,kpresque tout x, 

Cx E (nflx)-k, c’est-a-dire que: 

et 

bpk(tx)’ = 5 )-“(C,i)‘* 
i=l 

Detinissons alors U,(C), pour [ E Ri, par 

L’operateur Ux est bien defini (pour p-presque tout x) et applique R’t dans 
RFk; en utilisant l’isomorphisme entre Pr(Px)-k et Y,(R”,), on voit 
immtdiatement que U, E iP,(R)-k et que U, est positif. De plus, 

on en deduit que 

Ainsi le champ U: x tt Ux appartient a Lr@(c, P)-~ et /zLk(U) = ~p”(~,)2. 
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On definit done une mesure-operateurs a croissance lente m en posant 
m = (u, U). Alors, pour toute BE L?(G), 

Preuve de runicitP 

Designons toujours par z, la representation introduite dans la 
demonstration d’existence et par &, &., k, m, etc., les objects qui lui ont ite 
associes. Soit m’ une mesure-operateurs a croissance lente telle que, pour 
toute BE g(G), on ait 

(8, T) = 1 tr(rX(@ dm’Cc>). i; 

Quitte a augmenter k, on peut supposer m’ E M,@(G)- k: soit m’ = (p’, U’) 
avec U’ E L ,@(G, p’)-“. Pour p’-presque tout x, U; E Y; (, TX) k. En utilisant 
I’isomorphisme UF+ A;“UA;” de 91(ZX)-k sur Y<(FX), dont la structure 
est bien connue, on voit qu’on peut trouver une suite ({ki) dans TX ’ 
(0 < i < n;) verifiant 

2 p(<;i)2 =/q”(U’) 
O<iCn' 

x 

et, pour tout < E Wi, 

Soit 71’ la representation dtfinie par 

Posons encore <; = (r$) E (~2:4;)-~ et soit 
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Alors, pour toute 0 E a(G), il vient: 

= (e, n = b,(e) rT I 6). 

Nous allons utiliser les deux lemmes suivants: 

4.3. LEMME. Soient (x,X) et (7c’,X’) deux reprhentations de G et @ 
un entrelacement isom&rique de 71 et 7~‘. Alors, pour tout k E N, @ se 
prolonge en une isomtftrie de Z-2k dans R’ -2k. 

4.4. LEMME. Soient (z, R) et (x’, Z’) deux reprhentations de G, soient 
r et 6’ des vecteurs-distributions relatif respectivement d z et rt’ tels que, 
pour toute 0 E g(G) on ait: 

Si < est tel que l’ensemble des z(O)<, pour 0 E B(G), soit dense dans GT, il 
existe un entrelacement isome’trique CD de 71 et 71’ tel que Q(r) = <’ (Q(r) est 
d&ni, daprt?s le lemme 4.3.). 

Preuve du lemme 4.3. L’adjoint @* de @ entrelace z’ et 71 done, pour 
tout g E G et tout <E oTF~~, on a 

7c(g)(@*r) = @*(~‘(g)o 

ce qui prouve que @*< E R2k, done que @* dtfinit une application de 2+” 2k 
dans 2YZk. 

D’autre part, si A E G et < E Z”, 

dn(A)(@*<) = ii+? t-‘z(expt A)[@*C] 

= Fz t-‘@*(n’(expt A(r)) 

= @*(,l\%(t-‘?r’(exptA)(<))) = @*(dz’(A)(<)). 
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Ainsi @* entrelace dn’ et d7c; en particulier: 

Dk,@“<) = @*(D”,,() 

d’oti 

ce qui montre que @* dtfinit une application linkaire continue de R’ * ~ 
muni de la norme induite par &WZk, dans XZk. Par den& @* se prolonge 
done en une application linbaire continue unique Y de 2TZk dans R2k. A 
fortiori, Y est, comme @*, continue de J?2k dans 3, done coi’ncide avec 
@“. 

Finalement @* dkfinit une application continue de T’ 2k dans X 2k. On 
d&hit alors le prolongement @, de @ i Tizk par: 

Pour 5, E.X’2k et (E.T, il vient alors: 

Done @, est une isomhrie de ZpZk dans T’ m2k. c.q.f.d. 

Remarque. La dtmonstration montre que les divers prolongements @, de 
r9 coi’ncident lorsqu’ils sont simultanitment d&finis. Dans la suite, on les note 
tous @. En fait, @ est done une application de .2+” dans T’ -c. 

Preuve du Lemme 4.4. Pour toute 0 E V(G), on a: 

I/ n’(B)cy 112 = (n’(B) 5’ I 7r’(Q 5’) = (7r’(e* * 8) 5’ I <‘) 

= Me* * 02 I 5) = /I a@rl12. 
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Comme les rc(B)< sont denses dans R, ceci permet de dtfinir un 
entrelacement isometrique @ de 71 et 71’ tel que 

@@L(e)<) = 7?(e) (‘. 

Soit k tel que < EZeZk et r’ ~&n’-*~. Montrons que Q(r) = c’, oh Q(c) est 
detini grace au lemme 4.3. Pour cela, soient (O,JnoN une unite approchee de 
L’(G) formee de fonctions de ‘L?(G) verifiant 19: = 0,, et z une representation 
de G. Alors, pour tout rl E 2T2k, on a dans 2?‘2k, lim rr(B,)v = q, car rc est 
continue en tant que representation de G dans 2’F2k (cf. Goodman 191). 
Ainsi, la suite d’operateurs ~(0,) tend fortement, done faiblement, vets 
l’identite et, par passage a l’adjoint, n(0,) tend aussi faiblement vers l’identite 
dans Rmzk. 

On a done faiblement: 

lim x(e,)r = l d’ou lim @(n(B,)<) = @p(r) 

i.e., Q(r) = lim 7f(e,) c’ = r’. 

Suite de la preuve d’unicite’ 

On peut appliquer le lemme 4.4 aux representations (rcT,RT) et (rc’,Z’) 
introduites au debut de cette preuve. 11 existe done un entrelacement 
isometrique @ de rcr et 7~’ tel que @(&) = r’. 

Comme l’existence de Qi prouve que rcT est Cquivalente a une sous- 
representation de x’, on supposera dans la suite (quitte a remplacer ,D par une 
mesure Cquivalente et a modifier le champ U de facon a ne pas modifier 
m = (u, U) que ,U = 1,~’ ou B est une partie borelienne de 6. Alors, l’en- 
trelacement @ est necessairement de la forme: 

ou le champ x ct Qx est d&i ,u’-pp, QX etant p’-pp un entrelacement de nxzx 
et de n;xx. En particulier, on a, ,u-pp, n, < n; et, pour x 65 B, nx= 0 et 
a$==. 

Soit x E B, l’operateur @I entrelacant isometriquement nxzx et +rx, du fait 
de l’irreductibilite de rcXx, on peut trouver une suite double (A$),<,, nX,,(i< a1x 
ayant les proprietes suivantes: 

(i) pour tOUtp, Ci 1~~i12 < +W, 

(ii) pour tous p, q avec 0 <p, q < n,, on a: 
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(iii) pour tout vecteur r] = (qp)Osp<nX de nxTx le vecteur 9,(v) s’ecrit: 

Q,(v) = (rl;Li< ,,; 

avec, dans .q, q( = C, A$q,,. 
Pour tout h E IN, le prolongement de 9x a (n,X,) p2h est encore defini par 

la meme formule c’est-i-dire que, si r = (c,,) E (n,TI) 2h = n,Tx Zh alors 
9x(<) = (cl) E (ni Fx)-2h = ni FyZh avec: 

<! =y np.,$ I Xl P’ 
P 

En effet, la preuve du lemme 4.3 montre que la “matrice infinie” 
definissant le prolongement s’obtient a partir de celle des (1;) qui definit 9p, 
par un double passage a l’adjointe. On a alors: 

Ceci est valable si x E B et sinon, on a ,B-pp {: = 0 done U; = 0. De la, il 
resulte que: 

in’ = (n’, ul) = (p’, 1, U) = (l&u’, U) = (Jl, U) = tn. c.q.f.d. 

4.5. COROLLAIRE. La transformation de Fourier inverse induit une 
bijection du cone des distributions de type positif sur G sur le cone des 
mesures-optrateurs a croissance lente positives. 

4.6. DEFINITION. La transformee de Fourier (Directe). Pour toute 
distribution de type positif T sur G, on appelle transformee de Fourier de T. 
et on note .FT l’unique mesure-operateurs a croissance lente m telle que 

(0, f) = (8, T) = 1 tr(z,(@) &z(x)). 
2G 

5. EXTENSION A DES DISTRIBUTIONS NON DE TYPE POSITIF 

On a vu a la section 3 que toute mesure-operateurs a croissance lente 
posdde une transformee de Fourier inverse qui est combinaison lineaire de 
distributions de type positif. Pour completer l’analogue du theoreme de 
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Bochner-Schwartz nous allons donner une caracterisation de l’ensemble de 
ces distributions. 

DEFINITION DE B(G)-“O. Nous notons C*(G) la C*-algebre envelop- 
pante de L’(G) et I/. IIC*(GJ la norme correspondante. Munissons Q?(G) de la 
suite croissante /z* 2k des normes dtfinies par 

FikG9 = lIDk * 0 * Dk IICW 

(ici Dk est consider& comme distribution sur G, a support reduit a l’element 
neutre). 

Nous noterons B(G))m l’espace des distributions sur G continues pour la 
topologie definie sur g(G) par les normes /rik et B(G)-2k l’espace de celles 
qui sont continues pour la seule norme /zik. L’espace B(G)-“O est reunion 
croissante des B(G)-2k et on sait que B(G)‘, note B(G), qui est le dual de 
C*(G), est l’espace vectoriel engendre algebriquement par les fonctions 
continues de type positif sur G (cf. Eymard [8]). 

5.1. PROPOSITION. Pour une distribution T sur G, les deux conditions 
suivantes sont t!quivalentes: 

(i) T appartient ci B(G)-2k, 

(ii) T est de la forme C,“=. (Dj * qj * Dj) 06 les qj E B(G). 

Preuve. (ii) entraine (i): evident. 

(i) entraine (ii). Soit E le sous-espace vectoriel de l’espace produit 
C*(G)k+l forme par les elements de la forme: 

d(8) = (19, D * 6’ * D,..., Dk * 0 * Dk); 

posons pour un tel element 

ww)) = (8,~). 

Ainsi, CT definit une forme lineaire sur E, continue pour la topologie 
induite par C*(G)kt’, done d’apres le theoreme de Hahn-Banach, se 
prolonge en une forme lineaire continue sur C*(G)k+ ‘. II existe done une 
suite (cpo ,..., pk) dans B(G) telle que, pour toute 0 E g(G): 

(e,T)= 5 (D’*O*D’,qj)=$ (hDj*(Dj*Dj) 
j=O j=O 

d’ou: 

T= c D’+yj”Dj 
j=O 
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5.2. COROLLAIRE. Pour une distribution T sur G, les deux conditions 
suivantes sont equivalentes: 

(i) T E B(G)-m, 

(ii) T est combinaison lineaire de distributions de type posit$ 

Preuve. (i) entraine (ii): d’apres la proposition, on a, pour un certain 
entier k. 

k 

T= \’ Dj * lpi * @. 

.,=o 

Chaque 9j s’ecrit comme combinaison liniaire de fonctions de type positif: 

9j = 9jl - 9j2 + ibi3 - 9j.t). 

Or, chaque Dj * 9ji * D’ est une distribution de type positif. 

(ii) entraine (i): il sufftt de prouver que toute distribution de type positif 
appartient a B(G)-“. Or ceci est vrai puisqu’une telle distribution peut 
s’ecrire Dk *: 9 * Dk ou 9 est une fonction de type positif (cf. Aarnes 1 1 I). 

5.3. TH~OR~ME. La transformation de Fourier inverse deflnit un 
isornorphisme d’espaces vectoriels de M,@(G) 3 sur B(G) ’ 

Preuve. I1 n’y a a dernontrer que l’injectivite mais celle-ci se deduit 
classiquement de l’injectiviti deja demontree pour le cone positif de 
M,@(G) -co, qui engendre M,@(G) JI’. 

Transformation de Fourier sur B(G) X 

Soit TE B(G))=. Alors .FT peut se definir par linearite a partir de la 
transformation de Fourier des distributions de type positif (definition 4.6) ou 
bien, directement, comme l’unique mesure-operateurs a croissance lente dont 
la transformee de Fourier inverse est T. 

6. APPLICATIONS ET EXEMPLES: 
ANALYSE HARMONIQUE CENTRALE ET SPH~RIQUE 

Application aux distributions centrales 

Nous supposons toujours le groupe G unimodulaire. Pour toute 
distribution T sur G et tout g E G, soit respectivement 6, * T et T * 6, les 
translatees de T a gauche et a droite. Lorsque T E B(G)-“, soit U,dpk) la 
mesure-operateurs transformee de Fourier de T, alors les translaties appar- 
tiennent encore a B(G)-” et admettent respectivement comme transformees 
de Fourier les mesures 7tx(g) U, dp(y) et Ux7c,(g) dp(x). 
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Rappelons qu’une distribution T est dite centrale si elle est invariante par 
automorphismes interieurs c’est-i-dire si elle verifie, pour tout g E G, 

6,* Ts6,-,=T ou encore 6, e T= T* 6,. 

6.1. PROPOSITION. Etant don& une distribution TE B(G)-* et sa 
transformie de Fourier m = (u, U), les deux conditions suivantes sont 
&quivalentes: 

(i) T est centrale, 

(ii) L’ope’rateur UX est scalaire p-presque-partout. 

Preuve. Le groupe G etant separable, on dbmontre, en utilisant une suite 
(g,) partout dense, que T est centrale si et seulement si, pour ,D presque tout 
x, l’operateur-distribution a trace U, commute a tous les n,(g). Mais, d’apres 
Cartier [5], tout opirateur faiblement continu de 2Yy dans 2?irn (c’est le 
cas pour U,), qui commute aux rc.Jg), est scalaire. c.q.f.d. 

Soit m = (u, U) une mesure-operateurs a croissance lente, telle que U, soit 
p-presque partout scalaire: 

UX = a,id,. 

Alors m est entierement determike par la mesure complexe 

et la condition de croissance lente se traduit par l’existence d’un entier k tel 
que la fonction: 

x F+ tr(/iizk) = tr(DXk) = /zTk(ldX) 

soit p-integrable. Nous dirons qu’une mesure scalaire sur G qui verifie cette 
propriete est centralement a croissance lente. Si m est la transformee de 
Fourier de la distribution T, nous dirons que v est la transformee de Fourier 
centrale de T. Nous avons pour tout 0 E a(G), (19, T) = 16 tr(n,(O)) dvk). 
Les resultats precedents se resument dans le 

6.2. TH~OR~ME. La transformation de Fourier centrale met en bijection 
les distributions centrales appartenant ci B(G)-“O et les mesures centralement 
d croissance lente sur G. 

Remarque. Si r est centralement a croissance lente, l’operateur id, est ] v ]- 
presque partout un operateur-distribution a trace. 11 en resulte que v est 
portee par l’ensemble des points x E G tels que l’espace 037x” soit nucltaire. 
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Un exemple de distributions centrales now est fourni par les caracteres de 
G. Rappelons que la representation irreductible 7cX admet un caractere si et 
seulement si l’espace $Yp est nucleaire. Dans ces conditions, le caractere de 
7rX est la distribution centrale T, detinie par: 

(6 T,) = tr(x,(@). 

Alors, la distribution TX, qui est egalement centrale, admet comme 
transformee de Fourier la mesure-operateur (6,. Id,) et comme transformee 
de Fourier centrale 6,. 

Applications aux distributions sphe’riques 

On suppose toujours G unimodulaire et on considbe un sous-groupe 
compact K tel que (G, K) constitue une paire de Gelfand, ce qui signifie que 
l’algebre de convolution J~,(G)~ des fonctions integrables biinvariantes par K 
est commutative (un cas particulier important est celui oii G est un groupe 
semi-simple non compact de centre fini et K un sous-groupe compact 
maximal). Une distribution sur G sera dite spherique si elle est biinvariante 
par K. 

On sait que, pour tout x E d les elements de 3’; ‘I’ invariants par K 
forment un espace vectoriel de dimension <I et que tout tel vecteur- 
distribution K-invariant est en fait un vecteur differentiable. Nous noterons 
6, I’ensemble des x E d pour lesquels il existe un vecteur K-invariant non 
nul dans XI. Donnons-nous un champ mesurable x E G, ++ rXE TX de 
vecteurs K-invariants unitaires et notons P, l’operateur projection 
orthogonale sur rx 

fyr) = (r I <,I r*. 

II s’agit d’un operateur C”. 

6.3. LEMME. Si U est un opkrateur faiblement continu de TX” dam 
F; m. biinvariant par K, alors U est colikaire ci P,. 

Preuve. Nous avons, pour tout h E K: 

rcX(h)U = UzJh) = U. 

I1 est resulte que, si r E PF, le vecteur lJ< est invariant par K et par conse- 
quent colineaire a cx. On en dtduit I’existence d’un vecteur-distribution <,, 
verifiant 

Mais to est lui aussi invariant par K, il est done colineaire a lx. c.q.f.d. 
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A tout fonction 8 E g(G), nous associerons la fonction biinvariante 
Oh E g(G) delinie par 

ew = J w, gh,) dh, dh,, 
KXK 

oti dh est la mesure de Haar normalike de K. La fonction 8 est elle-mCme 
biinvariante si et seulement si Oh = 0. Pour tout ,y E G, , on delinit la fonction 
sphtrique &ale q, par 

et, a tout 6 E g(G), on associe une fonction 0 sur G, par: 

&) = we) rr 1 r,) = J e(g) 9,(g) a. 
G 

11 resulte du lemme que, si 0 est biinvariante, 

71,(e) = 601) P,. 

De meme, nous avons la 

6.4. PROPOSITION. Etant don& une distribution T E B-“O(G) et 
m = (,u, U) sa transformke de Fourier, les conditions suivantes sont 
tfquivalentes: 

(i) T est sphe’rique, 

(ii) Pour p-presque tout x, PopCrateur U, est colintiaire ci P,. 

Ainsi, si nous considerons une distribution spherique T et sa transformee 
de Fourier m = (IL, U) avec U, = axPx, alors m est entierement determinee 
par la mesure complexe 

et cette mesure est portee par 6,. 
La condition de croissance lente de m se traduit par l’existence d’un entier 

k tel que la fonction 

soit ) m h J-integrable. 
Nous dirons qu’une mesure complexe qui vtrilie cette propriete est sphtri- 
quement a croissance lente. 
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Plus generalement, a toute mesure-opbateur a croissance lente m, nous 
associerons la mesure complexe 

Si m est la transformee de Fourier de T, nous dirons que rn’ est la 
transformee de Fourier spherique de T. 

Nous pouvons resumer tous les resultats de ce paragraphe dans le 

6.5. TH~ORJ~ME. (a) Etant don& une distribution T E B(G) ‘I de 
transformee de Fourier m = (,u, U) et une fonction 6 E g(G), la relation 

a lieu si l’une des deux hypotheses suivantes est satisfaite: 

(i) la fonction 8 est spherique, 

(b) la distribution T est sphe’rique. 

(b) La transformation de Fourier spherique met en bijection les 
distributions spheriques de B(G)-” et les mesures spheriquement a 
croissance lente sur 6,. 

Preuve. Seul (a) demande demonstration. 

(i) Nous avons vu que, si B est biinvariante, il vient 

7qe) = p,, 

d’ou 

(ii) D’apres la proposition 6.4., si la distribution Test sphirique, nous 
avons U, = a,P, et dm b(x) = ax d&) d’ou: 

to3 0 = je tr@-@) ux> &Cd = uL a&(e) tx I <,I 4W 

c.q.f.d. 
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Application aux groupes semi-simples 

Dans ce paragraphe, G est un groupe de Lie semi-simple connexe de 
centre tini, non compact, et K un sous-groupe compact maximal (done 
(G, K) est une paire de Gelfand). 

Soit G = K @ P la decomposition de Cartan de G. Nous nous donnons 
une base (A, ,..., A,) de K et une base (A,+, ,..., A,) de P orthogonales pour la 
forme de Killing Y et telles que 

!P(Ai,Ai)=-1 pour 1 <i<r, 

!P(A,, Ai) = 1 pour r + 1 < i < n. 

Les operateurs de Casimir de G et K s’ecrivent respectivement: 

Nous avons done: 

D=1-;‘A+-C,+2C,. 
i!Fl 

Pour tout x E 6, notons yX la valeur correspondante de C, et de meme, 
pour tout u E I?, notons y: la valeur correspondante de C, et d, la 
dimension de u. Notons enfin n(o,x) la multiplicite de u dans la restriction 
de n, a K. En particulier, si cr,, designe la representation triviale de K, nous 
avons: 

n(oo,x> = 1 si xEG’,, 

= 0 si x&G’,. 

Pour x E 6, l’espace ZX se decompose suivant 

et K opere dans A?& par la representation n(a, x) 71,. Nous avons 

dim@&) = d, n(a, x), 

et, pour t E ex, 
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Ainsi, les fonctions servant a delinir la croissance lente au sens central et 
au sens spherique valent respectivement: 

En particulier, la croissance lente au sens spherique n’est autre que la 
croissance polynomiale par rapport a yX; on retrouve ainsi, dans un langage 
different, les resultats de Barker [4] sur l’analyse spherique dans le cas semi- 
simple. 

A titre d’exemple, envisageons le cas oti G est le groupe SO,( 1. 2) 
composante neutre dans le groupe matrices pseudoorthogonales d’ordre 3. 
Rappelons que SO,(l, 2) est isomorphe au quotient de SL(2. R) par son 
centre. L’algibre de Lie admet pour base les matrices 

, J, = 

avec les relations de commutation 

[Jo, J,] = J,, [J,,J,] =-J,, [J,, Jzl =-Jo. 

Le sous-groupe a un parametre associe a J, a pour image le sous-groupe 
compact maximal K = SO(2) et (J,, J2) est une base orthonormee de P: il 
vient done: 

C,=-J;+J;+J;, C, = -J;, D= 1 -J;-J;-J;. 

Le dual de K est indexe par u E L avec 

-io = dn,(J,) et y; = 02. 

Pour tout x E d et tout (T E Z, la multiplicite ~(cJ, x) vaut 0 ou 1. Done 
chaque espace ZTJ admet une base hilbertienne (e,,), telle que e,, E Xix. 

Voici le tableau I des representations unitaires de G, avec les notations 
usuelles et, pour chacune les caracteristiques qui nous sont utiles. En 
particulier, les deux dernieres colonnes donnent l’expression des fonctions 
servant a delinir la croissance lente respectivement au sens central et au sens 
spherique: 

La colonne donnant le spectre de id7cx(Jo) montre que G, est forme des 
series principale et complementaire ainsi que de la representation triviale. 
Alors, d’apris la derniere colonne, pour une mesure complexe ,U sur 6,. la 
croissance lente au sens spherique signifie que ,U est bornee sur la serie 
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complkmentaire et 1 croissance p6lynomiale par rapport i la variable p de la 
skrie principale. D’apris l’avant-dernike colonne, la croissance lente de P au 
sens central signifie que les trois conditions suivantes sont vkrifikes: 

(i) ,u est born&e sur la skrie compkmentaire, 

(ii) la fonction p F+ CoGE ($ +p* + 2~~)~ k est pu-intkgrable sur 
10, +co [ pour k suffkamment grand, 

(iii) la skrie 

~)>I \‘ (1 -l(l+ 1)+2mY 
m>r+ I 

est convergente pour k suftisamment grand. 

En utilisant la comparaison des skies en CJ et nz avec des intkgrales, on 
montre que les deux dernikes conditions sont respectivement kquivalentes a 
la croissance polyn6miale en p et i la croissance polyn6miale en 1. 

Ainsi dans le cas du groupe SO,(l, 2), les conditions de croissance lente 
au sens central et au sens sphtrique sont kquivalentes lorsqu’on se restreint 
au dual sphkrique. Un problime intkressant est de savoir s’il en est de mime 
pour beaucoup d’autres groupes et en particulier pour les groupes semi- 
simples connexes de centre fini. 
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