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In [9] hat Harada die endlichen Gruppen untersucht, die eine Untergruppe 
von der Ordnung acht enthalten, die eine Sylow 2-Untergruppe ihres Zentrali- 
sators enthalt. Das Ziel dieser Arbeit ist es, dieses Ergebnis zu verallgemeinern. 
Es sol1 der folgende Satz bewiesen werden. 

SATZ A. Sei G eke endliche einfache Gruppe und E eine 2- Untergruppe von G 
mit 1 E / < 16. Weiter sei Z(E) eine Sylow 2-Untergruppe von Co(E). Ist 
N,(E)/EC,(E) nicht aufl 6s b ar, so gilt eine der folgenden Aussagen. 

(i) u(G) < 4. 

(ii) G ist zu L,(q), q = 1 (mod 8); zl,(q), q q -1 (mod 8); His, C, , 
He, M,, , L5(2), A,, oder A,, isomorph. 

(iii) G hat eine Sylow 2-Untergruppe vom Typ A,, oder LG(q), q r - 1 
(mod 4). 

Hierbei ist HiS die sporadische Higmar-Sims-Gruppe. Mit C, bezeichnen wir 
die dritte Conway-Gruppe. Die Gruppe He ist die in [l l] beschriebene sporadische 
einfache Gruppe. Eine Gruppe hat r(G) < 4, falls sich jede 2-Untergruppe von 
G mit hijchstens vier Elementen erzeugen IalIt. Zu den Gruppen mit Sylow 
2-Untergruppe vom Typ A,, bzw. L,,(q) vergleiche [17]. 

Die Bezeichnungen folgen denen aus [4] und [17]. 
In [17] wurden Gruppen untersucht, die eine Untergruppe E mit / E 1 < 16 

besitzten, so dal3 O,(No(E)/EC,(E)) = 1 ist. Zum Beweis von Satz A geniigt 
es also Gruppen zu untersuchen, in denen O,(No(E)/C,(E)E) # 1 ist. Da No(E) 
nicht auf&bar ist, ist weiter E elementar abelsch von der Ordnung 16. Die 
Struktur von A, liefert dann, dal3 No(E)/Co(E) zu einer zerfallenden Erweiterung 
von E8 durch L,(7) isomorph ist. Somit folgt Satz A aus [17] und dem folgenden 
Satz. 

SATZ B. Sei G eine endliche einfache Gruppe und E eine elementar abelsche 
Untergmppe von deu Ordnung 16 von G. Es sei E eine Sylow 2-Untergruppe von 
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C,(E) und WE)ICdE) zu einer zerfallenden Erweiterung einer elemntar abelschen 
Gruppe von der Ordnung acht durch L,(7) isomorph. Dann ist G zu Mt4 oder He 
isomorph. 

Die Gruppe A, enthalt zwei Konjugierten-Klassen von Untergruppen, die zu 
einer Erweiterung von Es durch L,(7) . rsomorph sind. In ihrer Operation auf 
E unterscheiden sie sich dadurch, da13 die eine Gruppe der Stabilisator eines 
Punktes in A, ist, die andere der Stabilisator einer Hyperebene ist. 

1st N,(E)/C,(E) der Stabilisator einer Hyperebene E, , so bestimmen wir 
zunachst die Struktur von C,(e), wobei e eine Involution in E - E,, ist. Dies 
liefert dann zusammen mit der Struktur von N,(A), wobei A eine abelsche 
Untergruppe von maximaler Ordnung in O,,,,(N,(E)) ist, einen Widerspruch 
zur moglichen Fusion von Involutionen in einfachen Gruppen. 

Der Fall, da8 N,(E)/&(E) der Stabilisator eines Punktes e in E ist, ist 
wesentlich schwieriger zu behandeln. Er nimmt somit such den Hauptteil 
dieser Arbeit ein. In diesem Fall ist eine Sylow 2-UntergruppeFvon O,,,&(E)) 
stets extraspeziell von der Ordnung 27. Nun kann L,(7) auf F/Z(F) unzerlegbar 
oder vollstandig reduzibel operieren. Im ersten Fall ist es nicht schwer die 
Struktur von Cc(e) zu bestimmen. Dann liefern Fusionsargumente einen 
Widerspruch. 

Im zweiten Fall ist der Schhissel zum Beweis der, da13 es gelingt eine Sylow 
2-Untergruppe von C,(f) fur f~ E - (e) nach oben abzuschatzen. Mit 
Methoden, die ahnlich denen in [lo] angewandten sind, gelingt es sodann die 
Ordnung einer Sylow 2-Untergruppe von G nach oben abzuschatzen. Weiter 
erhalt man wie in [lo] grol3e elementar abelsche Untergruppen von G. Die 
Struktur der Normalisatoren dieser Untergruppen liefert dann, da13 211 nicht 
die Ordnung von G teilt. Hierbei ist die Hauptschwierigkeit, da8 wir eine 
ahnliche Situation wie in [lo] erhalten, die in einfachen Gruppen wie A,, , 
A,, , A,, und A,, vorkommt. Dies liegt daran, daR in [lo] fur die Konstruktion 
der Sylow 2-Untergruppe von G such nur Untergruppen benutzt werden, 
die Erweiterungen von E durch E,L,(7) sind. Der wesentliche Unterschied ist 
aber, da13 in unserem Fall die Involutionfnicht 2-zentral ist, wahrend sie in [IO] 
2-zentral ist. Das liefert dann schlieBlich such den gewiinschten Widerspruch. 
1st erst einmal gezeigt, daR eine Sylow 2-Untergruppe von G die Ordnung 21° 
hat, so ist mit [16] bereits der Satz B bewiesen. 

1. DER STABILISATOR EINRR HYPEREBENE 

In diesem Abschnitt wollen wir annehmen, da0 N,(E)/C,(E) zum Stabilisator 
einer Hyperebene in A, isomorph ist. Diese Hyperebene wollen wir mit E, 
bezeichnen. Mit e bezeichnen wir einen Punkt in E - E, . Alle Punkte in 
E - E, sind in N,(E) konjugiert. 
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(1.1) LEMMA. Se&e M = C,(e)/O(Co(e)). Dunn gilt eine der folgmim 
Aussagen. 

(i) Ml(e) ist zu einer Erweiterung einer elementar abelschen Gruppe van der 
Ordnung acht durch L,(7) isomorph. 

(ii> &We)) ist zu G,(P), Wd, Q ung~ade, 4, 4 , Alo, 4, , MS,, 
Mz3 oder Ly, der sporadischen Lyons-Gruppe, isomorph. Weiter ist r(M/(e)) < 4. 

In beiden Fallen enthiilt M keine elementar abehche Untergruppe von der 
Ordnung 64. 

Beweis. Setze H = No(E). Dann ist klar, da0 C,(e)/O(C,(e)) eine Erwei- 
terung einer elementar abelschen Gruppe von der Ordnung 16 durch L,(7) ist. 
Also enthalt M/<e) eine elementar abelsche Gruppe R von der Ordnung 
8, so da8 R eine Sylow 2-Untergruppe von CM,,,,(R) ist. Weiter ist 
N MI<~>WG~~>(R) zu L,(7) isomorph. Mit [9, Theorem 21 folgt nun 
r(M/(e)) ,< 4. Also enthalt M keine elementar abelsche Untergruppe von der 
Ordnung 64. Weiter folgt die Behauptung iiber L(M/(e)) mit [17, Lemma (2.5)]. 

(1.2) LEMMA. Sei F eine Sylow 2-Untergruppe von O,,,,(No(E)). Dann 
enthiilt F eine abelsche Untergruppe A vom Index xwei. Weiter gilt eine der 
folgenden Aussagen. 

(i) F = A(e). Es ist A zu 2, x Z, x Z, isomorph. Die Involution e 
operiert invertierend auf A. 

(ii) F = A(e) E E, z 2, . Die Gruppe A ist elementar abelsch von der 
Ordnung 64. Weiter ist Eo C A. 

Beweis. Klar ist, daB E = C,(e) ist. Sei nun m ein Element von 7-Potenz- 
Ordnung in C(e), das F normalisiert aber nicht zentralisiert. Setze A = [a, F]. 
Dann ist / A j = 64.Ist Q1(A) f E, , so ist A elementar abelsch. Weiter gilt (ii). 
Sei also 52,(A) = Es. Nach [13] ist dann A eine Suzuki 2-Gruppe oder zu 
Z, x Z, x 2, isomorph. Da die Automorphismengruppe einer Suzuki 2-Gruppe 
von der Ordnung 64 auflijsbar ist, folgt nun A g 2, x 2, x 2,. Wegen 
E = C,(e) bewirkt e einen Automorphismus auf A. Da e eine zuL,(7) isomorphe 
Gruppe zentralisiert, folgt jetzt, daI3 e invertierend auf A operiert. Das liefert (i). 

(1.3) LEMMA. Sei A s Z, x Z, x Z, . Dann gibt es in G eine Untergruppe B, 
die zu Z,, x Z,,,, x Z,, , fiir geeignetes m > 2, isomorph ist. Es ist B eine 
Sylow 2- Untergruppe von C!,(B). Die Gruppe N,(B) enthiilt eine Sylow 2- Unter- 
gruppe von G. Schliej%ch ist No(B)/&(B) zu 2, x L,(7) isomorph. 

Beweis. Setze H = N,(E) und R = NH(A). Sei nun B eine Untergruppe 
von G, die maximal beziiglich der folgenden drei Eigenschaften ist. 
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(i) AZB. 

(ii) B ist homozyklisch vom Rang drei. 

(iii) N,(A) ist in N,(B) enthalten. 

Wir zeigen zunkhst, da0 B eine Sylow 2-Untergruppe von C,(B) ist. Sei 
S CC,(B) eine 2-Gruppe, die B enthiilt. Weiter sei S/B ein irreduzibler 
N,(A)/&(A)-Modul. Da e die Gruppe S/B zentralisiert, folgt, dal3 S/B die 
Ordnung acht hat. Da A = N&Y) ist, folgt E,, = Q1(S). Insbesondere ist S eine 
Suzuki 2-Gruppe, da S nicht abelsch ist. Da B aber mindestens die Ordnung 64 
hat, folgt nun mit [13] ein Widerspruch. Also ist B eine Sylow 2-Untergruppe 
von C,(B). 

Wir bestimmen jetzt die Struktur von N,(B)/&(B). Sei S, C B eine 2-Unter- 
gruppe von N,(B), so da0 S,/B ein irreduzibler N,(A)/&(A)-Modul ist. Die 
Struktur von H liefert dann, daD 1 S,/B 1 < 8 ist. Nun liefert die Struktur von 
Aut(Z, x Z, x Z,), dal3 A in Z(S,) enhalten ist. Setze X = 02(B) und 
Bl = B/X. Dann ist B, in Z(S,/X) enthalten. Weiter folgt aus der Struktur 
von H, daO Q,(S,/X) = P(B)/X ist. Nun folgt mit [ 131, da8 S,/X zu Z, x Zs x Z, 
isomorph ist. Das liefert E,, = Q,(S,). Mit [13] erhalten wir nun, da@ S, abelsch 
ist. Das widerspricht aber der Tatsache, da13 B eine Sylow 2-Untergruppe von 
C,(B) ist. Also ist N,(B)/&(B) zu Z, x L,(7) isomorph. 

Sei jetzt T eine Sylow 2-Untergruppe von N,(B). Dann sieht man leicht, dal3 
B charakteristisch in T ist. Also ist T eine Sylow 2-Untergruppe von G. 

(1.4) LEMMA. Die Gruppe A ist nicht zu Z, x Z, x Z, isomorph. 

Beweis. Sei A E Z, x Z, x Z, und T eine Sylow 2-Untergruppe von G, die 
eine Sylow 2-Untergruppe von N,(E)enthalt. Dann wird die Struktur von T 
durch (1.3) beschrieben. Sei Tl eine Sylow 2-Untergruppe von N,(B)‘. Dann 
ist 1 T : Tl / = 2. Weiter ist e $ Tl . Sei r eine Involution in Tl , die in G zu e 
konjugiert ist. 

Wir zeigen zunachst, da13 r nicht in B enthalten ist. Ware r E B, so enthielte 
Cc(e) eine zu B isomorphe Untergruppe. Mit (1 .l) erhalten wir dann, dal3 
L(M/(e)) zu G,(q) oder Dt(q) isomorph ist. Weiter erhalten wir, dal3 eine 
Sylow 2-Untergruppe von (M/(e))/L(M/(e)) die Ordnung zwei hat. Da G,(q) 
bzw. Dd2(q) keine zu B isomorphe Untergruppen enthalten, folgt nun A = B. 
Das liefert dann, da8 eine Sylow 2-Untergruppe von L(M/(e)) die Ordnung 28 
hat. Jetzt liefert die Anwendung von [16] einen Widerspruch zur Einfachheit 
von G. Somit haben wir gezeigt, da8 r nicht in B liegt. 

Wir zeigen jetzt, da0 L(M/(e)) nicht zu G,(q) oder Da2(q) isomorph ist. Sei 
T obige Sylow 2-Untergruppe von G. Setze W = Q,(Z,(T)). Dann folgt, daR 
NG(W)/C,(W) zu & isomorph ist. Sei jetzt S eine Sylow 2-Untergruppe von 
C,(e) und S, eine Sylow 2-Untergruppe von G, die S enthalt. Dann ist 
JXZ~W) = Qn,(Z2(S>)- Weiter ist N,G(e)(~n,(z2(S)))lCCG(e)(~1(Z~(S))) zu --G 
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isomorph. Sei jetzt g E G mit StQ = T. Dann zentralisiert es in B nur Q,(B). 
Also zentralisiert e in Bg-l nur eine elementar abelsche Gruppe von der Ordnung 
acht. Das liefert, da8 C,(e) keine zu 2, x 2s isomorphe Gruppe enth&. Das 
liefert, daR q = 3, 5 (mod 8) ist. Da wir nach [16] annehmen konnen, da13 211 
die Ordnung von T teilt, folgt, da13 C,( r eme zu Z, x Z, isomorphe Untergruppe ) 
enthalt. Das widerspricht aber der Struktur von C,(e). Somit ist gezeigt, da8 
L(M/(e)) nicht zu G,(q) oder Dd2(q) isomorph ist. 

Sei jetzt L(M/(e)) nicht zu Ly isomorph. Wir kijnnen nach [16] wieder 
annehmen, da8 2i1 die Ordnung von T teilt. Dann enth%lt C,(r) also eine zu 
Z, x Z, isomorphe Untergruppe. Da r(M/(e>) < 4 ist, ist eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von M/(e> zu einer Untergruppe von D, t Z, isomorph. Also enthilt 
M/(e) keine zu Z, x Z, isomorphe Untergruppe. 

Somit haben wir gezeigt, daB M/(e) zu Ly isomorph ist. Also enthAt C,(e) 
elementar abelsche Untergruppen von der Ordnung 32. 1st I’ eine elementar 
abelsche Untergruppe von T von der Ordnung 32, so ist ) NT(V)/V 1 < 8. 
Das liefert, da13 N&‘) C C,(e) fur alle elementar abelschen Untergruppen V 
von der Ordnung 32 aus C,(e). Da C,( ) e nur eine Konjugiertenklasse von 
elementar abelschen Untergruppen von der Ordnung 32 besitzt, folgt jetzt ein 
Widerspruch zur Ordnung von T. 

Insgesamt haben wir somit gezeigt, dab e zu keiner Involution aus Tl in G 
konjugiert ist. Mit [21, Lemma (5.38)] erhalten wir jetzt einen Widerspruch zur 
Einfachheit von G. 

(I .5) LEMMA. Sei A elementar abelsch. Setxe N = No(A)/&(A). 1st 25 ein 
Teiler der Ordnung von N, so gilt eine der folgenden Aussagen. 

(i) N ist au L,(7) 2 Z, isomorph und e $ N,(A)‘. 

(ii) N” ist zu SL,(4) isomorph. Eine Sylow 2- Untergruppe aon N hat die 
Ordnung 27. Es ist N/N” zu Z, oder Z; isomorph. 

Beweis. Setze wieder H = N,(E). Dann ist N,(A)/C,(A) zu Z2 X L,(7) 
isomorph. Weiter ist eine Sylow 2-Untergruppe von N,(A)/&(A) eine Sylow 
2-Untergruppe von C&N,(A)/&(A))). Al so enthalt N eine zentralisator- 
gleiche elementar abelsche 2-Untergruppe von der Ordnung acht. Mit [9] folgt, 
da0 N sektionalen 2-Rang vier hat. Mit [5] erhalten wir somit, daO N/O(N) E 
L,(7) 2 Z, oder N”/O(N”) g L,(4), wobei eine Sylow 2-Untergruppe von N/N” 
den Kiirperautomorphismus auf L,(4) bewirkt. Da N eine Untergruppe von 
L,(2) sein mu& folgt jetzt die Behauptung. 

(1.6) LEMMA. Der Fall N” s SL,(4) kommt nicht DOT. 

Beweis. Sei N”s SL,(4). Da O(N) fixpuntfrei auf A operiert, zerfallt 
N,(A)/O(N,(A)) iiber AO(N,(A))/O(N,(A)). Das liefert, da13 jede Involution 
aus dem vollen Urbild von N” in N,(A) eine elementar abelsche Untergruppe 
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von der Ordnung 64 zentralisiert. Also ist e nach (1.1) zu keiner Involution aus 
diesem Urbild in G konjugiert. Das liefert mit [21, Lemma (5.38)], da13 N,(A) 
keine Sylow 2-Untergruppe von G enthalt. Sei S eine Sylow 2-Untergruppe von 
N,(A). Dann enthllt S genau eine elementar abelsche Untergruppe W von der 
Ordnung 2*. 

Wir bestimmen nun IV, = N,( W)/C,( IV). Es enth%lt 

eine Untergruppe (A, x A,)(e), wobei A,(e) zu Zg und A,(e) zu & isomorph 
ist. Weiter ist eine Sylow 2-Untergruppe S, von W, zu V, 2 2, isomorph. Ein 
2-Element, das Z(S,) und e modulo C,(W) zentralisiert, normalisiert E. Das 
liefert, da13 S, eine Sylow 2-Untergruppe von CV1(Z(S,)) ist. Mit [9] erhalten 
wir so, dab r(W,) = 4 ist. Weiter erhalten wir mit [5], da0 W,/O(W,) zu A, 
oder (W,/O(W,))’ zu J2 oder A, x A, isomorph ist. Da WI eine Untergruppe 
von L,(2) sein mug, kann ( W,/O( WI))’ nicht zu Ia isomorph sein. 

Wir bestimmen nun die Struktur von 0( WI). Sei S eine Sylow 2-Untergruppe 
von N,(A) und S, eine Sylow 2-Untergruppe von NG( W), die S enthllt. Dann 
ist S, = S( f ) mit Af # A. Sei 0 ein Element von der Ordnung drei in Z(N”). 
Dann ist [u, Af] s V, . Da es in N” aber kein Element von der Ordnung drei 
geben kann, das in A eine Gruppe von der Ordnung 16 zentralisiert, erhalten 
wir nun N/N” E 2s . Somit wird die einzige elementar abelsche Untergruppe 
von der Ordnung 16 in S, von einem Element von der Ordnung drei zentralisiert. 
Das liefert, da0 drei die Ordnung von O(W;) teilt. Die Struktur von Ls(2) 
liefert nun, dal3 (W,/O( WI))’ zu A, x A, isomorph ist. Weiter erhalten wir, da e 
eine Untergruppe von der Ordnung drei in 0( W,) invertiert, da8 

entweder elementar abelsch von der Ordnung vier ist, oder da13 es in S, - S ein 
Element mit Quadrat e gibt. 

Sei W, eine elementar abelsche Untergruppe von S, von der Ordnung 2s. 
Nach (1.1) ist dann 1 W, n N,(A)” 1 3 2’. Das liefert dann, dab 1 W, n W 1 > 27 
ist. Insbesondere folgt nun, da& falls W, normal in S, ist, W, = W gilt. Also ist 
S, eine Sylow 2-Untergruppe von G. 

Sei nun zunachst (W,/O( W,))/( W,/O( WI))’ zyklisch von der Ordnung vier. 
Sei f eine Element aus S, mit f 2 = e. Da jede Involution aus N,(A)’ eine 
elementar abelsche Gruppe von der Ordnung 64 zentralisiert, ist f zu keinem 
Element aus S in G konjugiert. Da es aber in S, - S keine Involutionen gibt, 
ist e zu keinem Element aus S, - S in G konjugiert. Anwendung von [8, 
Lemma 161 liefert nun einen Widerspruch zur Einfachheit von G. 

Wir haben somit gezeigt, dal3 ( W,/O( W,))/( WJO( W,))’ zu V, isomorph ist. 
Dann gibt es in W,/O(W,) zwei Untergruppen W, und W, , die zu A, t 2, 
isomorph sind. Seien S, und S, Sylow 2-Untergruppen der vollen Urbilder 
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dieser Gruppen. Dann ist nach [21, Lemma (5.3811 e zu einer Involution aus S, 
und S, in G konjugiert. Sei Y eine solche Involution in S, . Dann ist nach (1.1) 
r $ N,(A)“. Weiter ist 1 C&r)1 = 16. Das liefert, daO 2@ die Ordnung von C,(e) 
nicht teilt. Mit (1.1) erhalten wir, daD L(M/(e)) zu As, A,, A,, , A,, , Ma, 
oder Mz3 isomorph ist. Weiter enthalt C&(e)/(e) eine elementar abelsche 
Gruppe C von der Ordnung 16, so da13 N C,(e~,(e)(C) die Gruppe A, involviert. 
Also ist L(M/(e)) zu A,, , A,, , M,, oder Mz3 isomorph. SchlieIjlich enthglt 
C,(e) eine Vierergruppe Ir, die nur zu e konjugierte Involutionen enthllt. Das 
ist aber ein Widerspruch zu der Tatsache, dal3 e zu keiner Involution aus Win G 
konjugiert ist. Somit ist das Lemma bewiesen. 

(1.7) LEMMA. Die Voraussetzungen seien wie in (1.5). Sei S eine Sylow 
2-Untergruppe won N,(A), so ist S zu S, 2 Z, isomorph, wobei S, worn Typ A, ist. 
Insbesondere enthiilt S genau eine elementar abelsche Untergruppe von der 
Ordnung 2s. 

Beweis. Nach (1.6) wissen wir, da8 N,(A)/&(A) zuLs(7) 2 Z, isomorph ist. 
Da L,(2) nur eine Konjugiertenklasse van solchen Untergruppen besitzt, ist 
N,(A)/O(N,(A)) zu A, ? Z, isomorph, wobei A, eine Erweiterung von E8 
durchLa(7) ist. 1st diese Erweiterung zerfallend, so ist eine Sylow 2-Untergruppe 
von A, vom Typ A,. 

Wir kiinnen also annehmen, dab A, eine nicht zerfallende Erweiterung ist. 
Dann enthglt S eine maximale abelsche Untergruppe B, G Z, x Z, x 2, x Z, . 
Weiter ist NNG(A)(B~)/CNG(A)(B1) zu (Z, x &) t Z, isomorph. Sei bun B eine 
Untergruppe von G, die maximal ist beziiglich 

(i) B ist homozyklisch vom Rang vier. Es ist B, C B. 

6) NNGdBd C NOW 

Wir zeigen zun%hst, daO B eine Sylow 2-Untergruppe von C,(B) ist. 
Sei B, eine 2-Untergruppe von C,(B), die B enthslt. Weiter sei l&/B ein 

irreduzibler NN,(a,(B,)/CN,(,,(B,)-Modul. Dann ist / B,/B 1 = 2, 4 oder 16. 
Sei (a, w) eine Sylow 3-Untergruppe von NN,(a)(B1)/CNG(A)(B1) mit ue = W. 

Die Struktur von N,(A) liefert, daB CBg,B (cm) = 1 ist. Also ist 1 B,/B / = 16. 
Da 0’~ auf dem vollen Urbild von [B,/B, ] p u o eriert, folgt, daf3 dieses Urbild 
abelsch ist. Das gleiche gilt fur das Urbild von [B,/B, w]. Also sind [B, , U] 

und [B, , w] abelsch und normal in B, . Da [B, , a] n [B, , W] = 1 ist, folgt, 
daD B, abelsch ist. Die Struktur von N,(A) liefert jetzt SZ,(B,) = SZ,(B,). Also 
ist B, homozyklisch vom Rang vier. Das widerspricht aber der Maximalitat 
von B. Somit ist gezeigt, da0 B eine Sylow 2-Untergruppe von C,(B) ist. 

Die Struktur van N,(A), liefert, dal3 es in S eine Vierergruppe V = (i1 , i,} 

gibt, so da13 B,V eine Sylow 2-Untergruppe von CNo(A)(Ql(B1)) ist. Wir werden 
jetzt zeigen, dal3 BV eine Sylow 2-Untergruppe von C,(sZ,(B)) ist. Sei V, eine 
2-Untergruppe von C,(Qi(B)), die BV enthalt. Weiter sei VJBV ein irreduzibler 
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NN,cA,(B)/C,G(,,(~~(~)) Modul. Die Struktur von N,(A) liefert wieder, dal3 
c v,,sv(o~) = 1 ist. Also hat vi/BVd ie 0 d r nung 16. Da I/,/B auf Q,(B) operiert, 
folgt, daB vi/B 1 e ementar abelsch von der Ordnung 64 ist. Weiter gibt es 
in Vi eine Untergruppe Vs , die B enth&, so dab l’s/19 ein irreduzibler 
N,occ,(B)/C,G(,,(B)-Modul ist. Also hat V,/B die Ordnung 16. Sei B, das 
volle Urbild von CvIIB(u). Dann ist Cc,g(O~(w) = 1. Nun ist B, = CBo(u)[Ba , u]. 
Somit ist [B3 , U] = [B, a] Q B, . Weiter ist C,J(u) n [B3 , u] = 1. Andererseits 
ist B, = CBS(w)[B3 , w]. Das liefert C,,(w) = C,(w) = [B, u]. Wegen CBS(w) = 
[B, , 01, folgt jetzt C,J(w) 4 B, . Also ist [[B3 , w], [B, u]] = 1. Vertauscht man 
nun die Rollen von u und W, so sieht man, da8 N,(B) n C,(e) eine Untergruppe 
K enthalt, so sal3 K n B homozyklisch vom Rang zwei ist. Weiter ist K n B 
eine Sylow 2-Untergruppe von C,(K n B). Schlieblich ist 

%(K n B)IGW n B) 

zu Z, x Z4 isomorph. Nun liefert (l.l), dab L(C,(e)/O(Cc(e))) zu Ly isomorph 
ist. Weiter erhalten wir B = B, . SchlieDlich folgt, dal3 SV, eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von G ist. Nun ist klar, da8 e zu keiner Involution aus C(ln,(B,)) in G 
konjugiert, da diese Involutionen stets eine abelsche Gruppe von der Ordnung 
26 zentralisieren. Sei nun T eine Sylow 2-Untergruppe von NG(B1). Dann ist 
T/C,(Q,(B,)) e Ds . Sei s eine Involution in T, so dal3 

ist. Dann folgt, dal3 21° die Ordnung von CT(s) teilt. Also ist e nicht zu s in G 
konjugiert. Das liefert jetzt, da8 SV, eine Untergruppe vom Index zwei besitzt, 
so da13 e zu keiner Involution aus dieser Untergruppe in G konjugiert ist. 
Anwendung von [21, Lemma (5.3811 liefert jetzt einen Widerspruch zur 
Einfachheit von G. Damit ist gezeigt, da8 BV eine Sylow 2-Untergruppe von 
C,(Ql(B)) ist. 

Wir bestimmen nun zuletzt die Struktur von NG(B)/C&(B)). Diese Gruppe 
enthalt eine zum Sylow 3-Normalisator in A, isomorphe Untergruppe. Die 
Untergruppenstruktur von A, liefert dann, dafl N,(B)/C,(SZ,(B)) zu Za ij Z, 
oder z6 isomorph ist. 1st N,(B)/C&(B)) E &, so enthalt N,(B)/O(N,(B)) 
eine Untergruppe, die eine Erweiterung von B mit A, ist. Da A, eine Unter- 
gruppe A, en&ah, die auf Din,(B)* transitiv operiert, folgt mit 112, Theorem 8.21 
ein Widerspruch zu B, C B. Also ist N,(B)/C@,(B)) zu Za 2 Z, isomorph. 
Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von N,(B), die S enthalt. Dann liefert die 
Struktur von C,(e) zusammen mit (l.l), da13 C,(e) keine elementar abelsche 
Untergruppe von der Ordnung 32 enthilt. Also ist e zu keiner Involution aus 
C,(Q,(B)) in G konjugiert. Sei s eine Involution aus T, so dal3 
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ist. Dann rechnet man leicht nach, dal3 es Elemente g E N,(B) und h E N,(A) 
gibt, so da13 sg* in C&?,(B)) enthalten ist. Also ist s nicht zu e in G konjugiert. Da 
B in T charakteristisch ist, ist T eine Sylow 2-Untergruppe von G. Weiter ist 
T/C,(SZ,(B)) eine Diedergruppe von der Ordnung acht. Also enthalt T eine 
Untergruppe T1 vom Index zwei, so da8 e zu keiner Involution aus T, in G 
konjugiert ist. Anwendung von [21, Lemma (5.38)] liefert jetzt den Wider- 
spruch zur Einfachheit von G. Damit ist das Lemma bewiesen. 

(1.8) LEMMA. Die Voraussetxungen seien wie in (1.5). Dunn teilt 214 die 
Ordnung von G. 

Beweis. Sei 214 kein Teiler der Ordnung von G. Nach (1.7) enthalt G eine 
Untergruppe R, so da8 R/O(R) zu A, l 2, isomorph ist, wobei A, eine zer- 
fallende Erweiterung von Es mit L,(7) ist. 1st x eine Involution in A, x AiB, so 
zentralisiert x eine elementar abelsche Gruppe von der Ordnung 26. Jetzt 
liefert (l.l), da8 e zu keiner Involution aus A, x Ale in G konjugiert ist. 
Anwendung von [21, Lemma (5.38)] liefert einen Widerspruch zur Einfachheit 
von G. 

(1.9) LEMMA. Die Voraussetxungen seien wie in (1.5). Sei S eine Sylow 
2-Untergruppe van N,(A), die e enthiilt. We& sei T eine Sylow 2-Untergruppe 
von G, die S enthiilt. Dunn besitzt T genau eine normale Vierergruppe V. Setze 
Tl = C,(e) n C,(V). Dunn ist 1 Tl 1 = 27. Weiter ist T,/Z(T) vom T3’p A,. 

Beweis. Setze V = Z,(S). Dann ist V die einzige normale Vierergruppe in S. 
Also ist V die einzige normale Vierergruppe in T. Es ist C,(V) f~ Cs(e) vom 
Typ A,. Somit enthalt C,(V) n C ( ) s e eine Untergruppe U, die zu Qs t Qs 
isomorph ist. Weiter teilt drei die Ordnung von 

Wir bestimmen nun die Struktur von Nc(v)nc(e~(U)/Cc(v)nc(e)( U). Da Es in U 
enthalten ist, ist Z(U) eine Sylow 2-Untergruppe von Cc(v)nc(e~(U). Also teilt 
] Nc(v)nc(e)(U)/CcfV)nc(ef(U)I die Zahl 2’ . 32. WPre 27 ein Teiler dieser 
Ordnung, so ware J Nc(v)nc(e)( U)/Cc(v)nc(e)( U)] = 2’ * 32. Dann sind aber alle 
elementar abelschen Untergruppen von U von der Ordnung acht konjugiert. 
Da aber E,, eine Sylow 2-Untergruppe von Cc~v)nc(e)(E,,) ist und C,(V) n C,(e) 
eine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 16 enthalt, ist dies ein 
Widerspruch. Da S ein Kranzprodukt ist, sind alle Involutionen aus C,(B)e 
in S zu e konjugiert. Nach (1.8) ist 214 ein Teiler der Ordnung von T. Also ist 
26 ein Teiler von ] Nc(v)nc(e)( U)/Cc(,,)nc(e~( U)l. Weiter ist eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von dieser Gruppe vom Typ A, . Also ist U charakteristisch in einer 
Sylow 2-Untergruppe von Nc(v)nc(e)(U). Das liefert nun die Behauptung. 
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(1.10) LEMMA. Die ‘I/oruussetzungen seien wie in (1.5). Sei T eine sylow 
2-Untergruppe von G. Dam hat T die Ordnung 214 oder 215. 

Beweis. Xach (1.8) teilt 214 die Ordnung von G. Sei wieder S eine Sylow 
2-Untergruppe von N,(A), die e enthalt. Sei weiter Tl eine 2-Gruppe mit 
,/ Tl : S / = 2. Da S ein Kranzprodukt ist, folgt nun Tl = SCrl(e). Sei nun Tl 
keine Sylow 2-Untergruppe von G. Dann gibt es eine 2-Gruppe T, mit 
1 T,/T, / = 2. Es sei v die normale Vierergruppe in T3 . Dann ist C,(V) = 
S, x Sip, wobei S, vom Typ A, ist. Weiter ist CT1(V) = C,(V)(u). Nach 
dem Satz von Krull-Remark-Schmidt normalisiert u sowohl F’S, als such VSle. 
Beide Gruppen sind zu 2, x S, isomorph. Da wir nach (1.9) u mit [u, e] = 1 
wahlen konnen, folgt nun, da5 (u, S,V>/V s (u, SleV)/V vom Typ A, sind. 
Nun ist CT1( V) = C,(V)(u) normal in T, . Da C,(V) von zwei Untergruppen, 
die zu E28 bzw. (Q8 * Qa) x (Qs * Qs) isomorph sind, erzeugt wird, und da 
diese Untergruppen einzig in C,l(V) sind, folgt, da5 C,(V) in T, normal ist. 
Aus Lemma (1.9) folgt jetzt, da5 die Nebenklasse eCs( V) unter T, nicht fest 
bleibt. Also ist T2/Cs( V) eine Diedergruppe von der Ordnung acht. 

Wir zeigen jetzt, da5 CTa(V)/Cs(V) eine Vierergruppe ist. Ware C,p(V)/Cs(V) 
zyklisch, so ware CTo(V)/SIV eine Erweiterung von El6 durch 2, x 2, . 
Insbesondere kann dann C,,( V)/S,V nicht vom Typ A, sein. Also ist 
C,,( V)/Cs( V) eine Vierergruppe. Insbesondere sind alle Involutionen aus 
CTZ(V)e in T, zu e konjugiert. Da T, eine Sylow 2-Untergruppe von 
C,(V) n C,(e) enthalt (siehe (1.9)) folgt nun, da5 T = T, eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von G ist. 

(1.11) LEMMA. Sei A elementar abelsch. Dam ist 211 kein Teiler der Ordnung 
van N,(A). 

Beweis. Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von G, die S enthglt. Sei weiter V 
die einzige normale Vierergruppe von T. Dann ist T = C,(V)(e). 

Wir zeigen zunachst, da5 T die Ordnung 215 hat. Habe T die Ordnung 214. 
Dann ist C,(V) = C,( V)(u>. 1st x eine Involution aus C,(V), so ist x in N,(A) 
zu einer Involution konjugiert, die eine elementar abelsche Untergruppe von 
der Ordnung 2’ zentralisiert. Also ist x nach (1.1) nicht zu e in G knojugiert. 
Also ist x nach (1.1) nicht zu e in G konjugiert. Sei nun e zu u in G konjugiert. 
Es ist C,(V) = S, x Sa mit SiE = S, . Weiter ist S, vom Typ A, . Es gilt, da5 
<S, , u)/ V g (S, , u)/ V vom Typ A, sind. Sei W die einzige elementar abelsche 
Untergruppe von der Ordnung 28 in C,( 6’). Da u N e, folgt 1 C,(u)1 = 24. 
Also kijnnen wir u E C,(e) annehmen. Dann liefert (1 .l), da5 Co(e)/O(C,(e)) zu 
<e) x R mit R e Z8, Z9 , A,, , A,, , MS2 oder Mz3 isomorph ist. 1st R einfach, 
so ist u zu einer Involution aus W in G konjugiert. Das ist ein Widerspruch. 
Also ist R g .Zs oder &, . Weiter ist u $ R’. Dann zentralisiert u aber in C,(e) 
stets eine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung acht. Das liefert, 
da5 C,(u) mindestens die Ordnung 25 hat. Das ist ein Widerspruch. Also ist 
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e zu keiner Involution aus C,(V) in G konjugiert. Anwendung von [21, Lemma 
(5.38)] liefert jetzt einen Widerspruch zur Einfachheit von G. 

Mit (1.10) haben wir jetzt, dal3 T die Ordnung 215 hat. Wie in (1.10) sieht man 
nun, da13 T einen elementar abelschen Normalteiler von der Ordnung 2s besitzt. 
Sei W dieser Normalteiler. Dar-m ist T/W eine Erweiterung einer elementar 
abelschen Gruppe von der Ordnung 16 durch D, . Wie eben folgt wieder, daf3 
e zu keiner Involution aus C,(V) konjugiert ist. Sei u eine Involution in T, so 
dal3 (u, C,(V))/C,(V) = Z(T/C,(V)) ist. Sei weiter e N u in G. Nach (1.1) 
zentralisiert u in W keine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 32. 
Also kijnnen wir wieder u E Cc(e) annehmen. Nun teilt aber 2g die Ordnung von 
C,(u). Also ist nach (1.1) C,(e)/O(C,(e)) zu (e) x Ly isomorph. Dann hat eine 
Sylow 2-Untergruppe C,(e) keinen elementar abelschen Normalteiler von der 
Ordnung 32. Das widerspricht aber der Struktur von C,(u). Somit ist u + e 
gezeigt. Dann gibt es aber in T eine Untergruppe L, so da13 / T : L / = 2 ist. 
Weiter ist e zu keiner Involution aus L in G konjugiert. Anwendung von [21, 
Lemma (5.38)] liefert wieder einen Widerspruch zur Einfachheit von G. Damit 
ist gezeigt, da0 214 die Ordnung von G nicht teilt. Das liefert jetzt mit (1.8) daB 
211 die Ordnung von N,(A) nicht teilt. 

(1.12) LEMMA. Sei A elementar abelsch. Dann hat eine Sylow 2-Untergruppe 
von G die Ordnung 21°. 

Beweis. Sei S eine Sylow 2-Untergruppe von N,(E). Dann ist nach (1.11) S 
eine Sylow 2-Untergruppe von N,(A). Sei jetzt T eine 2-Gruppe mit 
/ T : S 1 = 2. Also ist T = S(u) mit AU # A. Setze D =: AA“. 

Wir zeigen zunlchst, da0 A und AU die beiden einzigen elementar abelschen 
Untergruppen von der Ordnung 2s in D sind. Sei also B g A, B C D. Dann ist 
1 D n A / < 32. Sei x eine Involution in N,(A). Dann rechnet man leicht nach, 
daR 1 C,(x)1 < 24 oder x E A gilt. Also ist ( B n A 1 < 16. Insbesondere ist 
1 A n AU 1 < 16.Ist 1 B n A 1 = 8, so enthalt B eine zu e konjugierte Involution. 
Also kiinnen wir e E B annehmen. Nach (1.1) ist dies ein Widerspruch. Somit 
haben wir 1 A n AU 1 = / A n B 1 = 16 gezeigt. Da C,(x) fur eine Involution 
x E N,(A) - A hijchstens die Ordnung 16 hat, folgt nun, daB jede Involution aus 
AAU in A oder in Au liegt. Also sind A und AU die beiden einzigen elementar 
abelschen Untergruppen von der Ordnung 2’j in AA”. 

Sei jetzt B eine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 26 in S. 
Dann folgt wie oben / B n A 1 = 16. Da S symmetrisch in A und AU ist, 
folgt i AU n B 1 = 16. Also ist B in Cs(A n AU) enthalten. Man sieht leicht, 
daB AAU = Cs(A n AU) ist. Also ist A = B oder Au = B. 

Sei nun zuletzt B eine elementar abelsche Untergruppe der Ordnung 26 von T. 
Weiter sei B $ S. Dann kijnnen wir u E B annehmen. Wir betrachten nun 
T/AA”. Da e die Gruppe AU/A n A” zentralisiert, aber A/A n AU nicht 
zentralisiert, ist T/AA” eine Diedergruppe von der Ordnung acht. Also ist 
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1 B n A& / 2 16. Dann ist A n AU C B. Da aber A n A” nicht von u zen- 
tralisiert werden kann, erhalten wir einen Widerspruch. Somit sind A und AU 
die beiden einzigen elementar abelschen Untergruppen von der Ordnung 26 in T. 
Insbesondere folgt mit (1.1 1 ), da13 T eine Sylow 2-Untergruppe von G ist. 

Es liefert (l.l), daB e zu keiner Involution aus AA” in G konjugiert ist. Sei 
jetzt t eine Involution in T, so daB (t, AAU)/AAN = Z(T/AAU) ist. Weiter sei 
t N e in G. Dann ltit sich aber t in N,(A) zu einer Involution aus A” konjugieren. 
Das ist ein Widerspruch. Insgesamt haben wir somit gezeigt, da13 T eine Unter- 
gruppe TI vom Index zwei enthalt, so daR e zu keiner Involution aus TI in G 
konjugiert ist. Jetzt liefert [21, Lemma (5.3811 einen Widerspruch zur Ein- 
fachheit von G. 

(1.13) SATZ. Set’ G eine end&he einfache Gruppe. Sei E eine elernentar abelsche 
Untergruppe von G von der Ordnung 16. Weiter sei E eine Sylow 2- Untergruppe van 
G(E). 1st WWXE) eine Erweiterung einer elementar abelschen Gruppe von der 
Ordnung acht durch L,(7), so ist No(E)/&(E) zum Stabilisator eines Pun&es in 
GL,(2) isonzorph. Insbesondere ist eine Sylow 2-Untergruppe von O,,,,(No(E)) 
extraspeziell von der Ordnung 2r. 

Beweis. Nach (I. 12) ist 211 kein Teiler der Ordnung eines Gegenbeispieles G. 
Mit [16] erhalten wir jetzt, da13 G zu PSL,(q), PSL,(q), PSL,(q), PSU,(q), 
PSU,(q), PSp,(q), G(q), W(q>, P%-(q), q urwade, f’%(210), P%(2), 
Fsu,(2), ss(32), 4, , A,, , Ma4, C, oder He isomorph ist. Keine dieser 
Gruppen enthilt aber eine Involution, deren Zentralisator eine in (1.1) 
angegebene Struktur hat. Also existiert kein Gegenbeispiel. 

2. DER TJNZERLEGBARE FALL 

In diesem Abschnitt nehmen wir an, da13 No(E)/&(E) zum Stabilisator eines 
Punktes in GLe(2) isomorph ist. Mit F bezeichnen wir eine Sylow 2-Untergruppe 
von O,,,,(No(E)). Nach (1.13) wissen wir, da13 F extraspeziell von der Ordnung 
2’ ist. Setze H = No(E), so ist N,(F)/O(N,(F)) eine Erweitenmg von F durch 
L,(7). Bekanntlich ist Aut(F)/Inn(F) zu .Zs isomorph. Da es in Zs nur zwei 
Konjugiertenklassen von Untergruppen gibt, die zu L,(7) isomorph sind, 
operiert L,(7) auf F/Z(F) entweder unzerlegbar oder vollstandig reduzibel. Weiter 
ist in jedem der beiden FIlle die Operation eindeutig. In diesem Abschnitt 
wollen wir den Fall behandeln, daR L,(7) auf F/Z(F) unzerlegbar operiert. 

(2.1) LEMMA. Sei 211 ein Teiler der Ordnung von G. Dann ist No(F)/C,(F) 
etne Erweiterung von F/Z(F) durch Z; . Es bewirkt 2, auf F/Z(F) den 6-dim. 
irreduziblen Teil des Permutationsmoduls. 

Beweis. Sei S eine Sylow 2-Untergruppe von N,(E), die F enthilt. Dann 
sieht man leicht, daf3 F/Z(F) die einzige elementar abelsche Untergruppe von der 
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Ordnung 64 in S/Z(F) ist. Also teilt 211 die Ordnung von N,(F). Da EC F, ist 
Z(F) eine Sylow 2-Untergruppe von C,(F). Weiter enthalt F 30 elementar 
abelsche Untergruppen von der Ordnung 16. Also ist 1 N,(F): NNo(&F)I < 30. 
Das liefert, dal3 N,(F)/FC,(F) zu PGL,(7), XT oder E&,(7) isomorph ist. Da 
NNocE)(F) genau eine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 16 in F 
fest la&, folgt nun, da13 N,(F)/FC,(F) zu Z; isomorph ist. Da 2, nur eine 
Konjugiertenklasse von Untergruppen, die zu ,& isomorph sind, enthilt, ist die 
Operation auf F/Z(F) eindeutig. 

(2.2) LEMMA. Sei 211 ein Teiier der Ordnung von G. Sei x E F. Es habe x genau 
14 Konjugierte in Nc(F). Dunn ist o(x) = 4. Weiter ist C,,&X)/O(C~~(~)(X))(X) 
eine nicht zerfallende Erweiterung einer elementar abelschen Gruppe X von der 
Ordnung 16 durch ~7~ . SchZieJZich ist 1 N,((x)): Cc(x)] = 2. Die Gruppe 
N,(F)/&(F) xerfdlt iiber F/Z(F). 

Beweis. Die Gruppe &,&x) involviert eine A,. Da A, nicht auf einer 
extraspeziellen Gruppe der Ordnung 32 operieren kann, folgt o(x) = 4. Dann 
ist die Gruppe NNC(F~((~))/O(NNG~F~((~)))(~) zu Aut(Z, * D, * DB) isomorph. 
Zur Struktur dieser Gruppe vergleiche [20, Lemma 11. Diese Struktur liefert 
zunachst die Aussagen iiber CN,cF)(x). Weiter erhalten wir, da13 es in 
NN~(FJ((x))IO(NN~(F)((X)))<X~) eine Untergruppe ,JY8 gibt. Mit [l] erhalten wir 
dann, dal3 N,(F)/C,(F) iiber F/Z(F) zerfallt. 

(2.3) LEMMA. Sei 211 ein Teiler der 0 d r nung von G. Weiter sei x wie in (2.2) 
gewiihlt. 1st C,(x) nicht 2-constrained, so ist L(Cc(x)/O(C,(x))) zu S&(q), q = 1 
(mod 4), oder SU,(q), q = -1 (mod 4) isomorph. 

Beweis. Setze R = C,(x)/O(C,(x))(x>. Dann ist X eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von C,(X). Weiter ist NR(X)/CR(X) zu &r isomorph. 

Setze jetzt M = L(R). Dann ist XC M. 1st NM(X)/&(X) zu A, isomorph, 
so ist r(M) nach [9] hijchstens vier. Die Struktur des Schurmultiplikators von 
M liefert nun mit [5] und [7] die Behauptung. 1st NM(X)/CM(X) E &, so 
folgt die Behauptung mit [18] und [22]. 

(2.4) LEMMA. Die Voraussetzungen seien wie in (2.2). Enthiilt N,(F) eine 
Sylow 2-Untergruppe von N,((x)), so enthiilt N,(F) eine Sylow 2-Untergruppe 
von G. 

Beweis. Sei S eine Sylow 2-Untergruppe von N,(F) und S, = S/Z(F). Setze 
W(F) = CT, vz,773, ~4, ~5, T,J. N,(F)/F operiert dann auf F/Z(F), indem es 
auf den Indices operiert. Wir erhalten somit S, = (F/Z(F))(a, b, c, d), wobei 
a e (56), b 2 (12)(34), c e (13)(24) und de (12)(56) sei. Also ist Z(S,) = 
<“5n6 > rr,n,~an~). Hierbei entspricht 7r1~z~3rr4~r,ne dem Element x. In S, gibt 
es genau vier normale elementar abelsche Untergruppen von der Ordnung 64. 
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Sei nun T eine 2-Gruppe mit 1 T/S i = 2. Dann operiert T auf diesen elementar 
abelschen Untergruppen. Man sieht nun leicht, dab dabei stets das Element 
n,m6 fest bleibt. Wegen S” n Z(S,) = ( rl’lrrzrrar& bleibt also such das Element x 
fest. Das ist ein Widerspruch. Damit ist gezeigt, dab S eine Sylow 2-Untergruppe 
von G ist. 

(2.5) LEMMA. Die Vovaussetxungen seien wie in (2.3). Dunn enthiilt No((x)) 
eine Sylow 2- Untergruppe von G. 

Beweis. Sei S eine Sylow 2-Untergruppe von N,((x)). Dann wird die 
Struktur einer Sylow 2-Untergruppe von Cc(x)/(x) durch [19, Lemma (2.7), 
Lemma (2.8), Lemma (2.13) oder Lemma (2.15)] beschrieben. Insbesondere 
erhalten wir, da0 S stets eine charakteristische abelsche Untergruppe W 
enthalt, die zu Z,,,, x Z,, x Z,, , Zsn+i x Zzn x Z,, oder Z,,,, x Z,, x Za,, 
isomorph ist. Setze Y = Cs((Qi(W), x)). Liegt (x} charakteristisch in Y, so ist 
S eine Sylow 2-Untergruppe von G. Also kijnnen wir annehmen, daR (x) 
nicht charakteristisch in Y ist. Dann erhalten wir, dab C,(x) = (w, a, b)(uv, t, u> 
mit o(w) = 2’” = o(a) = o(b) und wu” .= w-k4b-“, wt = wa4, w” = w, 
au’0 = w&2, b”v z wb$, at = a-1, bt = w-la-26-1, al& = b, (uv)” = t2 = ~2 = 1 

und tU = uvt oder o(w) = 2”+l, o(a) = o(b) = 2” und wuv = we3r2bk2, wt = wa?, 
WTL ; w, auv = w2ab”, bu” = w2ba2, at = a-1, bt = w-2a-26-1, au = b, (uv)” z 

t2 = u2 = 1 und tu = uvt ist. Hierbei ist x = w2”-’ bzw. wan-i. Wir erhalten 
dann, da8 S = C,y(x)( y) ist, wobei xy = x-i ist. Aus [19] wissen wir weiter, 
da8 es ein Element p von der Ordnung drei gibt, da8 auf W operiert, wobei w 
von p zentralisiert wird. Sei nun S keine Sylow 2-Untergruppe von G. Dann gibt 
es eine 2-Untergruppe T von G mit / T : S j = 4. Weiter folgt, dab 
(y, uv, t, W)/ W normal in T/W ist. Also gibt es ein Element Y in T - S mit 
unt = uvk mit K E W. Somit operiert Y auf C&(uv) = (x, w(ab)2) oder (x, wab). 
Nach (2.4) ist n 3 3. Also ist a+a(C,(uv)) bzw. Ofi-l(C,(uv)) stets (x(ab)2”m’). 
Da wir annehmen kijnnen, da13 (ab)““-’ von Y zentralisiert wird, folgt nun 
Y E NJ(x)). Das ist aber ein Widerspruch. Somit ist gezeigt, daB S eine Sylow 
2-Untergruppe von G ist. 

(2.6) LEMMA. Die Bezeichnungen seien wie in (2.2). Dann ist C,(x) 2-con- 
strained. Weiter enthiilt N,(F) eine Sylow 2- Untergruppe von G. 

Beweis. Wir nehmen an, da8 C,(x) nicht 2-constrained ist. Setze z = x?. 
Weiter sei s eine Involution aus dem Urbild von L(C,(x)/O(C,(x))). Sei weiter S 
eine Sylow 2-Untergruppe von NG((x)). Dann folgt wieder mit [19], da13 S einen 
maximalen abelschen Normaltailer W vom Typ Z,, x Z,, x Z,, , 

z2?2+, x z2n x z2, o&r Z2,+, x Z2, x Z2, enthalt. Die Struktur von 
L(C,(x)/O(C,(x)) liefert, da8 wir s E Q1( W) annehmen kiinnen. 1st s - z in G, 
so folgt, da8 s N z in NG( W) gilt. Insbesondere ist Ws Z,, x Z,, x Z,, . 
Weiter haben wir, da8 NG(W) die Gruppe L,(7) involviert. Da (z) nicht in 

481/47/2-x8 
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C@‘,(W)) charakteristisch sein kann, folgt nun mit [19, Lemma (2.131, dal3 
W( y} = C,@,(W)) ist. Hierbei gilt x0 = x-l. Also ist NG(W)/CG(W) zu 
2, x L,(7) isomorph. Die Struktur von N,(F) liefert, da13 wir l&(W) C E 
annehmen kiinnen. Also kijnnen wir annehmen, darj ein Element von der 
Ordnung sieben auf E operiert, wobei dieses Element z nicht fest la&. Das 
widerspricht aber der Struktur von N,(E). Somit haben wir gezeigt, da8 (z} im 
vollen Urbild von L(C,(x)/O(C,(x))) stark abgeschlossen beziiglich G ist. 

Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von L(Co(x)/O(Co(x))). Wir kiinnen T _C S 
annehmen. Dann liefert die Struktur von Aut(SL,(q)) bzw. Aut(SU,(q)) 
zusammen mit der Struktur von No(F), dal3 1 S : T 1 ,< 8 gilt. Sei jetzt r eine 
Involution aus S - T, die in G zu z konjugiert ist. Wir nehmen zunachst 
[x, Y] = 1 an. Dann ist z ein Quadrat in Cs(r). Also ist such Y ein Quadrat in S. 
Also gibt es ein I in Cs(r) mit la = Y. Weiter gibt es ein g E G mit CS(r)g C S 
und P = x. Insbesondere ist (2) u Cs(r). 

Somit ist C,(Y) = C,(E). Das liefert zunachst [Y, Q,(W)] = 1. 8ei nun m 
so gewahlt, da13 [Y, sZ,,(W)] = 1 aber [I, Q!n,+l( W)] # 1 ist. Sei K E Qm+,(W) mit 
kl # k. Dann ist It2 = kp mit p E q(W). Also ist K’ = Kz2 = h. Dies ist ein 
Widerspruch. Das liefert [Y, w] = 1. Anwendung von [18] liefert jetzt aber 
einen Widerspruch. Insgesamt haben wir so gezeigt, daB (z) in C,(x) beziiglich 
G stark abgeschlossen ist. 

Sei nun zuletzt Y eine Involution aus S, Y N z in G und xT = x-l. Da T in S 
kein Quadrat ist, zentralisiert Y kein Element h mit h2 = x. Wir nehmen zunachst 
an, da8 es in 4(W) keine Vierergruppe 1’ gibt, so daB alle Involutionen in VY 
zu Y konjugiert sind. Insbesondere zentralisiert Y die Gruppe Q,(W). Man sieht 
nun leicht, dal3 weder S&(q) noch SU,(q) einen solchen Automorphismus 
besitzen. Also gibt es in&!,(W) eine Untergruppe V, so da8 alle Involutionen aus 
VY zu Y konjugiert sind. Sei jetzt g E G mit YB = z und Cs(r)a C S. Dann ist 
1 Vg IT C,(x)/ # 1. Also gibt es in C,(x) eine Involution zr # Z, die in G zu z 
konjugiert ist. Das ist aber, wie oben bewiesen, ein Widerspruch. Somit haben 
wir gezeigt, da13 (z} in S beziiglich G stark abgeschlossen ist. Anwendung von 
[2] liefert jetzt einen Widerspruch zur Einfachheit von G. Also ist C,(X) 
2-constrained. 

Mit (2.2) folgt nun, daR C,(x)/O(C,(x))(x) eine 2-lokale Untergruppe 
besitzt, die eine Erweiterung von X z El6 durch & ist. Also ist 

x = o,(c,(~>/o(co(~>)<x>). 
Damit ist eine Sylow 2-Untergruppe von N,({x)) in N,(F) enthalten. Jetzt 
liefert (2.4) die Behauptung. 

(2.7) LEMMA. Sei 2l1 ein Teiler der Ordnung non G. Dam ist 2” kein Teiler 
der Ordnung von G. Ist z eine 2-zentrale Inolution, so gilt eine der folgenden 
Aussagen. 
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(i) C,(z) ist 2-constrained. 

(ii) C,(z)/O(C,(z)) ist zu a,, oder a,, isomorph. 

Beweis. Nach (2.6) wissen wir, da5 212 die Ordnung von G nicht teilt. Sei 
C,(z) nicht 2-constrained. Es enhalt C,(z)/{ z ) eine 2-lokale Untergruppe N mit 
O,(N) s E,, und N/O,,,,(N) s ,X?Y,. N un folgt die Behauptung mit [16] und 
der Tatsache, da5 C e-&x) 2-constrained ist. 

(2.8) LEMMA. Die Ordnung von G wird nicht durch 211 geteilt. 

Beweis. Sei 211 ein Teiler der Ordnung von G. Sei S eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von N,(F) und (s) = Z(F). Nach (2.7) ist S eine Sylow 2-Untergruppe 
von G. Wir nehmen zunachst an, da5 C,(x) 2-constrained ist. Dann ist 
C,(z)/O(C,(z)) zu N,(F)/O(N,(F)) isomorph. 

Sei s eine Involution aus F, die in G zu z konjugiert ist. Weiter sei s # z. 
Unter N,(F) sind alle Involutionen in F - Z(F) konjugiert. Also ist 

~N,,F,(s)/o(~N,,F,(s)> = z 

zu einer Erweiterung von C,(s) durch Z; x L’d isomorph. Somit gibt es ein 
Element p von der Ordnung drei, das diese Gruppe normalisiert und transitiv auf 
(z, s)# operiert. Setze wieder F/Z(F) : (nl , rr2 , n3, rra , r5, ST&, wobei 
N,(F)/F auf F wie auf den Indices operiert. Setze weiter 

S/Z(F) = (F/Z(FW, h c, 4 

wobei a G (56), b k (12)(34), c A (13)(24) und d A (12)(56). Dann entspricht s 
dem Element 7r1x-,rrarr4 und C,(s) der Gruppe (“rrra, msm,, mlra, TV, rrs.>. 1st a 
in Cs(s) enthalten, so zentralisiert p die Gruppe [O,(Z/(s, z)), a]. Das volle 
Urbild in S dieser Gruppe enthalt aber ein Element mit Quadrat z. Es enthalt 
kein Element mit Quadrat s. Das ist ein Widerspruch. Also haben wir a $ Cs(s) 
und damit ~~a E C,(s). Jetzt gilt Z(Cs(s)/(s, z)) = (rlna , rrra). Wieder enthalt 
das voile Urbild Elemente mit Quadrat x aber keine mit Quadrat s. Somit haben 
wir gezeigt, da5 (z} in F beziiglich G stark abgeschlossen ist. 

Sei jetzt s EC,(x)‘, s N s und s # z. Dann ist 1 CF(s)I > 24 und 1 Cs(s)[ 2 28. 
Das liefert, da5 x in Cs(s)’ ein Quadrat ist. 1st also g E G mit sg = z und 
Cs(s)g C S, so ist zg in F enthalten. Das ist ein Widerspruch. Also ist (z) in 
Co(z)’ stark abgeschlossen beziiglich G. 

Sei nun s EC,(z) - C,(x)’ mit s N z. Dann ist z kein Quadrat in C,(s). Also 
ist CF(s) elementar abelsch von der Ordnung acht. Weiter sind alle Involutionen 
in CF(s)s zu s konjugiert. Sei jetzt g E G mit so = x und Cs(s)g C S. Dann ist 
1 CF(s)r r\ C,(z)’ 1 > 4. Insbesondere gibt es in C,(z)’ eine Involution Y # z, 
die in G zu z konjugiert ist. Das ist aber ein Widerspruch. 

Insgesamt haben wir gezeigt, da5 (2) in S beziiglich G stark abgeschlossen 
ist. Anwendung von [2] liefert nun einen Widerspruch zur Einfachheit von G. 
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Also ist C,(Z) nicht 2-constrained. Nach (2.7) ist dann C,(z)/O(C,(z)) zu 
Ai4 oder Ai, isomorph. Nach [2] kijnnen wir annehmen, daB (z) nicht stark 
abgeschlossen in C,(Z) beziiglich G ist. Also hat G genau eine Klasse von 
Involutionen. Dann liefert aber [14] einen Widerspruch. Somit ist das Lemma 
bewiesen. 

(2.9) SATZ. Sei G eine endliche einfache Gruppe und E eine elementar abelsche 
Untergruppe von G von der Ordnung 16. Ist E eine Sylow 2- Untergruppe von Co(E) 
und H = No(E)/&(E) zu einer Erweiterung von E8 durch L,(7) isomorph, so 
gelten die folgenden Aussugen. 

(i) SeiF eine Sylow 2- Untergruppe des vollen Urbildes son O,(H). Dann ist 
F extraspeziell zton der Ordnung 27. 

(ii) Es operiert NNocE)(F) vollstiindig red&be1 auf F/Z(F). 

Beweis. Die Behauptung (i) steht bereits in (1.13). Wir nehmen an, daO 
NNotE)(F) unzerlegbar auf F/Z(F) operiert. Nach (2.8) wissen wir dann, da8 
No(E) eine Sylow 2-Untergruppe von G enthllt. Die Liste in [16] liefert, daR 
C,(Z(F)) nicht 2-constrained ist. Da Co(Z(F))/Z(F) eine elementar abelsche 
Gruppe von der Ordnung 2s enthglt, liefert [16], daB 

W&F))/W WXWN)) 

zu A,, > 4, > Sps(2) oder Q,(q), p = 3, 5 (mod S), isomorph ist. Das liefert nun, 
daR G zu C, isomorph ist. Die Gruppe C, enthalt aber nur eine Konjugierten- 
klasse von elementar abelschen Untergruppen von der Ordnung 16, die einen 
nicht auflijsbaren Normalisator haben. Dieser Normalisator involviert aber A,. 
Das ist ein Widerspruch. 

3. DER VOLLSTXNDIG REDUZIBLE FALL 

In diesem Abschnitt wollen wir den Fall behandeln, dal3 NNo&F) auf F/Z(F) 
vollstandig reduzibel operiert. Hierbei ist F wieder eine Sylow 2-Untergruppe des 
vollen Urbildes von O,(N,(E)/C,(E)) in No(E). Wir wissen, daR F extraspeziell 
ist. Weiter ist die Operation von NNo&F) auf F/Z(F) eindeutig. Das Ziel dieses 
Abschnittes ist der Beweis, dal3 212 die Ordnung von No(F) nicht teilt. Das 
liefert dann, daD such 212 die Ordnung von G nicht teilt. 

(3.1) LEMMA. Sei M = No(F)/FO(N,(F)). Dann ist M zu L,(7), PGL,(7) 
oder einer Erweiterung von E, durch L,(7) isomorph. 

Beweis. Da E in F enthalten ist, ist M zu einer Untergruppe von &, isomorph. 
Also ist M zu L,(7), PGL,(7), A, , & , E,L,(7), A, oder Zs isomorph. Da F genau 
30 elementar abelsche Gruppen von der Ordnung 16 enthalt, ist 1 M / < 



ENDLICHE EINFACHE GRUPPEN 497 

30 . 1 L,(7)l. Also ist M zu L,(7), PGL,(7), A, , Z; oder E&,(7) isomorph. Da 
NNGcE)(F) vollstPndig reduzibel auf F/Z(F) operiert, ist N,o(&F)/FO(N,(F)) in 
PGL,(7) einbettbar. Insbesondere ist diese Gruppe nicht in A, einbettbar, da sie 
als Untergruppe von 2, treu auf acht Punkten operiert. Damit ist das Lemma 
bewiesen. 

Fur den Rest dieses Abschnittes nehmen wir an, dab die folgende Annahme 
erfiillt ist. 

(3.2) ANNAHME. Es ist 212 ein Teiler der Ordnung von No(F). 

(3.3) LEMMA. Setze N = No(F). Dann enthalt N eine elementar abelsche 
Untergruppe W von der Ordnung 2’. Es ist 1 W f~ E 1 = 2 und NN(W)/CN( W) zu 
einer Erweiterung von E, durch L,(7) zsomorph. 1st R = NN( W)/( W n E)O(N,( W)), 
so zerfiillt R uber WO(N,( W))/( W n E)O(N,( W)). 

Beweis. Nach (3.1) ist N/FO(N) zu einer Erweiterung von E, durch L,(7) 
isomorph. Also gibt es in F eine elementar abelsche Untergruppe E1 von der 
Ordnung 16, die in N normal ist. Setze W, = C,(E,)/O(C,(E,))Z(F) und 

4 = E,O(C,(E,))IO(C,(E,))Z(F). W’ ir wissen, dal3 ein Element (T von der 
Ordnung 7 fixpuktfrei auf W, operiert. Enthalte zunachst WI keine elementar 
abelsche Untergruppe von der Ordnung 16. Dann ist E, = G,(W,). Rlit [13] 
erhalten wir jetzt, dab W, eine Suzuki 2-Gruppe oder zu 2, x Z, x Z, &morph 
ist. Auf W, operiert eine Gruppe E,L,(7) t reu. Das liefert aber einen Wider- 
spruch zu der Struktur der Automorphismengruppe einer Suzuki 2-Gruppe oder 
von Z, X Z, X Z, . 

Also enthglt WI elementar abelsche Untergruppen von der Ordnung 16. Da 
CT transitiv auf den von Eins verschiedenen Nebenklassen von Ez in W, operiert, 
folgt nun, da0 WI elementar abelsch ist. Sei jetzt W das volle Urbild von WI in 
C,(E,)/O(C,(E,)). Dann ist E, in Z(W) enthalten. Weiter gibt es in W eine 
o-invariante Untergruppe E3 von der Ordnung 16 mit E3 n E1 = Z(F). Das 
liefert jetzt, daB W elementar abelsch ist. 

Klar ist, da0 W n E = Z(F) ist. Weiter ist N.(W)/C,(W)g E,L,(7). Nun 
wissen wir weiter, dal3 NN,c,(E)/OgV,G,,,(E)) eine Untergruppe K enthalt, die 
zu einer Erweiterung von E durch L,(7) isomorph ist. Diese Gruppe ist natiirlich 
such in NN(W) enthalten. Also zerfallt R iiber WO(N,(W))/O(N,(W))Z(F). 

(3.4) LEMMA. Es enthalte No(F) eine Sylow 2- Untergruppe von No(W). Dann 
gilt 

(i) N,( W)/C,( W) ist zu E,,L,(7) oder A, isomorph. 

(ii) Setze FI = No(F)/O,~,,(No(F)). Dann besitxt W eine F,-Kompositions- 
reihe W > WI > W, > 1 mit 1 W/W, 1 = I WJW, 1 = 8. Es bewirkt FI auf 
W/W, die zu der Darstellung auf WJ W, duale Darstellung. 
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(iii) Ist NG( W)/Co( W) zu A, isomorph, so ist W/( W n E) der 6-dim TeiZ 
der Permutationsdarstelng. 

(iv) W n E liegt in Z(N,( W)). 

(v) NG( W)/( W n E) O(N,( W)) aerjtilh iiber W/( W n E). 

(vi) In einer SyIow 2-Untergruppe T van No(W) gibt es hochsterss xwei 
elernentar abelsche Untergruppen von der Ordnung 2’. 

Beweis. Setze R = NG( W)/Co( W). Dann liefert [9], da8 R/O(R) zu E&,(7), 

4 ,A,, Gdd o&r 4%) isomorph ist. Die Ordnung von L,(2) liefert, dal3 
R/O(R) zu E&,(7), A,, oder A, isomorph ist. Da A, nach [lo, Lemma (2.8)] 
keine treue Darstellung vom Grad 7 iiber GF(2) besitzt, ist R/O(R) zu E&,(7) 
oder A, isomorph. Setze K = O(R). D ann zentralisiert K die Gruppe WFjW. 
1st e E E - (WIT E), so ist / C&(e)1 = 16. Weiter gibt es ein f~ E mit 
1 Cc-(,,(f)1 - 4. Also kiinnen wir annehmen, da0 K in E eine Hyperebene 
zentralisiert. Da E eine Sylow 2-Untergruppe von Co(E) ist, konnen wir dann 
sogar [E, K] = 1 annehmen. Dann stabilisiert K aber in W eine Kette 
W:W,>W,>W,>W,>W,>W,>W,>W,=lmit~ W,/W,-,i=2. 
Das liefert K : 1. Damit ist (i) bewiesen. 

Es folgen nun leicht (iii) und (iv). Die Behauptung in (v) folgt sofort mit (3.3). 
Klar ist, da8 F1 in W eine Kompositionsreihe W > W, > W, > 1 mit 

I W/W1 ! = i W,/ W, j = 8 besitzt. Da F1 auf F/E die duale Darstellung zu der 
Darstellung auf E/Z(F) bewirkt, folgt nun (ii) mit einer leichten Rechnung. 

Sei nun I/ & W cinc elementar abelsche Untergruppe van T van der Ordnung 
27. Da eine Hyperebene von E in .IV hiichstens emen Unreiisuium wn der lhrnen- 
sion zwei zentralisiert, folgt VW/W n EW,/ W / i: 2. Sei zunschst 

1 VW/Wn EWjW] = 1. 

Dann zentralisiert VW/W in WI W, und WJ W, jeweils eine Hyperebene. Das 
widerspricht aber (ii). Also ist 1 VW/W n EW/ W / = 2. Dann ist 1 V n W ( = 16. 
Das liefert, da0 V eindeutig bestimmt ist. Somit erhalten wir (vi). 

(3.5) LEMMA. Die Ordnung von G wird durch 214 geteilt. 

Beweis. Es enthalteN,(F)eineSylow2-Untergruppe von G. Dann enthaltN,(F) 
such eine Sylow 2-Untergruppe von NJ W). Insbesondere ist (3.4) anwendbar. 
Nach (3.4) (iv) und (vi) ist W n E stark abgeschlossen in W beziiglich G. Setze 
IV n E = (a). Sei f eine Involution in WF, die in G zu z konjugiert ist. Weiter 
sei f + Z. Dann ist 1 C,(f )I = 16 und I[W,f][ = 8.Seig~Gmitfa -zund 
C,(f) < T, wobei T eine Sylow 2-Untergruppe von No(F) sei. Dann ist 

iCdf)gn WI < 2. Nun ist C,(f) normal in C,( f ). Also ist C,( f )” normal 
in C,( f )p. Das liefert C,( f )g n W = 1. Nach (3.4) (iii) involviert die Gruppe 
N,-+,~(C,( f ))/C,,c~~(C&.( f )) eine zu D, isomorphe Gruppe. Das ist aber nicht 
miiglich. Also ist W n E in FW beziiglich G stark abgeschlossen. 
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Sei nun f eine Involution aus T - WF, die in G zu x konjugiert ist. Dann 
folgt 1 [W, f ] / = 4. Insbesondere ist f nicht zu f, in T konjugiert. Nun operiertf 
such auf F. Da f + fz in T, folgt / C,(f)1 > 25. Sei nun g E G mit fg =: z und 
C,( f )” C T. Dann ist 1 C,( f )g n WF j >, 4. Weiter ist C,( f )g n WF normal 
in C,( f )“. Das liefert x0 E WF. Das ist aber ein Widerspruch. Insgesamt haben 
wir somit gezeigt, daf3 W n E in T beziiglich G stark abgeschlossen ist. Anwen- 
dung von [2] liefert jetzt einen Widerspruch zur Einfachheit von G. 

(3.6) LEMMA. Die Ordnung von NG(W) wird durch 214 geteilt. 

Beweis. Sei 213 der genaue Anteil der Ordnung von NG(W). Dann enthalt 
N,(F) eine Sylow 2-Untergruppe von NG(W). Insbesondere wird die Struktur 
von NG(W) durch (3.4) beschrieben. Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von 
NG( W) n N,(F). Nach (3.5) ist T k eine Sylow 2-Untergruppe von G. Also 
gibt es eine 2-Untergruppe S von G mit 1 S : T 1 = 2. Sei S = T(a). Dann ist 
Wa # W. Nach (3.4) (vi) ist Wa eindeutig bestimmt. Es ist / W n Wa 1 = 16 
und S/WWa = D, x Z,. Man rechnet nun leicht nach, da0 W n Wa = 
Ql(Z(Z4(S))) ist. Al so ist W n Wa charakteristisch in S. Nun sind aber alle 
elementar abelschen Gruppen von der Ordnung 26 in S/(W n JP) in 
T/( W n W”) enthalten. Nach (3.4) (vi) erhalten wir, da0 WWQ charakteristisch 
in S ist. Da WW” aber genau 2 elementar abelsche Untergruppen von der 
Ordnung 2’ enthalt, folgt, daB S eine Sylow 2-Untergruppe von G ist. 

Sei WI eine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 2’ von S. 
Weiter sei W # WI # Wa. Nach (3.4) (vi) kijnnen wir a E W, annehmen. Es 
ist C wN,o,wnwo(a) E E, . Weiter liegen alle Involutionen aus dem vollen Urbild 
vonZ(S/(W n Wa)) in W n Wm. Also ist 1 WI n (W n WQ)l > 8. 

Sei zunachst W n Wa C WI. Dann gibt es Elemente wi , w2 E W, so da8 
W, = (W n Wa, wlwlar wzwZa, a> ist. Setze nun W, = (W n Wa, w1 , wg). 
Dann gibt es ein Element wa E W - W, . Weiter gilt [wi , was] = [zula, w3] und 

[w2 Y Wan] = [wZa, w3]. Also zentralisiert wawaa die Gruppe WI . Insbesondere ist 
W, nicht zu W in G konjugiert. 

Sei jetzt / W n Wa n WI I = 8. Dann erhalten wir 

I W,( W n Wa)/( W n Wa) n WWa/( W n WQ = 2. 

Weiter existiert ein e E E - ( WWa n E), so daf3 WI n WWae f o ist. Da 

ah I CW,-,W (e)l = 4 ist, erhalten wir so einen Widerspruch. 
Insgesamt haben wir gezeigt, dab (z) = W n E in W und Wa beziiglich G 

stark abgeschlossen ist. 
Sei nun s E S - T mit s N z in G. Dann enthalt [ WWa, s] eine Untergruppe V 

von der Ordnung vier, so daB alle Elemente aus Vs zu s konjugiert sind. Somit 
folgt, da8 es ein t # x in T gibt, so daB t N z in G gilt. 

Sei zunachst t nicht in NG( W) zu einer Involution aus WWa konjugiert. Dann 
konnen wir t E WWQe wahlen, wobei e E E - (WW” n E) ist. Insbesondere ist 
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I[t, W r\ W”]/ = 4. Das liefert 1 C,,,(t)1 = 64 und (C,,,(t))’ = [t, W n W”]. 
Sei nun g E G mit P = z und C,(t)0 C S. Dann ist [W n Wa, t]” n WWa # 1. 
Also gibt es ein r f .a in WWa, das zu z in G konjugiert ist. Sei r = wwi mit 
w E W und wi E Wa. 1st wr E WWa n E, so folgt w E W n Wa. Das wider- 
spricht aber der Tatsache, dal3 ( z in Wa beziiglich G stark abgeschlossen ist. ) 
Da auf WWa/( W n W”) eine zu Zd isomorphe Gruppe operiert, ist die Neben- 
klasse (W n Wa)w, eindeutig bestimmt. Weiter ist w E Cw(wl). Da C&w,) die 
Ordnung 2’ hat, ist such die Nebenklasse (W (7 W”)w und damit ( W n W@)ww, 
eindeutig bestimmt. Wir bestimmen nun Cwwa(r) = Y. Wir wissen, da8 Y 
die elementar abelsche Gruppe (W n Wa, w, wl) enthalt. Weiter ist 
1 C,,(w,)I = 32. Wir k” onnen schliefilich annehmen, dal3 [Y, u] in W n Wa 
enthalten ist. Wir wissen, da13 x weder in [W, wi] noch in [W”, w] enthalten ist. 
Da aber r zu YS mit s EZ(S/(W n W”)) konjugiert ist, folgt, dab r zu rz konjugiert 
ist. Also ist 1 C ws,a(~)] < 2’. Sei nun 1 C,,,(r)1 = 2’. Dann gibt es einc 
Involution in T/ WWa, die WWa/( W n W”) zentralisiert. Das ist aber ein Wider- 
spruch. Also ist 1 Cwwm(r)i : 2’j. W . erter sind alle Involutionen aus (W n WQ)r 
zu Y konjugiert. Sei nung E G mit rY = z und Cs(r)Q _C S. Dann ist (W n Wa)g n 
WWa # 1. Da (z) in W und Wa beziiglich G stark abgeschlossen ist, folgt 
I(W n Way n WWa ] = 2. Also ist CS(r)/CWWa(r) elementar abelsch von der 
Ordnung acht. Weiter ist W n W” normal in Cs(r). Also ist (W n WQ)g normal in 
Cs(r)g. Das liefert j [( W n W”), C,(r)]1 < 2. Nun ist aber C,(Y) n WWaE $L WWa. 
Also gibt es ein foci mit IIf, W n Wall = 4. Das ist ein Widerspruch. 
Somit ist r + Z. Dar-m ist (z) in S beziiglich G stark abgeschlossen. Anwendung 
von [2] liefert nun einen Widerspruch zur Einfachheit von G. 

(3.7) LEMMA. Sei X eine Sylow 2- Untergruppe von C,(W). Ist X # W, so ist 
X abelsch van der Ordnung 2s. Weiter ist D(X) _C W n E. 

Beweis. Sei Xi eine 2-Untergruppe von C,(W) mit WC Xi . Weiter sei 
[E, Xi] C W, 1st 1 X,/W 1 3 4, so gibt es in Xi - W ein Element f, das ein 
Element e E E - (E n X,) zentralisiert. Also ist I Cwtn(e)i = 25. Das liefert 
aber, dal3 es in Co(E) eine Vierergruppe 1/ gibt, so da13 Ir g E gilt. Das ist ein 
Widerspruch zur Struktur von N,(E). Also ist / X,/W I = 2. Nun operiert 

VW’) n &VW G#WXW auf-% und X,/W. Somit gibt es ein f E Xl - W 
mit f 2 E E n W und ef # e. Dann erhalten wir ef = es mit s E W - F. Da wir 
weiter annehmen konnen, day f von einem Element von der Ordnung 7 in 
(N,(F) n N,(W)) C,( W)/C,( W) zentralisiert wird, folgt, darj Xr abelsch ist. 
Weiter sind jetzt alle elementar abelschen Gruppen X, von der Ordnung I6 mit 
X,X, = X,E in X,E konjugiert. Also ist Xi eine Sylow 2-Untergruppe von 

CGVV. 

(3.8) LEMMA. Die Voraussetmngenseien wiein (3.7). Se&e R = NG(X)/CG(X). 
Dam gelten die folgenden Aussagen. 
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(i) R ist zu E&,(7), A,, A, , Es, &, oder A,, isomorph. 

entha;yL 1st R zu E&,(7), As oder Zs isomorph, so ist E CJ X in Z(Nc(X)) 

(iii) Ist R zu A, , z9 oder A,, isomorph, so ist X elementar abelsch. Weiter ist 
X der g-dim irreduxible Teil des entsprechenden Permutationsmoduls. 

(iv) Ist R zu A, oder EC, isomorph, so enthdlt X/(X r\ E) einen 6-dim 
Teilmodul Y, der zu dem 6-dim irreduziblen Teil des Permutationsmoduls isomorph 
ist. 

(v) Ist R zu E,L,(7), A, oder A, isomorph und T eine Sylow 2-Untergruppe 
von No(X), so ist X die einzige Untergruppe ihrer Art in T. 

Beweis. Wir w&en, dal3 R eine 2-lokale Untergruppe I&L,(7) enthalt. 
Mit [9] erhalten wir so, da8 L(R/O(R)) zu A, , A,, A,, , A,, , Mw, Mz, oder 
Ly isomorph ist, oder dal3 R/O(R) zu I&L,(7) isomorph ist. Da R eine Unter- 
gruppe von L,(2) sein mu& folgt, daR entweder R/O(R) zu E,L,(7) isomorph ist, 
oder daB L(R/O(R)) zu A,, A, oder A,, isomorph ist. Die Struktur von N,(E) 
liefert, dal3 O(R) L= 1 ist. Da r(R) = 4 ist, folgt nun (i). 

Es ist N,(F) in CN,cx)(E n X) enthalten. Sei nun (E n X) nicht in Z(N,(X)) 
enthalten und R z A, . Dann hat x genau 15 Konjugierte unter Nc(X). Hierbei 
sei (z) = E n X. Weiter ist X elementar abelsch. Da alle Konjugiertenklassen 
von Elementen aus X - W unter N,(F) n Nc(X) eine durch acht teilbare 
Lange haben, folgt, dal3 die z-Konjugierten eine elementar abelsche Gruppe 
von der Ordnung 16 erzeugen. Also gibt es in X eine Untergruppe X1 von der 
Ordnung 16, so da13 X, und X/X, irreduzible As-Mod&r sind. Die Struktur von 
No(E) liefert, dal3 X ein unzerlegbarer A,-Modul ist. Nun wissen wir aber, 
dal3 N,(F) n Nc(X) eine Involution r enthalt, so da13 C*(Y) die Ordnung 32 
oder 64 hat. Da r der Involution (12) (34) entspricht, erhalten wir nun einen 
Widerspruch. Damit haben wir (ii) gezeigt. 

Nach [lo, Lemma (2.811 hat A, keine treue Darstellung vom Grad 7 iiber 
GF(2). 1st also R zu A, , Za oder A,, isomorph, so ist X ein irreduzibler R-Modul 
von der Dimension acht. 1st R zu Z’, oder A,, isomorph, so ist C,(Z) s Z, . 
Das liefert (iii). Sei jetzt R g A, und X nicht der &dim irreduzible Teil des 
Permutationsmoduls. Dann hat z genau 135 Konjugierte unter N,,(X). Sei 
nun y E N,(F) n No(X) mit 1 Cx(o)i = 32 oder 64. Dann entspricht y der 
Involution (12) (34). Weiter folgt, dal3 es eine Involution x E X gibt, deren 
zentralisator in R eine durch 25 3 . 5 teilbare Ordnung hat. Sei T eine Sylow 
2-Untergruppe von Nc(X). Dann ist x E&(T). Nun wissen wir, da13 (z, x) = 
Z,(T) ist. Weiter wissen wir, daB die Lgnge einer (N,(F) n N,(X))-Konju- 
giertenklasse von Elementen aus X, die nicht zu Elementen aus Z,(T) - Z(T) 
konjugiert sind, stets durch vier teilbar ist. Da 134 aber nicht durch vier teilbar 
ist, erhalten wir so einen Widerspruch. Das beweist (iii). 

Sei nun R zu A, oder 2s isomorph. Nach (ii) wissen wir, daR E n X in 
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Z(N,(X)) enthalten ist. Die Bahnen, die N,(F) n Nc(X) auf X/(E n X) bewirkt, 
haben die Langen 7, 28, 28, 56 und 8. Man sieht nun leicht, daR X/(E n X) 
kein irreduzibler As-Modul ist. Das liefert jetzt (iv). 

Sei jetzt 27 kein Teiler der Ordnung von R. Weiter sei T eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von Nc(X) und X1 # X eine zu X isomorphe Untergruppe von T. Sei 
zunachst X1 n XE $X. Dann ist 1 Xi n X ) = 16 und X,X/X die einzige 
elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 24 in T/X. Insbesondere ist 
1 EX/Xn X,X/X I = 4. Das widerspricht aber der Struktur von N,(E). Also 
ist 1 Xi n X 1 2 26. Sei U = (N,(F) n Nc(X)) C,(X)/C,(X)E. Dann hat X 
eine Reihe X = Yi > Ys > Ys > Y4 > Ys = 1, die U-invarient ist. Hierbei 
ist 1 Y,/Y, ) = ) Y4 / = 2 und / YJY, / = / Ys/Y* 1 = 8. Auf Y,/Ys bewirkt U 
die zu der Darstellung auf Y3/Y4 duale Darstellung. Also zentralisiert eine 
Vierergruppe in U keine Untergruppe von der Ordnung 26 in X. Weiter 
zentralisiert eine Involution in U keine Untergruppe von der Ordnung 2’ in X. 
Das liefert nun aber einen Widerspruch zu 1 X n Xi 1 3 26. Damit ist (v) 
bewiesen. 

Das folgende Lemma ist entscheidend fiir den weiteren Beweis. 

(3.9) LEMMA. (i) Sei W eine Sylow 2-Unte~gruppe VOR Co(W). Es enthalte 
No(W) eine Untergruppe B, die No(F) n NJ W) enthiilt, so daJ B/O(B) W zu 
A, isomorph ist. Dann ist E n W in Z(B) enthalten. Es bewirkt B/O(B)W auf 
W/(E n W) den sechsdimensionalen irreduziblen Teil des Permutationsmoduls. Auf 
W bewirkt B/O(B)W d en siebendimensionalen Teil des Permutationsmoduls. Ins- 
besondere ist W ein unzerlegbarer Modul. 

(ii) Ist W keine Sylow 2- Untergruppe van C,(W), so sei A, eine Untergruppe 
von CN,tx)(a), so daj R,/O(R,)X zu A, isomorph ist. Ist W eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von C,(W), so setxe R, = B/O(B). Sei e eine Involution aus E - (E n W). 
Zerfallt R, iiber X bzw. W, so teilt 2l” die Ordnung van C,(e) nicht. 

Beweis. Klar ist, da8 (E n W) in B n N,(F) zentral ist. W%re E n W nicht 
in B zentral, so hatte z mit (z) = E n W genau 15 Konjugierte unter B. 
Betrachtung der Bahnen, die No(F) auf W induziert, liefert nun, da0 das 
Erzeugnis der B-Konjugierten von z eine elementar abelsche Gruppe von der 
Ordnung 16 ist. Sei W, diese Gruppe. Dann sind W, und W/W, B-invariant. 
Also zentralisiert B die Gruppe W/W1 . Das widerspricht aber der Struktur 
von No(F). Somit ist E n W cZ(B). Weiter ist klar, daf3 B auf W/( W n E) 
den 6-dim Teil des Permutationsmoduls induziert. Da No(F) in B enthalten ist, 
folgt nun, da13 W ein unzerlegbarer As-Modul ist. Eine langere aber unkom- 
plizierte Rechnung mit den Erzeugern von A, liefert nun die Behauptung unter 
(9 

Sei nun W keine Sylow 2-Untergruppe von C,(W). Dann konnen wir nach 
(3.8) annehmen, da8 N,(F) n No(X) in R, enthalten ist. Eine leichte Rechnung 
zeigt nun, da8 N,(F) auf X/(X n E) - W/(X n E) eine Bahn von der Lange 8 
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und eine von der Lange 56 induziert. Das liefert nun, da8 R, auf X eine Bahn 
von der Lnnge acht induziert. Also kijnnen wir X = (pi , T, , rra , rr, , rrs , 7rs , 
or, us) annehmen, wobei R,/O(R,)X auf X wie auf den Indices operiert. 
Insbesondere ist in beiden Fallen die Operation von R,/O(R,) auf X bzw. W 
eindeutig. 

Setze nun Y = X, falls W keine Sylow 2-Untergruppe von C,(W) ist. 
Sonst setze Y = W. Sei Tl eine Sylow 2-Untergruppe von R, . Sei V, eine 
elementar abelsche Untergruppe von Tl von der Ordnung 16, so daR V,Y/Y 
die einzige elementar abelsche Untergruppe der Ordnung 16 in T,/Y ist. Dann 
ist I’ = V,C,( V,) elementar abelsch von der Ordnung 64. 

Es ist NR1(I)/CR1(V) zu (Hi x H.J(r,f), mit HI s Hz G A,, H,(r) s 
H,(r) g ZJ und Hlf = H, , isomorph. Hierbei kiinnen wir f E E wiihlen. Sei 
vs die einzige elementar abelsche Untergruppe der Ordnung 16 in 
NR1( I’)jCRl( V). Sei h ein Element aus NJ‘C/)/Co( I’), dasfmodulo V, zentralisiert. 
Dann gibt es ein Element h, E hN,,(I/), das f modulo V zentraliziert. 
Wegen C,(f) = I/ n E, folgt dann h, E N,(E). Also ist CNG(r,)icF(V)(f) in 
NR1( I’) C,( V)/C,( V) enthalten. Weiter ist eine Sylow 2-Untergruppe von 
Nr,r,(v),c,(vJ( V,) eine Erweiterung von ?Ts durch eine Diedergruppe der Ordnung 
vier oder acht. 

Die Untergruppenstruktur von A, liefert jetzt, daB 

zu NR1( IJ)CR2( I’), Za 12, oder einer Erweiterung von V, durch eine Gruppe 
(B x C)(f), mit B(f) E & und C(f> z Z; , isomorph ist. Die Struktur 
von Cr,r,(v),c,(v)( f ) liefert nun, da8 N No(V)IC-(Y)(TJ2) eine Sylow 2-Untergruppe 
von NG( I’)/&( I’) enthalt. Wir setzen nun Ar = (NG( V)/C,( V))/O(N,( V)/C,( V)). 
Sei L(N) f 1. Dann liefert [5], da8 L(N) zu A, , A, , A, , L,(7), L,(8), 
L,(7) \< L,(7), U,(3), PSp,(3), P%,(4), As oder A, isomorph ist, Wegen der 
Struktur von C,(f) bewirkt f auf L(N) und C(L(N)) einen Automorphismus. 
Das liefert, da13 L(N) zu A, isomorph ist. Dann hat eine Sylow 2-Untergruppe 
von C(L(lY)) die Ordnung 23 oder 2 4. Da eine Sylow 2-Untergruppe von 
CL(N)C(L(x))(f) eine Diedergruppe von der Ordnung acht ist, erhalten wir nun 
einen Widerspruch. Also ist I’, normal in N. Insbesondere erhalten wir, daB eine 
Sylow 2-Untergruppe von CN,(v)(e) die Ordnung 21° oder 2li hat. Sei h eine 
Involution in V, die in A, dem Element (12) (34) entspricht. Dann ist 
1 Cr,,Z(h)i = 211. Also ist Nc( V)/C,( V) auf&bar. Da nun auf VV, eine Gruppe 
von der Ordnung 3” .4 oder 32 . 8 operiert, l&t sich die Struktur einer Sylow 
2-Untergruppe von No(v) und einer Sylow 2-Untergruppe T, von CN,(r,)(e) 
berechnen. Man sieht dann leicht, daB IT in T, charakteristisch ist. Also ist T, 
eine Sylow 2-Untergruppe von C,(e). 

(3.10) LEMMA. Die Voraussetzungen seien wie in (3.7). Ist 27 kein Teiler der 
Ordnung von R, so ist R zu A, isomorph. 
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Beweis. Sei R L$ A, . Nach (3.8) (i) ist dann R zu &L,(7) oder A, &morph. 
Nach (3.8) (ii) ist (z) = E n X in Z(N,(X)) enthalten. Nach (3.8) (v) ist eine 
Sylow 2-Untergruppe T von No(X) eine Sylow 2-Untergruppe von G. 

Sei nun Y E T eine Involution mit Y .- z in G. 1st Y E X, so folgt r =- z. Sei 
also r E T - X. Sei zunachst Z = [r, X] von der Ordnung 16. Dann sind alle 
Involutionen in Zr zu r konjugiert. Sei nun g E G mit rg = x und C,(r)ll C T. 
Dann ist Zg n X = 1. Somit ist XZQ/X die einzige elementar abelsche Unter- 
gruppe von der Ordnung 16 in T/X. Weiter ist 1 CT(r)1 > 2g. Also gibt es in 
C,(r) eine Untergruppe U von der Ordnung 16 mit U n X = 1 und Us C X. 
Da Z in CT(r) normal ist, folgt nun [U, Z] = 1. Das ist aber ein Widerspruch. 

Somit haben wir, da0 (x 1 x E X, Y N xr in G) eine Vierergruppe ist. Wir 
erhalten 1 CT(r)/ = 211 und .Zg n Xi? = 1. Wieder ist Z normal in C,(Y). Das 
liefert, da8 Zg in XE eine Gruppe von der Ordnung 2” zentralisiert. Das wider- 
spricht aber der Struktur von N,(F). Insgesamt haben wir somit gezeigt, da8 
En X stark abgeschlossen in T beziiglich G ist. Anwendung von [2] liefert 
jetzt einen Widerspruch zur Einfachheit von G. 

(3.11) LEMMA. Die Voraussetzungen seien wie in (3.10). Dunn xerfdlt 
N,(X)/O(N,(X)) Z&Y XO(N,(X))/O(N,(X)). 

Beweis. Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von NG(X). Dann wissen wir, 
dal3 T/(E n X) iiber X/(E n X) zerfallt. Weiter wissen wir nach (3.8) (iii), 
da8 CR(E n X) zu A, isomorph ist. Zerfallt Ne(X) nicht, so ist eine minimale 
Untergruppe von CN,tx)(E n X)/O(C&&E n X)), die A, involviert, zu & 
isomorph. Insbesondere gibt es in der Nebenklasse Xy, wobei y dem Element 
(12) (34) aus A, entspricht, keine Involutionen. Also sind alle Involutionen aus 
T - X in Ne(X) zu einer Involution e E E - (E n X) konjugiert. 

Nach (3.8) (v) wissen wir, da13 T eine Sylow 2-Untergruppe von G ist. Nach 
[3] ist e zu einer Involution aus X in G konjugiert. Setze wieder Z = [e, X]. 
Dann hat Z die Ordnung 16. Weiter sind alle Involutionen aus Ze zu e konjugiert. 
Sei nun g E G mit eg E X und C,(e)g C T. Dann ist Zg n X # 1, da N,(X) nicht 
zerftillt. Weiter sind alle Involutionen in XZg - X in G konjugiert. Da zwei 
Involutionen aus Z in G genau dann konjugiert sind, wenn sie in NC(X) kon- 
jugiert sind, und Z alle NG(X)-Konjugiertenklassen in X anscheidet, folgt nun 
Zg C X. Also ist e zu einer Involution aus X in N,(Z) konjugiert. Nun ist eine 
Sylow 2-Untergruppe Tl von C,,,,,(Z)/2 e 1 ementar abelsch von der Ordnung 2;. 
Somit ist e zu einer Involution aus X im Normalisator des vollen Urbildes von 
Tl konjugiert. Hierin ist aber nach (3.8) (v) X charakteristisch. Dies ist ein 
Widerspruch. Somit haben wir gezeigt, dal3 N,(X)/O(N,(X)) zerfallt. 

(3.12) LEMMA. Die Voraussetzungen seien wie in (3.7). Dam ist R zu Z8, Z9 
oder A,, isomorph. 
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Beweis. Sei 27 kein Teiler der Ordnung von R. Nach (3.11) wissen wir, daR 

WdJWPW)) eine zerfallende Erweiterung von XO(Nc(X))/O(N,JX)) 
durch A, ist. Weiter ist eine Sylow 2-Untergruppe T von No(X) nach (3.8) (v) 
eine Sylow 2-Untergruppe von G. Kach [3] wissen wir, da8 es in T - X eine 
Involution r gibt, die zu einer Involution aus X in G konjugiert ist. Nach (3.9) 
teilt 212 die Ordnung von C,(e) nicht. Also ist e zu keiner Involution aus X in G 
konjugiert. Somit ist X in XE beztiglich G stark abgeschlossen. Wir kijnnen r so 
wahlen, daR C,(r) eine Involution e aus E - (E n X) enthalt. Sei nung E G mit 
rg E X und C,(r)g C T. Dann ist es E T - X. Sei zunachst eg nicht zu e in NG(X) 
konjugiert. Da es in T - X nur vier N,(X)-Konjugiertenklassen gibt, folgt 
nun, daB es in X zwei G-Konjugiertenklassen gibt, deren Schnitt mit T in X 
enthalten ist. Setze nun 2 = C,(r). Dann hat Z die Ordnung 64. Weiter 
enthalt Z Vertreter aller vier G-Konjugiertenklassen, die in X liegen. Da drei der 
vier Konjugiertenklassen ein Erzeugendensystem von Z enthalten, folgt nun 
Zg c X. Also wird r zu einer Involution aus X in No(Z) konjugiert. Es ist 
Tl - X(Y) eine Sylow 2-Untergruppe von C,(Z). Da T,/Z elementar abelsch 
ist, folgt, dal3 r zu einer Involution aus X in NG(Tl) konjugiert wird. Das ist 
aber nicht moglich. 

Somit gibt es ein h E G mit rh E X und eh = e. Also ist e zu er konjugiert. 
Nun rechnet man leicht nach, daB er in Nc(X) stets zu einer Involution s E Xy, 
wobei y der Involution (12) (34) entspricht, konjugiert ist, deren zentralisator in 
T die Ordnung 2lr hat. Da C,(e) die Gruppe E enthglt, hat das Zentrum einer 
Sylow 2-Untergruppe von C,(e) die Ordnung vier. Da 1 Z(C,(s))] == 8 ist, 
folgt nun ein Widerspruch. 

(3.13) LEMMA. Die Vorazlssetzwzgen seien wie in (3.7). Setze (x) = (E n X). 
Es enthalte NG(X) eim Sylow 2-Untergruppe von G. Ist R g & , so ist (z) stark 
abgeschlossen in X beziiglich G. 

Beweis. Nach (3.8) (“) n wissen wir, da.0 E n X in X beziiglich NC,(X) stark 
abgeschlossen ist. Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von Nc(X). 1st x f z eine 
Involution in X, die zu x in G konjugiert ist, so gibt es ein Xi # X in T und ein 
g E G mit Xg = Xi und xg = z. Enthalt Xi ein Element aus Xe, wobei 
e E E - (E n X) ist, so ist C,(e) in Xi enthalten. Man sieht nun leicht, daB X, 
in T normal ist. Weiter ist Xi eindeutig bestimmt. Dann ware aber X zu X, in 
NG(T) konjugiert. Das ist ein Widerspruch. Also ist 1 X,X/X 1 < 8. Somit 
kijnnen wir annehmen, dab X,X/X der Gruppe ((12), (34), (56)), ((12), (34)) 
oder (( 12)) entspricht. 

Sei zuerst X,X/X = ((12), (34)). Sei Tl eine Sylow 2-Untergruppe von 
NNG(X)(Xi). Dann ist TJX, zu D, x D, isomorph. Da Xi zu X in G konjugiert 
ist, ist eine Sylow 2-Untergruppe von N,(X,)/X, zu D, t Z, isomorph. Sei T, 
eine Sylow 2-Untergruppe von NG(X1), die Tl enthdt. Es sei weiter Z( TJX,) = 
(ri , r2) und Z(T,/X,) ; (Dora). Dann rechnet man leicht z 6 [yl , Xi] f 
[rn , Xi] $ z nach. Also ist z EZ(T.J. Damit ist z E Z(N,(X,)). 
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Setze Ts = C,(Z,(T)). Dann ist 1 T3 1 = 214. 1st Y eine Untergruppe von T, 
die in G zu X konjugiert ist, so dal3 1 N NF(X~(Y)I durch 2r4 geteilt wird, so ist 
YX/X in No(X)/Co(X) zu (( 12), (34)) konlugiert. Also ist (z) in&(T) beziiglich 
G stark abgeschlossen. 

Sei jetzt X,X/X = ((12)). Sei wieder Tr eine Sylow 2-Untergruppe von 
NNccX)(Xr). Dann ist ( TJX, 1 = 32. Weiter ist 1 Z(T,/X,)I 1 8. Sei nun Tz eine 
2-Untergruppe von No(Xr) mit I T, : Tl ] = 2.Ist t E T, - Tl , so ist Xt # X. 
h’un ist aber Xt im vollen Urbild von Z( TJX,) enthalten. Eine leichte Rechnung 
zeigt jetzt I Xt n X 1 = 26. Also ist XtX/X in Nc(X&(X) zu ((12), (34)) 
konjugiert. Wie oben gezeigt, folgt hieraus z EZ(T.J. 1st T3 eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von N,(X,), die T, enthdt, so ist Z(T,) CZ,(T,). Da (z) in Z,(T) und 
damit such in Z,(T,) bezuglich G stark abgeschlossen ist, folgt jetzt x EZ(T& 
Also ist x E Z(N,(X,)) . G enauso sieht man such, da8 X,X/X nicht der Gruppe 
((12, (34), (56)) entspricht. Somit ist das Lemma bewiesen. 

(3.14) LEMMA. Die Voraussetxungen seien wie in (3.13). Dunn ist X elementar 
abelsch und R zu &, oder A,, isomorph. 

Beweis. Setze wieder (z} = E n X. Nach (3.13) ist E n X in X beziiglich G 
stark angeschlossen. Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von N,(X) und r eine 
Involution aus T - X, die in G zu z konjugiert ist. Sei zunachst Y E XF. Dar-m 
ist 2 = [Y, X] elementar abelsch von der Ordnung 16. Weiter sind alle Involu- 
tionen aus 2s zu T konjugiert. Sei nung E G mit YB = .s und Cr(~)g c T. Dann ist 
2~ 17 X = 1. Somit existiert in T ~ X eine abelsche Gruppe I’ van der 
Ordnung 16 mit Y n X = 1 und Yg C X. Da 2 in C,(Y) normal ist, folgt 
[Z, Y] = 1. Also ist Y eindeutig bestimmt. Es entspricht YXjX der Gruppe 
((12), (34), (56), (78)). Nun folgt aber mit (3.9) ein Widerspruch. Somit ist 
gezeigt, dal3 E n X in XF beziiglich G stark abgeschlossen ist. 

Es entspreche nun XY dem Element (12) (34). Die Operation von N,(F) auf X 
liefert, daB es in X ein Element 7ri gibt, dessen zentralisator in R’ zu A, isomorph 
ist. Also ist X = (ri , ~a , rrs , r., , rrs, 7rs, rr7, ns), wobei R’ auf X wie auf den 
Indices operiert. Weiter ist (n1)2 E En X. Es folgt, dal3 Cr(r) = (nine , ~sn~, 

r5 ) =6 , =7 9 rag) ist. Da (N,(F) n N,(X)) XO(N,(X))/O(N,(X))(E n X) iiber 
X/(E n X) zerfallt, enhalt N,(X)/O(N,(X)) eine Untergruppe B, die zu A, oder 
as isomorph ist. Wir wtihlen nun einen Vertreter y E B fiir Xv. Dann konnen wir 
annehmen, da13 T = y, n,y, r5rsy, rr5rrer7y oder ~~‘srr,rr,rrsy ist. Sei zunlchst 
y2 = z. Dann entspricht I der Involution r,y oder ~5~a~,y. Weiter ist (rr)s = .s. 
Dann enthtilt X aber eine Untergruppe Z von der Ordnung 16, so daR alle 
Elemente in ZY zu Y konjugiert sind. Sei nun g E G mit ~0 = z und CT(r)0 C T 
Dann ist Zg n X = 1. Das liefert aber ZQ n XF # 1. Das ist ein Widerspruch. 
Also ist y 2 = 1. Insbesondere ist B zu A, isomorph. Sei x E X eine Involution. 
1st die Ordnung von &J~)(x) nicht durch 2ls teilbar, so folgt, daD das Zentrum 
einer Sylow 2-Untergruppe von CNGcX)(~) mindestens die Ordnung acht hat. 
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Da E C C,(e) fiir e E E - (E n X), folgt, dal3 das Zentrum einer Sylow 2-Unter- 
gruppe von C,(e) die Ordnung vier hat. Mit (3.9) erhalten wir jetzt, dal3 e zu 
keiner Involution aus X in G konjugiert ist. 

Sei nun Y zun&hst so gewahlt, da13 es eine Involution e in CT(r) gibt, wobei Xe 
dem Element (12) (34) (56) (78) entspricht. Sei weiter e E C=(r)‘. 

Sei jetzt g E G mit rg = z und Cr(r)g c T. Dann kijnnen wir annehmen, dal3 
Xeg dem Element (12) (34) oder Xe entspricht. Es entspreche zunachst Xeu dem 
Element (12) (34). Indem wirg abandern, kijnnen wir rg = z und es = n,y, ~a’s”~y 
oder ~~‘~“~n,y erreichen. Da das Zentrum einer Sylow 2-Untergruppe von C,(e) 
nach (3.9) die Ordnung vier hat, ist e nicht zu er in G konjugiert. Also ist eQ 
nicht zu egz konjugiert. Das liefert eg ; rr,y oder n5n,a,y. Insbesondere ist X 
elementar abelsch. Da nun r,y nicht zu ~a~a~,y konjugiert ist, folgt, daR 
C,(eg) die Ordnung 2r” hat. Sei nun Tl eine Sylow 2-Untergruppe von C,(eg), die 
C,(eg) enthalt. Weiter sei h E G mit Tr k = C,(e). Sei Er eine Untergruppe von 
Tl mit El* = E. Dann ist j Crl(E,) n Z(Cr(eg))l 3 4. Also gibt es in Z(C,(eg)) 
eine Vierergruppe V mit Vh C E. Nun ist aber / V n X / = 2. Das liefert 
V : (z, eg). Dann ist aber eg zu egz konjugiert, da V _C E;; ist. Also ist r,y zu 
nr,nam,y in G konjugiert. Das ist aber ein Widerspruch. Also konnen wir 
annehmen daB es ein g E G gibt, so daB Y 9 = a und eg = e ist. Dann ist aber e zu 
er in G konjugiert. Das widerspricht 1 Z(Cr(e))i = 4. 

Somit haben wir gezeigt, da8 r = n,y, moray oder ~,qr~~~,y gilt. Insbesondere 
gibt es in X eine Untergruppe 2 von der Ordnung acht, so da8 alle Elemente 
aus ZY zu Y konjugiert sind. Da E n X in XF stark abgeschlossen ist, gibt es in X 
keine Untergruppe U von der Ordnung 16, so dal3 alle Elemente in Ur zu Y 

konjugiert sind. Das liefert / Cr.(7re’srrGy)I = 211 und 

Sei zuerst r = rr,rr,y. Dann ist z E C,(Y)‘. Sei g E G mit rQ = z. Dann kijnnen 
wir zg = Y annehmen. Also ist z zu Y in No(Z(C,(y))) konjugiert. Nun rechnet 
man leicht nach, dal3 ein Element w E N,(X), das dem Element (12) entrspricht, 
in X die Gruppe (r17r2 , raw4 , rraxs ,7rz7r, , ran, , rr rr ) a s zentralisiert. Weiter gilt 
[us , w] = 1 oder x. Somit ist Z(Cr(r)) = (~l~zrran,, rr,rr,, rr7rrs, Y). Insbe- 
sondere gibt es genau ftinf Elemente in Z(Cr(r)), die in G zu z konjugiert sind. 
Also operiert ein Element von der Ordnung 5 nicht trivial auf Z(Cr(r)). Da aber 
das Erzeugnis der in G zu z konjugierten Elemente aus Z(C,(Y)) eine elementar 
abelsche Gruppe von der Ordnung acht ist, erhalten wir jetzt einen Widerspruch. 

Sei nun Y = rr,y oder rr,~~rr,y. Dann ist X elementar abelsch. Weiter ist 
m,y nicht zu rr,~~~~,y in G konjugiert. Somit ist (rrl~a~s~~, rsrra, r,rs, Y) = 
P c Z(c&)). 1st [?Ts , w] = 1, so gilt Z(Cr(r)) = (P, T,). Somit ist Z(C,(y)) = 
( 77lVFP3T4 3 W&F6 3 =7 , =s , r). Sei nun 211 kein Teiler der Ordnung von Cc-(&). 
Dann ist Y zu a in N~(Z(C&(Y))) konjugiert. Das liefert, da0 ein Element von der 
Ordnung ftinf nicht trivial auf Z(Cr(r)) opereiert. Dann gilt aber 

4 < I CT(y)’ n W,(r))l < 8. 



508 GERNOT STROTH 

Das ist ein Widerspruch. Somit haben wir gezeigt, da0 Y in C,(z) zu einer 
Involution aus Xw konjugiert ist. Wir bezeichnen diese Involution mit w. Dann 
ist 2i1 < 1 C,(w)1 < 212 und 24 < 1 Z(C,(w))I < 25. 

Sei zunachst 1 Z(C,(w))l = 32. Dann ist [yrs , w] = 1. Sei h E C,(z) mit 
yh = w und CT(~)h c C,(w). D ann folgt Z(C,(y))& = Z(C,(w)). Da wir nun 
annehmen konnen, dab 2rz die Ordnung von Cc-&w) nicht teilt, folgt, dal3 w zu 
z in No(Z(Cr(w))) konjugiert ist. Also ist x zu y in NG(Z(CT(y))) konjugiert. 
Sei L das Erzeugnis aller Involutionen aus Z(&(Y)), die in G zu a konjugiert 
sind. Dann ist 1 L 1 = 16. Es ist w nicht in C,(w)’ enthalten. Somit gibt es in L 
eine echte Untergruppe L, f 1, die in NG(Z(CT(~))) normal ist. Da aber z genau 
fiinf Konjugierte unter N,(Z(C,(r))) h a erhalten wir nun einen Widerspruch. t, 

Somit haben wir K = Z(C,(w)) = (rr,rrz , “rsr4~5~,r, ~,ns , w). Weiter ist x 
zu w in N,(K) konjugiert. W%re 1 C,(w)’ n K 1 = 8, so ware a E C,(w)’ n K. 
Dann ist aber w + z in N,(K). Also ist 1 C,(w)’ n K 1 = 4. Sei nun T, eine 
Sylow 2-Untergruppe von C,&Y), die CT(r) enthalt. Dann gibt es ein h E C,(z) 
mit Tzh = C,(w). Sei zunichst / Z(C,(r)) n C,(Y)’ / = 4. Dann ist Z(C,(r)) n 
C,(y)’ = (~1~2~3~4, T5wfJ). Da Y zu ~-,TT~T,T,Y aber nicht zu T,T,Y oder 
T~T~T~T~T~TT~‘s~ konjugiert ist, folgt nun, da8 T~TT~T~T~ EZ(T,) n T,’ gilt. Somit 
gibt es in K n C,(w)’ eine Involution s, so dal3 w zu ws in G konjugiert ist. Da 
x zu w in Nc(K) konjugiert ist, folgt, dal3 es in C,(w) n K eine Involution t gibt, 
so dal3 x zu zt konjugiert ist. Da X die Gruppe (C,(w)’ n K, z) enthalt, ist das 
nicht moglich. 

Somit haben wir 1 Z(C$(r)) n C&(Y)’ 1 = 8 gezeigt. Insbesondere folgt, da8 
] Z(C,(r)) n C,(Y)’ n Z(T,)j = 4 ist. Weiter ist ~,rra~sv, nicht in dieser Gruppe 
enthalten. Somit gibt es ein a E T2 - C,(Y), so daR 

nlTZT3T4 f (~1~2~~~4)aECT(y)'nZ(C,(y)) 

ist. Nun ist rrlvgr3n4r zu Y in G konjugiert. Also ist 

Wegen der Struktur von C,(w) ist Y nicht zu TT~T~v~T~(T~T~T~~~~Y 

konjugiert. Das liefert nun (rr1n2rr3r4)” = XI. Also ist T~T~~~,z-~Y in Z(T,) n T,’ 
enthalten. Nun ist aber W~W,~T,T~YX zu x in G konjugiert. Da Y zu w in Co(z) 
konjugiert ist, folgt, daR es in K n C,(w)’ eine Involution t gibt, so dal3 z zu at 
in G konjugiert ist. Da (a) in X stark abgeschlossen ist, erhalten wir nun einen 
Widerspruch. Wir haben insegesamt gezeigt, daB E n X im vollen Urbild von R’ 
beziiglich G stark angeschlossen ist. 

Somit entspricht die Nebenklasse Xy entweder der Involution (I 2) oder der 
Involution (12) (34) (56). Sei l’ C X eine Vierergruppe, so daB alle Elemente aus 
VY zu Y in G konjugiert sind, g E G mit r 9 = I und CT(y)g C T und schliel3lich 
Tl eine Sylow 2-Untergruppe des vollen Urbildes von R’, die in T enthalten ist. 
Dann ist VQ n Tl f 1. Insbesondere ist (a) in Tl nicht stark abgeschlossen. 
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Das ist aber ein Widerspruch. Also ist / CT(r)/ = 212. Weiter entspricht YX dem 
Element (12). SchlieSlich haben wir noch, dal3 z kein Quadrat in C=(r) ist. Also 
ist X elementar abelsch. Wir erhalten nunZ(C,(r)) = (rlrx ,1~~~~~~~~ , v,rs , r). 
Die Elemente in Z(&(Y)), die in G zu x konjugiert sind, sind z, Y und rlr2r. 

Weiter ist Y zu z in NG(Z(CT(y))) konjugiert. Das liefert, daB 

ist. Insbesondere zentralisiert Y eine Involution f, so da0 Xf dem Element 
(56) (78) entspricht. Das liefert, da0 CN,cu)(z)/O(CN,(x)(z)) eine zu A, isomorphe 
Untergruppe enthtilt. Somit gibt es in T eine elementar abelsche Untergruppe J 
von der Ordnung acht, so daD JX/X der Gruppe ((12) (34), (12) (56), (12)(78)) 
entspricht. Weiter ist [J, Y] in X enthalten. Sei Jl = C,(Y). Dann ist / J : J1 1 < 2. 
Sei d E J mit [d, Y] = rrlrz . Dann ist rIdin C,(Y) enthalten. Weiter ist (r&2 = 1. 
Also entspricht dX dem Element (56)(78), (34)(56) oder (34)(78). Sei nun dl ein 
Element aus J, so da8 Xd, dem Element (12) (34) entspricht. Dann ist 
[dl,r] = l.Aber[d,,d] =rr,7rz. Das widerspricht aber der Struktur vonC$(r)‘. 
Also ist [Y, J] = 1. Das liefert, daI3 die Gruppe Y = (acne, mar4, msre, 7c,rs, J, Y) 

elementar abelsch von der Ordnung 256 ist. 
Wir bestimmen nun die Struktur von N,(Y). Da Y ein Element 

e E E - (E n X) enthat, so da13 Xe E Z( T/X) ist, folgt nun, daD Y in T normal 
ist. Sei g E G mit rg = x und C,(r)g c T. Es liefert (3.9) zusammen mit 
1 Z(C=(e))l = 4, daR YQ # X ist. 1st 1 Yg n X 1 3 32, so liefert eine leichte 
Rechnung, dal3 z in Yg hachstens 7 G-Konjugierte hat. Da aber in Y genau 9 
G-Konjugierte von % liegen, erhalten wir einen Widerspruch. Also ist 
1 Yg n X / = 16. Dann folgt, daB YS = Y ist. Also ist z zu Y in N,(Y) konjugiert. 
Da z nun genau 9 Konjugierte unter NG( Y) hat, erhalten wir, da0 NG( Y)/&(Y) 
zu einer Untergruppe von .& isomorph ist. Es hat NNO(X)(Y)/CNG(X)(Y) die 
Ordnung 27 . 33 Also teilt 2’ 33 die Ordnung von N,(Y)/C,( Y). Die Unter- 
gruppenstruktur von A, liefert jetzt, daB N,(Y)/C,(Y) zu & isomorph ist. 
Weiter ist Y zum 8-dim irreduziblen Teil des Permutationsmoduls isomorph. 
Also haben die Bahnen, die NG(Y)/CG(Y) auf Y bewirkt, die Lgngen 9, 36, 84 
und 126. Insbesondere ist 212 ein Teiler der Ordnung von C&&y) fi.ir jedes 
y E Y. Das widerspricht aber (3.9). 

Insgesamt haben wir somit gezeigt, da8 E n X in T beziiglich G stark abge- 
schlossen ist. Anwendung von [2] liefert nun einen Widerspruch zur Einfachheit 
von G. 

(3.15) LEMMA. Die Vororaussetzungen seien wie in (3.7). Es enthalte N,(X) 
eine Sylow 2-Untergruppe van G. 1st R zu Z9 isomorph, so kontrolliert N&X) die 
Fusion in X. 

Beweis. Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von N,(X). Sei weiter Y eine 
elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 2s in T mit Y # X. Setze 

481/47/z-19 
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wieder X = (TT~ , rrs , us, T., , r5 , xs , n, , me). Hierbei operiere R wieder auf 
den Indices. Es wird dabei das Element us mit ~r~s~s~~~~,~,~,~s identifiziert. 
Jetzt rechnet man leicht nach, daR Y in NG(X) zu einer der folgenden vier 
Gruppen konjugiert ist. 

Hierbei gilt Xr, g (12), Xr, G (34), XT, e (56) und Xr, 2 (78). 
Man rechnet nach, da0 Y, in T normal ist. Da X und Y4 die beiden einzigen 

normalen elementar abelschen Untergruppen von der Ordnung 2* in T sind, 
folgt nun Y # Y4 . 

Sei nun Y = Y, . Da rly2 eine Involution ist, folgt nun, dab N,(X)/O(N,(X)) 
eine zu A, isomorphe Untergruppe enthalt. Sei Tl = N,(Y,). Dann ist T,/Y, 
zu D, x D, isomorph. Das Urbild von Z( T,/Y,) ist (Y, , ~~~~ , r,), wobei Xx, 
dem Element (56) (78) entspricht. Weiter sind Y2~rn3 und Ysr, das Quadrat 
von jeweils 10 Elementen in T,/Y, . Sei jetzt T, eine Sylow 2-Untergruppe von 
N,(Y,) mit j T, : T, 1 = 2. Dann ist (Y 2 , rr,?r,) zu (Ys , r,j in T2 konjugiert. 
Es liegen alle Involutionen aus Ysnrr3 in X. In Ysr5 gibt es eine Involution e, die 
in Nc(X) zu einer Involution aus E - (E n X) konjugiert ist. Da 212 die 
Ordnung des Zentralisators einer jeden Involution aus X teilt, erhalten wir jetzt 
mit (3.9) einen Widerspruch. 

Sei jetzt Y = Yr . Dann ist NNG(X)(Y)/CNc(X)(Y) zu 2, x Z; isomorph. 
Sei Tl eine Sylow 2-Untergruppe von NNo&Y). Dann ist 1 T,/Y j = 32 und 
] Z(T,/Y)I = 8. Sei jetzt T, eine 2-Untergruppe von N,(Y) mit / T2 : Tl j = 2. 
1st t E T2 - Tl , so ist Xt # X. Nun ist / XY/ Y n Z(T,/Y)\ = 2. Also ist 
1 XtY/Y nZ(T,/Y)I = 2. Insbesondere ist I Xt n Y ( = 2’. Das liefert jetzt 
aber 1 Xt n X ’ = 26. Dann ist Xt in NG(X) zu Ys konjugiert. Wie wir eben 
gezeig haben ist das nicht moglich. Also ist Tl eine Sylow 2-Untergruppe von 
N,(Y). Insbesondere ist Yr nicht zu X in G konjugiert. 

Sei nun zuletzt Y = Y3 . Dann ist Tl = Y(rl , v3 , w5 , y4, rB), wobei Xr, 
dem Element (13) (24) entspricht, eine Sylow 2-Untergruppe von N,,(,)(Y). 
Jetzt liefert die Struktur von No(X), dal3 es in NG(Y3) ein a-Element gibt, das 
Y3X(r4) normalisiert, aber nicht X. Nun sieht man sofort, da13 X zu Yr oder 
Y, in G konjugiert ist. Das ist aber ein Widerspruch. Damit ist das Lemma 
bewiesen. 

(3.16) LEMMA. Die Vo~aussetxungen seien wie in (3.7). Weiter enthalte N,(X) 
eine Sylow 2- Untergruppe von G. Dann ist R xu A,, isomorph. 

Beweis. Sei e eine Involution aus E - (E n X). Weiter sei e zu einer 
Involution r E X in G konjugiert. Setze 2 = [X, e]. Dann hat 2 die Ordnung 16. 
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Weiter sind alle Elemente aus Ze zu e konjugiert. Sei nun Tr eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von Co(e), die C,(e) enthalt, wobei T eine Sylow 2-Untergruppe von 
N,(X) ist, so da13 Xe in Z(T/X) enthalten ist. Sei weiter g E G mit eP -= Y und 
T,S 2 T. Dann gibt es in Tl eine elementar abelsche Untergruppe X1 mit 
Xl0 = X. Nach (3.9) wissen wir, daR N,(X)/O(N,(X)) keine zu A, 
isomorphe Untergruppe enthalt. Also gilt 1 Xi n C,(e)1 < 32. Sei zunachst 
1 X, n Cr.(e)\ = 32. Dann ist Zc X1 und Zg L X. Das liefert, daI3 
Y EZ,(T) -Z(T) ist. Sei S eine Sylow 2-Untergruppe von LTa , so ist TJX, zu 
S/Z(S) isomorph. Aber Cr(r)/X ist zu D, x D, isomorph. Das ist ein Wider- 
spruch. Also ist 1 Xi n C,(e)1 = 16. Dann ist e N x, wobei (z) = E n X ist. 
Nun ist j Zg n X 1 > 8. Das wiirde aber liefern, daB alle in N,(X) zu z kon- 
jugierte Involutionen eine elementar abelsche Gruppe von der Ordnung 
hiichstens 32 erzeugen. Das ist ein Widerspruch. Somit haben wir gezeigt, 
daB X in XF bezuglich G stark abgeschlossen ist. 

Sei nun s eine Involution aus T, die in G zu einer Involution r E X konjugiert 
ist. Es entspreche zunachst Xs dem Element (12) (34). Insbesondere enthalt 
N,(X)/O(N,(X)) eine zu A, isomorphe Untergruppe. Indem wir einen T-ertreter 
y aus dieser Untergruppe fur die Nebenklasse Xs wahlen, kijnnen wir s = y, 
~~~~rr,rray oder TATTY annehmen. Hierbei ist wieder X = (or , T, , ~a, TT~, 
=5 , rl3 3 =7 , us) mit der tiblichen Operation. Insbesondere gibt es in CT(s) stets 
eine Involution e, die zu einer Involution aus E - (E n X) in G konjugiert ist. 
Nach (3.9) wissen wir, dal3 2i2 die Ordnung von C,(e) nicht teilt. Weiter ist das 
Zentrum einer Sylow 2-Untergruppe von C,(e) elementar abelsch von der 
Ordnung vier. Sei nun g E G mit sg = Y und C,(s)0 C T. Dann ist eg E T. 

Sei zuerst eg E N,(X)‘. Dann folgt, dal3 .@ in No(X) zu e konjugiert ist. Also 
ist es in G zu e konjugiert, da alle Involutionen in Xe zu e konjugiert sind. Nun 
entspricht aber Xes stets dem Element (56) (78). Da stets 211 die Ordnung einer 
Sylow 2-Untergruppe des Zentralisators eines solchen Elementes teilt, erhalten 
wir jetzt einen Widerspruch durch Vergleich der Zentren. 

Sei nun eg $No(X)‘. Dann ist s = TQT,~. Insbesondere ist weder y noch 
~~~~~rr~~ay zu einem Element aus X konjugiert. 1st w eine Involution in T, so 
daf3 Xw dem Element (12) entspricht, so teilt 212 die Ordnung von N,,(&w). 
Also entspricht Xeg dem Element (12) (34) (56). Weiter kiinnen wir es so wahlen, 
dal3 2g < / Cr(eg)I < 210 gilt. 

Sei zunlchst 1 Cr(eg)] = 21°. Dann ist Z(C,(eg)) = (~rma~a~~ , TATTY , T,T~, eg). 
Weiter ist Z(C,(eg)) n &(eg) = (7r17r27r37f4 , ~~7~s). Aber kein Element aus dieser 
Gruppe ist zu a in G konjugiert. Das ist ein Widerspruch. 

Sei nun 1 Cr(eg)I = 2g. Dann sind alle Involutionen in Xeg in G konjugiert. 
Insbesondere ist es zu e in G konjugiert. Das ist aber wie oben ein Widerspruch. 
Somit haben wir gezeigt, da13 X in No(X)’ n T beziiglich G stark abgeschlossen 
ist. 

Entspreche nun Xs dem Element (12). Setze Y = C,(s)(s). Dann ist Y 
elementar abelsch von der Ordnung 2s. Weiter ist 1 C,(s)] = 212. Es ist 
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ZG(4) = <?'1"2 7 ~$74775~6 , ~~7~s , s). Da Z(C=(s)) Vertreter fur alle N,(X)- 
Konjugiertenklassen aus Xs enthalt, folgt, da0 alle Involutionen aus Y - (Y n X) 
in G zu Involutionen aus X konjugiert sind. 

Wir erhalten somit eine Involution t in Y - (Y n X), so daS t genau zwei 
G-Konjugierte in Y - (X n Y) besitzt. Also ist xt mit x E X genau dann in G zu 
t konjugiert, falls x E (rrina} ist. Wir betrachten jetzt C,(t). Es ist Z(C,(t)) = 

< ~i7r,, 7ran47r5r6, rrr7rs, t}. Weiter ist (i7 7r 7~ r a 4 5 B , r,rrs) in C,(t)’ enthalten. Sei 

r1*2 w%(t)) n G(t)‘, D(G+))>. s ei nun Ti eine Untergruppe von C,(t) 
mit / Tl : C,(t)1 = 2. Da t und rr,?r,t alle G-Konjugierte von t in t(Z(C,(t)) r~ 
(C,(t)‘, D(C,(t)))) sind, folgt, daIj (t, rr,rr,) in Z(T,) enthalten ist. Nach (3.15) 
kontrolliert NG(X) die Fusion in X. Also sind such rrrrrs und x inZ( TJ enthalten. 
Das liefert Z(C,(t)) C Z( TX). Sei nun g E G mit Tf C T. Dann ist Z(C,(t))g C X. 
Da Z(C,(t)) Verterter aller vier G-Klassen, die X anschneiden, enthalt, folgt, 
darj T, zu einer Sylow 2-Untergruppe von CN,(x)(rlma) konjugiert ist. Das 
Zentrum einer solchen Sylow 2-Untergruppe hat aber die Ordnung acht. Das 
ist ein Widerspruch. Somit haben wir gezeigt, daB 

ist. Wie im Beweis von (3.14) er a h It en wir jetzt, da13 T eine elementar abelsche 
Untergruppe U besitzt, mit t E U, j U 1 = 28 und 1 U n X 1 = 16. Es entspricht 
dann L’X/X der Gruppe ((12) (34), (56), (78)). Da U ein Element aus 
E - (E n X) enthalt, ist U weder zu X noch zu Y in G konjugiert. Weiter 
wissen wir, darj N,(X)‘/O(N,(X)‘) iiber X zerfallt. Nun liefert (3.9), da8 
kein Element aus E - (E n X) zu emem Element o, so daB Xe, dem 
Element (12) (34) entspricht, in G konjugiert ist. 1st Y eine elementar abelsche 
Untergruppe von T, so daR VXjX einer Gruppe der Form ((12), (34)) entspricht, 
so ist U nicht zu l’ in G konjugiert. Sei nun I/ eine Untergruppe von T, die zu U 
konjugiert ist. Es entspreche VXjX der Gruppe ((12) (34) (56)). Dann gibt es 
in l’ mindestens 127 Involutionen, die in G zu Involutionen aus X konjugiert 
sind. Also mu8 es such in U mindestens 127 Involutionen dieser Art geben. 
Das ist aber nur dann moglich, falls jede Involution w E T, so daR Xw in 
N,(X)/Cc(X) zu der Involution (12) (34) (56) konjugiert ist, in G zu einer 
Involution aus X konjugiert ist. Dann enthalt aber Y keine Involution, die in G 
zu einer Involution aus E ~ (E n X) konjugiert ist. Das ist ein Widerspruch. 

Wir haben somit gezeigt, daB zwei Involutionen aus U in G genau dann kon- 
jugiert sind, wenn sie in NG(U) konjugiert sind. Es induziert Nc(X) auf 
U - (U n NG(X)‘) Bahnen von der Lange 8, 8, 24, 24, 32 und 32. Also hat x 
unter NG( U) genau 9 oder 25 Konjugierte. 

Habe zunachst z genau 9 Konjugierte. Dann folgt leicht, da8 N,( U)/C,( U) 
zu & isomorph ist. Weiter ist U der g-dim Teil des Permutationsmoduls. Dann 
teilt aber fur alle u E U stets 212 die Ordnung von C+&U). Das widerspricht 
(3.9). 

Habe nun x genau 25 Konjugierte. Die Struktur von GLs(2) liefert dann, da0 
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die Lange jeder Bahn, die No(U) auf U induziert, durch fiinf teilbar ist. Also hat 
ein Element e E E - (E n X), das in U liegt genau 80 Konjugierte unter 
N,(Li). Sei nun v ein Element aus U, so darj XV in NG(X)/CG(X) zu dem 
Element (12) (34) konjugiert ist. Dann wissen wir, da0 v zu keinem Element aus 
X oder Xt, wobei Xt zu dem Element (21) in NG(X)/CG(X) konjugiert ist, 
konjugiert ist. Weiter ist v such nicht zu e konjugiert. Da nun e zu allen 
Elementen w, deren Nebenklasse Xw in No(X)/Co(X) zu (12) (34) (56) konjugiert 
ist, in G konjugiert ist, folgt, daB alle G-Konjugierte von a, die in U liegen, 
in U n No(X)’ liegen. Somit hat v genau 24, 48, 72 oder 96 Konjugierte unter 
Arc(U). Insbesondere ist die Anzahl, der unter No(U) zu zl konjugierten In- 
volutionen nicht durch fiinf teilbar. Das ist aber ein Widerspruch. Somit haben 
wir gezeigt, da0 die Nebenklasse Xs nicht in No(X)/Co(X) zu (12) konjugiert 
ist, falls s zu einer Involution Y aus X in G konjugiert ist. 

Entspreche nun zuletzt Xs dem Element (12) (34) (56). Dann ist Z = Cr(s) = 
< m1'1"2 9 =94 I =5=, 7 r7 P na). Sei nun g E G mit sg E X und CT(s)0 c T. Da es in 
der Nebenklasse Xs hijchstens zwei G-Klassen von Involutionen gibt, folgt, da0 
es in X mindestens zwei Klassen von Involutionen gibt, die zu keinem Element 
aus T - X in G konjugiert sind. Da es drei Klassen von Involutionen gibt, die 
ein Erzeugendensystem von Z enthalten, folgt nun Z” C X. Also kijnnen wir 
Zg = Z annehmen. Es ist XK, wobei XK/X der Gruppe ((12), (34), (56)) 
entspricht, eine Sylow 2-Untergruppe von C,(Z). Weiter ist XK/Z elementar 
abelsch. 1st also s zu einem Element aus X in G konjugiert, so ist s in N,(XK) zu 
einem Element aus X konjugiert. Das ist aber nicht moglich. 

Wir haben somit insgesamt gezeigt, dal3 X in T beziiglich G stark abgeschlossen 
ist. Jetzt liefert [3] einen Widerspruch zur Einfachheit von G. 

(3.17) LEMMA. Es ist W eim Sylow 2-Untergruppe von C,(W). 

Beweis. Sei W keine Sylow 2-Untergruppe von C,(W). Dann ist eine Sylow 
2-Untergruppe X von C,(W) nach (3.7) abelsch von der Ordnung 28. Nach 
(3.12) ist No(X)/&(X) zu ,&, , .& oder A,, isomorph. 

Wir zeigen zunachst, da.0 No(X) eine Sylow 2-Untergruppe von G enthalt. Sei 
T eine Sylow 2-Untergruppe von N,(X) und Tl eine 2-Untergruppe von G 
mit 1 Tl : T 1 = 2. Sei weiter t eine Element aus Tl - T. Dann ist Xt :f X. Es 
ist Z(T/X) n X,X/X # 1. Also gibt es in X1 ein Element h, so dai3 Xh in 
NG(X)/CC(X) zu (12) (34) (56) (78) konjugiert ist. Insbesondere ist ] C,(h)1 = 16. 
Das liefert nun, dal3 X,X/X in T/X der Gruppe ((12), (34), (56) (78)) ent- 
spricht. 

Sei zunachst X elementar abelsch. Dann folgt, da13 es in einer Nebenklasse, 
die dem Element (12) (34) entspricht, Involutionen gibt. Das kann aber nur dann 
der Fall sein, wenn es in C&Q)(E n X)/O(CNGcx# n X)) eine zu A, 
isomorphe Untergruppe gibt. Da ein Element aus E - (E n X) in Tl zu einem 
Element aus X konjugiert ist, erhalten wir jetzt mit (3.9) und der Tatsache, daB 
1 Z(C,(e))l = 4 ist, einen Widerspruch. 
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Sei nun X nicht elementar abelsch. Dann folgt mit (3.8), dal3 N,(X)/&(X) 
zu & isomorph ist. Setze wieder X = (or , ~a , VT~ , rr4, TT~ , ZT~, T, , T,), wobei 
o(T~) = 4 ist. In C_NG(x)(E n X)/O(C&&E n X)) gibt es eine Untergruppe B, 
die zu A, oder A, isomorph ist. Wahle aus B Elemente yr und ya , so dal3 
Xy, e (12) (34) und Xy, g (12) (56). Sei zunachst B zu as isomorph. Dann ist 
[yr, ye] = z, wobei (z) = E n X ist. Nun gibt es aber Elemente s, und sa in X, so 
daB sryr und saya in Xh liegen. Eine leichte Rechnung liefert nun [sryr , saya] # 1. 
Das ist ein Widerspruch. Also ist B zu A, isomorph. Dann ist [yr , ya] 7 1. 
Wahle nuny, E B, so da13 Xys dem Element (12) (34) (56) (78) entspricht. Nach 
(3.9) ist ys zu keinem Element aus X in G konjugiert. Also liegt ~r~a~~sx,ys = x, 
in Xh. Wegen [yr , ya] = 1 und [yr , xs] - TT~T~V~V~, folgt, dab ~rrrsy, in X” 
liegt. Da (rr,~~,y,)~ # x ist, erhalten wir nun einen Widerspruch zur Struktur 
von X. Damit ist gezeigt, daD NG(X) eine Sylow 2-Untergruppe von G enthalt. 
Nun folgt mit (3.16), da8 NG(X)/CC(X) zu A,, isomorph ist. 

Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von Nc(X). Sei Y f X eine elementar 
abelsche Untergruppe von der Ordnung 2* in T. Man rechnet leicht nach, da8 
dann YX/X der Gruppe ((12) (9 lo), (12) (34), (12) (56), (12) (78)) entspricht,. 
Insbesondere ist Y normal in T. Da T eine Sylow 2-Iintergruppe von G ist, ist 
Y nicht zu X in G konjugiert. Also kontrolliert N,(X) die Fusion in X. 

Sei S eine 5-Sylow Untergruppe von Nc(X)/&(X). Dann wird S von einem 
Element y normalisiert, wobei Xy in Nc(X)/Cc(X) zu (12) (34) konjugiert ist. 
Da C,(S) = 1 ist, folgt, dal3 Xy Involutionen enthalt. Also enthalt 

eine zu A, isomorphe Untergruppe. Mit (3.9) folgt nun, daB kein Element aus 
E - (E n X) zu einem Element aus X in G konjugiert ist. 

Sei nun y eine Involution aus T, so daB Xy zu (12) (34) in Nc(X)/Cc(X) 
konjugiert ist. Weiter sei y zu einem Element aus X in G konjugiert. In der 
Nebenklasse Xy gibt es genau zwei Nc(X)-Klassen von Involutionen. Die 
Ordnung des Zentralisators einer jeden dieser Involutionen wird durch 2l? 
geteilt. Das liefert, daB kein Element aus E - (E n X) zu einem Element aus 
Xjl in G konjugiert ist. Da CNG(&E n X)/O(C,,&E n X)) eine zu A, 
isomorphe Untergruppe besitzt, gibt es in C,(y), bei geeigneter Wahl von y, ein 
Element e, so da8 Xe dem Element (12) (34) (56) (78) entspricht und ye zu 
einem Element aus Xy in N,(X) konjugiert ist. Yei nun g E G mit y” E X und 
Cr(y)g C N,(X). Dann kijnnen wir annehmen, dal3 Xx” = Xe ist. Da aber alle 
Involutionen aus Xe zu e konjugiert sind, folgt nun der Widerspruch ye -e. 
Damit ist gezeigt, da0 X in T bezuglich G stark abgeschlossen ist. Anwendung 
von [3] liefert nun einen Widerspruch zur Einfachheit von G. 

(3.18) LEMMA. Es ist Nc(W)/CG(W) zu & isomorph. Weiter induziert 
N,( W)‘/C,( W) auf W den unzerlegbaren 7-dim. Teil des Permutationsmoduls, 
zuobei ein ein-dim. LTntermodul fest bleibt. 
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Beweis. Setze R = (N,(F) n N,(W)) C,( W)/C,( W). Dann ist R die 
Erweiterung einer elementar abelschen Gruppe V von der Ordnung acht durch 
L,(7). Setze U = NG( W&(W). Sei zunachst N,( V) # R. Dann ist C,( V) # V. 
Es ist WF eine Sylow 2-Untergruppe des vollen Urbildes von V. Also gibt es 
ein Untergruppe S von NG( W) mit / S : WF 1 = 2 und [E, s] C W. Da es in WF 
nur zwei N,(F)-Klassen von elementar abelschen Gruppen I?r von der Ordnung 
16 gibt, so daB WE, = WF ist, folgt nun, daB es in S nur eine Klasse von 
solchen Untergruppen gibt. Das liefert, da8 C,(Y) = J elementar abelsch von 
der Ordnung 16 ist. Somit gibt es in J - I/’ ein Element j, das von einem 
Element c von der Ordnung 7 aus R zentralisiert wird. Das liefert, daB j die 
Gruppe Z(WF/(E n W)) zentralisiert. Sei nun jr ein Urbild von j und e ein 
Element aus E, so da8 We im Zentrum einer Sylow 2-Untergruppe von R 
enthalten ist. Dann ist [jr , e] $Z(WF/(E n W)). Also gibt es in W/(E n W) 
Elemente, die nicht inZ( WF/(E n W)) liegen und von j zentralisiert werden. Die 
Operation von 0 liefert nun, daR [W, jr] C E n W ist. Dann ist aber [W, j,] -7 1. 
Dies widerspricht (3.17). 

Somit ist R eine 2-lokale Untergruppe von U. Jetzt liefert die Ordnung von 
L,(2) zusammen mit [9], [5] und [lo, Lemma (241, daB L(U/O(U)) zu A, 
isomorph ist. Nach (3.6) teilt 211 die Ordnung von N,(U). Also ist U/O(U) zu 
2s isomorph. Da es in WE nur zwei Konjugiertenklassen von elementar abelschen 
Gruppen E1 von der Ordnung 16 gibt, so da8 WE = WE, ist, folgt nun mit 
der Struktur von N,(F), da8 Cot& EW/W) = 1 ist. Das liefert dann aber 
O(U) = 1. 

Da E n W in N,(F) zentral ist, folgt nun, daR W n E in NG(W) zentral ist, 
da CNGtW)( W n E) eine Sylow 2-Untergruppe von N,(W) enthalt. Die restlichen 
Behauptungen stehen bereits in (3.9)(i). 

(3.19) LEMMA. (i) Die Operation von NG(W)/CG(W) auf W ist eindeutig 
bestimmt. Es ist W der 7-dim. Untermodul des Permutationsmoduls. 

(ii) Enthiilt C&(&E n W)/O(C,,,,,(E n W)) eine zu A, isomorphe 
Unteqruppe, so ist kein Element aus E - (E n W) in G zu einer Involution aus W 
konjugiert. 

Beweis. Setze R = NG( W)/C,( W). Dann ist nach (3.18) R’ zu A, isomorph. 
Sei 1’ = (7rr , 7ra , T, , rr, , “5 7 nf3 ! r7 > us> der B-dim Permutationsmodul. Dann 
kiinnen wir W mit (TOTS, =1=3 1 TIT4 I *IT5 3 ‘TTlT6 9 TIT7 9 Ural”& identifizieren. 
Hierbei operiert R’ auf W, indem R’ auf den Indices operiert. Sei nun s ein 
Element aus R - R’, das dem Element (12) entspricht. Da s in R’ eine zu A, 
isomorphe Gruppe zentralisiert, ist / C,(s)1 = 26. Weiter ist die Operation auf 
W/(E n W) eindeutig. Das liefert C&s) 7 (n1n2 , nar4 , r3rr5 , nans , x3n, , na~a). 
Nun invertiert s eine Element p, das dem Element (123) entspricht. Also operiert 

s auf [ W, PI = <Tag , urea). Das liefert (T~T~)~ = r2n3 . Also ist die Operation 
eindeutig bestimmt. Damit ist (i) bewiesen. 
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Es gibt in W die N,(W)-Konjugiertenklassen mit den Vertretern Z, TT~TT~ , 
T,T~T,T* und T~TT,T,T~X,T~ . Das liefert, da0 fur alle w E W stets 212 die Ordnung 
von CNGcW)(w) teilt. Jetzt liefert (3.9) die Behauptung unter (ii). 

(3.20) LEMMA. Es enthalte No(W) eine Sylow 2-Untergruppe von G. Weiter 
enthalte NG( W) keine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 28. Dunn ist 
(2) = E n W stark abgeschlossen in W beziiglich G. 

Beweis. Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von No(W) und I’ eine elementar 
abelsche Untergruppe von T von der Ordnung 2’ mit V # W. Sei weiter I’ N W 
in G. Dann ist 1 V/n WI < 2‘j. Sei 1 Vn WI = 2’j, so ist VW/W in 
NG(W)/CG(W) zu V, = ((12)) konjugiert. 1st 1 V n W 1 = 25, so ist VW/W in 
NG( W)/C,( W) zu V, = (( 12), (34)) konjugiert. Sei nun 1 I/ n W ] = 24. Dann 
enthtdt CNG(dE n WW(CNo~dE n WI> eine zu A, isomorphe Untergruppe. 
Nach (3.19) en&It dann V kein Element v, so dal3 WV in NG(W)/CG(W) zu 
(12)(34)(56)(78) konjugiert ist. Also ist VW/W in NG( W)/C,( W) zu V, = 
((21), (34), (56)) oder V, = ((12)(34), (12) (56), (78)) konjugiert. Sei zuletzt 
] V n W / = 2s. Dann ist VW/ Win No( W)/C,( W)zu V, = ((12), (34), (56), (78)) 
oder V, = ((12) (34), (13) (24), (56), (78)) konjugiert. 

Sei zuerst VW/W = V, . Dann ist ] C,(V,)l = 24. Das ist ein Widerspruch. 
Sei nun VW/W = V, . Sei Tl eine Sylow 2-Untergruppe von NNGtW). Dann ist 
T,/V zu D, x D, isomorph. Nun ist eine Sylow 2-Untergruppe von 
No(W)/C,(W) zu D, 2 2, isomorph. Seien sr und sa die beiden Involutionen 
aus Z(T,/V), die Quadrate von 10 Elementen in T,/V sind. Dann werden diese 
beiden Elemente in einer Sylow 2-Untergruppe von NG(V)/V vertauscht. Nun 
ist aber (z) f [V, si] n Z(T,) # [V, sz] n Z(T,) # (z). Also ist z im Zentrum 
einer Sylow 2-Untergruppe von N,(V) enthalten. Da V zu W konjugiert ist, 
folgt nun z EZ(N,(V)). Genauso sieht man, da& falls VW/W = V, ist, 
z E Z(N,( V)) ist. 

Sei nun VW/W = VI. Sei wieder Tl eine Sylow 2-Untergruppe von 
NK,cw)(V). Dann ist WV/VinZ(TJV) enthalten. Sei nun T, eine 2-Untergruppe 
von NJV) mit ] T, : Tl 1 = 2. 1st t E T, - Tl , so ist Wt # W. Also ist 
1 Wt n W 1 = 25. Wie oben gezeigt, liefert das z EZ(T&. Sei nun T8 eine Sylow 
2-Untergruppe von NG(V) mit T2 C Ts . 1st x $Z(T,), so sind alle Involutionen 
aus Z,(T) in G konjugiert. Also gibt es eine Untergruppe K in C,(Z,(T)) und 
ein Element g E N,(C,(Z,(T))) mit WQ = K. Insbesondere hat eine Sylow 
2-Untergruppe von N,,o@) mindestens die Ordnung 2r2. Wie oben gezeigt, 
ist dann aber stets x E Z(N,(K)). Das ist ein Widerspruch. 

Wir haben somit gezeigt, da& falls En W in W beztiglich G nicht stark 
abgeschlossen ist, es in T eine Untergruppe V mit V N W in G und 
j V n W I = 24 gibt. Also ist VW/W zu V, oder V, in NG( W)/C,(W) konjugiert. 
Weiter ist E n W in Z,(T) beztiglich G stark abgeschlossen. 

Sei jetzt VW/W = V, . Sei weiter Tl eine Sylow 2-Untergruppe von 
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NNG&v). Dann ist 1 TJV j = 25. Weiter enthdt T,/T/ genau zwei elementar 
abelsche Untergruppen der Ordnung 2*. Also gibt es in NG(V) eine Untergruppe 
T, , die TI mit dem Index zwei enhalt, so da13 beide elementar abelschen Unter- 
gruppen von der Ordnung 2* aus TI/ V in TJV normal sind. Sei nun t E T, - TI 
dann ist Wt # W und 1 WtV/V n WV/V 1 > 4. Das liefert 1 Wt n W j > 25. 
Also ist, da wie oben gezeigt z EZ(N,JW~)) ist, z EZ(TJ. Sei nun T3 eine 
Sylow 2-Untergruppe von N,(V), die T, enthalt. Dann ist Z(T,) = Z&T,). Da 
E n W in Z,( TS) beziiglich G stark abgeschlossen ist, folgt nun z EZ(T~). Das 
liefert z E Z(N,( V)). Genauso sieht man, da& falls VW/W = V, ist, z E Z(N,( V)) 
ist. Also haben wir gezeigt, daB E A Win W beziiglich G stark abgeschlossen ist. 

(3.21) LEMMA. Es enthalte NG( W) eine Sylow 2-Untergruppe van G. Dann 
enthiilt eine Sylow 2-Untergruppe T oon NG( W) genau eine elementar abelsche 
Untergruppe van der Ordnung 28. 

Beweis. Sei (rr 1 , ‘Tz , Q73 7 =4 9 m5 7 =I3 , m7 T rrs) der Permutationsmodul von 
L’s . Nach (3.19) entspricht dann W dem Modul (rirrr , rrins , mi’lrr,, r1r5 ,rri~~ , 
~~irr~ , rrlxs). Wir wahlen nun T so, da13 T/W in NG( W)&(W) der Gruppe 
((12) (34) (13) (24), (12), (56) (78) (57) (68), (56), (15) (26) (37) (48)) entspricht. 
Es enthalte T keine E,,, . 

Sei nun r E T - W eine Involution, die in G zu a konjugiert ist. Hierbei ist 
wieder (.a) = E n W. Es sei zunachst Wr e (12) (34) (56) (78). Setze Z == C,(r). 
Dann hat Z die Ordnung 16. Sei g E G mit rg = z und CT(r)g _C T. Nach (3.20) 
ist dann 1 Zg n W 1 < 2. Sei zunachst 1 Zg n W 1 = 2. Es ist Z normal in 
C&(r). Also ist Zg n W normal in CT(r)g. Somit gibt es eine Untergruppe U von Z 
von der Ordnung zwei, die in Z(C,(r)) liegt und Ug C W erfiillt. Das liefert 
U = (z}. Das ist aber ein Widerspruch. Somit gilt Zfl n W = 1. Dann gibt es 
in CNGdE n W>/VN,~dE n W eme zu A, isomorphe Untergruppe. Nach 
(3.19) gibt es dann in Wr genau zwei Klassen von Involutionen. Also ist 
I C,(r)/ = 211. Somit gibt es in C,(r) eine Untergruppe Z, von der Ordnung 16 
mit Zig C W. Da Z in C,(r) normal ist, liefert das nun [Z, Z,] = 1. Dann 
enthalt T eine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 28. Das ist 
ein Widerspruch. Also ist E n Win WF beziiglich G stark abgeschlossen. 

Entspreche nun Wr dem Element (12) (34). Dann enthalt 

eine zu A, isomorphe Untergruppe B. Wahle fur die Nebenklasse Wr einen 
Vertreter y aus B. Dann ist r zu y, “rsrrBy oder rr,rrarrTrsy in NG(W) konjugiert. 
Sei zunkhst r = y oder n57rsrr,xsy. Dann folgt, da8 fur alle t E T’W - W, 
die in G zu z konjugiert sind, stets / C,(t)1 < 1 C,(r)1 ist. Also ist z zu r in 
NG(CT(r)) konjugiert. Da Z(Cr(r)) = (7r 7~ n 7r 1 2 3 4 9 7r5Q73777ma, r) ist, folgt nun, da13 
r nicht zu zr konjugiert ist. Das liefert, dab C,(r) die Ordnung 2i1 hat. Nun gibt 
es in B ein Element X, das y zentralisiert, so dafl Wx G (12) (34) (56) (78) ist. 
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Das liefert, da8 CT(r)’ eine Involution e E E - (E n W) enthalt. Nach (3.9) ist 
2r2 kein Teiler der Ordnung von C,(e). Da das Zentrum einer Sylow 2-Unter- 
gruppe von C,(e) stets die Ordnung vier hat ist e weder zu y noch zu ~‘j~,r~,~sy 
in G konjugiert. Sei nun g E G mit rQ = z und Cr(r)g C NG( W). Dann konnen 
wir eg = e oder eQ = rrbray annehmen. Insbesondere ist e* zu eg.a konjugiert. 
Also ist e zu er konjugiert. Nun ist aber er stets zu y in Nc(W) konjugiert. Das 
ist ein Widerspruch. 

Sei nun r = n,~~y. Dann ist z E C,(r)‘. Sei g E G mit rg = z und Cr(r)g C 
N&I’). Dann kijnnen wir ,+ = Y annehmen. Also ist x zu Y in N&&(Y)) kon- 
jugiert. Nun ist Z(&(Y)) = (7rrnararr, , re7re , rr,na , r}. Sei Z, = (t / t ~Z(cr(r)) 
und z - t in G). Dann ist Z, :: (rr1~~~‘3~~ , rr’jrerr,rrs , r}. Sei Z, = (t / t E Z, und 
z + t in Gj. Dann ist Z, = (~rrr~n,rr,, ~.5~,r~,~s). Dann ist aber z E Z, und 

ye-G* Das ist ein Widerspruch. Somit ist gezeigt, dal3 E n W in NG( W)’ 
bezuglich G stark abgeschlossen ist. 

Sei nun r E T - (T n NG( W)‘). Sei weiter I/ eine Vierergruppe in W, so dal3 
alle Elemente aus vr in G zu r konjugiert sind. 1st g E G mit rg = z und 
C,(r) L T, so ist P n NJ W)’ # 1. Also ist E n W nicht stark abgeschlossen 
in N,(W)’ beziiglich G. Das ist ein Widerspruch. Somit haben wir, da13 Wr dem 
Element (12) entspricht. 1st weiter SY mit s E W in G zu s konjugiert, so folgt 
s E (rrrn&. Das liefert j CT(r){ : 211. W er er ‘t ist Y zu z in NG(Cr(y)) konjugiert. 
Es ist Z(Cr(r)) = (rich , ramdm5n’6 , n,rrs , Y). Weiter ist (nsr,rr,~~ , rr,rrs) in 
CT(r)’ enthalten. Das liefert Z(C,(r)) n (G(r)‘, D(C$(r))) 1 (ryr4rp, , np-&. 
Sei nunfe T, Wf + (56) (78). Dann ist [Y, f] E (np2). Also ist f oder n1n3f in 
CT(r) enthalten. Da x 6 D(C,(r)) ist, folgt nun, da8 

eine zu A, isomorphe Untergruppe B besitzt. Diese enthalt eine elementar 
abelsche Untergruppe J von der Ordnung acht, so daR WJ/W = ((12) (34), 
(12) (56), (12) (78)) ist. E s ist [7, J] C W’. Also ist [r, J] C (rrrn&. Da nlnz nicht 
in D(Cr(r)) enthalten ist, folgt nun [J, Y] -- 1. Nun ist aber 1 Cw(J(r))] 1 16. 
Also enthtilt T eine elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 2*. Das 
ist ein Widerspruch. 

Somit haben wir gezeigt, dal3 E n Win T beziiglich G stark abgeschlossen ist. 
Anwendung von [3] liefert jetzt einen Widerspruch zur Einfachheit von G. 

(3.22) LEMMA. Die Annahme (3.2) ist nicht erfdlt. 

Beweis. Sei die Annahme (3.2) erfiillt. Nach (3.18) ist N,(W)/&(W) zu Zs 
isomorph. Es enthalte zunachst NG(W) eine Sylow 2-Untergruppe T von G. 
Nach (3.21) enthalt T eine elementar abelsche Untergruppe Y von der Ordnung 
2s. Man sieht leicht, dal3 bei geeigneter Wahl von T die Gruppe YW/W der 
Gruppe ((12), (34), (56), (78)) entspricht. Weiter rechnet man leicht nach, dal3 
jede Involution aus NG(W) zu einer Involution aus Y in NG(W) konjugiert ist. 
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Wir werden nun zeigen, dal3 (E n W) in Z(N,(Y)) enthalten ist. Dann liefert 
[2] einen Widerspruch zur Einfachheit von G. Setze N = N,( Y)/C,( Y). Dann 
hat N eine Sylow 2-Untergruppe vom Typ A, . Weiter besitzt N eine Unter- 
gruppe L, die zu A, isomorph ist, wobei YE eine Sylow 2-Untergruppe des 
vollen Urbildes K von O,(L) in NG( V) ist. S . er x ein Element ungerader Ordnung 
in NG( Y) mit [E, X] C Y. Sei (e, , e,) eine Untergruppe von E mit YE = 
Y(e, , es). Dann ist [x, e,] E Y. Wegen 1 C,(e,)/ z 16, kann man x durch 
Elemente aus Y abandern, so da8 [x, e,] = 1 gilt. Dann ist [x, e,] in Cr(ei) 
enthalten. Da 1 Cc,(e,)(ez)l = 4 ist, kiinnen wir wieder x so ab%ndern, daB 
[x, e,] = I gilt. Also ist x in N,(E) und damit in C,(E) enthalten. Das liefert 
dann aber N E C,(Y). Sei S eine Sylow p-Untergruppe von O(N). Dann operiert 
L auf S. .41so liefert die Brauersche Fixpunktformel, da8 S die Ordnung 33 oder 
eins hat. 

Es habe S die Ordnung 33. Da GL,(3) keine 2-Untergruppe vom Typ ;-1s 
enthalt, folgt, da0 Z( 7’/ Y) die Gruppe S zentralisiert. Nun zentralisiert Z( T/ Y) 
in Y nur die Gruppe W n Y. Also operiert S auf W n Y. Insbesondere ist 
CNG(Y,( W n Y)/&(Y) n S # 1. Da S ein irreduzibler L-Modul ist, folgt nun, 
dal3 S in CNG(&W n Y&(Y) enthalten ist. Das liefert dann aber einen 
Widerspruch. Also ist O(N) = 1. 

Sei jetzt T’ die einzige elementar abelsche Untergruppe von der Ordnung 16 
in T/Y. Dann rechnet man nach, da13 es in I/ genau neun Involutionen i gibt, so 
daB C,(t) die Ordnung 24 hat. 1st nun x eine Involution aus T, so daR YX in 
Z(T/Y) liegt, so sieht man, da13 alle Involutionen in YX in W liegen. Nach (3.19) 
ist keine Involution aus E - (E n W) zu einer Involution aus Win G konjugiert. 
Da es eine Involution e E E - (E n Y) gibt, so daR Ye in T/ liegt, folgt, da8 9 
die Ordnung von NN(v) nicht teilt. Das liefert, daB L(N) nicht das direkte 
Produkt zweier einfacher Gruppen sein kann. 

Sei nun 1 die Untergruppe von T/Y, die zu Q8 * Q8 isomorph ist. Dann 
enthalt I ~ Z(1) sowohl Involutionen, deren Zentralisator in Y die Ordnung 26 
hat, als such Involutionen, deren Zentralisator in Y die Ordnung 26 hat. Also 
teilt 9 nicht die Ordnung von N,(I). 

Mit [5] und [6, Proposition (3.1) und (3.9)] erhalten wir jetzt, daR N entweder 
zu ERL2(7) oder zu (NJ Y) n NJ W))C,( Y)/&(Y) isomorph ist. 

Sei zunachst N zu E,L,(7) isomorph. Dann ist Cr(O,(N)) C W n Y. Sei 
weiter E n 137 nicht in Z(N,( Y)) enthalten. Dann hat z genau sieben Konjugierte 
in Y. .4lso ist C,(O,(N)) = (n 77 ?r x 1 2 3 4 7 rl=Zn5*6~ T~T~T,~~). Dar-m ist YW = 
CN,(~)~O(~,(~))(C~(O~(~))). Da h’ lerin aber W die einzige elementar abelsche 
Untergruppe WI von der Ordnung 27 mit YW, == YW ist, folgt nun ein Wider- 
spruch zur Struktur von N,(W). 

Also ist NG( Y)/C,( Y) = (N,(Y) n NG( W))C,( Y)/C,(Y). Insbesondere ist 
z E Z(N,( I-)). Damit haben wir gezeigt, da13 NG(W) keine Sylow 2-Untergruppe 
von G enthalt. 

Sei T eine Sylow 2-Untergruppe von N,(W) und Tl eine 2-Untergruppe von 
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G mit j Tl : T ) = 2. Sei weiter t E Tl - T. Dann ist W& # W. Weiter ist IITt 
normal in T. Das liefert / Wt n W / < 16. Sei 1 Wt n W 1 = 16. Dann enthslt 
Wt eine Involution e, die in G zu einer Involution aus E - (E n W) konjugiert 
ist. Weiter enthalt Wt eine Involutionf, so da8 Wf in NG( W)/C,( W) zu (12) (34) 
konjugiert ist. Also enthalt C&,&E n W)/O(C,,,,,(E n W)) eine zu A, 
isomorphe Untergruppe. Dann liefert aber (3.19) einen Widerspruch. 

Also ist 1 Wt n W 1 = 8. Dann entspricht WtW/W der Gruppe ((12), (34), 
(56), (78)). Diese Gruppe zentralisiert in W eine Untergruppe von der Ordnung 
16. Also ist Wt nicht zentralisatorgleich in T. Das ist ein Widerspruch. Dieser 
Widerspruch beweist das Lemma. 

4. DIE GRUPPEN Ma, UND HE 

In diesem Abschnitt wird der Beweis von Satz B vollendet. Wir wissen 
bereits, daI3 es in N,(E) eine extraspezielle Untergruppe F von der Ordnung 2’ 
gibt, so da13 NN&F) die Gruppe N,(E)/O(N,(E)) deckt. Weiter wissen wir, 
da0 NNG(G)(F)/CNG(E~(F)F vollstabdig reduzibel auf F/Z(F) operiert. Schliel3lich 
wissen wir noch, dal3 N,(F)/C,(F)F zu PGL,(7) oder L,(7) isomorph ist. 

(4.1) LEMMA. Die Gruppe N,(F) enthdt eine Sylow 2-Untergruppe eon G. 

Beweis. Die Gruppe N,(F)/&(F) ist eine Erweiterung einer elementar 
abelschen Gruppe Fl von der Ordnung 26 durch L,(7) oder PGL,(7). Nach 
(2.9) ist Fl = F, x F3, wobei F2 und F, irreduzible L,(7)-Moduln von der 
Dimension drei sind. Weiter rechnet man in Aut(D, * D, * D,) leicht nach, 
da13 Fz dual zu F3 ist. Also ist Fl die einzige normale elementar abelsche Unter- 
gruppe von der Ordnung 26 in einer Sylow 2-Untergruppe von N,(F)/C,(F). 
Damit ist das Lemma bewiesen. 

(4.2) LEMMA. Die Gruppe N,(E) enthdt eine Sylow 2-Untergruppe won G. 

Beweis. Es enthalte N,(E) keine Sylow 2-Untergruppe von G. Nach (3.1) und 
(4.1) ist dann N,(F)/C,(F)F zu PGL,(7) isomorph. Setze nun R = C&Z(F)) 
Dann wird die Ordnung von R/Z(F) nicht durch 211 geteilt. Setze R, = 
R/O(R)Z(F). Dann ist FO(R)/O(R)Z(F) in jedem minimalen Normalteiler von 
R, enthalten. Die Liste in [16] liefert jetzt, daB FO(R)/O(R)Z(F) in R, normal ist. 
Also ist C,(Z(F))/O(C,(Z(F))) zu N,(F)/O(N,(F)) isomorph. 

Sei jetzt T eine Sylow 2-Untergruppe von N,(E) und S eine Sylow 2-Unter- 
gruppe von N,(F), die T enthalt. Dann gibt es ein Element x E S - T mit 
.a+ E Z(F). Da x ein Element von der Ordnung sieben in N,(F)/&(F) normalisiert, 
ist / C,,,O(XZ(F))~ = 8. Weiter normalisiert x ein Element p von der Ordnung 
drei in N,(F)/C,(F). Es ist C,(p) g D, . Also ist x zu xz konjugiert, wobei 
(z) = Z(F) sei. Das liefert, dal3 C,( x e ementar abelsch von der Ordnung acht ) 1 
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ist. Also ist 1 C,(x) = 32. Weiter enthalt C,( x einen abelschen Normalteiler W ) 
vom Index zwei. Es ist / W n F 1 = 8. 1st us = z, so ist C,(X) eine Sylow 
2-Untergruppe von C,(x). Sei nun x 2 = 1. Dann ist W elementar abelsch. 

Wir bestimmen nun die Struktur von NG(W)/CC( W). Es ist NG(W) r\ 
C,(z)/C,( W) eine Erweiterung von E, durch J?s . Es induziert NJ W) n C,(z) 
auf W Bahnen von der Lange 1, 6 und 8. Sei z $Z(N,(W)). Dann hat z in 
NG( W) genau 7,9 oder 15 Konjugierte. Die Untergruppenstruktur von A, liefert, 
dal3 .s genau 15 Konjugierte hat. Dann ist NG(W)/CG( W) zu ,?Ys isomorph. 
Anwendung von [18] liefert dann, da8 G zu L*(q) oder U,(p) isomorph ist, 
oder eine Sylow 2-Untergruppe vom TypL,(g), q = - 1 (mod 4), besitzt. Es 
hat Z,(S) die Ordnung vier. Also ist S nicht vom Typ L,(p). Die Struktur von 
C,(z) liefert, daR G such nicht zu L,(q) oder U,(q) isomorph ist. Somit haben 
wir gezeigt, dab z EZ(N~(W)) ist. 

Sei nun Tl eine 2-Untergruppe von C,(X) mit 1 T,: C,(X)/ = 2. Dann gibt es 
ein t E Tl - C,(x), so da13 C,(X) = WWt ist. Also ist N,( Wt)/CG(Wt) eine 
Erweiterung von E, durch Z; . Das liefert, daB die Anzahl der zu z in NG(Wt) 
konjugierten Involutionen durch drei teilbar ist. 1st u eine Involution in 
Wf n C,(z)‘, so ist x zu xu in C,(z) konjugiert. Das liefert, da13 2s die Ordnung 
von Ne,c,,( Wt) teilt. Also hat x genau drei Konjugierte unter NG( Wt). Da es in W 
aber keine N,(W)-Bahn von der Lange drei gibt, erhalten wir so einen Wider- 
spruch. Insgesamt haben wir gezeigt, daR C,(x) eine Sylow 2-Untergruppe von 
C,(x) ist. 

Sei zunachst x? = 1. 1st I eine Involution aus T, so ist stets 1 Co-&r)I durch 
26 teilbar. Also ist x zu keiner Involution aus T in G konjugiert. Anwendung 
von [21, Lemma (5.38)] liefert jetzt einen Widerspruch zur Einfachheit von G. 

Wir kiinnen somit x2 = z annehmen. Sei nun r E T mit y2 EF. Dann teilt 
2j die Ordnung von Cc-+(r). 1st r zu x in G konjugiert, so ist x E Cc&r)‘. 
Das liefert dann, da0 alle Involutionen in Z,(S) in G konjugiert sind. Sei jetzt 
r h X, r E T und r2 $F. Dann ist C,(Y) = (Y) x D, oder (r) x V, . 1st 
x E CS(y)‘, so sind wieder alle Involutionen in Z,(S) in G konjugiert. 

Sei jetzt Cs(r) = (Y) x W, wobei W eine elementar abelsche Gruppe von der 
Ordnung vier ist. Es ist WC F. Sei weiter g E G mit C,(r)g C C,(X) und rg = X. 
Dann ist C,(Y), eine der beiden abelschen Untergruppen von der Ordnung 24 
in C,(X). Nun wissen wir, dal3 r auf E und E” operiert. Da C,(Y) die Ordnung vier 
hat, ist 1 C&r)’ = 2 oder 1 C&r)1 = 2. Al so sind alle Involutionen in Wr2 in 
G zu r2 und damit zu z konjugiert. Somit hat x in Qr(C,(r)) genau funf oder 
sieben G-Konjugierte. Hat z genau sieben G-Konjugierte, so liefert rg =: x, da8 
wieder alle Involutionen in Z,(S) in G konjugiert sind. 

Habe nun z genau ftinf G-Konjugierte in Q,(C,(r)). Setze C,(X) = 

<C,(x), x>(t). 1st C&)Q = <C,(x), x>, so sind alle Involutionen aus Z,(S) in G 
konjugiert, da alle Involutionen aus C,(X) in N,(F) zu Involutionen aus Z,(S) 
konjugiert sind. Sei also C&(Y)” = (t,fi , x). Hierbei ist t N tfi , tx2 N tflx2 und 
fr -fix2 in G. 1st 2 zu fi in G konjugiert, so sind alle Involutionen aus Z,(S) 
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in G konjugiert. Sei also z + fi in G. Setze W, = (h / h E .Ql(C,(r)), h + z in G). 
Dann ist z E W, . Weiter ist Wf = (z, fi). Also ist ZQ = x. Das widerspricht 
aberr”=xundr2#x2=Z. 

Insgesamt haben wir gezeigt, daR alle Involutionen aus Z,(S) in G konjugiert 
sind, falls x zu einem Element aus T in G konjugiert ist. Sei f eine Involution 
in Z,(S) - Z(S). Dann ist C,(f)/(f) eine Erweiterung von D, * D, durch 

Dl, . Insbesondere enthalt C,(f)/(f) k . eme normale elementar abelsche 
Untergruppe von der Ordnung 32. Da , S : C,(f)1 = 2 ist und S/(z) eine 
normale elementar abelsche Untergruppe der Ordnung 64 enthglt, ist f nicht zu 
z in G konjugiert. Das liefert jetzt, da8 x zu keinem Element aus T in G 
konjugiert ist. Da es in S - T keine Involutionen gibt, erhalten wir nun mit 
[8, Lemma 161 einen Widerspruch zur Einfachheit von G. Damit ist das Lemma 
bewiesen. 

(4.3) SATZ. Die Gruppe G ist zu M2, oder He isomorph. 

Beweis. Nach (4.2) wissen wir, da8 N,(E) eine Sylow 2-Untergruppe von G 
enthAt. Setze C = C,(Z(F))/Z(F). S ei weiter M ein minimaler Normalteilervon 
C/O(C). Dann sieht man leicht, da13 F/Z(F) im vollen Urbild von M in C 
enthalten ist. Also ist C entweder 2-constrained oder O’(C/O(C)) einfach. 

Sei zun%chst C, = O’(C/O(C)) einfach. Da C, eine elementar abelsche 
Untergruppe von der Ordnung 64 enthglt, liefert die Liste in [16], da8 C, zu 
K?,(q), y = 3,5 (mod S), P@,(2), A,, oder A,, isomorph ist. Alle diese Gruppen 
haben 2-Sylow Untergruppen vom Typ A,, . Anwendung von [15] liefert nun 
einen Widerspruch zur Struktur von N,(F). Also ist C, und damit C,(Z(F)) 
2-constrained. 

Da C,(Z(F)) 2-constrained ist, folgt, daB C,(Z(F))/O(C,(Z(F))) zu 
N,(F)/O(N,(F)) isomorph ist. Jetzt liefert die Liste in [16], da!3 G zu L,(2), 
M2, oder He isomorph ist. Eine leichte Rechnung zeigt, daB es in &(Z(F)) 
genau zwei normale elementar abelsche Gruppen von der Ordnung 16 gibt. 
Jetzt liefert, die Anwendung von [l I] die Behauptung. 
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