MATHEMATICS

BEZIEHUNGEN DER €; UND @3 ZUR OKTAVENEBENE. XI

VON

HANS FREUDENTHAL

(Communicated at the meeting of March 30, 1963)

55. Sei 4 € Ry. Dann gilt
[@, AD]=0 fiir alle @ ¢ W,.
Beweis: Wir diirfen annehmen: 4 ={(®;, @2, @; € Wa, ® € Wa.

~ A~ o~ ~ ~ ~ ~ ~ "._’ ~
DD, D D= —DPDDDo= — D1D2Dy — [D, D1]D Do,
~ o~ N’d
aber auch = — D20,Dy — O[D1, D]|Ds.
Man addiere diese Ergebnisse und wende 35.4 an:
208,8,8— — (B, D)1 — (D, D.100)P+ [, [D, §1]1P,

= (D, Bo)P D, — (D, B1D)D + (D, D1)DDs.

Analog
28 BB, D = (D, D1)P Dy — (D, BoD1)D + (D, Do) D Dy
Also
5((5152 + ﬁzél)qj — (@, (pl)djg — (@, @2)¢1) =0,
w.z.b.w.

56. ((D1, D2)Ds3, Dy) ist invariant bei den Permutationen 1< 2; 3+« 4;
1< 3 und 2> 4, wie man aus
2({ Dy, BodDs, a) = — (DoDs, D1Dy) — ($1D3, DoDs)

+ (D1, D3)(D2, D) + (D1, Pa)(D2, P3)
sieht.
({D1, DopPs3, D4) hingt daher nur von {(D;, P> und (D3, D4> ab; die
Abhéngigkeit ist bilinear. Es gibt daher in %; ein inneres Produkt mit
der Eigenschaft

(56.1) ({D1, D2, (D3, Dsy) = ({D1, DPo)>D3, Ds).

Dieses innere Produkt ist metasymplektisch invariant. Dasselbe gilt
aber fiir sp AB als Funktion von 4, B € Ry, da sp ([®, A1B+A[P,B])=0
ist. Wegen der Irreduzibilitdt der metasymplektischen Gruppe muss es
also eine Konstante » geben mit

(56.2) sp AB=x(4, B).

Die Bestimmung dieser Konstanten skizzieren wir nur, da sie sich
spater nochmals durch geometrische Betrachtungen ergeben wird.
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Man hat bei den Gruppen der vierten Zeile von S
(56.3) (sp D22 =1(2d +4) sp B4,

wo d=dim R4, also
1(2d+4)=128, 32, 54, 100
ist. Man berechnet
(D, D2Py= APy -+ 2696571 (P, O)P2P, + (1 — 22637 1)(D, Do) (P, D)D
+eo2e372 (D, D)2Dy,
also _ N
Sp (D, PY2=sp D*+2¢2e371 (D, D) sp D2+ (1 —2e26371)(D, D)2
+ (e22e372) (D, D)2 sp 1.

Man driicke nun nach 35.1 und 56.2 alles durch (@, @) aus:
sp <Q5, Q5>2 = w‘r_"_—4 €92 —2e92e371 4+ 1 — 29831+ 82283_2d)(¢, @)

Ferner
(D, DYD, D)= (e2e371 —1)(D, D).

Wir erinnern an die Konstanten

1— _5_ 1 1 1

€283 = 3% 3 7 8
5 —_5_ 1 a1 1
2dti 108 32 54 T00

Man rechnet dann aus:

(56.4)  x=sp (D, BY(D, DD, D)= —%, —4, —5, —1.

57. Fir A e Wy, Be Ry gilt
ABA— —1(4, B)A.

Beweis: Sei @ € Wy, P+#0. Nach 53 gibt es ein @; mit

[@1, AD]=0,

A=LD1, AD).
Nach 55 ist

[BAD, A®]=0.
Also

ABAD={D,, AOD)BAD

= —3}(BA®D, ©,)AD

=—3B, (49, 91))AD

=—3(B, 4)AD.
Dies gilt dann auch fiir alle @ € Ra.
58. Zur Spur von AB (4 € Wi, B e Ry) liefert nur der Teilraum AR,
einen Beitrag. Nach 57 hat 4B dort den einzigen Eigenwert —3(4, B).

32 Series A
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Also ist
sp (AB)= —1(4, B) dim AR..

Die Konstanten in 56.4 sind also bis auf den Faktor —} die Dimensionen
von ARs Auf diesem Wege werden sie spéiter von neuem verifiziert
werden.

59. Von 37 an ist nicht wesentlich benutzt, zu welchem reellen Typ
der Gruppen der vierten Zeile von S die metasymplektischen Gruppen
gehoren. Im néchsten Satz spielt das wohl eine Rolle. Daher muss die
Darstellung der metasymplektischen Gruppe aus 7 entscheidend heran-
gezogen werden.

Nach 54 sind die mit einem Punkte inzidenten Symplekta paarweise
verflochten. Nun wird behauptet:

Die mit einem Punkte inzidenten Symplekta bilden eine maximale Menge
paarweise verflochtener Symplekta.

(Es gibt auch noch andere maximale Mengen paarweise verflochtener

Symplekta.)

Beweis: @ sei verflochten mit allen Symplekta, die mit A4 inzidieren,

also
[Do, AD*]=0

fiir alle @* € B, also auch fiir alle * € Ry. Wir haben zu zeigen:
@y ist von der Form A®* mit @* € W,.

Wegen 38 diirfen wir @y in der speziellen Form

wea-(2 ) ()

annehmen.
Fir

ist
[Do, ?] = (

Die mit @y kommutierenden @ sind also von der Form

o )

Um zu W4 zu gehoéren, miissen sie (siehe 36 d—e) noch

©2=0, P von der Form 68, PxP=246

oder
@=0, PxP=0, =0

erfiillen. Im zweiten Fall ist auch @+ @y € Wy, also (D, Dy =0.
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Sei nun A4 speziell von der Form (@, @¢>+#0 mit einem solchen @,
also jedenfalls @s£0.

Mit
e* 0 0
(5 o

ist [@Dy, ®*]=0, also
(Dy, PYD* = L(D, D*)D,.

Wegen 6340 ist das fiir geeignetes @* von null verschieden. Also inzidiert
@y mit dem Punkte A4.

Allgemein: Wenn A4 =<KP;, P2>#0, [D1, DP2]=0, so inzidieren die @D;
mit 4.

Der Punkt 4 darf nun in der Form

A=D1, D3>
angenommen werden, wo
[@1, Do] = [D2, Do]=0,

also
59.2 @ (@i éi) <Pi>
(59-2) t=\o 6,/ \o
mit
(59.3) @i2=0, QiPi=@iS, PiXPi=2é@i.

Die Bedingung [®:, P2]=0 liefert weiter
(59.4) [01, O3]=0, {P1, P3}=0, O1Py=0O,P;.
Wir haben nun zu fordern:
[Do, (D1, Dop@*]=0

fiir alle @* € R4. Fiir @* =A erhilt man an der 6. Stelle von (D1, D) D*:
©1Ps. Ebenso fiir @* =P* : @;0,P*.

Also
(59.5) O1Py= 03P, =0,
(59.6) 0,0:=0,

also nach (32.9) 6y, ©; linear abhingig.
Also: Sollen alle mit dem Punkte A inzidenten Symplekta mit @g
verflochten sein, so muss 4 von der Form (@;, @) sein mit D; € Wy,

die 59.2—6 erfiillen.
5% O* —y* Py*

Fiir
berechnet man dann (hauptsidchlich mit Verwendung von 32.6.1-2,
wobei Px P durch @; und P durch P; ersetzt wird):
6*0 Lsp @@*) <@P2*>

*
(59~7) <¢1, ¢2>¢ - ( 0 5*@ 0
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wo zur Abkiirzung
(59.8) O=06,02+ 6201 —P1 x Py
gesetzt ist.
(59.7) gibt also bei festem @ und variablen @*, §*, Po* mit
(59.9) Py* x Py* = — 25*@*

die Gesamtheit der mit 4 inzidenten Symplekta. Wahlt man @* so, dass
§* =0, Py*=0, sp OO* 0, so ergibt sich die zu beweisende Behauptung,
dass @ unter ihnen vorkommt. Diese Wahl ist moglich, denn wegen
<¢1, Doy #£0 ist O£0.

60. Wir nutzen die letzten Resultate noch aus, um die Struktur der
Mannigfaltigkeit {4} der mit 4 inzidenten Symplekta zu bestimmen.
Als A nehmen wir das door (59.7) bestimmte (D, D).
Nach 59.3 ist es klar, dass ©2=0 sein muss. Nach 9 diirfen wir speziell

©=(0,0,4,0)1)

1 0 O
A=<O 0 0>
0 0 O

P2*=(X3 U, §7 60),

& w3 T w1
X = Z'—3 §2 x1> ) U = *> )
rs T1 &3

OP,* =(wA, 24 x X, (4, U), 0).

0 0 0
24 x X = <O &3 —x1> , (A4,U0) = w1

0 —&1 &2
Weiter aus 59.3, 59.9, 32.4, 4.5
26* - L sp 00* = — L sp O(Py* x Pp*)=
L{OPy*, Py*} = 1(X, 4 x X)—2w(4, U)).

Das allgemeine Symplekton von 59.7 wird also durch die reellen Koor-
dinaten

mit

annehmen. Mit

wird nach 4.1.

Nun ist

m=20*%, na=2L sp OO%, ==&, qa=Es, s=w, Ne=w1
und das Element x; der Hurwitz-Algebra beschrieben, die der Bedingung

|21]2 4+ 4m1ne — 2nans+ 2nsne =0
unterworfen sind.

1) Die Bezeichnungen aus 4. Man verwechsele das 4 nicht mit dem Punkt 4
der metasymplektischen Geometrie.
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{A} ist also eine Quadrik der (projektiven) Dimension

5, 6, 8 12
und der Signatur
1, 2, 4, 8,

die also Ebenen als hochst-dimensionale projektive Rédume enthilt.
Die Verbundenheit der Symplekta in {4} ist die der Punkte auf der
Quadrik. Wie in 58 angekiindigt, ergibt sich

dim AR.=7, 8, 10, 14.

61. Wir nutzen die Resultate von 59 weiter aus, um die Struktur der
Mannigfaltigkeit {@o}, d.h. der Menge der mit @y inzidenten Punkte, zu
ermitteln.

Durch 59.7 ist sie in eineindeutige Beziehung zu 0 (siehe 9), der Mannig-
faltigkeit der Punkte der symplektischen Geometrie Sy(5, #°) iiber H#,
gesetzt:

(61.1) £O=( D1, ).

Was entspricht bei { verbundenen!) Punkten? Die Verbundenheits-
bedingung war
sp OO'=0.
Man berechne nach 59.7
) . 0 L&*spOO\ (0
coreorw = (; *T°7) (7).
Also sp @0’'=0 dann und nur dann, wenn ((@’')((0)=0 ist. Gemiss der
Definition in 37 erhilt ¢ die Verbundenheitsrelation.
Nach 38 gilt das hier fiir @, Bewiesene fiir beliebige @€ W4 {P} ist
ein Symplekton im Sinne von Sy(5, ).
Die Bezeichnung Symplekton ist damit gerechtfertigt.

62. Die mit @y verbundenen @ (also (D, Dy>=0) haben die Form

(62.1) b = (3 g) <f:> mit PxP=0

(sieche 36e), stehen also durch die Abbildung { mit
(P=® mod P,

in mod @ eineindeutiger Beziehung zu den Ebenen (iiber der Hurwitz-
Algebra ) der symplektischen Geometrie. Wie verhilt sich dies ¢ zu
dem von 61%

Sei @ Punkt der symplektischen Geometrie Sy(5, 5#°). Dann ist nach
(69.7) und (61.1) ((O)D* =<{D;, P2>P* dann und nur = @ fiir geeignetes
&*, wenn P=OP* fiir geeignetes P* ist; das ist aber nach 9 wegen

1y Wir wollen lieber “verbunden” statt ‘“‘verbindbar’ sagen.
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P x P=0 dann und nur dann der Fall, wenn OP =0 ist, also der Punkt ©
auf der Ebene P (in Sy(5,5¢)) liegt. Also:

Der Punkt {6 inzidiert mit den Symplekta (P =® + Ad, (D verbunden
mit @) dann und nur dann, wenn @ auf P liegt. Dies gilt wieder fiir
beliebiges Dy € Wy.

Zwei verschiedene verbundene Symplekta @y, @ haben also als Durch-
schnitt {@o} N {®} eine Ebene der symplektischen Geometrie von {@o};
alle diese Ebenen ergeben sich als solche Durchschnitte; die Symplekta
{®}, die eine gegebene Ebene enthalten, bilden ein Biischel (reelle pro-
jektive Gerade).

Die Mannigfaltigkeit mod @y der mit @ verbundenen Symplekta ist
im Wesentlichen die Mannigfaltigkeit der Ebenen von Sy(5, ). Sind
{P;=®; mod @Dy (1=1, 2) mit Py verbunden, so ergibt sich mit 62.1 nach
einfacher Rechnung, bei der 32.5 eine Rolle spielt:

®;, @, verflochten, dann und nur dann, wenn {P;, Ps}=0, also wenn
die Ebenen P; sich schneiden;

@;, @; verbunden, dann und nur dann, wenn P;x P;=0, also wenn
die Ebenen P; mehr als einen Schnittpunkt haben.

In Sy(5, /) hat jede Menge paarweise lings Geraden schneidender
Ebenen eine Gerade (iiber 5#) als Durchschnitt (siehe 16.10). Also gilt auch:

Der Durchschnitt einer Menge paarweise verbundener Symplekta ist
eine projektive Gerade iiber 7.

Jedenfalls gibt es also einen Punkt 4, der mit einer gegebenen Menge
paarweise verbundener Symplekta inzidiert. Nach 60 liegen auf der
Quadrik {4} reelle projektive Ebenen als maximale Mengen paarweise
verbundener Symplekta.. Also:

Maximale Mengen paarweise verbundener Symplekta sind reelle pro-
jektive Ebenen.

63. Fir ein Paar verschiedener verbundener Punkte 4, A’ gilt Analoges.
Es wird vorlaufig unter der Voraussetzung bewiesen, dass es ein Sym-
plekton gibt, das mit beiden inzidiert. (Siehe 64.) Wir diirfen nach 38
annehmen, @y sei ein solches.

A=(0, A’'=(0,

wobei 6, @ unabhingig sind wegen der Unabhéngigkeit von 4, 4’, und
wobei @, @ verbunden sind wegen der Verbundenheit von A4, A’ (siehe
62). Der Durchschnitt {4} N {4’} soll bestimmt werden. Nach 59.7 und
wegen der Unabhingigkeit von @, @' muss ein Element von {4} N {4’}

die Form
0 o (P
(o 0) (o)

PxP=0

haben, wo nach 36e

ist, sowie
OP=0'P=0.
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In Sy(5, o) muss also P mit der Geraden @@’ inzidieren. Nach 12 bilden
diese Ebenen ein Biischel. Unter Beriicksichtigung des Parameters ¢
erhdlt man fir

{A} N {4’} eine reelle projektive Ebene auf den Quadriken von {4}
und {4'}.

Man erhilt alle {4"}, die diese Ebene enthalten, wenn man ©” mit
(0"=A" auf der Geraden @O’ variieren lidsst. Die {4"}, die eine solche
projektive Ebene enthalten, bilden also eine projektive Gerade iiber der
Hurwitz-Algebra 7.

Schliesslich ist jede reelle projektive Ebene der Quadrik {4} als Durch-
schnitt {4} N {4’} erhiltlich. Denn sind @, @1, P> verbundene nicht-
kollineare Elemente von {4}, @;=_(P; mod @, (i=1, 2), A=(6, so ist
(nach 62) OP; =0, P1 x P;=0; ferner mit einem &’ auf der Schnittgeraden
der P; und mit 4’=(@" in der Tat @; € {4} N {4'}.

64. Die vorldufige Voraussetzung in 63 wird noch eliminiert:

Seien 4, B verbundene Punkte. Dann gibt es ein Symplekton, das mit
beiden inzidiert.

Beweis: AB=0,also (4B®1,Ps)=0, (BD1, AD2)=0. Also scharnieren
die Symplekta von {4} mit denen von {B}.

Seien @, @, € {4}, @, € {B}. Dann (D, D3) = (D1, P3)=0. Ferner wegen
AB=0 und @y=BD3 mit gewissem D3, auch AD,=0. Also wegen 52:
0=AB;= (D, D) D= DD Ds. Also ist [Py, D2]=0 mit allen @ aus {4}
verflochten. Also nach 59: [@;, ®;]e{4}. Analog [Py, P2]€ {B}. Ist [Py, P2]
fiir alle @, € {4}, @; € {B}, so geben A und B nach 59 denselben Punkt.
Dann ist die Behauptung aber evident.

Es hat sich sogar ergeben:

Mit den verbundenen Punkten 4, B inzidieren alle [@;, @2] mit ; € {4},
{®:} € B; wenn A, B verschiedene Punkte sind, so ist das schon die
Gesamtheit der mit ihnen inzidierenden Symplekta.

Das Letzte ergibt sich mittels 59.7 unter Beriicksichtigung der in 63
erzielten Charakterisierung dieser Symplekta.

65. Es folgt hier eine Zusammenfassung der wichtigsten Ergebnisse.
Dabei wird jedes Resultat dualisiert; Beweise folgen spéter.

65.1. Verbunden — verflochten — scharnierend
fir Symplekta (siehe 37), fiir Punkte (siche 66).

65.2. {D1} N {P2} besteht dann und nur dann aus mindestens einem
Punkt, wenn @,, @, verflochten sind. (Im Allgemeinen: (@i, Ps>; siche
auch 62.)

65.2". {4} N {B} besteht dann und nur dann aus mindestens einem
Symplekton, wenn 4, Bverflochten sind. (Im Allgemeinen : A BO* = BA®P*;
siehe auch 63-64.)

65.3. {@1} N {P:} besteht dann und nur dann aus hochstens einem
Punkt, wenn @;, @ nicht verbunden sind (sieche 62).
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65.3". {4} N {B} besteht dann und nur dann aus hdéchstens einem
Symplekton, wenn A4, B nicht verbunden sind (siche 63-64).

65.4. Zu Symplekta @;, P, gibt es dann und nur dann mindestens ein
mit beiden verbundenes Symplekton, wenn @;, @2 scharnieren. (Im
Allgemeinen [Py, P2] (siehe 45); verschwindet das, so betrachte man die
Geometrie in der Quadrik {(®@i, ®s)}.)

65.4’. Zu Punkten 4, B gibt es dann und nur dann mindestens einen
Punkt, der mit beiden verbunden ist, wenn 4, B scharnieren. (Siehe 72.)

65.5. Zu Symplekta @1, @, gibt es dann und nur dann héchstens ein
Symplekton, das mit beiden verbunden ist, wenn @;, @, nicht verflochten
sind. (Siehe 45.)

65.5". Zu Punkten A4, B gibt es dann und nur dann héchstens einen
Punkt, der mit beiden verbunden ist, wenn A, B nicht verflochten sind.
(Siehe 72.)

65.6. Wenn die Symplekta @;, @; verbunden und @, @3 verflochten
sind, so scharnieren @i, @;. (Siehe 43.)

65.6’. Wenn die Punkte A, B verbunden und B, C' verflochten sind,
so scharnieren 4, C. (Siehe 72.)

65.7. In {@}, {@:} gibt es dann und nur dann bzw. Punkte A4, 4,
die verbunden sind, wenn @;, @, scharnieren (siehe 72).

65.7. In {41}, {42} gibt es dann und nur dann bzw. Symplekta
@, @y, die verbunden sind, wenn A;, As scharnieren. (Siehe 72.)

65.8. Fiir jeden Punkt 4 ist {4} eine maximale Menge verflochtener
Symplekta. (Siehe 59.)

65.8’. Fir jedes Symplekton @ ist {®} eine maximale Menge ver-
flochtener Punkte. (Siehe 72.)

65.9. Die Menge {4} hat die Struktur einer Quadrik der Dimension
5, 6, 8, 12 und der Signatur 1, 2, 4, 8. (Siehe 60.)

65.9’. Die Menge {®} hat die Struktur einer 5-dimensionalen sym-
plektischen Geometrie iiber der Hurwitz-Algebra 5#. (Siehe 61.)

65.10. Fiir verschiedene verbundene 4, B hat {4} N {B} die Struktur
einer reellen projektiven Ebene; alle Ebenen der Quadrik von {4} sind
so erhiltlich; die {4}, die solch eine Ebene enthalten, bilden eine pro-
jektive Gerade iiber der Hurwitz-Algebra 5#. (Siehe 63.).

65.10’. Fiir verschiedene verbundene @), ®; hat {@:} N {D:} die
Struktur einer projektiven Ebene iiber der Hurwitz-Algebra 2#; alle
Ebenen der symplektischen Geometrie von {@;} sind so erhiltlich; die
{@}, die solch eine Ebene enthalten, bilden eine reelle projektive Gerade.
(Siehe 62.)

65.11. Die Mannigfaltigkeit mod @y der mit @ verbundenen Sym-
plekta (also die der reellen projektiven Geraden von Symplekta durch
@) hat die Struktur der Mannigfaltigkeit der Ebenen einer 5-dimensionalen
symplektischen Geometrie iiber der Hurwitz-Algebra 5¢; ,,verflochten”
entspricht ,,schneiden”, ,,verbunden” entspricht ,,schneiden in einer
Geraden”. (Siehe 62.)
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65.11’. Die Mannigfaltigkeit mod 4o der mit 4o verbundenen Punkte
(d.h. die der projektiven Geraden iiber # durch 4) hat die Struktur der
Mannigfaltigkeit der Ebenen der reellen Quadrik {4o}; ,,verflochten”
entspricht ,,schneiden”, ,,verbunden’ entspricht ,,schneiden in einer
Geraden”. (Siehe 72.)

65.12. Eine maximale Menge paarweise verbundener Symplekta ist
eine reelle projektive Ebene auf der Quadrik {4}. Thr Durchschnitt ist
eine projektive Gerade iiber 5. (Siehe 62.)

65.12’. FEine maximale Menge paarweise verbundener Punkte ist eine
Ebene von Sy(5, o). Ihr Durchschnitt ist eine reelle projektive Gerade
von Symplekta. (Siehe 72.)

66. Beweis von 65.1 fiir Punkte:

Sei AB=0, also (AB®,, D2)=0, (D1, BAD,)=0 fir alle &, Dy, also
BA=0.

Sei 4B=BA. Dann nach 57: (4, B)A=—24BA= —2A42B=0 nach 49.

67. Beweis von 65.6": Sei AB=0, BC=CB. Sei @, € {4} N {B} (siehe
65.2’) und @2 SO, dass A=<@1, ¢2> ES gibt 451*, sz* mit B@1*=¢1,
ADo* =Dy, Nach 56.1

(C,4)=(CPy, Do) = (CBD1*, AD2*) = (BOD:1*, ADy*) = (CD1*, BAD:*)=0.

68. Inzident — halbinzident.
Denn fiir inzidente 4, @ gibt es ein @* mit AD* =@, also AP =A20*=0
wegen 49.

69. Fir Punkte A und Symplekta @ sind folgende Aussagen dquivalent:
69.1. A4 und @ sind halbinzident.
69.2. [4,P]=0.
69.3. @ scharniert mit jeden @; € {4}.
69.3. A scharniert mit jedem A4; € {®}.
69.4. In {A} gibt es ein mit @ verbundenes P;.
69.4’. In {®} gibt es ein mit 4 verbundenes A;.
69.5. In {4} gibt es mehrere mit @ verflochtene Symplekta.
69.5". In {®} gibt es mehrere mit 4 verflochtene Punkte.
(Beweise in 72.)

70. A, @ seien halbinzident, aber nicht inzident. Dann gilt:

70.1. Die mit @ verbundenen Symplekta in {4} bilden eine reelle
projektive Gerade auf {4}, die besteht aus allen [®@, ®1]+0 mit @, € {4}.
(Siehe 72.)

70.1’. Die mit A verbundenen Punkte in {@} bilden eine Gerade
(iber ) der symplektischen Geometrie von @. (Siehe 72.)

70.2. @, € {4} ist dann und nur dann mit @ verflochten, wenn @; mit
allen Symplekta aus {4} verbunden ist, mit denen @ verbunden ist.
(Siehe 72.)
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70.2". A, € {®} ist dann und nur dann mit 4 verflochten, wenn 4,
verbunden ist mit allen Punkten aus {@}, mit denen A4 verbunden ist.
(Siehe 72.)

71.

71.1. Sei @ mit @; und D, verbunden, und seien D;, @, verflochten.
Dann ist {@Po} N {1} N {P2} nichtleer. (Siehe 62 Ende.)

71.1°. Sei Ao mit A; und A, verbunden, und seien A;, 4 verflochten.
Dann ist {do} N {41} N {42} nichtleer. (Siehe 72.)

71.2. Sei @y mit den P, D2 verflochten, aber nicht verbunden, und
seien @;, @, verbunden. Dann stimmen die Punkte (@D, 1>, (Do, D2)>
iiberein. (Siehe 72.)

71.2’. Sei Ao mit den A;, As verflochten, aber nicht verbunden, und
seien Aj, 4, verbunden. Dann liegen sie in einem Symplekton. (Siehe 72.)

71.3. Seien @; mit Dz, P mit D3, @3 mit @4 verbunden und @P; mit P,
verflochten. Dann gibt es einen Punkt, mit dem drei ihrer inzidieren und
der vierte (@3 oder @4) halbinzidiert.

71.3’. Seien 4; mit Az, A2 mit As, A3z mit 44 verbunden und 4; mit 44
verflochten. Dann gibt es ein Symplekton, mit dem drei ihrer inzidieren
und der vierte (As oder A;) halbinzidiert.

71.4. Seien @; (¢=1, ..., 5 mod 5) zyklisch verbunden. Dann gibt es
einen Punkt, mit dem vier ihrer inzidieren und der fiinfte halbinzidiert.

71.4'. Seien A; (i=1,...,5 mod 5) zyklisch verbunden. Dann gilt:
Entweder liegen sie in einem Symplekton, oder gewisse vier unter ihnen
liegen in einer Ebene (iiber 7).

72. Beweise:
Zu 71.2: Man nehme @ spezial = 4. Die mit @y verflochtenen, nicht
verbundenen @; miissen die Form 59.1

O; &\ (P
P = (0 01-) (0 >

haben. Da (@1, ;) =0, hat man wie in 59: [Py, (D1, P2>DP*]=0, also (59.6)
0:10:=0, 601, O, abhingig. 4=C,6; (siche 61) inzidiert mit @y und D;
(siehe 62). Also sind die Punkte (@y, @1> und (Do, P2) mit A identisch.

Zu 69.1<>69.3: ADP=0> (AD, D*)=0+«> (D, AD*)=0.

Zu 69.1 > 69.3": 4P=0 - (49D, D*)=0 — (4, (D, D*>)=0.

Zu 69.1 — 69.4: Seien @; € {4}. Dann ist {@P;, P) abhingig von A4,
also (D, P:>DP=0, also (nach 69.3)

*) G, =0,

also (nach 69.3 und 42) @@ € Wy, also entweder D@ =0 fiir alle D, € {4}
und nach 65.8 @ e {4}; oder fiir gewisses Pz € {4} gilt (253:52(257&0,
aber dann ist @3 nach (*) mit allen @; € {4} verflochten, also (nach 65.8)
@3 € {4}, und andererseits P3= [Pz, @] nach 45 mit @ verbunden.
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Zu 70.1. Sei A® =0 und g die Menge der mit @ verbundenen Symplekta
in {4}. Sei g’ die Menge der Symplekta $P; mit &, € {4}.

Im Beweis zu 69.1 — 69.4 ergab sich: g’ C g.

Weiter ist, wenn @;, @2 € g nicht verbunden sind, (D, ®:>=A4, also
nach 71.1 @ € {4} im Widerspruch zur Voraussetzung, dass @, 4 nicht
inzidieren. Also sind je zwei Symplekta aus g verbunden.

Also spannen @ und g eine Menge verbundener Symplekta auf, die
nach 65.12 hochstens zweidimensional ist. Da @ ¢ {4}, also ¢g, ist
dim g<1.

Sei nun (nach 69.4) @; € {4} verbunden mit @, [D;, Ps]=0 und
A={(D;, P3). Da D¢ {4}, ist (wegen 65.8)

5(@1, Do>P* nicht identisch null in @*.
Nun ist $(D;, Bo>P* = PP, D®* — }(Dy, P*)D Dy,
= (D, DD D* + H(D, BoD*) Dy — LDy, D*)D D,
=L DDy, O*)D, — LDy, D*)D D,

nicht identisch null. Also sind @; und ®®, unabhéngig. AP, € g Cg.
Also dim g=1. Nun kann man zu jedem @, € g ein @; € {4} so wihlen,
dass 4={D;, P2 ist, und dann ist &P, von D unabhéngig. Also ist
auch dim g’=1 und daher ¢ =g.

Zu 69.4 — 69.2: Sei wieder @; € 4 verbunden mit @, [D;, P2]=0 und
A={(®,, Dy>. Dann ist APH* =

(D1, D) DD* = Bo®:1 BD* — }(D2, DD*)D,
=B D1, DYD* + }(D1, D*)BoD — }(Ds, BD*) Dy
= }(DDs, B*)D, — }(D1, D*)DD;

gleich dem Ausdruck, der im Beweis von 70.1 (wesentlich unter der Vor-
aussetzung 69.4) fiir $AD* berechnet wurde. Also P4 =ADP.

Zu 69.2 — 69.1: Sei @* € Wy, (P, D*)=0. Dann ist (nach 42) PP* € W,
also APD* € Wy, also (nach Voraussetzung 69.2) PAD* € Wy, also (nach
42) (D, AD*)=0. Also (AD, D*)=0 fir alle ®* € W4 mit (P, D*)=0.
Also A® abhingig von @ und wegen A2=0 sogar 4®=0.

Zu 69.3' — 69.1: Sei A®+#0. Nach 69.4 — 69.1 ist B=(D, 4P)+#0.
Nach 65.8 gibt es ein Symplekton @; mit @=B®;={D, AD)>D,=
1AD, D)D. Also (4,KD, D1))=(4D, D1)#0. A scharniert nicht mit
<¢5 ¢1>

Zu 69.1 — 69.5 und 70.2: Sei g=g’ wie im Beweis von 70.1. ®; element-
weise verbunden mit g+« {Ps, 5¢1>=0 fir alle @, € {4}« <5Q§g,<151>= 0
fiir alle @) € {4} «> OD,=0.

Zu 69.1 — 69.4". Seien @; € {4}, @1 verbunden mit @, P, verflochten,
nicht verbunden mit @ (siehe 69.4, 70.2). 4;=<P, ®;) ist ein Punkt.
@, ist mit @ und @P; verbunden, also nach 71.1 @; € {4}. Daher hat
{4} N {4:} mindestens die zwei Elemente ®;, @, also eine Gerade der
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Quadrik {4}. Jedes Element ®* der Quadrik ist mit einem gewissen
Element dieser Geraden, also mit einem Element von {A4:} verbindbar.
Also (nach 69.4) 4;D* fiir alle D* € {4}. Also A;AD** fiir alle D** € W,.
Also 4:4=0.

Zu 69.4" — 69.4: Sei A; mit 4 verbunden und mit @ inzident. Nach
63—64 enthalt {4} N {41} eine Ebene der Quadrik {4}, auf der auch @
liegt. @ ist mit einem gewissen @; dieser Ebene verbunden, @; inzidiert
auch mit {4}. Da gibt es also ein mit @ verbundenes @;.

Zu 69.1 — 69.5": Man wéhle @; € {4} wie im Beweis von 69.1 — 69.4/,
ausserdem @3 € {4} verflochten, nicht verbunden mit @ und nicht ver-
bunden mit @2. Az=<@, ¢3> @1, @2 € {A} N {Al}, @1, @3 S {A} N {Ag}
Nach 65.3" ist 4 mit 4; und Az verbunden ; nach 63—64 sind die Symplekta,
aus {A} N {41} miteinander verbunden, ebenso die von {4} N {4s}. Aber
@y, @3 sind nicht verbunden, also ist {4} N {41}+# {4} N {4s}, also
{da}# {42}

Zu 69.5" — 69.5: Seien A1, A2 mit A verflochten und 4; € {®}. Nach
63-64 gibt es Symplekta @; € {4} N {4}, die also mit @ verflochten und
€ {4} sind.

Zu 69.5 — 69.1: Seien @; € {4} mit @ verflochten. Zu &; gibt es @;’
mit [(Di, @i’]=0, (Q%, @1;'>=A. Nun ist A¢=<¢1, @i’>@= —%(@, @{)@,',
also A®=0 fiir unabhingige P;.

Zu 71.1": Nach 63-64 gibt es ein @ € {41} N {A2}. In {do} N {4} liegt
nach 62 eine Ebene e; der Quadrik {4:}. @ ist auf der Quadrik {4;} mit
einer Geraden g; C e; punktweise verbunden. Nach 70.1 ist entweder @ mit
Ao inzident oder g1 =ga. Wegen g; C {4o} N {4} ist dann {4o} N {41} N {45}
nichtleer.

Zu 71.2': Nach 65.3", 65.4" liegt in {do} N {4;} genau ein Symplekton
@;. Nach 62 enthilt {4:} N {42} eine reelle Ebene e von Symplekta. Auf
der Quadrik {4;} ist @; punktweise verbunden mit einer Geraden g; C e.
Diese Geraden haben ein @ gemein, das mit den @; verbunden ist.
D;e{4o}. Wenn (D, Ds)+0, so De{do} nach 71.1. Peg;CeC{d1} N {4}
Also {A4o} N {41} N {43} nichtleer. Ist dagegen (@1, 2> =0, so ist P,
verbunden mit @, und elementweise mit ge. Also nach 70.1 entweder
@, € {43} oder D; € gz. In beiden Fillen kommt man zum selben Ergebnis
wie vorhin.

Zu 65.7": Sei (A1, A2)=0. Dann (42®1*, D2*)=0 fiir alle &;* €{4,}. Ist
A:®* =0 fiir alle @1* € {41}, so ist 4142=0, also ist nach 63-64 die
Behauptung evident. Sei @Ps=A2P:*#0. Dann ist nach 69.3 — 69.4 &,
verbunden mit einem Symplekton @; aus {41}. Seien umgekehrt @; € {4}
verbunden. Nach 69.4 — 69.1 ist dann Ax®P;=0, also (A2P1, D1*)=0 fiir
alle @1* € {Al}, also (Al, A2)=0.

Zu 65.4" und 65.5": Sei (4, B)=0. Nach 65.7" gibt es verbundene
D, €4, ;€ B. Nach 70.1 ist @1 mit einer Geraden gs der Quadrik {B}
verbunden, ebenso @, mit einer Geraden g; der Quadrik {4}. Sind g1, g2
elementweise verbunden, so haben sie nach 65.12 ein @ gemein. Dann
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liegen A, B im Symplekton @, wo es sogar unendlich viele mit 4 und B
verbundene C gibt. Es ist dies ein Fall verflochtener 4 und B.

Sind g1, g2 nicht elementsweise verbunden, so gibt es nichtverbundene
@;' € gi, die man von den @; verschieden annehmen darf. @,’, @;’ schar-
nieren nach 43. Ist [@', @2']+#0, so ist das nach 42 ein Symplekton, das
mit A und B inzidiert. Nach 65.2’ sind dann 4, B wieder verflochten; es
gibt dann unendlich viele mit ihnen verbundene C.

Ist dagegen [@:', D5']1=0, so ist C=(D, @>') ein Punkt, da die D,
nicht verbunden sind. @; ist mit beiden verbunden, also nach 71.1 in C;
ferner ist @;" in C. Nach 65.3" sind 4 und C verbunden. Evenso zeigt
man, dass B und C verbunden sind.

Seien nun die scharnierenden A, B nicht verflochten, also (65.2')
{4} N {B} leer. Seien C und ¢’ mit 4 und B verbunden. Es gibt Ebenen
von Symplekta e; C {4} N {C}, eaC{B} N {C}, e’ C{4} N {C'}, &' C
C{B} N {C'}. Sei @1 € e1, D1’ € e1'. Es gibt ein mit @; verbundenes P, € e,.
Nach 70.1 ist [Dq, @1'] € {4} N {B}, also @,, ' verflochten. Ferner
@,. @, verflochten, @;, @; verbunden. Wegen {4} N {B} leer und nach
71.2 ist @’ mit @; oder mit @, verbunden. Also @’ € e;. Also e;=e1’.
Ebenso ex=¢3’. Also C=C".

Sei umgekehrt nur vorausgesetzt, dass C mit A und B verbunden ist.
Dann gibt es ein @ € {4} mit B®=0. Fiir gewisses @, ist 4=(D, P;).
(4, B)=(B®, 91)=0. Wenn 4, B obendrein verflochten sind, so ist weiter
klar, dass es mehrere C gibt, die mit 4 und B verbunden sind.

Zu 70.1’: Sei B# A4 mit 4 verbunden, e={4} N {B}, und g die Menge
der mit @ verbundenen Symplekta € {4}. Dann ist g Ce.

Da @ und A nicht inzidieren, erzeugen g und @ eine Ebene e’ auf der
Quadrik {B}. Umgekehrt gilt fiir alle B mit e’ C {B}, dass B in @ liegt
und mit 4 verbunden ist. Nach 65.10" folgt hieraus die Behauptung.

Zu 70.2": Sei B € {®} mit A verbunden; sei C € {®}, also mit B ver-
flochten, ausserdem C mit 4 verflochten. Nach 71.2" gibt es ein @’ € {4} N
N {B} N {C}. Da @, A nicht inzidieren, sind die Symplekta @, @’ ver-
schieden. {B} N {C} besteht aus mehr als einem Symplekton, also sind
B, C nach 65.3 verbunden.

Sei nun C € {®} nicht mit 4 verflochten. Da A®=0, ist (4,C)=0,
also gibt es nach 65.5" genau einen mit 4 und C verbundenen Punkt,
und der liegt in @. Es gibt aber in @ mehr Punkte, die mit 4 verbunden
sind. Also, wenn C € {®} nicht mit 4 verflochten ist, ist C' nicht mit allen
Punkten in {®} verbunden, die mit 4 verbunden sind.

Zu 65.7: Sind @1, @, verflochten, so gibt es (65.2) einen Punkt A4,
der mit beiden inzidiert; man setze A;=A4s=A. Ist aber (@;, P3)=0,
D3 =[P, P2]#0, so nehme man 4; € {@1} N {P3} (siehe 65.2). Da P, mit

- @3 € {4} verbunden ist, gibt es nach 69.4 — 69.4’ ein A, € {@.}, das mit
A verbunden ist. Seien umgekehrt 4; € {@;} und A4;, 4s verbunden. Nach
69.4" — 69.3 scharniert @; mit Ps.

Zu 65.6": Sei @ € {B} N {C} (siehe 65.2). @ ist in der Quadrik {B} mit
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einem Element von {4} N {B} verbunden, also wegen 69.4 — 69.1 A®=0.
Mit C={(®, ®;) erhilt man (4,C)=(4P, P;)=0.

Zu 65.8": Sei 4 verflochten mit allen Punkten aus {®@}, also jedenfalls
mit mehr als einem, also nach 69.5 — 69.1 : A®=0. Nach 69.4" gibt es
ein mit A verbundenes 4; € {@}. Weiter gibt es in {®} ein mit 4; nicht-
verbundenes B;. Nach Voraussetzung ist 4 verflochten mit B;, wihrend
es ein mit A verbundenes A; gibt, das nicht mit B; verbunden ist. Nach
70.2" miissen A, @ inzidieren.

Zu 65.11": Der erste Teil der Aussage steht in 63. Seien 4,1, 4> mit 4o
verbunden. Sind A4;, A2 obendrein untereinander verflochten, so ist nach
71.1" {Ao} N {A1} N {42} nichtleer, also schneiden die Ebenen {4o} N {4}
(¢=1,2,) auf der Quadrik {40} einander; und umgekehrt. Sind A4;, 4>
sogar verbunden, so ist entweder {4:} N {42} C {4o} und dann schneiden
die {4o} N {4} (1=1, 2) sich in mehr als einem Punkt; oder es gibt ein
D e {41} N {42}, D¢ {4o}. Es gibt in der Quadrik {40} Ebenen e; > C
C {40} N {4:} (:=1, 2). In der Quadrik {4;} ist @ elementweise verbunden
mit einer Geraden g; C e;. Andererseits bilden die Symplekta aus {4o}, mit
denen @ verbunden ist, nach 70.1 genau eine Gerade. Also g1=g2 C e; N ez;
die {A4o} N {4} schneiden sich in mehr als einem Punkt.

Zu 65.12"; Sei a eine maximale Menge paarweise verbundener Punkte
und 4 ein Punkt aus a. Die {4} N {4o} mit 4 € a, 454, (als Punkt)
sind Ebenen auf der Quadrik {4,}, die einander mehrpunktig schneiden
(65.11"). Die Menge dieser Ebenen ist hinsichtlich dieser Eigenschaft
maximal, also gleich der Menge aller Ebenen auf {4o} durch eine feste
Gerade g auf {4o}. Seien @;, P zwei Symplekta aus g. Nun ist a der
Durchschnitt der Symplekta {®;}, also nach 65.10 eine projektive Ebene
iiber .

Zu 71.3: Nach 46 ist etwa @; mit @3 verflochten. Sind @; und @3 nicht
verbunden, so inzidieren nach 71.1 und 71.2 @2 und @, mit dem Punkt
(D1, D3y. Sind @1, @3 verbunden, so inzidieren @D;, Do, P3 mit einem
Punkt, mit dem @4 nach 69.4 — 69.1 halbinzident ist.

Zu 71.4: Nach 47 ist etwa @, mit D3, P3 mit @5 und Ds mit P, ver-
flochten. Sei @, nicht mit @3 verbunden. Nach 71.1 inzidieren @, @5 mit
dem Punkt (D, @3)>; D, ist mit ihm halbinzident. Sei @3 nicht mit Ps
verbunden, dagegen @; mit @3 und @5 mit @, verbunden. Dann gibt es
einen Punkt, der mit allen inzidiert. Sei @; mit @3, @3 mit D5, D5 mit Do
verbunden. Dann ergibt sich wieder der erste Fall.

Zu 71.3": Sei @ € {A4} N {A_l}, P e {Ag} N {A3} Da @ mit 4As und A3
halbinzidiert, ist (nach 70.1) entweder [®,®']e€ {41} N {42} und
€ {43} N {44}, und dann sind die 4; verflochten. Oder @ verflochten mit
ganz {42} N {As}. Aber dann ist (nach 70.2) entweder @ mit A, inzident
und daher 4; mit A4 verflochten, oder ganz {4} N {43} verbunden mit
allen @ € {4;}, die mit @ verbunden sind, und die eine Gerade
g C {41} N {43} bilden. Nun muss g C {4} N {43} sein, also {41} N {43}
nichtleer, A;, A3 verflochten. — Man fiahrt fort wie in 71.3.
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71.4'. Fir @; € {4;-1} N {4;} hat man nach 70.1
[Q’l, ¢i+2] C {Ai} N {qu+1}-
[[Di, Dise], Dits]=[[Di, Di+3], Di+2]

ergibt sich nun einerseits € {441} N {Ai12}, andererseits € {412} N {4443},
insoweit die Kommutatoren nicht verschwinden. Wie in 47 schliesst man
hier auf die Existenz eines ¢ mit

[Di, Dire]=[DPis2, Pira] = [Pi+a, Pi11]=0.

Wie in 71.2’ schliesst man, wenn alle [®D;, @;12] verschwinden, auf die
Verflochtenheit von A4;, A;12. Man fihrt dann fort wie in 71.4.





