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FEUILLETAGES SUR LES VARIl?T& OUVERTES 

A. HAEFLIGER 

(Receiced 1 December 1969) 

SOIT X une variete differentiable de dimension 11, munie d’un feuilletage differentiable de 

codimension q (les feuilles sont done des sowvarietes de dimension n - q). Le sous-fibrt 

vectoriel du fibre des vecteurs tangents a X forme des vecteurs tangents aux feuilles est par 

definition un champ de (n - q)-plans completement integrable. 

G. Reeb a pose dans sa these ([8], p. 95) le probleme fondamental suivant: ttant don& 

un champ de (n - q)-plans tangents a X, a quelle condition est-il homotope a un champ 

complttement integrable, c’est-a-dire tangent aux feuilles d’un feuilletage de codimension q 

sur X? 

I1 est classique que tout champ de l-plans soit complement integrable. John Wood [9] 

a dtmontrl que tout champ de I-plans transversalement orient& sur une variett close de 

dimension 3 est homotope a un champ complttement integrable. Dans [6], A. Phillips a 

demontre que sur une variett ouverte, tout champ de (tl - q)-plans tel que le sous-fibre 

compltmentaire de rang q ait un groupe structural discret, est homotope a un champ com- 

plttement integrable. 

D’autre part, R. Bott a dtmontri [I] que si un champ de (n - q)-plans sur une v-ariett X 

est homotope a un champ complbtement integrable, alors les classes de Pontrjagin du fibre 

complementaire de rang q devaient verifier certaines conditions. 11 en a deduit les premiers 

exemples connus de champs non homotopes a des champs complttement integrables. 

Ce travail est essentiellement une application d’un theortme de transversalitt. conjec- 

ture par J. Milnor et dlmontrt independamment par A. Phillips et Gromov, et qui g2niralise 

le theoreme des submersions de A. Phillips [6]. 

Nous obtenons le resultat suivant. Soit Xune variete differentiable oztcerfe de dimension 

II. Un champ de (n - q)-plans sur Xest homotope a un champ completement integrable si et 

seulement s’il existe une section d’un fibrl E sur X. Ce fib& est I’image reciproque d’un 

fibre universe1 sur BO, (ne dependant que de q) par l’application classifiante du fibre vec- 

toriel de rang q complementaire au champ donne. De plus la fibre de E est q-connexe. 

La demonstration se fait en deux pas. Nous definissons tout d’abord (91) un foncteur 

homotopique associant a tout espace topologique de X les classes d’homotopie des feuil- 

letages “singuliers” de codimension q sur X, c’est-a-dire des I-,-structures (introduites dans 

[I], oti r4 est le pseudogroupe des diffeomorphismes locaux de Rq. D’apres E. Brown [2] il 
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existe un espace classifiant BT, pour ce foncteur; on a de plus une application v : Br, + BO, 

ciassifiant le fibrC normal de la l-,-structure universelle. 

Nous utilisons ensuite le thkoreme de transversalit de Gromol-Phillips pour passer 

des IF,-structures aux feuilletages rkguliers ($2). Ceci conduit au thCortme de classification 

annonct. 

Dans le paragraphe 3, nous montrons que Y est (‘I i I)-connese. 

Pour terminer, nous faisons remarquer que les considkrations pr&dentes peuvent 

Otre gtrkaliskes sans autre si I’on remplace le pseudogroupe r4 des diffkomorphismes 

locaux de R” par n’importe quel pseudogroupe IY. 

On en dCduit par exemple une thkorie d’obstruction pour d&former sur une \ari& 

ouverte une structure presque complexe en une structure complexe. 

Malheureusement la portte de cette remarque est fort limitle, puisque on ne sait 

presque rien sur le type d’homotopie des espaces classifiants correspondants. 

Je tiens B remericer vivement J. Milnor qui m’a beaucoup stimult par ses suggestions et 

qui a considkablement simplifik ma dimonstration de la q-connexitk de v en me faisant 

remarquer que cette proprittC dtcoulait directement du thtorime de classification (2.2). 

$1. uN ESPACE cL.4ssI~Imr POUR LES I',-STRGCTURES 

1. I. D$tzition. Soit r4 le pseudogroupe des difT6omorphismes locaux de classe C 1. de 

Rq. Les Cltments de I- sont done tous les diffkomorphismes d’ouverts de Rq sur ouverts de Rq. 

Soit X un espace topologique. Une l-,-structure sur X est donnee par 

(I) un recouvrement ouvert ( Ui) i E I de X 

(2) des applications continuesfi : Ui -+ K” appelCes projections locales 

(3) pour tout i, j E let s E Ui n 0;) un diffkomorphisme yj;’ d’un voisinage de fi(x) 

sur un voisinage defj(x), dont le germe au pointfi(x) varie continuement avec x, de 

sorte que 

(a) fj = yji” 0 fj au voisinage de x 

(b) pour tout x E Ui n Uj n U, on a 
jlkiX = YkjX 3 ‘ljiX au voisinage de fi(s). 

La condition (b) exprime que les applications de transition yji : x -+ germe de ‘/jir au 

pointyi forment un I-cocycle. Si les projections localesfi sont ouvertes, alors les 7ji sont 

complktement dCtermi&es par lesfi et (b) rtsulte de (a). 

Remarquons que les yji dkterminent lesfi car le germe de ;li;’ au pointfi(_u) est celui de 

l’application identique de R4 au pointf,(x). Le groupoTde des germes de diff6omorphismes 

locaux de Rq est muni de la topologie naturelle qui en fait un espace &al@ sur Rq. 

Deux tels cocyles yij et yk, ‘ dCfinis sur lesrecouvrements {UijiGret {Uk),Bl’d~terminent 

la m&me structure 9 s’il existe des applications de transition qTai, i E I et k E I’ qui forment 

avec les ‘iii et les ?;I un cocycle sur la r&union des recouvrements {cl,: et (Uki,). 
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Cetie difinition est Cquivalente h celle de l-,-structure sur .Y introduite dans [A]. 

I .Z. Dkfinifion d’unfiuilletage. Lorsque X est we vari&C diffkentiable un feuilletage 

(diffkntiable) de rang q sur ‘rest une I-,-structure telle que les projections localesfi soient 

toutes diffkrentiables de rang 4 c’est-i-dire des submersions). C’est la notion usuelle de 

feuilletage. Les feuilles sont des sous-variCtCs diffirentiables de .Y de dimension II -cl, 

coupant les ouverts Gri suivant des reunions de composantes connexes desfi-‘(I), oti : E Rq. 

1.3. ry-~t~z~cfwe k&ire par zme application continue. Soit .F une l-,-structure sur X 

dPfinie par les projections locales fi : Ui + R4 et les fonctions de transition yji. Soit 

f: X' -+ X une application continue. La JF,-structure sur X’induite de .F par I’applicationf 

est la r,-structuref* 9 dkfinie par le recouvrement {_/-‘(CJ>, Ies projections locales fi : f 
et les fonctions de transition yji”’ = ;jjiix. 

Si f est l’inclusion d’un sous-espace S’ dans A-, alors f "9 sera appelke la restriction 

de 9 h A”. 

Si Y est un espace topologique et 9 une l-,-structure sur -U, alors 9 x Y dtsigne la 

l-,-structure sur X x Y induite de 9 par la projection 2’ x Y - A’. 

1.4. Recollement. Soit X un espace topologique et soient X, et X2 des ouverts de X 

dont la rkunion est X. Soient .F, et .F1 des I-,-structures sur A-, et A’, dont les restrictions 

B X, n X2 coyncident. 11 existe alors une l-,-structure (non unique en gCn&al) dont la 

restriction A X, (resp. X2) est .F-, (resp. F2). 

1.5. Homotopie. Deux i-,-structures 4 et ,F, sur X sont homotopes s’il existe une 

r,-structure 9 sur A’ x [o, I] induisant 9 x o et .F, x 1 sur X x 0 et X x 1 respective- 

ment. .F est appelte une homotopie. 

En utilisant 1.4, on voit facilement que c’est une relation d’Cquivalence. 

L’application faisant correspondre A X l’ensemble T,(X) des classes d’homotopie des 

l-,-structures sur X est un foncteur contravariant dCfini sur la catCgorie des applications 

continues. C’est m&me un foncteur homotopique, de sorte que le theorime de Brown [2] 

implique le rCsultat suivant. 

1.6. TH~OR~ME 1. 11 e.uiste un C W-complexe BT,, mum’ d’une l-,-structure unirerselle 
% tel que torlte I-,-structure 9 sur un C W-complexe X soit fromotope ri la l-,-structure induite 

de L%/ par we application f : X + BF,. De plus si les r,-structures induites de ~42 par des 

applications fO et f, de Xdnns BT, sent homotopes, alors _fO et f, sont homotopes. Enf;n BT, est 
unique au type d’homotopie prPs. Ainsi l?,(X) = [X, BF,]. 

Dkmonstration. Soit V la catkgorie des CW-comp!exes avec point base et des classes 

d’homotopie d’applications respectant les points bases. Sur un CW-complexes X avec 

point base _yO, on considkre I’ensemble T,*(X) des classes d’homotopie avec point base des 

r,-structures sur X. Une l-,-structure avec point base est dtfinie par une I-cocycle {yij> 

dtfini sur un recouvrement {(ii> tel que le germe de $y soit celui de l’application identique 

en 0. Pour que deux tels cocycles difinissent la m&me structure, il faut que les applica- 

tions transition de .Tki (cf. 1.1) vkifient aussi cette condition. Deux Ts- structures F0 et 9, 
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avec point base sont homotopes s’il exisre sur X x Z/{,v,j x I une I-,-structure .F telle 

que i0*9 = 9, et il*.F = .7,, oh i, et i, SOnt les inclusions naturelles. 

Alors T,*(X) est un foncteur homotopique au sens de E. Brown (cf. [2]). La condition 

sur les “wedges” est trivialement v&ifiCe. VPrifions celle sur les igalisateurs. 

Soientf, etfi des applications continues de (A. a,) dans (X0, x0) et (,U,, xl) respective- 

ment. Soit Z l’kgalisateur dt f0 et fi obtenu en identifiant dans A x [0, l] u X,, u X, les 

points (a, 0) avecf,(a), (a, 1) avecfi(a) et a, x [O, I] avec x0 et x1. Soient go et g1 les inclu- 

sions naturelles de X0 et X, dans 2. Considtrons deux l-,-structures .F,, et .FI sur (X0, x,,) 

et (X,, _‘cl) telies que fO* 9, et fi*.FI soient homotopes. On doit montrer qu’il existe une 

l-,-structure B sur 2 telle que go*9 et gl*F soient homotopes a 9, et FI respectivement. 

Soit P’ un voisinage ouvert du point base a, dans A qui se rltracte par deformation 

sur a,. Dans 2, soient U,, , U, et U, respectivement les ouverts quotients de la riunion de 

Y x 1 avec A x [0, 1/4[ u/Y,, , A x13/4, l] u XI et A x 10, l[. Sur U0 et U, on considkre 

les I- -structures F0 et .FI’ induites de F,, et F1 par les rttractions naturelles de U, et U, 4 
sur X,, et X,. Sur U,, on considkre la restriction .Fz’ d’une homotopie avec points base 

reliant f0*9, jfi*sI; on peut supposer que P2’ coincide avec FO’ et .FI’ sur U, n U2 

et U, n U2. On peut aussi supposer que toutes ces structures sont donnkes par des cocycles 

constants sur le quotient de Y x I. D’aprk 1.4 il existe une l-,-structure .F induisant F,,‘, 

9 I‘r Fz’ sur L’, , U,, lJ2. 

Alors T,*(X) est un foncteur homotopique au sens de E. Brown (cf. [2]). La condition 

sur les ‘*wedges” est trivialement vCrifiee. VCrifions celle sur les igalisateurs. 

Soientf, etfi des applications continues de (A, ao) dans (X0, x0) et (X,, xl) respective- 

ment. Soit Z l’kgalisateur de f0 et fi obtenu en identifiant dans A x [,,, l] u X, les points 
(a, 0) avec &(a), (a, 1) avecfi(a) et a, X [0, l] avec x0 et x1. Soient go et g1 les inclusions 

naturelles de ,YO et X, dans Z. Considtrons deux r,-structures 9-O et .FI. On doit montrer 

qu’il existe une l-,-structure 9 sur Z tel que gO*det g,*.F soient homotopes g F0 et FI 

respectivement. 

Soient U, , U, et U2 respectivement les ouverts quotients de A x [0, 1/4[u X0, A x ]3/ 

4, l]u X, et A x [IO, I]. Sur U, et U, on considtre les l?,-structures 9,’ et F1’ induites 

de F0 et .F, par les rktractions naturelles de U, et U1 sur X,, et X,. Sur U2, on considtre 

la restriction Fz’ d’une homotopie avec point base reliant fO*FO &f,*FI ; on peut supposer 

que Fz’ coi’ncide avec F0 et PI sur U, n U2 et U, n U2. D’aprks 1.4 il existe une r,-structure 

9’ induisant .FO’, PI’, 9,’ sur U,, U,, U2 . 

I1 s&it alors d’appliquer le thtorkme 2.8 de [2] et de remarquer qu’il n’y a qu’une 

r,-structure sur So. 

On peut donner une forme relative plus prkise au thtor*me prtcCdent. Si X =J A, une 

homotopie 9 reliant deux l-,-structures F. et .FI sur X sera dite fixe sur A si PAI x I = 

9JA x I. 

1.7. THEORIZE 1. Soit X un C W-complexe et soit A un sowcomplexe de X. Soit 9 we 

J?,-structure sur X et f0 : A -+ %F, we application telle qrre _fo*?Q = 9 1 A. II existe alors une 

application f: X -+ BF, prolongeunt f. et une homotopie, fixe sur A, reliant 9 ti f * ‘II. 
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DPnmnsrrution. Nous allons dtmontrer qu’il exists un CW-compkx B’ muni d’une 

r,-structure ?/I, une inclusionj : BFq -+ B’ qui est une 6quivalence d’homotopie etj*% = 4~ 

de sorte quef,’ =j :fO vCrifie la condition du thtorkme. II en resultera que f. la vPriiie aussi. 

Posons B = BI’, . Soit Z 1’Cgalisateur de l’inclusion de A dans X et defO : c’est done le 

quotient de X u (A x I) u B par la relation d’tquivalence qui identifie (a, 0) avec n et 

(a, 1) avecfo(a) pour tout n E A. Nous identifierons X et B i des sour-espaces de Z par les 

inclusions naturelles. Sur Z, on a une l-,-structure 9 naturelle induisant 9 sur Xet ?l sur B. 

Cette I-,-structure est induite h I’homotopie pres par une application dans B. Soit B’ 

le “mapping cylindre” de cette application. I1 contient Z, done aussi B comme sous- 

espace de 2, et il peut ttre muni d’une l-,-structure %’ induisnnt % sur Z. Soitj I’inclusion de 

B dans B’. C’est une 6quivalence d’homotopie. 

L’homotopie naturelle reliant I’inclusion A c Xc Z if0 s’etend suivant une homotopie 

reliant I’inclusion de X dans Z B une applicationf,’ de X dans Z. La r,-structure induite de 

W par cette homotopie est une homotopie fixe sur A. reliant 9 2 f *W: c.q.f.d. 

1.8. Fibre’ normal d’um r,-strzrcture. Soit 9 une IF,-structure sur A’ definite par le 

recouvrement { Uiji E,, les projections localesfi et les applications de transition yji. 

Soit 5 le fibrC vectoriel des vecteurs tangents a Rq. Au-dessus de chaque U, , considtrons 
le fibrt vectoriel vi induit de T parf,: la fibre de si au-dessus de s est l’ensemble des couples 

(x, KJ, oil ui est un vecteur tangent B &!‘I en F,(x). Si x E tii n U, on identifiera les points 

(x, D.~) et (x, cj) si cj est I’image de L’~ par la diffkrentielle de yji au pointfi(x). On obtient 

ainsi, par recollement des \li, un fibrC vectoriel ~9 sur X dont la classe d’isomorphie est 

bien determike par 9. 

Si F est un feuilletage, alors v9est isomorphc au fibrC normal aux feuilles de 9. 

Cette construction est fonctorielle. Elle donne une transformation naturelle T,(x) --) 

Vect,(X), oti Vect,(X) est l’ensemble des classes d’isomorphie des fib& vectoriels de rang q 

sur X. Via le thCorltme 1, cette transformation est aussi induite par I’application Y : BIY, -+ 

BO, qui classifie le fibrC normal A la r,-structure universelle de Br,; BO, est naturellement 

l’espace classifiant pour les fib& vectoriels de rang 4. 

Un problkme fondamental est de dtterminer le type d’homotopie de BK’, . Dans le 53, 

nous montrerons que I’application 11 est (q + I)-connexe. Le theorkme de Bott [l] implique 

que I’application H’(BO,, Q) -+ N’(BT,, Q) induite par v est nulle pour i > 24~. 

1.9. DPjnition d’m micro$bre’fetrillete’ de rang q sw X. C’est un espace E, muni d’une 

injection i : X-t E, d’une projection p : E---f X, avecp 0 i = identitt, et d’une IT,-structure F 

ayant la propriM suivante: elle peut &tre dtfinie par un recouvrement ouvert { Ui}ia I et 

des projections localesfi telles que I’application (fi , p 1 Vi) de Vi dans R4 x Xsoit un homCo- 

morphisme sur un ouvert. 

11 en rksulte que les fibres de p sont des variktts diffkentiables de dimension 4, les 

restrictions des fi A ces vari&k itant localement des diffkomorphismes dans R4. De plus, 

si X est une varittk diffkrentiabie, alors E est aussi une variCt6 diffkrentiable, la projection p 

ttant diffkrentiable; la r,-structure 9 est un feuilletage dont les feuilles sont transverses aux 

fibres de p. 
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Le graphe d’une l-,-structure 

PROPOSITIOY. Soit x' ~1 espace localenzent compact et paracompact. A route I-,-srrlrcture 

.F sur X on peut associer un microfibre’ ferrillete’ s&park de rang q : X f E ii X tel que 9 soit 

inhrit par i de la lY,-structrrre de E. Le gerrne de ce microjib& est unique h trn isomorphisme 

prPs. On l’appellera le graphe de f 

DPmorutration. C’est un cas particulier du thCorPme 1. p. 296 de [4]. I1 sutit de prendre 

pour B Ir produit X x R4 et pour r le pseudogroupe des automorphismes locaux de X x R4 
qui sont localement de la forme (x, t ) + (x, y(t)), OIII 7 est un diffkomorphisme local de Rq. 

Si la I-,-structure sur X est donnC par une seule projectionf: X- R4, on peut prendre 

pour E un voisinage du graphe def. Plus gCnCralement si les applicationsfi : CJi -+ R4 sont 

les projections locales dz la l-,-structure, on obtient E en recoilant convenablement des 

voisinages des graphes desfi au moyen des applications de transition yij. 

II rklte de cette proposition qu’on pourrait remplacer, comme l’a proposC Milnor, la 

notion de I-,-structure par celle de microfibrt feuillett. 

Rappelons encore une fois que si X est une variktC diffkrentiable, le graphe d’une 
l-,-structure sur X est aussi une variCtC diffkrentiable munie d’un feuilletage rkgulier. Comme 

I’inclusion i de X dans E peut 2tre approchke par une section diffkentiable, toute r,-struc- 

ture sur X peut Otre approchee par une r,-structure dont les projections locales sont 

diffkentiables. De mcme en modifiant i convenablement, on peut la remplacer par une lY4- 

structure homotope dont les projections locales prksentent une singularit de type don& 

cous forme gknkrique. 

$2. FEUILLETAGES 

2.1. Le TlrPorPme de trans~ersalitt de Gromoc-Phillips (cf. [3] et [7]). Soit 1Vl une 

varittl diffkrentiable munie d’un feuilletage 5 diffkrentiable de codimension q. Soit vF le 

fibrC normal aux feuilles de 9:. Une application diff&entiableJd’une varittt diffkentiable 

X dans !W est transverse h 9 si Jest transverse g chaque feuille de 9;. Autrement dit, soit 

r/v et Ti\/ ks fib& vectoriels tangents & x et M, soit rt la projection naturelle de r&f sur v. 

Alorsfest transverse a 9 si et seulement si le compost5 x 0 df oti dfest la diffkrentielle deJ 

est un Ipimorphisme sur chaque fibre. 

Soit Tr(X, .F) l’espace des applications diffkentiables de X dans ,%f qui sont transverses 

a F;, muni de la Cl-topologie. 

Soit Epi(rX, v.F) l’espace des tpimorphismes de TX’ SW vg muni de la topologie com- 

pacte ouverte. Un tel Cpimorphisme est par dkfinition une application continue appliquant 

linkairement et surjectivement les fibres de rX dans celles de vF. 

TH~OR~E. Soit X une cari&! difSPrentiable oucerte (c’est-&dire sans bord et sans com- 
posante connexe compacte). L’application f --t n o df de Tr(X, 9) dans Epi(rX, ~9;) est we 

Pquiralence d’homotopie faible. 

Ceci implique done qu’une applicationfest homotope g une application transverse B .F 

si et seulement s’il existe un kpimorphisme de TX sur VF se projetant surf. 
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D’autre part, il existe une homotopie diffkentiablef, reliant deux applications&, J; : 

X- ,CI transverse A .F pour chaque t E [0, 11 si et seulement si les ipimorphismss de SX 

dans v.F dtfinis parf, etf; sont homotopes. 

2.2. Classification des feuilletages sw les r‘ariktks ozrcertes. Deux feuilletages J, et .FI 

sur la variCtC diffkrentiable X sont dits intigrablement homotopesf, s’il existe un feuilletage 

sur X x [0, l] induisant F--, x 0 sur X x 0 et 9, x 1 sur X x 1, et dont Ies feuilies sont 

transverses A chaque tranche X x t. On dira que est 9 une homotopie inttgrable reliant 

90 B 91. 

Remarquons que si M est munie d’un feuilletage .F-, les feuilletages induits sur X par 

deux applications f. et I; de X dans M-transverses B 9 et homotopes dans Tr(X, 5) sont 

inttgrablement homotopes. 

On vCrifie facilement que c’est une relation d’6quivalence. II faut remarquer que si la 

variktt X est close, dire que .Fo est intkgrablement homotope B F--, iquivaut B dire qu’il 

existe un diffkomorphisme /I de X, isotope j l’identitl, transportant F--, sur F-,. En fait, 

nous ne considkrerons cette relation d’kquivalence que sur les variA& ouvertes. 

ConsidCrons le classifiant BT,j pour les classes d’homotopie des I-,-structures et soit 

v : Br, + BO, une application classifiant le fibrC normal de la structure universelle sur 

BIY, (cf. 1.8). 

On a le diagramme commutatif suivant: 

Bl-, x BO,_, 

BO,-BO, x Bon-q 
c3 

oh @ dksigne une application induisant la somme de Whitney des fib& vectoriels. Sans 

changer le type d’homotopie, on peut supposer que toutes les applications de ce diagramme 

sont des fibrations. 

Soit X une varitte diffkentiable de dimension II et soit 5 : A’-, BO, une application 

classifiant son fibrt trangent. 

Les classes d’homotopie des reltvements de 7 dans BO, x BO,_, correspondent bijec- 

tivement aux classes d’homotopie des champs de (n - q)-plans sur X. 

TH~OR~ME 2. Soit X une carie’te’ di’krentiable de dimension n. II existe une applicatiorl 

natwelle de I’ensemble des classes d’homotopie inthgrable de feuilletages de codimension q sur 

X dans I’ensemble des classes d’homotopie des relkements de T dans BT, x BO,_, (relatire- 

ment Li la projection 0). 

Si X est une cariPtP owerte, cette application est bijectire. 

LXmonstration. Commencons par quelques remarques gCntrales. Soit < un fibrt vec- 

toriel sur X x let soient SC,, et i, les fib& induits par les inclusions X- X x 0 et X- X x 1 

t Cette terminologie a et6 proposer par Milnor. 
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>iontrons qce 0 est izjectiv:. Scjcnt .F, et ~7~ des feuilletages sur ,Y dont Izs triples 

correspondants (Jo, io, /7J et (f,, <,, 17,) sont iquivalents. Par hypothke, il existe une 

I-,-structure 9 sur X x I induisant .FO x 0 et 9, x 1, un isomorphisme I du fibrC <0 

tangent aux feuilles de 30 sur le fibrl <, tangent ~LIX fsuilles de .?;,, un isomorp?.is. .c I< de 

~9, sur ~9, dCterminC par v.5, de sorte que I’isomorphisme nature1 7X 2 <, @ rti comFos2 

avec 10 k soit homotope h I’isomorphisme 7X@ <[ @ 119,. Soit X xZfE-+Xxl Is 

graphe de .FE &ant muni du feuilletage &. Alors v.Yest isomorphe g i*vE et il rksulte de ce 

qui prC&de que les Cpimorphismes naturels 7X-t \s.Fo -+ VG et 7x4 v.9, ---t \,G sont homo- 

topes. Le thtorkme de transversaliti implique alors que les injections i, et i, de X dans E 

dtfinies par i,(x) = i(x, 0) et i,(x) = i(s, 1) sont conneckes par une homotopie i, diffkren- 

tiable, transverse B & pour chaque valeur de t E I. Les feuilletages F0 et .FI sont done 

intkgrablement homotopes. 

2.3. COROLLAIRE. Soit X ztne rariPte’ ourerte de dimension n, nrunie ci’~ol clran1p rle 

01 - q)-plans et soit p : X --) BO, une application classijiant le Jibr.k wctoriel compkkentaire. 

Alors ce champ est homotope ci r/n champ complktement intkgrable si et seulemerrt si 11 peut se 

relecer dans Br, . 

Dkmonstration. Soit 9 un feuilletage sur _Y. Comme on I’a U, il lui correspond LIP 

relkvement @(,9) : X--f Bl-, x BO,_, de 7; la projection de ce rekvement dans BO, x BO,_, 

d&nit la classe d’homotopie du champ de (n - q)-plans sur X tangents aux feuilles de 9. 

La projection de U? (9) dans BO, est une application classifiant le fib& normal 1’. 

Rkiproquement, ttant donnt un champ de (n - cl)-plans tangents B /U, il lui correspond 

un reltvement de 7 dans BO, x go,_,,; sa projection /L dans BO, classe le fibrt complt- 

mentaire. D’aprk le thtortme prkkdent, ce champ est homotope au champ tangent g un 

feuilletage si et seulement si ce relevement peut se relever lui-mkne dans BT, x BO,_,; ceci 

iquivaut g construire un relkvement de 11 dans BT, . 

On a tvidemment un 6nonct analogue pour la construction d’une homotopie intkgrable 

reliant deux feuilletages donnts dont les champs tangents sont homotopes. 

$3. CO.1IPAR.4ISON EhTRE LES CLASSIFIANTS BI’, ET BO, 

Le but de ce paragraphe est de montrer le theortme suivant: 

3.1. TH~OR~ME 3. L’application 1’: BT, ---t BO, est (q + I)-connese. 

3.2. COROLLAIRE. Soit X we carie’te’ d@&entiable ayant le type d’homotopie d’un com- 

plexe de dimension r. 

Si r I q + 1, alors tout champ de (II - q)-plans sw X est homotope ir 11n champ cornpIt?- 

temetlt intigrable. 

Si r < q + 1, deux Jeuilletages rPglriiers sw X de codimension (I sont r~g.uli&ement 

homotopes si et seulement si les deux champs de (n - q)-plans tangents aux ferrilles qtr’ils 

d6terminent sont homotopes. C’est une conskquence immkdiate de 3.1, 2.2, et 2.3. 

Dkmonstration du thPorPme. (a) ri+,(v) = 0 pour i < y (d’aprks Milnor). 

Si i < q, le fibrC tangent 6 .Si x R4-’ est trivial; il est done class6 par une application 

constante 7 dans BO,. D’aprk le thkorkme 2, Ies classes d’homotopie des reltvements de 7 
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dans BT, c’est-h-dire les classes d’homotopie des applications de S i dans la fibre F de v cor- 

respondent bijectivement aux classes d’homotopie integrable des feuilletages de codimension 

q sut- S’ x Rq-‘. 

Or si X est une variCtt oul’erte de dimension q. il n’existe qu’un feuilletage sur X de 

codimension cl, B savoir celui dont les projections locales sent les cartes dkfinissant la 

structure diffkentiable sur X. 

II en rkulte que xi(F) = T~+~(v) = 0 pour i < q, done ~1 est c/-connexe. 

(b) %+1(V) = 0. 

Un element de 7 .,+,(v) peut Ctre reprksentt par une I-,-structure 9,, sur Sq munie d’une 

trivialisation de son fibrk normal v.F,, , cet Clement est nul si et seulement s’il existe une 

IY,-structure .F sur le disque unit6 D 4+1 dont la restriction B s i est 9,) la trivialisation 

donnte de ~(9~) pouvant s’ktendre suivant une trivialisation de ~(5). 

Nous pouvons tout d’abord supposer que .FO est definie dans un voisinage U de S4 

dans Rq”, et que c’est m6me un feuilletage dans ce voisinage. En effet d’aprts le thkorkme 2, 

toute r,-structure g fibrt normal trivial dkfinie sur une varittC ouverte paralltlisable est 

homotope h un feuilletage. 

D’aprk Phillips [5] il existe une submersion g de U dans Rq ayant la proprittt suivante: 

un champ de q-repires sur Use projetant par dg sur le champ nature1 de q-rep&es tangents g 

Rq est homotope au champ donnt par la trivialisation de \‘5,, . 

Soit alors 9, le feuilletage dtfini au voisinage de la sphere de rayon ;C par la seule pro- 

jection locale fi(x) = g(2x). D’aprk la construction de g, il existe un champ de vecteurs 

unit& dans le voisinage de la couronne Jr I 1x1 < 1 qui sont tangents aux feuilles de F,, au 

voisinage de Sq et aux feuilles de F1 au voisinage de ?S 1 q. Au voisinage de cette couronne, 

les trajectoires de ce champ de vecteurs sont les feuilles d’un feuilletage 9’ coi’ncidant avec 

F0 et FL au voisinage de S4 et +Sq respectivement. 

Soit f une application dans R4 du disque de rayon f Cgale a,fi au voisinage de $S4. La 

r,-structure cherchee 9 sera Cgale g 9’ au voisinage de la couronne + < 1x1 I 1, et don- 

n6e par la projection locale f Q l’inttrieur du disque de rayon +. 

$4. REIMARQUES Gl?NBRALES 

4.1. Le classifant BIT. Soit I- un pseudogroupe d’homkomorphismes locaux d’un espace 

topologique 2 (les Cltments de I- sont des homkomorphismes d’ouverts de Z sur ouverts de 

Z). 

Sur un espace topologique X une r-strwwe est donnke (comme dans 1.1) par un 

recouvrement ouvert CJi de X, des projections locales continues fi : Ui --f 2, et des applica- 

tions de transition yji” appartenant B r et verifiant les conditions (3), (a) et(b) de 1.1. Le cas 

consid& dans le $1 correspond au cas OIII I- est le pseudogoupe des diff6omorphismes 

locaux de classe C” de Rq. 
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Tomes les considerations du $1 se generalisent sans changement, tout au moins si le 

pseudogroupe lI agit transitivement sur 2. En particulier on obtient un classifiant BT pour 

les classes d’homotopie de r-structures. 

Par exemple, soit G un groupe de Lie connexe agissant effectivement et transitivement 

sur 2, et soit r le pseudogroupe forme des restrictions des elements de G aux ouverts de 2. 

Alors Br est le fibre universe1 de fibre Z associe au fibre universe1 a groupe structural 

discret G. 

4.2. r-feuilletages. Supposons que les elements de IT soient des diffeomorphismes 

locaux de R4. Le classifiant BII est alors muni aussi d’une application v : Br -+ BO,. Cette 

application se factorise en une application dans BG, le classifiant du sous-groupe G de 

Gl(n, R) forme des differentielles des elements de r laissant fixe I’origine. 

Un r-feuilletage sur une varitte differentiable X est une r-structure sur X dont les 

projections locales sont des submersions differentiables (cf. 1.2). Deux r-feuilletages sont 

dits intkgrablement homotopes s’il existe un r-feuilletage sur X x I qui est transverse a 

chaque tranche X x t et qui induit les r-feuilletages donnes sur X x 0 et X x 1. 

Le thtortme 2 (cf. 2.2) se generalise egalement, avec la m&me demonstration; sur une 

varitte differentiable ouverte X de dimension n, les classes d’homotopie integrable des 

r-feuilletages correspondent bijectivement aux classes d’homotopie des reltvements de t 

dans Br x BO,_,. 

4.3. Remarquons que si X est une varitte differentiable de dimension 4, alors un 

II-feuilletage sur Xn’est autre qu’une structure dtfinie par un atlas differentiable, les change- 

ments de cartes ttant des elements de l-. Une telle structure sera appelee une T-structure 

rt!gufi&e sur X. Si r est par exemple le pseudogroupe des automorphismes locaux analytiques 

complexes de C” (oti 2n = cl) une r-structure reguliere sur X n’est autre qu’une structure 

complexe sur X. 

On voit que deux r-structures regulieres S, et S, sur X sont integrablement homotopes 

s’il existe sur chaque tranche X x t une r-structure rtguliere S, et un champ de vecteurs 

differentiable sur X x I, se projetant sur le champ de vecteurs unites sur I, et tel que les 

applications d’ouverts de X x t sur ouverts de X x t’, obtenues en integrant ce champ, 

soient des isomorphismes locaux de S, dans S,‘. 

L’analogue du thtoreme 2 donne le cas particulier suivant. 

TH~OR~ME. Soit X une cari& oucerte de dimension q dont lefibre’ tangent est classkpar 

une application’ T : X -+ BO,. Les classes d’homotopie intkgrable des r-structures r&guIit+es 

sur X correspondent bijectivement aux classes d’homotopie des rekvements de T dans BT. 

Prenons par exemple le cas OL IY est le pseudogroupe r,’ des automorphismes locaux 

analytiques complexes de C”. Le thtoreme precedent montre qu’il existe une thtorie des 

obstructions a la construction d’une structure complexe sur une varitte differentiable ouverte 

X de dimension 2n = q. L’application 1’ : BTnC --+ BO,, se factorise en une application dans 
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BCJ,, le classifiant pour les fib& vectoriels complexes de rang n. Les relkvements de r dans 

SW, correspondent naturellement aux structures presque complexes sur X. 

4.4. Les considkrations prkkdentes montrent bien 1’intMt de 1’Ctude des propriCtCs 

homotopiques et cohomologiques des espaces classifiants BT. 

Malheureusement notre ignorance est presque totale. &lentionnons cependant quelques 

faits. 

Le thtokme de Bott [l] implique que l’homomorphisme H ‘(B(/, , Q ) --t H ‘(BrnC,Q) 

est nul pour i > 2n. 

Dksignons par rqr (resp. rq(“) le pseudogroupe des automorphismes locaux de classe 

C’ (resp. analytiques rtels) de Rq. L’inclusion de rqrcl dans Tq’ induit une application de 

BI-,‘+’ dans BT,‘. Est-ce une tquivalence d’homotopie? 

Les arguments du $2 s’appliquent au cas analytique rtel et l’on montre comme au $3 

que I’application v : BT,” + BO, est q-connexe. 11 en rtsuke que I’application x,(Br,“) -+ 

xi(BrqW) est un isomorphisme pour i < q et est surjective pour i = q. En revanche le lemme 
fondamental, p. 317 de [4] implique que le noyau de l’application ~,(BT,“) + 7r1(BT,“) 

est non trivial. En effet la I-,“-structure sur S’ dllinie par la structure analytique de S’ ne 

peut se prolonger analytiquement A l’intlrieur du disque D’, mais une extension diff&en- 

tiable est possible. 

Soit I- le pseudogroupe des automorphismes locaux diffkrentiables de R” = Rneq x Rq 

qui laissent invariant le double feuilletage dtfini par Ies projections sur R4 et Rneq. On a 

kvidemment BI- = BT, x BT,_,. Le thCor&me prickdent, combirk avec les rCsultats du 

$3 donne des renseignements sur I’existence de doubles feuilletages. 

Notons pour terminer que presque tout ce qui prCckde pourra se gkkraliser au cas 

topologique lorsque l’analogue topologique du thtorkme de transversalitt sera dtmontrt. 
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