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Definition et Caracterisation d'une Dimension Minimale pour les 
Codes Principaux Nilpotents d'une Algebre Modulaire de p-Groupe 

Abelien Elementaire 

PASCALE CHARPIN 

L'ensemble des ideaux de l'algebre est partitionne en sous-ensembles, determines a partir de Ia 
situation d'un ideal dans Ia suite decroissante d'ideaux que forment les codes de Reed et Muller 
Generalises (GRM-codes). Dans chaque sous-ensemble, Ia dimension des ideaux est bornee 
inferieurement. Nous caracterisons les ideaux de dimension minimale; nous en deduisons une 
nouvelle representation des elements du GRM-code d'ordre I. 

The set of the ideals belonging to the algebra is divided into subsets; they are determined by the 
place of an ideal in the decreasing series of ideals composed by the Generalized Reed and Muller 
codes (GRM-codes). A lower bound is obtained for the dimension of the ideals in each subset. We 
characterize the minimal dimension ideals and such investigation permits us to represent elements 
of the first order GRM-code. 

I. INTRODUCTION 

Soit p un nombre premier; nous notons K Ie corps de Galois FP, et G le groupe additif 
{FPm' + }. Nous designons par A l'algebre modulaire de p-groupe abelien elementaire G, 
que nous representons comme suit: 

(1) 

Un element de A est un polynome et les operations dans A sont celles usuelles d'addition 
~t de multiplication de polynomes; le polynome nul est element neutre pour I' addition et le 
polynome X 0

, note aussi I, est element neutre pour la multiplication. 
· Nous appelons code de A un ideal non trivial de A. Soit PIe radical de l'algebre A et soit 
P1,j E [1, M], la suite decroissante des puissances du radical de A ou M + I est I'indice de 
nilpotence de P [3]. 

Pour chaque element de A et pour chaque ideal non trivial de A, il existe un in dice j tel 
que pi est la plus grande puissance de P qui le contienne. Nous pouvons ainsi realiser une 
partition de }'ensemble des codes de A: chaque code de A a pour parametre sa situation dans 
la suite decroissante des pi_ Ce parametre a ete appele profondeur par A. Poli [14]: 

DEFINITION l. j E (I, M]: 
(I) L'ensemble Pi\pJ+t est l'ensemble des elements de A de profondeur j. 
(2) Un ideal I de A est de profondeur j si et seulement si: 

I c pi et I¢ pi+'. 

Les puissances du radical de A sont une classe de codes de Reed et Muller Generalises 
(GRM-codes). Nous avons donne dans [6] une demonstration de cette propriete. Aussi 
parlerons-nous indifferemment du code pi et du GRM-code d'ordre M - j. Les GRM
codes sont des codes 'de reference' en ce sens qu'ils interviennent dans I' etude de nombreux 
autres codes; nous voulons ici renforcer cette affirmation en montrant que le parametre 
'profondeur' nous renseigne sur la structure du code considere. Le contexte de notre article 
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est Ia recherche des dimensions des ideaux principaux de A. Nous avons montre dans [7] 
que I' on peut determiner une dimension minimale pour les ideaux d'une meme profondeur; 
nous avons pu ainsi prouver que certains codes de Reed-Solomon etendus sont des ideaux 
principaux de A du fait qu'ils sont de dimension minimale. Nous voulons maintenant 
repondre a Ia question suivante: Quels sont les ideaux de dimension minimale et peut-on 
caracteriser un de leurs generateurs? 

Dans le Paragraphe 2 nous rappelons les resultats utiles pour Ia suite du texte. Ils ont ete 
etablis et developpes dans [6], dans le cadre d'une etude globale sur les codes de l'algebre 
A. Le lecteur pourra, s'il desire d'autres elements, se reporter a [6], [7] et [8] et aux travaux 
de A. Poli [13]. 

Dans le Paragraphe 3 nous etudions un ensemble d'ideaux principaux qui ont une 
dimension minimale. Ceux-ci sont obtenus a partir d'ensembles de profondeur l que nous 
avons appeles systemes lib res de A modulo P 2

• Nous montrons comment caracteriser un 
systeme libre modulo P 2

; les produits des elements d'un tel systeme engendrent des ideaux 
principaux de dimension minimale dont nous etudions les proprietes. 

Pour chaque profondeur donnee, les ideaux principaux definis ci-dessus sont isomorphes. 
II est alors assez naturel de formuler Ia conjecture suivante: 

CoNJECTURE. A un isomorphisme pres il n'existe qu'un seul ideal principal de profondeur 
donnee dont Ia dimension est minimale. 

Dans le Paragraphe 4 nous prouvons que Ia conjecture est vraie dans deux cas particuliers: 
lorsque Ia profondeur jest un multiple de p - 1, d'une part, et lorsqu'elle est superieure 
a (m - l)(p - 1), d'autre part. En particulier, lorsque Ia caracteristique des corps est 2, 
nous caracterisons completement I' ensemble des ideaux principaux de dimension minimale; 
pour une caracteristique p > 2, no us proposons une caracterisation partielle induite par les 
proprietes developpees precedemment. A titre d'application, nous decrivons le GRM-code 
d'ordre l. 

En conclusion nous presentons plusieurs conjectures ainsi que les perspectives de notre 
travail. 

2. PRELIMINAIRES 

L'elevation a Ia puissance p-ieme, dans l'algebre A, est un endomorphisme du groupe 
additif de A. Nous avons done: 

Ainsi un element de A est soit nilpotent, si xP = 0, soit inversible et dans ce cas on dit qu'il 
est une unite de A. L'ensemble des elements nilpotents de A est le seul ideal maximal de A 
et est done egal au radical de A [3]. Nous notons P le radical de A: 

p = {x E A I L Xg = o} . 
gEG 

(2) 

La puissance j-ieme de P, notee Pj, est le K-sous-espace de A engendre par I' ensemble: 

Etant donne un ideal I de A, nous notons Ann(/) l'ideal annulateur de /. Rappelons que: 

Ann(/) = {x E Alxy = 0, y E I}. (3) 
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La proposition suivante contient les premieres proprietes des codes pi; elle peut se 
demontrer en utilisant une base du K-espace A, particulierement pratique lorsque l'on 
s'interesse ala profondeur des elements; cette base est definie ci-apres par la Proposition 2. 

PROPOSITION 1. So it M = m(p - 1 ); nous no tons 1 le polynome de A dont tous les 
coefficients sont egaux a I. La suite des puissances pi du radical de A est une suite decroissante 
d'ideaux qui verijie les proprietes suivantes: 
(1) pM+I = {0}; 
(2) Ann(Pi) = pM-J+I; 

(3) pM = {alia E K}. 

PROPOSITION 2. Soit e = {e~> ... , em}, une base du FP-espace vectoriel G. Alors 
!'ensemble 

B(e) = LIJ (X'*- l);*lik E [0, p- 1]} (4) 

est une base du K-espace vectoriel A. De plus, pour chaque j de [1, M], le sous-ensemble de 
B(e) 

(5) 

est une base de pi_ 

On peut aussi definir pi par un systeme de generateurs ayant la meme profondeur; ces 
generateurs sont, en outre, des mots de plus petit poids de pi et chacun est element d'une 
base de type B(e): 

PRoPOSITION 3. So it j E (1, M] et soient s et t le quotient et le reste de Ia division de j par 
p - 1. Alors le code pi est !'ideal de A engendre par !'ensemble 

Ge(j) = {<xgl - 1)' 'fi (Xg* - 1y-ll {g,, ... , g,+l} } . (6) 
k=l est une base de G 

ou, par convention, le produit ci-dessus, pour k variant de 2 as + 1' est ega/ a 1 lorsque s = 0. 

Soit X un element de A de profondeur j; X etant exprime avec une base du type B(e), il 
est clair que I' on peut determiner un element y de Ge(M - j) tel que le produit xy soit egal 
au vecteur 1, a un scalaire pres: 

3y, y E Ge(M - j); yx E pM\{0}. (7) 

Nous notons (x) l'ideal principal engendre par x. Le resultat formule en (7) est utilise pour 
exhiber un systeme libre de l'ideal (x), systeme du type Vx ou Vest un sous-ensemble d'une 
base du type B(e). Le theoreme suivant s'en deduit immediatement: 

THEOREME 1. Soient j E [1' M] et X un element de profondeur j. On considere Ia division 
entiere j = s(p - 1) + t. Alors: 
(1) dim (x) ~ (p - t)pm-s-l; 
(2) X E Ge(j) -+ dim (x) = (p - t) pm-s- 1• 

REMARQUES. Le Theoreme 1 nous permet d'affirmer, pour certains ideaux, qu'ils sont 
principaux. En effet un ideal de dimension minimale est un ideal principal; nous prouvons 
ainsi dans [8] que pour chaque valeur de j (i.e. pour chaque profondeur) il existe un code 
de Reed-Solomon etendu qui est un ideal principal de A. 
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D'autre part, nous venons de definir un corpus d'ideaux principaux de dimension 
minimale; nous allons nous interesser a son image par un automorphisme de l'algebre A. 
La proposition suivante rappelle qu'un automorphisme de A peut se definir par sa valeur 
en m Clements du type (Xe; - I). 

PROPOSITION 4. La donnee d'un automorphisme ¢ de l'algebre A est Ia donnee d'un 
ensemble de substitutions: 

et (8) 

oil ¢k = ¢((Xek - I)) et {e1, ••• , em} est une base du K-espace G. 

3. IDEAUX PRINCIPAUX 0BTENUS PAR SUBSTITUTION D'ELEMENTS DE B(e) 

D'apres Ia Proposition 4, determiner les images isomorphes des ideaux principaux 
engendres par les Clements des ensembles Ge(j), revient a caracteriser des ensembles de 
profondeur I verifiant (8). C'est ce que nous faisons maintenant. 

DEFINITION 2. Soit k E [I, m]. Un ensemble {x1, ... , xm} de k Clements de profondeur 
I est un systeme fibre de A modulo P 2 si et seulement si toute combinaison K-lineaire, non 
nulle, des vecteurs X; est un element de profondeur I. 

On peut caracteriser un systeme libre modulo P2 en etudiant Ia profondeur des produits 
des elements du systeme entre eux: 

PRoPOSITION 5. So it x = { x1, ... , xk} un ensemble de k elements de P, avec k E [I, m]. 
Alors x est un systeme fibre de A modulo P 2 si et seulement si Ia profondeur du produit 
II7= 1 xf- 1 est egale a k(p - I). 

PREUVE. Chaque vecteur X;, i E [I, k], ecrit dans Ia base B(e) donnee par (I), peut 
s'exprimer comme suit: 

m 

Yi = L X;.t<Xe' - I), 
/=I 

So it b = II7= 1 xf- 1. Aiors b = II7= 1 ( Y; + z;)P- 1 ou z; est de profondeur superieure ou 
egale a 2. Done best de profondeur k(p - I) si et seulement si le produit c, c = II7= I yf- 1, 
est non nul. 

Supposons d'abord que x n'est pas un systeme libre de A modulo P 2
• Par definition, cela 

signifie que !'ensemble { y1, ... , Yk} n'est pas un systeme libre. Done, par exemple: 

k 
Y1 = L a;y;, a; E K. 

i=2 

D'ou 

( k ;-1 
k 

c = ;~ a;y; X n y;-~. 
i=2 

Si !'on developpe le produit c, chaque terme obtenu comporte au moins un facteur yf qui 
l'annule carY; est nilpotent. Done c = 0 et Ia profondeur deb n'est pas egale a k(p - I). 

Supposons, inversement, que x est un systeme libre modulo P 2
• Alors Ia matrice k x m 

dont les k !ignes sont les vecteurs 

{x;,t, ... 'X;,m}, i E [I, k] 
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est de rang k. On peut alors supposer, sans perdre en generalite, que ses k premieres 
colonnes forment une matrice k x k inversible. C'est dire que le systeme 

rn 

Y; = L Xu(Xe' - 1), i E [I, k] 
I~ I 

est equivalent a un systeme du type suivant: 
rn 

y; = (Xe; - 1) + L x(,I(Xe' - I), iE (I, k] 
t~k+l 

ou x(,1 E K; y; est une combinaison K-lineaire des vecteurs (y1, ••• , Jk}. Soit 
c' = n7~ 1 y(P- 1

• Si l'on developpe c' en fonction des y;, on trouve c' = ac avec a E K. Si 
l'on developpe c' en fonction des (Xe' - I), IE [1, m], c' s'exprime dans Ia base B(e), 
l'element ll7~ 1 (Xe; - I)P- 1 etant affecte du coefficient 1. Done c' est non nul et done il en 
est de meme pour c du fait que c' = ac. On en conclut que best de profondeur k(p - I). 

D 

On obtient ainsi une nouvelle caracterisation des automorphismes de A: 

CoROLLAIRE 1. Soil ¢ un endomorphisme de A defini par !'ensemble des substitutions: 

(X'k- I)-+ rPkEP. 

Alors ¢est un automorphisme de l'algebre A si et seulement si !'ensemble { ¢ 1, ••• , ¢rn} est 
un systeme fibre de A modulo P 2

• 

PREUVE. La proposition 5 montre que ¢ est un systeme libre modulo P2 si et seulement 
si le produit nr~ I ¢f-l est non nul. D'apres (8), il est equivalent de dire que ¢ est un 
automorphisme de A. D 

On obtient ainsi une formulation plus generate des bases definies par (4) et (5): 

THI'lOREME 2. So it x = { x 1, ••• , xrn} un systeme fibre de A modulo P 2
• Alors I' ensemble 

B(x) = {D x~klik E [0, p - I]} (9) 

est une base du K-espace vectoriel A. De plus, pour chaque j de [I, M], le sous-ensemble de 
B(e) 

(10) 

est une base de Pi. 

PREUVE. Ces bases se deduisent des bases definies par (4) et (5) par un automorphisme 
de l'algebre A. D 

Nous avons caracterise les images isomorphes des elements des ensembles Ge(j); aussi 
pouvons-nous completer le Theoreme I par le corollaire suivant. La formule (II) definit 
completement le generateur d'un ideal principal de dimension minimale caracterise par le 
Theoreme 1. 

CoROLLAIRE 2. Soil j E [I, M] et Ia division entiere j = s(p - I) + t. Alors !'ideal 
principal engendre par 

x' xrxr-l ... xf;i (11) 
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ou { x 1, ••• , xs+ J} est un systeme libre modulo P 2
, a une dimension minimale (i.e. sa 

dimension est egale a (p - t) pm-s-l ). 

Nous allons maintenant etudier certaines proprietes particulieres des ideaux principaux 
de A engendres par un element d'une base de type B(x). 

PROPOSITION 6. So it { x1, ••• , xm} un systeme fibre de A modulo P 2 et so it y = n;~ 1 x~k, 
avec ik E [0, p - I]. Alors: 

m 

(i) dim (y) = fl (p - ik); 
k~l 

(ii) Ann (y) = + (xC;k). 
k~l 

PREUVE. Soit 

U = { fl xhjk E [0, p - ik - I]}. 
k~l 

En tant que sous-ensemble de B(x), !'ensemble Uy est un systeme libre du K-espace (y); Vy 
est une base de ( y) car: 

z E B(x)\U +-+ zy = 0. 

Cette egalite fournit une base de l'annulateur dey et demontre (ii). Le cardinal de !'ensemble 
Vy est ega! a n;~ 1 (p - id, ce qui demontre (i). D 

REMARQUES. Si, dans Ia definition dey, un seul ik est different de 0 et de p - I, alors 
!'ideal (y) a une dimension minimale; sinon Ia dimension de (y) est strictement non 
minimale. 

CoROLLAIRE 3. Soil y E P\P2
• Alors: 

(i) dim (y) = pm-l(p - I); 
(ii)'v's,sE[l,p- I],Ann(ys) = (yp-s). 

PREUVE. Nous conservons les notations de Ia Proposition 6. Si y est de profondeur I, 
alors y = x1 et done ik = 0 pour k # 1. On applique alors les resultats de Ia Proposition 6 
a ce cas particulier. D 

REMARQUES. Tousles ideaux principaux de profondeur I sont isomorphes et ont done 
Ia meme dimension; ceci permet de calculer le nombre d'ideaux de A de profondeur I 
(cf. Proposition 7, ci-apres). Lorsque p = 2, on trouve ainsi des codes autoduaux; ces 
codes, appeles H-codes, ont d'abord ete etudies par P. Camion dans [4]. En petites 
longueurs, et sur F2 , ils sont de 'bons codes autoduaux' a poids multiples de 2 ou de 4. 

Nous avons montre dans [6] que Ia dimension d'un ideal principal de A est au plus egale 
a pm-l (p - I). A. Poli a montre ensuite que les ideaux principaux de profondeur I, et eux 
seuls, atteignent cette borne [I5]; si bien qu'en caracteristique 2, les seuls ideaux principaux 
autoduaux de A sont ceux de profondeur I. 

PROPOSITION 7. L'algebre A comporte 

(q = p') 

ideaux principaux de profondeur I. 
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PREUVE. Soit y E P\P2
• L'ensemble des generateurs de l'ideal (y) est !'ensemble des 

elements de (y) de profondeur 1; le cardinal de cet ensemble est le meme pour tout ideal 
de profondeur 1 (deux ideaux de profondeur l sont isomorphes). De plus, un element de 
profondeur 1 appartient a un et un seul ideal principal dont il est generateur. Soient 

et 
alors: 

l{(x)lx E P\P2}1 = {3/y. 

Or dim P = dim P2 + m, done f3 = (qm - l)qPm-m-l. Et y = (q - 1)qPm-l(p-l)-l car 

!'ensemble (y) n P 2 est un hyperplan du K-espace (y) (cette propriete est demontree dans 
[9]). D 

Une autre consequence de Ia Proposition 6 est qu'un ideal engendre par un element de 
B(x) est une intersection d'ideaux de meme type: 

CoROLLAIRE 4. Soil {x1, ••• , xm}, un systeme fibre de A modulo P2
• Alors: 

(}] 4) = lJ (x~k), (12) 

PREUVE. Rappelons d'abord 1'egalite suivante, ou I; designe un ideal de l'a1gebre A: 

Ann (JJ I;) = i Ann (I;). (13) 

Elle se deduit du fait que dans A, l'annulateur et !'orthogonal d'un ideal sont isomorphes 

[6]; or cette identite est bien connue lorsque les I, sont n sous-espaces d'un meme espace 
vectoriel et si l'on remp1ace Ann(/;) par l'espace orthogonal de I;. 

Les notations etant celles de l'enonce, soient 
m 

et I = n (x~k). 
i~l 

D'apres 1a Proposition 6, Ann(x) = +~~~ (xz-ik). On deduit alors de (13) que 1es ideaux 

I et (x) ont le meme annu1ateur; ils sont done egaux. D 

4. IDEAUX DE A DE DIMENSION MINIMALE 

Soit un ideal I de dimension minimale. Dans ce paragraphe nous voulons repondre a Ia 
question suivante: Connaissant Ia profondeur de /, peut-on exhiber un generateur de I? 

Nous allons montrer que !'utilisation des systemes libres modulo P2 apporte une reponse 

partielle a Ia question posee. 

THEOREME 3. Soientj E [1, M] et Ia division entierej = s(p - 1) + t. Soit x un element 
de A de profondeur j. Si /'ideal (x) a une dimension minimale, alors if existe un systeme fibre 
de A modulo P 2 de cardinal s, so it { a1, ••• , a,}, tel que: 

(x) c ( n ar:- 1
). 

k~l 

(14) 

PREUVE. D'apres le Theoreme 1, l'ideal (x) a une dimension minimale si dim (x) = 
(p - t) pm-s- 1

• Dans cette demonstration, no us considerons Ia division entiere M - i = 
s'(p - 1) + t' (avec cette notation: dim (x) = ps (t' + 1)). 
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Lorsquej = M, (x) est !'ideal PM; si m = I, alors tousles ideaux de A sont principaux 
et ont un generateur du type (Xe - IY, avec e E FP. Dans ces deux cas, le theoreme est 
clairement verifie. Nous supposons desormais que} E [1, M[ et m > I. 

Le Theoreme I est deduit du resultat suivant: que! que soit !'element X de profondeur }, 
il existe une base {g1, ••• , gm} de G telle que !'ensemble V x ou 

{

s'+l } V = L (Xgk- l)ik/(ib ... , is'+l) E [0, t'] X [0, P - I]" 
k~l 

est un systeme libre du K-espace (x) [7]. Lorsque Ia dimension de (x) est minimale, 
!'ensemble Vx est une base de (x). Nous avons done 

Vk, k E [1, m], (XKk - l)x = J.-kx 
ou J.-k est une combinaison K-lineaire d'elements de V. Si !'on veut determiner le nombre 
d'e!ements du type (Xgk - I) appartenant a V, deux cas sont a etudier: 
(I) si t' = 0, d'ou s = m - s', alors 

k ¢. [2, s' + I] -+ (Xgk - I)¢. V; 

(2) si t' =f. 0, d'ou s = m - s' - I, alors 

k ¢. [1, s' + I] -+ (Xgk - I)¢. V. 

Done) il existe s elements XKk - I tels que 

((XKk - I) - J.-k)x = 0 et 

No us obtenons ainsi s elements de profondeur I qui annulent x; !'ensemble de ces elements, 
que nous notons {a~> ... , as} est, par construction, un systeme libre de A modulo P 2

• 
Nous avons: X E nr~l Ann (a;). Done, d'apres le Corollaire 3, 

s 

(x) c n (af-1); 
i~l 

et d'apres le Corollaire 4: 

D 

CoROLLAIRE 5. Les hypotheses sont celles du Theoreme 3; on suppose en outre que j divise 
p - I. Alors il existe un systeme libre de A modulo P 2 de cardinal s, so it {a~> ... , as}, tel 
que: 

(15) 

PREUVE. Soit a = I1t~ 1 af- 1
; Ia profondeur de a est egale a s(p - 1) qui est ici Ia 

profondeur de x. D'apres (14), nous avons (x) c (a). Or un ideal principal de profondeur 
j ne contient qu'un seul ideal de profondeur }, lui-meme. Done (x) = (a). La deuxieme 
egalite dans (15) est immediatement deduite de (12). D 

APPLICATION: LEs IDEAUX PRINCIPAUX DE PROFONDEUR M- I. Soit M = m(p - I); 
supposons d'abord que x est un element de profondeur }, avec j E [(m - I )(p - I), 
m(p - 1)], et tel que !'ideal (x) est de dimension minimale: 

j = (m - I)(p - I) + t et dim (x) = p - t. 
Nous appliquons le Theoreme 3: il existe un systeme libre de A modulo P 2

, soit 
a = {a1, ••• , am}, tel que (x) c (y), avec y = IIk':i af- 1

• On en deduit: x = zy avec 
Z E P 1

• 
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On exprime alors x dans Ia base B(a) definie par (9): 

ou 

car tous les termes at tels que i =f. m sont annules par y. Done: 

ou c E A\P. 

Nous avons ainsi demontre le corollaire suivant: 

CoROLLAIRE 6. Soient j E [(m - l)(p - I), m(p - I)] et Ia division entiere 
j = (m - I)(p - I) + t; soit x un element de A de profondeur jet de dimension minima/e. 
Alors if existe un systeme fibre de A modulo PZ, soit a = {a1, ••• , am} tel que 

(x) = (a~ rf af-l). 
k~l 

(16) 

Le Corollaire 6 permet une etude plus poussee des elements de A de profondeur M - I, 
c'est-li-dire des mots du GRM-code d'ordre I ou encore des mots du code pM- 1. D'abord 
il est clair que tous les ideaux principaux de profondeur M - I ont une dimension 
identique, egale a 2 (i.e. a dim pM + I). On peut done, par le procede utilise pour Ia preuve 
de Ia proposition 7, obtenir le nombre d'ideaux principaux de A de profondeur M - I. 

PROPOSITION 8. L'algebre A comporte (qm - I)j(q - I) ideaux principaux de profondeur 
M - I (q = p', q est l'ordre du corps de base K). 

Le corollaire suivant est une consequence immediate du Corollaire 6. ,II exploite le fait 
que tout element de profondeur M - I a une dimension minimale et engendre done un 
ideal du type (16). 

COROLLAIRE 7. Soit y un element de A de profondeur M - I. Alors if existe un systeme 
fibre de A modulo P2

, so it { a1, ••• , am} tel que 
m-1 

y = a~-2 [1 af-1. (17) 
k~l 

Un element de pM est de Ia forme c n;~ I af- 1' avec c E K et que! que soit le systeme libre 
modulo P 2 choisi. Done nous venons de montrer que tout mot du GRM-code d'ordre I est 
un element d'une base de type B(M - I, a) definie par le Theoreme 2. 

Lorsque K = FP, on peut se rapprocher encore de Ia description des codes de Reed et 
Muller d'ordre I. En effet, le nombre L de mots de plus petits poids du GRM-code d'ordre 
I est dans ce cas 

m I 
L = IK*Ipp -

p-I 
(I8) 

(ce resultat est donne par P. Delsarte, J. M. Goethals et F. J. MacWilliams dans [IO]). On 
en deduit que L = f3p(p - I) ou f3 est le nombre d'ideaux de A de profondeur M- I, 
calcule par Ia Proposition 8. Or le code pM-I a pour dimension m + I et contient PM, 
c'est-a-dire p - I mots de poids pm. On obtient done: 

PRoPOSITION 9. Lorsque K = F;,, le code pM-I est un code a deux poids non nuts; if 
comporte: 

p(pm - I) mots de poids pm- 1(p - I) et p - I mots de poids pm. 
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Chaque ideal principal de profondeur M - 1 comporte 1 mot de poids 0, p - I mots de poids 
pm et p(p - 1) mots de poids pm-l (p - 1 ). 

Nous avons montre dans [6] que les mots de plus petit poids de pM-l sont les mots cy 
ou c est une unite de A et ou y est un element du systeme de generateurs Ge(M - 1) defini 
par la Proposition 3. Done lorsque K = FP, tout ideal principal de A de profondeur M - 1 
a pour generateur un element X du type suivant: 

m 
X = (Xe' - l)P-2 f] (Xek - l)P-1 (19) 

k~2 

ou {e1, ••• , em} est une base du K-espace G. 
Les mots des codes de Reed et Muller d'ordre 1 (i.e. les codes pM-l avec K = F2 et done 

M = m) sont les mots de A ayant pour support une variete lineaire de G de dimension m 
ou m - 1 (on trouve cette description dans [11], par exemple); cela signifie que les mots de 
pm-1, lorsqu'il s'agit de codes binaires, s'ecrivent 

i 

X = Xg fl (Xek - 1) g E G, i = m ou i = m - 1 
k~l 

ou {e~o ... , em} est une base de G. 
Le Corollaire 7 et les resultats donnes ensuite prouvent que ces proprietes des codes de 

Reed et Muller se generalisent lorsque le corps de base K est d'ordre strictement superieur 
a 2: les mots du GRM-code d'ordre 1 sont de deux types (profondeur M ou M - 1) 
obtenus a partir de produits d'elements d'un systeme libre de A modulo P 2

• 

5. CoNCLUSIONS 

Nous avons montre que l'on peut determiner, dans plusieurs situations, la forme d'un 
generateur d'un ideal principal de A de dimension minimale. Cette dimension minimale est 
definie dans le Theoreme I; Ia profondeur de !'ideal concerne doit toujours etre connue; 
toutefois, nous conjecturons qu'un ideal principal ayant Ia dimension minimale des ideaux de 
profondeur j, est lui-meme de profondeur j. 

Etant donnee une profondeur j, les cas ou l'on caracterise completement un ideal de 
dimension minimale sont lorsque j est divisible par p - 1 ou lorsque j est superieur a 
(p - 1 )(m - 1) ( cf. Corollaires 5 et 6). II en resulte que, lorsque p = 2, on sait caracteriser 
tout ideal de dimension minimale; le Corollaire 5 induit le resultat general: 

PROPOSITION 10. p = 2 et j E [1, m]. Soit x un element de A de profondeur j. Si 
dim (x) = 2m-J, a/ors il existe un systeme fibre de A modulo P 2, soit {a1, ••• , a1} tel que 

Les resultats que nous donnons renforcent Ia conjecture enoncee dans !'introduction. En 
effet, dans tous les cas nous caracterisons des ideaux de dimension minimale appartenant 
au corpus defini par le Corollaire 2. 

Soit X un element de profondeur j ouj E [1, p - 1] et tel que Ia dimension de !'ideal (x) 
est minimale (c'est-a-dire egale a pm- 1(p - j)). Alors l'annulateur de (x) a pour dimension: 

dim Ann (x) = pm - pm-l(p _ j) = pm-j. 

L'ideal Ann (x) a une profondeur au plus egale a p - j; mais Ia valeur de sa dimension 
implique que sa profondeur est exacement p - j. (pm-lj est la dimension minimale des 



Codes principaux nilpotents d'une algebre modulaire 11 

ideaux de profondeur p - j); Ann (x) est done un ideal principal. Dans ce cas particulier 
Ia question posee en determine une autre: quels sont Ies ideaux de A qui ont pour annulateur 
un ideal principal? 

Nous conjecturons que les ideaux principaux de A qui ont pour annulateur un ideal 
principal sont determines par Ia Proposition 6 c'est-a-dire qu'ils sont de Ia forme suivante: 

k E [1, p - 1], 

Taus les ideaux principaux engendres par un element d'une base de type B(e) (cf. 
Proposition 2), ont Ia propriete de non-decroissance; c'est-a-dire qu'un de leur generateur est 
un mot de plus petit poids du code principal considere. Cette propriete est etudiee par 
S. D. Berman et I. I. Gruska dans le cas binaire [2]. On peut alors se poser Ie probleme du 
poids des generateurs etudies ici et se demander si Ia propriete de non-decroissance est 
encore verifiee dans certains cas mains triviaux que celui des codes de Reed-Solomon; les 
codes de Reed-Solomon etendus qui sont des ideaux principaux ont en effet un generateur 
qui a le poids minimum [8]. 

Entin, Ia description du GRM-code d'ordre 1 suggere que Ia distribution des poids du 
RM-code d'ordre 2 binaire peut se generaliser en caracteristique p quelconque, du mains 
partiellement. 
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