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Abstract

Let T be an extension of a one to one normal operdtdsy a nilpotent operatoN. In this
paper we calculate the defect of reflexivity ©f We give a necessary and sufficient condition
to insure the reflexivity of such extensions. In particular, it is shown Tha reflexive when
N is reflexive.
© 2005 Elsevier Inc. All rights reserved.
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1. Introduction

SoientH un espace de Hilbert complexe séparabl&€@ll) I'algébre des opérateurs
linéaires bornés suH. Si S est un sous-espace d& H), on désigne paRef S =
{Be€ L(H): Bx € Vect(Sx)} ou Vect(Sx) est le sous-espace fermé engendré par
Sx. Le sous-espacé est dit réflexif siS = Ref S. Si A est une partie deC(H),
nous désignons pdatar A le treillis des sous-espaces fermésHiénvariants pour tout
élément deA et si L est une famille de sous-espaces fermésHgenous désignons
par Alg L l'algebre des opérateur§ € L(H) tels queL C LatS. Lorsque A est
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une algébre unitaire, il est facile de voir qief A = Alg Lat A. PourT € L(H),
nous désignons paW (7)) la fermeture faible de I'algébre des polyndbmes Enpar
Wr(T") la fermeture faible de l'idéal engendré paf dans W(T) et par {T} le
commutant deT. Notons qu’on a toujour$V(T) C Alg Lat T. Le défaut de réflexivité
de l'opérateurT est la quantitéu(T) = dim(Alg Lat T/W(T)). On dit queT est
réflexif si a(T) = 0 c'est a direW(T) = AlgLatT = Ref W(T). La notion de
réflexivité fut initiée par D. Sarason dafk3], ou il montre que tout opérateur normal
est réflexif. De nombreux auteurs ont depuis largement développé cette notion et on
peut citer notamment [9-12,15]. Signalons aussi que la réflexivité d'un opérateur est
une notion “assez rigide” comme le montre I'exemple construit par D. Larson et W.
Wogen dans [11]. En effet ils donnent un exemple d'opératetéflexif tel queT &0
n'est pas réflexif. L'étude de la réflexivité d’'une extensibrde certains opérateurs
auto-adjoints par des opérateurs nilpotents cycliques a été abordée dans [2,3]. Dans
ce papier, nous étudions la réflexivité d'une extensiod’un opérateur normal par
un opérateur nilpotent quelconque. Nous caractérisons complétement les extdnsions
qui sont réflexives en calculant leurs défaut de réflexivité. La démarche adoptée ici
est différente de celle de [2,3] et fait appel a la description de la fermeture faible des
polynémes dand.*°(u) dle a D. Sarason dans [14].

Soient maintenanitl et K deux espaces de Hilbert complexes séparables,L(H)
normal etN € £(K) nilpotent d’ordren. Soit T une extension dé par N, I'opérateur
T s'écrit suivant la décompositiofl @ K

AX .
T:[O N} ol X € L(K, H).

Quitte a décomposeH = Im(A) @ ker A, on peut supposer qu& est injectif pour
létude de la réfléxivité dél. Soiente € K tel que N"~1e # 0 et h(T"e) la hauteur
de T"e dansH relativement &A (la hauteur dex € H est définie pan(x) = Max{p €
N : x e Im(AP)}). Nous montrons qu’une extensidnd’un opérateur normal injectif
A par un opérateur nilpotem est réflexive si et seulement si I'une des trois conditions
suivantes est vérifiée (if ¢ Wa(A), (i) N est réflexif, (iii) 2(T"e) = 0. Pour les
extensiondT telles quel € W4(A), nous donnons une description compléteAdgLat T
et nous calculons explicitement le défaut de réflexivité Tdece qui constitue une
extension des travaux d@,3] .

Dans toute la suite, sA € L(H), nous désignons par(A) le spectre d&\, o,(A) le

spectre ponctuel d&. Si y1, yo,...,y- € H , Vect(y1, y2,..., yr) €st le sous-espace
vectoriel deH engendré paws, y2, ..., yr, Vecta(y1, y2,...,yr) €St le sous-espace
vectoriel deH invariant pourA engendré paws, y2, ..., yr; €t Vecta(y1, y2, ..., yr)
la fermeture deVecta(y1, y2, ..., y,) dansH.

2. Généralités

Dans cette section nous donnons les principaux résultats classiques qui nous seront
utiles dans la suite de ce travail.
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Soient u une mesure positive a support compact dahsPour tout entiem >0,
nous notons par P*°(z", u) I'adhérence faible dand.*°(u) de lidéal {z" p(z)
p polyndémeé et par P?(u) la fermeture dand.?(u) de l'algébre des polyndmes de
la variable complexe. Dans le cas: = 0, P*°(z", i) sera noté simplemen®®(u).
Pour toute fonctionp € L>(u), I'opérateurM désignera la multiplication pap dans
L?(w). Rappellons que sh est un opérateur normal sur un espace de Hilbert ehe
mesure spectrale scalaire associéh, alors P>°(u) et W(A)) sont isomorphes par le
biais de I'application suivante

FeP¥w — f(A) = / FdE € W(A)

(E est la mesure spectrale @¢. Notons que siWw*(A) est l'algébre de Von Neuman
engendrée paA, alors il existexp € H un vecteur séparateur polv*(A) tel que
W(A) = ||E(A)xo||? pour tout boréliemA de C ( xg € H est dit séparateur pou#*(A)

si de Bxo =0 et B € W*(A) résulte B = 0) [5].

Lemme 1. Si A € L(H) un opérateur normal et € N, alors W4(A") est réflexif

Preuve. Soit B € L(H) tel queBx € Vect 4(A”x) pour toutx € H. Supposons d’abord

gueA est star-cyclique. D’aprées la représentation spectrale des opérateurs normaux, nous
pouvons supposer qul = L2(u) oU u est une mesure positive bornée A&t= M..
Comme B € Alg Lat A C {AY}, il existe une fonctiong mesurable bornée sur(A)

telle que B = M,. Pour montrer queB € W4 (A"), nous sommes amenés a montrer
que g € P®(z", 1). En vertu de la dualité faible entrel(x) et L>®(u), il suffit de
montrer que pour toutf € Ll(u) telle que [z" fdu = 0 pour toutm>n , on ait
[gfdu=0. Soit f € LY(w) telle que [z" fdu = 0 pour toutm>n. En écrivant

f = hk avech et k € L?(u), on obtient quek est orthogonal &ect . (z"h). Or

gh € Vecty (2"h), donc [ gf du = [ ghkdu = 0.

Considérons maintenant le cas @uest normal quelconque. Soielt la mesure
spectrale deA et ¢ une mesure spectrale scalaire associé& &oit xg un vecteur
séparateur pouW*(A) tel que u(A) = ||E(A)xo||? pour tout borélierA de C. Posons
Hy = Vects a+(x0), Ao = Aln, €t Bo = B|n,. Il est clair queLar Ag C Lat Bo
et d'aprés le cas star-cyclique qui préceéde oBpae Wy, (Ap). Il existe doncf e
P> (", w) tel que Bg = f(Ao) = f(A)|H,- Commexg est séparateur pou¥*(A), on
obtient B = f(A) € Wa(A™). O

Soit ¢ une mesure positive a support compact dansPour tout ouvertQ de C,
H>(Q) désignera l'algébre des fonctions holomorphes bornée€isud. Sarason a
démontré dan$l4] qu'il existe un ouvertG de C et une décompositiop = yu, & p,
avecp, L u,, P®(pn) = P (u,) ® L (u,) et P*(n,) isomorphe aH > (G). L'ouvert
G s'appelle le hull de Sarason associg.alLe lemme suivant découle immédiatement
de [14] (voir aussi [6, Chapitre VI]).
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Lemme 2. Soientu une mesure positive a support compact déahet G le hull de
Sarason asssocié a. Pour toutrn>0 on a

(1) Si0¢ G, alors P*®(z", u) = P*(w).
(2) Si0e G, alors P®(z", p) = 2" P> (u,) & L™ (1)

Corollaire 3. SoientA € £(H) un opérateur normal e € N. Si A" € W, (A",
alors I € W (A).

Preuve. Soientu une mesure spectrale scalaire associfeedG le hull de Sarason as-
socié au . Supposons que’ € P®(z"*1, ). Comme P ("1, u) = 7"H1P®(u,) ®
L>®(u,) et P>(u,) est isomorphe &> (G), on obtientz” € "t1H>(G); par suite
0¢ G et doncl € Wy(A) d'aprés le Lemme 2.0

La description deAlg Lat (N) lorsqueN est un opérateur nilpotent sur un espace
vectoriel de dimension finie a été donnée par J.A. Deddens et P.A. Fillmore[&lans
(voir aussi [4]). Cette description s’étend aisément, grace au Lemme 4 suivant, dans le
cadre des espaces de Banach. Plus précisément on a:

Lemme 4 (Baraa and Charleq1], Lemme L Si N € L(K) est un opérateur nilpo-
tent d’ordre n ete € K tel que N*~le # 0, alors il existe G € Lat N tel que
K =Vecty(e) ® G.

Théoréme 5.Soient N € £(K) nilpotent d’ordre n ete € K tel que N*te # 0.
SoientG € Lat N tel que K = Vecty(e) ® G et zP le polyndbme minimal deV|c.
On a

M = P(N)+ D avec P polynome,
Lat N C Lat M < { DN'e € Vecty(NPTe), 1<i<n—1,
De=0, D|g=0.

Le défaut de réflexivité(N) de N est donné par

n-—pn—p-1

a(N) = 5

3. Description de Wy (T")

L'objectif de ce paragraphe est de donner une description compléte de Mgédl”),
lorsqueT est une extension d’'un opérateur normal injectif par un opérateur nilpotent
d’'ordre n.
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Théoreme 6. SoientA € L(H) un opérateur normal injectif eV € £(K) nilpotent
d'ordre n>1. Soient

AX N
T:[O N] ou X € L(K, H),

n—1 . .
une extension de A par N &, = > AM1-IX N Alors Wy (T™) est I'ensemble des
i=0

opérateurs S de la form§ = [g g} tels que B € Wy(A") et BX,, = A"Y.

Preuve. Si S € Wr(T"), alors il existe une suite généralisée de polyndmetelle que

n
T"'p,(T) = gp“(A) g“(A)X” converge versS pour la topologie WOT.

Donc S vérifie les conditions ci-dessus du théoréme.
gg avec B € Wy(A™") et BX, = A"Y.

Montrons queS € Wy (T™). Nous allons distinguer deux cas.

Cas oul € W4(A). PuisqueB € W(A), il existe une suite généralisée de polynédmes
p. telle que p,(A) converge versdB pour la topologie WOT. OBX, = A"Y, donc
p«(A)X, converge versA"Y pour la topologie WOT et p,(T) converge vers"sS.
Puisquel € W4(A), il existe une suite généralisée de polynomegdelle queA”qg,(A)
converge versl pour la topologie WOT, dond™¢,(T)S converge versS et S €
Wr(T™).

Cas oul ¢ W4(A). Si u est une mesure spectrale scalaire associgeadors P>°(u)
est isomorphe &V (A) et doncP*>(u) # P*°(z, p). Soit u = p, ® u, la décomposition
de Sarason, d’'aprés le Lemme 2 on a

Inversement, supposons qug =

P(", 1) = 2" P (1) ® L™ (). 1

Comme B € W4(A"), il existe g € P®(z", u) telle que B = g(A). On peut écrire
g = 8. D gs avecg, = "G4, G4 € P®(u,) et g € L®(u,). D'aprés 'égalité (1),
il existe une suite généralisée de polynémsstelle quez”p, converge faiblement
vers 1 dansL®(u,). L'opérateur(G, @ p.gs)(A)T" converge versS pour la topologie
WOT. En effet, il est clair que

(G ® pugs)(A)T" = [(()ga ® 2" pxgs)(A) E)Ga @ Pags)(A)Xn } _

D’une part g, @ 7" p, converge faiblement verg, & 1 dans L*°(u), donc (g, @
7" psgs)(A) converge ver8 pour la topologie WOT. D’autre part comniX, = A"Y,
on obtient

AM(Ga @ pags)(A) Xy = A" (1D 2" pu)(A)Y
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et par suite on &G, P p,gs)(A) X, = (1Pz7" py)(A)Y compte tenu de l'injectivité dA.
Donc(G,®pygs)(A)X, converge ver¥ pour la toplogie WOT. D'oUG,® p,gs)(A)T"
converge versS et par suiteS € W(A)T" c wWp(Th. O
4. Description de AlgLat T et réflexivité
Le but de cette section est de donner une description explicit¢/gé.ar T lorsque
T est une extension d’un opérateur normal injectif par un opérateur nilpotent. Ceci nous

permettera de calculer le défaut de réflexivité Tde
Dans tout ce qui suit, si

A X
T=|:0 N]GE(HGBK)

est une extension d’un opérateur normAgbar un opérateur nilpotem d’ordre n, alors
pour toutk >1, X; dénote I'opérateur défini par

k-1
X; = Z A= N
i=0
Et de plus on a
0 N*

k
Tk = [A Xk } et A¥X, — A"X; = X, N

Nous commenc¢ons par donner quelques lemmes qui nous seront utiles pour la suite.

Lemme 7. Soient A € L(H) un opérateur normal injectif eV € L(K) nilpotent
d’ordre n>1. Soient

A X N
T:[O N] ou X € L(K, H),

une extension de A par.Mlors AlglatT est contenu dans I'ensemble des opérateurs S
de la formeS = [g 2] tels queB € W(A), D € Alglat N et BX,, = A"Y + X, D.

Preuve. Supposons qué.at T C Lat S. On peut alors écrir& sous la forme

BY
=[5
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avecB € Alg Lat A= W(A), D € Alg Lat N etY € L(K, H). Montrons queBX, =

A"Y + X,D. Soientx € H ety € K tel que N*~1y £ 0. CommeS(x + y) €
Vectr(x +y) et

Vectr(x +y) = Vect(x + v, T(x +y), ..., T" Y (x + y)) + Vecta(A"x + T"y),

i=n—1 .
il existe 0 = > ;7' polyndbme de degré inférieur ou égaha- 1 (dépendant de
ety) tel que a

(Bx +Yy® Dy) — Q(T)(x +y) € Vect s(A"x + T"y). (2

Comme pour touk € N, on a

k k=1 ' '
Tk = |:g ?}i] avec Xy = Z AKX N,
i=0

on obtient d’aprés (2)

Dy = Q(N)(y),

k=n—1 (3)
Bx+Yy— Q(A)x — > arXpy € Vect s(A"x + X, y).
k=0

Notons que le polyndme& ne dépend que dg du fait que N"~1y # 0. Posons
A ={z € a(A): [z|=7) et soith™(x) = Sys, (k € N* et gy, est la fonction
caractéristique dd;). Si E est la mesure spectrale de il est clair queA™h; ™ (A) =
E(Ay) converge pour la topologie SOT vergpuisqueA est injectif. En substituant -
h™(A)X,y ax dans (3) on obtient

k=n—-1
—Bh " (M) X,y + Yy + QAR (A)Xy — Y anXpy
k=0
€ Vect A(FE(A) Xy + Xuy).
k=n—1
Donc E(A) A" (—Bh™ (A) X,y + Yy + QA (A Xy — > axXky)
k=0

€ E(AA" (Vect A(~E(A) Xny + Xay)) = (0),
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et par suite

B k=n—1
E(A)(BX, — A"Y)y = E(A) | Q(A) Xy — akA"Xky}
L k=0

k=n—1
=EA)| Y a(A*x, —AnXk)yi|
L k=0

[k=n—1
=EAD)| Y aanN"y}
L k=0

= E(Ak)(XnDy)'

Par conséquentBX, — A"Y)y = X, Dy pour touty ¢ kerN"~1, donc BX, — A"Y =
X,D. O

Remarque. Le lemme précédent signifie quélg Lar T C {T"}. Si de plus on sup-
pose queN est réflexif, alors on peut vérifier aisément &'} c (T} et par suite
Alg LatT C {TY.

Lemme 8. SoientA € L(H) un opérateur normal injectif NV € £(K) un opérateur
nilpotent d’ordren>1 et T une extension de A par N. Soient K tel queN"1e £ 0
et S l'opérateur défini suH & K comme suit

BY
S=|:0 D] avec De = 0.

Si S € Alg Lat T, alors B € W4 (A™).

Preuve. Supposons quéat T C Lat S. Commengons par traiter le cas Auest star-
cyclique. Nous pouvons supposer qde= M, sur H = L?(u) ol u est une mesure
positive bornée. Commé& € Alg Lat A = W(A), il existe g € L*°(u) tel que B =
M. Pour montrer queB € W4(A") il suffit de montrer, en vertu du Lemme 1, que
g € Vect . (z"¢) pour toutd € L2(u). PosonsT"e = h € L?(p) et A = {h = 0}.
On aSe € Vectr(e) et S(xp +e) € Vectr (yp + ¢). CommeSe € H, on obtient

Se € Vects(T"e) = Vect y, (h),
S(ua +e) € Vect sA(T" (yp + €)) = Vectp, (2" gp + h).

Il existe doncf € P?(|h|?du) et F € P2(|2"yo + h|?dy) tels que

Se = fh,
{S(XA“‘e):F(ZnXA—i-h). (4)
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D’une part, d'aprés le Lemme 7 et la remarque précédente, §fi"a = T" Se; donc
gh =7"fh et par suite

grac = 2" fac-
D’autre part d’aprés I'Eq. (4) on obtient
gIA+ fh=FZ"yp+h),
ce qui donne
gxa=7"Fyp et fh = Fh.

[l en résulte quefyrc = Fyac et doncg = z"F sur g(A). Pour conclure qug¢ =
"F$ € Vecty (Z"¢) , il suffit de montrer queF € P?(|z"$|?dy) pour tout ¢ e
L2(w). Soit ¢ € L?(u) et soity € L%(u) tel que

"Y(2) = 12" P(2)] 7] si h(z) # 0,

" (2) = 2" P(2)] si h(z) = 0.

PuisqueS() + e) € Vectr(f +¢) = Vect(y +e, T +e), ..., T" 1) + ¢)) +
Vecty, (z"Y + h) et S + e) € H on obtientS( + e) € Vecty, (2" + h). Par suite

g+ fh=F@"Y+h) e Vecty "V + h),

donc F € P2(|z"y + h|?dyw), donc F € P2(|z"¢|% dp).

Cas oUA est normal quelconque. Sdi la mesure spectrale d& et u une mesure
spectrale scalaire associéeAa Soit xg un vecteur séparateur poW*(A) tel que
W(A) = ||E(A)xo||?. PosonsHy = Vect 4 ax(x0), Ao = A|Hp et Bo = B|Ho. Montrons
que By € Wy, (Ap). Soit © la projection orthogonale dél sur Ho. Considérons les
opérateurs

Ag X Bo nY
TO=|:00N] etSo=|:000 i|

On aLat To C Lat So. En effet, commeLar T C Lat S, on aS(x +y) € Vectr(x +
y)NH pourx € Hy ety € K. PuisquerA = Ax, on obtientSo(x +y) = nS(x +y) €
n(Vectr(x + y) N H) C Vectry(x + y). D’aprés le cas star-cyclique qui précéde
on obtient queBy € Wju,(Ap). Donc B € W4 (A") puisquexo est séparateur pour
w*(A). O
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Lemme 9. Soient A € L(H) un opérateur normal injectif etN € L(K) nilpotent
d’ordre n>1. Soient

AX N
T=|:O N] ou X € L(K, H),

n—1 o
une extension de A par N &, = > A""1"IXN’. Soiente € K tel que N"te # 0,

i=0
G € Lat N tel que K = Vecty(e) ® G. Si LatT C Lat S, alors S satisfait aux
conditions suivantes

S=8+S81 avecSoe W(T) et §S1= [OC]

0D
Lat N C Lat D, De =0, D|g =0,
A"C+ X,D =0.

Si de plus N est réflexifilors T est réflexif

Preuve. Supposons quéar T C Lat S ou T = g ])\(]} et X € L(K, H). Soite € K
tel que N"~le £ 0. D’aprés le Lemme 7, on p_eut écrire
BY ]
=[oh.

avec B € W(A), D € Alglat N et BX, = A"Y + X,,D. D'aprés le Théoréme 5, et
quitte a retrancher d& un polynbme convenable €fy on peut supposer qube = 0
et D|; = 0. Par suite on & € W4(A") d’'aprés le Lemme 8.

Soit C € L(K) défini par

{ C(N*e) = —A*Ye + BXre + YN¥e (0<k<n — 1),
Clg = 0.

Posons

BY-C ocC
s0o=[21-C asi=[2S]

PuisqueA*X, —A"X; = X, N* et BX,,e = A"Ye, on obtientA”C+X, D = 0. Comme
A"(Y — C) = BX,, et B € W4(A"), So € Wp(T") d'aprés le Théoreme 6. On obtient
ainsi le résultat.

Si N est réflexif, alorsD = 0 car De = 0. Or X,,D = A"C et A est injectif, donc
C =0 et par suiteS € W(T). O
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D’aprés le Lemme 9, il n’est pas difficile de montrer que le défaut de réflexivifE de
ne dépasse pas celui tie Notre objectif dans ce qui suit est de calculer explicitement
le défaut de réflexivité/(T) de T. Nous montrerons dans le cas & W4 (A) queT
est réflexive. Par contre dans le cas ba W4(A) (dans ce ca#\ est nécéssairement
injectif), nous aurons besoin de la notion de hauteur d'un vecteur pour I'étude de la
réflexivité deT.

Définition 10. Soient A € L(H) et x € H. La hauteur dex dansH (relativement a
A), notéeh(x), est définie pan(x) = Max{p>0:x € A’(H)}. Si x € Im(A”) pour
tout p >0, on convienth(x) = oc.

Théoreme 11.SoientA € L(H) un opérateur normal tel qué € W4 (A) et N € L(K)
nilpotent d’ordre n. Soient

AX .
T:[O N] oit X € L(K, H),

n—1 . .
une extension de A par N é&t, = > A" XN'. Soiente € K tel que N"te # 0,

i=0
G € Lat N tel queK = Vecty(e) ® G. Soient h la hauteur d&"e et z? le polyndbme
minimal deN|g. Il y a équivalence entre les assertions suivantes

(i) LatT C Lat S,
(i) S s’écrit d'une maniére unique sous la formse= Sy + S1 avec So € W(T),

S1 = [8 2} et D, Y satisfont aux conditions suivantes

A"Y + X, D =0,

D|g =0, De =0,

DN'ie € Vecty(N""e), 1<i<n—p —h, ®)
DNie € Vecty(NPtie), n— p—h+1<i<n—1.

Preuve. (i) = (ii). Unicité. Si §1 € W(T), alors S1 commute avecT et par suiteD
commute avedN et doncD = 0, puisqueDe = 0.

Existence. SoitStel que Lat T C Lat S. Commel € W4 (A), A est injectif et on
peut écrire d'apres le Lemme 9:

oY
S=So+|:0Di|

avecSo € W(T), A"Y +X,D =0, De =0, D|g =0 etLat N C Lat D. |l résulte du
Théoréme 5

DN'e € Vecty(NPTe), 1<i<n—1.
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Soient 1<i<n — p — h et P; un polyndme tel queDNe = P;(N)NP*ie. Comme
pour toutk € N on a A¥X,, — X,N¥ = A" X}, on obtient

P;(A)APT X, e — X, Pi(N)NPte € Im A".

Or X,P;(N)NPte = X,DN'e = —A"Ye, donc P;(A)AP*T X,e € Im A". Par suite
le polynatie z/~P~"~ divise P, compte tenu de la définition de la hauteurDonc
DNie = P{(N)NTPe € Vecty(N""e).
(i) = (i). Montrons queLat T C LatS. Quitte & retranchetSy de S on peut
supposer qués est de la forme
oY
s=[o5]

avec A"Y + X,,D = 0 et D satisfait (5). Soientx € H et y € K. CommeLat N C

n—1
Lat D, il existe un polyndmeP = Y a;z* tel que Dy = P(N)y. On a
k=0

n—1
AYS — P(T)H)(x+y)=A" |:Yy — P(A)x — Z akay:|

k=0
n—1
=—X,Dy — A"P(A)x — Z arA" Xy
k=0
n—1
= —A"P(A)x — Z ar (X, N* + A" Xp)y
k=0
n—1
=—A"P(A)x — Z arA¥ X,y
k=0

=—P(A)T"(x +y) € Vect s(T" (x + y)).

Commel € W4(A), on obtient(S — P(T))(x + y) € Vects(T"(x + y) et par suite
S(x +y) € Vectr(x +y), ce qui acheve la démonstration.[

Dans[3], 'auteur détermine le défaut de réflexivité d’'une extensiodiun opérateur
autoadjoint injectif cyclique par un nilpotent cyclique. Notons qu’un opérateur autoad-
joint injectif A vérifie I € W4(A). Par suite le corollaire suivant est une extension des
travaux de [3]:

Corollaire 12. SoientA € L(H) un opérateur normal tel qué € W4(A), N € L(K)
nilpotent d’ordre n et T une extension de A par N. Sei= Min(n — p —1,h) (p, n
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et h sont définis dans le Théoremg). Le défaut de réflexivité de T est donné :par

m(m — 1)
oc(T):m(n—p—m)—i—T.

Preuve. D’'aprés le Théoréme 11, on Bat T C Latr S Si et seulement sB s'écrit
oY
0D

et D etY satisfont (5). Commea € W4(A), A est injectif et doncY est déterminé
de maniére unique a partir d8. En tenant compte de I'expression @k dans le
Théoréeme 11 et en comptant le nombre de paramétres dont dépeond obtient

_ (m—1)
wT)=mmn—p—m)+ ==, 0O

d’'une maniere unique sous la fornfe= Sy + S; avec So € W(T), S1 =

Lemme 13. SoientA € L£(H) un opérateur normal f € H et n>1. Si pour tout
x€H, A"x + f e Vecta(A(A"x + f)), alors I € Wa(A).

Preuve. D’aprés le Corollaire 3, il suffit de montrer qu&” € W4(A"t1). Pour cela,
il suffit de montrer queA™x € Vecr 4(A"t1x) pour toutx € H en vertu du Lemme
1. D'aprés la représentation spectrale des normaux, on peut supposet gué/,
sur H = L?(u) ol u est une mesure positive bornéedete L>(u). Soit h € L2(w),
montrons quep”h € Wm(q&”“h). Soit g € L?(u) tel que|¢"g+ f| = [¢"h|+|f].
Comme "¢ + f € Vecty, (p(¢"g + [)), il existe une suite de polyndmes; telle
que

Jim [ 6peo) ~ 12197 + 712 du=0.

On obtient en particulier que
lim f |$pi(¢) — 11§ h|*dp = 0.
k—+00

On obtient ainsiA” € W, (A*tY). O

Théoreme 14.Soit T une extension d’'un opérateur normal injectife L(H) par un
opérateur nilpotentN € L(K). Si I ¢ W4(A), alors T est réflexif

A X

Preuve. Supposons quéat T C LatS ou T = [0 N

}, X e L(K,H) et soitX; =

k-1 o
Y. Ak=1-ix Ni. Soientn l'ordre de nilpotence deéN, e € K tel que N"te # 0 et

i=0
G € Lat N tel que K = Vecty(e) ® G. Sans perdre de généralité on peut supposer,
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d'aprés le Lemme 9, qu€ est de la forme

- [23)]

avecA"Y + X,D =0, De=0, D|g =0 etLat N C Lat D. Soit P; un polynéme tel

que DN'e = P;(N)N'e. Pour toutx € H on aS(x + N'e) € Vecty(x + Nie), donc
n—1

il existe un polynémeQ; = 3_ a7~ tel que
k=0

YNie + P{(N)N'e — Q;(T)(x + N'e) € Vects(A"x + X,N'e).
Par suite on obtient

P/(N)N'e = Q;(N)N'e,
YNie — Qi(A)x + Zak’iXkNie € Vect4(A"x + X,N'e).

Donc A"(YN'e — Qi(A)x + Y a i Xk N'e) € A"(Vecto(A"x 4+ X, N'e)). Compte tenu
de l'égalite A"YN'e = —X,DN'e = — X, P;(N)N'e, on obtient

n—1
X, Qi(N)N'e + A" Qi(A)x + Y ariA"X;N'e € A" (Vectx(A"x + X,N'e)).
k=0

D’aprés l'identité A¥X,, — X, N = A" X}, on obtient
Qi (A)(A"x + X, N'e) € A"(Vect o(A"x + X, N'e)).

Si Q; est non-nul, alorsA”x 4+ X,N'e € Vect,A(A"x + X,N'e). Donc d'aprés le
Lemme 12,1 € W4(A), ce qui est absurde. Don@; = 0 et par suiteS =0. 0O

Corollaire 15. SoientA € L(H) un opérateur normal injectif N € L(K) nilpotent
dordre n, ¢ € K tel queN" e # 0 et T une extension de A par N. Alors T est réflexif
si et seulement si'une des trois conditions suivantes est vérifi@el ¢ Wa(A), (ii)

N réflexif (i) A (T"e) = 0.

5. Remarques et Commentaires
1. Si A est un opérateur normal de mesure spectrale scalaire assaciglers la

condition I € W4(A) se traduit par 1le P*(z, n). D'aprés le Lemme 2 cette
condition est équivalente a9 G ou G est le hull de Sarason associ¢.aSignalons

aussi qu’on peut démontrer facilement, a partir du théoréeme de Mergelyan, que si
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0 n'appartient pas a I'enveloppe polyndmialementvexe duspectre deA, alors
[ € W4(A).

2. Il est clair que siA et N sont deux opérateurs réflexifs veérifiant la conditidt{A &
N) = W(A)@® W(N), alorsA & N est réflexif. LorsqueN est nilpotent, le résultat
suivant provient du Théoreme 2.1 dais.

Proposition 16. Si A € L(H) et N € L(K) est nilpotentalors W(A® N) = W(A) @
W(N) si et seulement sl € W4 (A).

Preuve. Soitn I'ordre de nilpotence d&l. Si 1 € W4(A), il existe une suite généralisée
de polynémes,, telle queA” p,(A) converge vers pour la toplogie faible des opéra-
teurs et par suite d’ aprés le Théoreme 2.1 d@dh®n aW(A® N) = W(A)d W(N).
Inversement, supposons qii&(A @ N) = W(A) @ W(N). En vertu du Théoréme 2.1
dans [7], il existe une suite généralisée de polyndémgselle que p,(A) converge
vers | et p,(N) converge vers 0 pour la toplogie faible des opérateurs. En écrivant
po = 7"qs +ry avecdegry, <n —1, on obtientr,(N) converge vers 0 pour la toplogie
WOT, et par suite les coéfficients du polynémgN) tendent vers 0. Il en résulte que
A" p,(A) converge verd, doncl € Wu(A). O

3. L'étude de la réflexivité d’'une extensidnd’'un opérateur normal par un opérateur
algébrique peut étre abordée a partir des différentes techniques de ce papier. On
peut citer notamment le résultat suivant

Théoreme 17.Soit T une extension d’'un opérateur normal A par un opérateur al-
geébrique N tels que,(A) Na(N) = 0. Si N est réflexjfalors T I'est aussi

4. La description de¥;(T™), lorsqueT est une extension d'un opérateur normal in-
jectif par un opérateur nilpotent d’ordre est basée sur la description 8€°(z", u)
dd a D. Sarason (Lemme 2). Est-il possible de retrouver cette description sans faire
appel au Lemme 2 da a D. Sarason?
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