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JE DEDIE CE TRAVAIL A ARSENE ASSOGBA

Let k be an algebraically closed field of characteristic zero, g a finite-dimen-
sional Lie algebra over k, U(g) the enveloping algebra of g, R a Noetherian
k-algebra on which g acts by derivations via a Lie algebra morphism, and R#U(g)
the differential operator rings generated by R and U(g). This paper is concerned
with the homological algebra for R#U(g)-modules which are g-locally finite,
especially with injective and projective modules, minimal injective resolutions, and
cohomology.

Soient k£ un corps algébriquement clos de caractéristique nulle, g une k-algébre
de Lie de dimension finie, U(g) I'algébre enveloppante de g, R une k-algébre
noethérienne sur laguelle g opére par dérivations via un morphisme d’algébres de
Lie et R#U(g) le produit croisé de R par U(g). Ce papier traite de I'algébre
homologique dans la catégorie des R#U(g)-modules g-localement finis, plus
particulierement des modules injectifs et projectifs, des résolutions injectives
minimales et de la cohomologie.  © 1997 Academic Press

0. INTRODUCTION

Soient k£ un corps commutatif de caractéristique nulle, g une k-algébre
de Lie de dimension finie, U(g) I'algébre enveloppante de g, R une
k-algébre associative unitaire noethérienne a droite et a gauche sur
laquelle g opére par dérivations via un morphisme d’algébres de Lie & et
R#U(g) I'anneau d’opéerateurs differentiels engendré par R et U(g). Tous
les modules considérés dans ce travail sont des modules a gauche.

Soit M un g-module. Un élément m de M est dit g-fini si dim, U(g)m
<+, Si tous les éléments de M sont g-finis, on dit que M est g-locale-
ment fini.

On note Mod, la catégorie des R-modules, Mod, la catégorie des
g-modules, Mod, ,,, la sous-catégorie de Mod, dont les objets sont g-locale-
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ment finis, Modg ., la catégorie des R#U(g)-modules, Mod gy, 12
sous-catégorie de Mod ., dont les objets sont g-localement finis et k-ev
la catégorie des espaces vectoriels sur k.

Si M € Mod,, on note M¢ le sous-g-module des invariants de M
(P'action de g sur M est triviale). 1l est clair que R# est une sous-k-algébre
unitaire de R et R est un (R%-R$) bimodule. L’anneau R# sera supposé
noethérien a droite et a gauche et désigné par la lettre S dans tout
I’expose.

On définit un foncteur () de Modg ., vers Modg,,, et, lorsque R
est g-localement finie, deux foncteurs F,(R,-) et R ® — de Mod; vers
Mod 414 Ces trois foncteurs vont nous permettre d’établir des rela-
tions entre les propriétés homologiques d'un R#U(g)-module g-locale-
ment fini et celles de son sous-module des invariants.

Comme k est de caractéristique zéro, le théoréme de Weyl sur la
réductibilité compléte peut €tre utilisé pour montrer que Mod,,, est une
catégorie semi-simple, si g est semi-simple; dans ces conditions, le fonc-
teur ()¢ est exact de Mod,,, vers Mod,.

Les principaux résultats de I'article sont obtenus en supposant g semi-
simple.

Le premier paragraphe contient les définitions de base, les notations et
les résultats préliminaires dont on aura besoin dans I'article.

Dans le deuxiéme paragraphe, R est g-localement finie. Nous montrons
que:

(1) le foncteur Fg(R, -) envoie les injectifs de Mod, dans les injec-
tifs de Mod, 4y, €t les S-monomorphismes essentiels dans les R#U(g)-
monomorphismes essentiels;

(2) I'image par F¢(R, -) de I'enveloppe injective d’un objet de Mod
est R#U(g)-isomorphe a I'enveloppe injective de I'image de cet objet par
Fo(R,-); et le foncteur ( )8 établit un isomorphisme de S-modules entre
ces deux enveloppes injectives;

(3 e foncteur ( )¢ envoie certains injectifs de Mod g, dans les
injectifs de Modg; et ces injectifs de Mod g, sont R#U(g)-isomorphes
aux images par Fg(R, -) de leurs sous-modules des invariants;

(4) si la categorie Mod, g4y, POss€de un cogénérateur injectif d’un
certain type, on peut caractériser les R#U(g)-modules induits g-locale-
ment finis injectifs et le foncteur ( )¢ préserve les résolutions injectives
minimales: c’est-a-dire que le sous-module des invariants du n® terme de
la résolution injective minimale d’un objet de Mod g 41gy €St S-isomorphe
au n® terme de la résolution injective minimale du sous-module des
invariants de cet objet; cette condition imposee a la catégorie Mod g4y,
est, en général, trop forte: elle implique en particulier que R est plat sur
Ré& pourvu que R soit commutative.
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Dans le paragraphe 3, R est commutative et souvent g-localement
finie. Nous montrons gue le foncteur ( )¢ transforme certains projectifs de
Mod z4ys) €N Projectifs de Modg; nous obtenons certains résultats ana-
logues a ceux du paragraphe 2 et nous étudions le groupe de Picard de
I'anneau S.

Dans le paragraphe 4, nous examinons le cas particulier ol R est
I'algébre de Hopf de g.

Dans le paragraphe 5, nous montrons sous certaines hypothéses que
Mod g 4ygy €St UNE catégorie semi-simple et S est un anneau semi-simple.

Pour obtenir nos résultats, nous nous sommes inspiré des articles de
Magid [9, 10].

Pour la construction de I'anneau R#U(g), on pourra consulter [1]. On
trouvera d’autres proprietés homologiques des R#U(g)-modules dans
[6, 71.

Ce travail est la suite de nos résultats parus dans [7].

1. RESULTATS PRELIMINAIRES

On dit qu'un objet M de Mod,,, est ergodique si M¢ = {0}. Nous avons
utilisé le terme ergodique par analogie avec [9, p. 126].

Si M est ergodique, alors tout sous-module de M est ergodique.

Si g est semi-simple et si M € Mod,,,, on note M, le plus grand
sous-g-module ergodique de M. Il est clair que M3 N Mg = {0}. Par
conséquent, M /M?# est ergodique pour tout M Mod,,, si g est semi-
simple.

LEmME 1.1, Soient g semi-simple et M € Mod, . Alorsona M = M*® &
M, une somme directe de g-modules.

DEriNITION 1.2, Soit M € Mod,,, on note M?* le sous-g-module de M
engendré par g - M. On pose (M), = M/M* et on note q,,;: M — (M), la
projection canonique.

Il est @vident que I'action de g sur (M), est triviale.

LEMME 1.3. Soit M € Mod,,. Si g est semi-simple, on a les isomor-
phismes de g-modules

M'=M, e (M),=M:"

Si g est semi-simple, la décomposition M = M, ® M* en somme directe
de g-modules est fonctorielle dans le sens suivant: si f: M — M’ est un
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morphisme de g-modules, alors f(M¢) c M'¢ et f(M,) € M,. En partic-
ulier, fe py =py °f.

Soient g semi-simple et M € Mod g, Pour r fixé dans S, notons f,
le k-endomorphisme de M défini par f,(m) = rm. Alors f, est g-linéaire,
d'ou f, o py = py ° f,. Ceci implique que f,(M®) c M* et f(M,) C M,:
c'est-a-dire que M3 et M, sont des sous-S-modules (donc des sous-
S#U(g)-modules) de M et p,, est S-linéaire (donc S#U(g)-lingaire).

Pour tout M dans Mod g,y e sous-g-module M*' de M engendré
par g - M défini en (1.2) est un sous-S#U(g)-module de M. Donc (M), =
M/M* appartient a Mod 54y, €t la projection canonique g, est
S#U(g)-lingaire. 11 est facile de voir que les g-isomorphismes M* = M, et
(M), = M¢ de (1.3) sont aussi des S#U(g)-isomorphismes.

Si M et N sont dans Mod,, on munit Hom(M, N) et M ® N de la
structure de g-module définie par I'action diagonale.

On note Hom (M, N) I'ensemble des €léments g-finis de Hom(M, N)
[5, paragraphe 1 et 7, 1.4].

Si M et N sont dans Mody ), On note [7, 2.9] Fx(M, N) I'ensemble
des éléments g-finis de Hom (M, N).

Soit M un S-module. Munissons M de la structure de g-module trivial.
Alors M devient un objet de Mod, s, Nous pouvons donc considerer
Hom(R, M) comme un objet de Mod -

Si r € Ret f € Hom(R, M), on pose (rf X(s) = f(sr). Donc Hom(R, M)
€ Mody 4y, €t Hom (R, M) est un sous-R#U(g)-module de Hom(R, M).
Or, si R est g-localement finie, s — sr est dans F;(R, R), donc [7, 1.7]
rf € Fg(R, M) pour tout f e F(R, M). Ainsi F;(R, M) est un objet de
Mod g1y, ST R est g-localement finie.

Remarque. Les démonstrations de (2.7), (2.8), (2.17) et (2.35) de [7]
n’utilisent pas le fait que R est g-localement finie. Cette remarque sera
utile pour le paragraphe 5.

Rappels. (1) Si M (respectivement N) est dans Mod, (respectivement
dans Mod g4y, On note Eg(M) (respectivement Eg,y,(M)) I'en-
veloppe injective de M dans Mod (respectivement de N dans Mod(R#U(g))).

(2) Un objet M de Mod gy, est de type fini dans Modg, ., St et
seulement s’il est de type fini dans Mod,, [7, 2.8].

(3) Si R est g-localement finie, on note [7, 2.21] ’E}TR#U(@(—,—)
les foncteurs dérives droits du foncteur Hompg,; (=, —) restreint a
Mod g4y X MO (g4 )

(4) Soient M dans Mod, et V' un g-module simple. On appelle
composant isotypique de M d'espéce V' et on note M, la somme des
sous-modules de M isomorphes a V. C’est un sous-module semi-simple de
M, somme directe de sous-modules isomorphes a V.
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LEMME 1.4. Soient g semi-simple, M dans Mod,, et V un g-module
simple de dimension finie. Alors, on a un isomorphisme de g-modules
Hom (V, M) ® V=M, et M = ®©M,,.

Si dans (1.4), M appartient & Mod g, alors
Hom(V, M) = V* ® M € Mod g4,

donc Ho_mg(V, M)_ € Mod 54,y €t le g-isomorphisme de (1.4) devient un
S#U(g)-isomorphisme.

LemmE 1.5. (1) Soit R commutative g-localement finie. Si M et N sont
dans MO g 41y, alors M ®; N est dans Mod gy,

(2) Si M est dans Mody, alors R & M est dans Modg,y,,. 1l est
g-localement fini si R est g-localement finie, car R ® M est un quotient de
R ® S ® M dans Modyg, ., et ce dernier est g-localement fini.

(3)@) Si M est dans Modg et N dans Modg .y, on a des isomor-
phismes d’espaces vectoriels.

HOM . 4y (R & M, N) = Homg(M,Hompg, (R, N))

= Homg(M, N¢¥).

(b) Si M€ Modg et N € Modgyy, alors Homg,, (M, N) et
Hom (M, N¥) sont des espaces vectoriels isomorphes.
(4)  Soit R commutative, M € Mody, V un g-module de dimension finie et
N € Mod g 4yyy- Alors

Homy(R® VV,N) = Hom(V,N) = V*®@ N =N ® V'*

sont des isomorphismes de R#U(g)-modules. En particulier, (N ® V*)8 et
Hom g(V, N) sont S-isomorphes.

(5) Soient S commutative, M € Mody et V un g-module de dimension
finie.  Alors I'application ¢: Hom (V' ® R, M) — Hom (V, F(R, M))
definie par d(f)v)(r) = f(v ® r) est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
(La preuve est une consequence de [7, 1.5].)

2. LE FONCTEUR Fy(R,-)

Dans ce paragraphe, R est g-localement finie. Nous avons la formule
d’adjoint suivante:

PROPOSITION 2.1, Soient M € Modg et N dans Mod gy, Alors I'ap-
plication ¢: HOM g,y (N, Fs(R, M)) — Hom((N),, M) definie par
(N gn(x)) = f(x)1) est un isomorphisme d’espaces vectoriels.
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Preuve. Soit f appartenant a I'ensemble de départ de ¢. Pour n € N et
r € R, nous avons ¢(f)gy(rm)) = fGn)(1) = f(n)(r). Cette relation prouve
que ¢ est un monomorphisme. Maintenant, soit /, appartenant a I'ensem-
ble d’arrivée de ¢.

Posons h(n)(r) = hy(qy(m)) pour n € N et r € R. On définit ainsi une
application linéaire h: N — Hom (R, M). Pour tout X € g, on a

(X-h(n))(r) = —h(n)(X(r))
—hy(qn(X(r)n))
= —hy(an(X(m)) + hy(qy(r(Xn))

= hy(qn(r(Xn))) = h(Xn)(r),

car gy(X(rn)) = 0. Donc 4 est g-lingaire.

Pour tous r,r’ € R, on a (rh(m)Xr') = h(n)(r'r) = h(qy(r'm)) =
h(m)(r'). Donc h est R-linéaire. Ainsi h est R#U(g)-linéaire. Or N est
g-localement fini; donc A(N) € Fg(R, M). L’application % est donc définie
de N vers F(R, M) et ¢(h) = h,.

COROLLAIRE 2.2. Soient g semi-simple et I un injectif dans Modg. Alors
Fs(R, I) est un injectif dans Mod g 4,y

Preuve. Pour tout N dans Mod gy, ON sait que (N), et N¢ sont
S-isomorphes. De plus, le foncteur (), est exact de Mod gy, dans
Modg. Donc Hompg,y(*, Fs(R, I)) est le compose, d'apres (2.1), des
foncteurs exacts ( ), et Hom(*, I).

Nous allons voir maintenant que le corollaire (2.2) peut se préciser
davantage. Mais, avant cela, signalons la formule suivante.

LEMME 2.3. Soient g semi-simple et M un S-module. Alors I’ application
F de Fy(R,M)8 — M deéfinie par F(f)=f(1) est un isomorphisme de
S-modules.

Preuve. Soit G I'application de M — Hom(R, M) définie par G(m)(r)
= pr(r)m. 1l est clair que G(m) est S-linéaire et g-invariant. Donc G est
définie de M — Hom(R, M)% = F(R, M)%. Maintenant, F°G(m) =
G(m)) = pr(Dm = m; donc F o G = identité de M. De méme,

GeF(f)(r) = G(F(f))(r) = G(f(1)(r) =pr(r) (1)
=f(pr(r)) =py  f(r) =f(r),

car M est un g-module trivial. Donc G - F = identité de F,(R, M)5.
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THEOREME 2.4. Soit g semi-simple.

(1) Si N € Modg et si M est un sous-R#U(g)-module de F(R, N),
alors M¢ = 0 implique M = 0.

(2) Si M — N est un monomorphisme essentiel de S-modules, alors
Fo(R, M) —» F(R, N) est un monomorphisme essentiel de R#U(g)-
modules.

(3) Si N € Mody, alors Egyy(Fs(R, N)) est isomorphe a
Fs(R, E¢(N)).

(4 Si N € Mody, alors Eg 4, (Fs(R, N))$ est isomorphe a Eg(N).

Preuve. Si T est un sous-ensemble de F,(R, M), on pose T(1) =
{f() tel que f e T}.

(1) Supposons M#¢ = 0. Alors (M), = 0; donc Hom ((M),, N) = 0.
Drapres (2.1), Homgy (M, Fs(R, N)) = 0. Or, ce dernier “Hom” con-
tient I'inclusion de M dans Fg(R, N). On conclut que M = 0.

(2) Si L est un sous R#U(g)-module non nul de Fi(R, N), alors
d’aprés (1), L8 est un sous-S-module non nul de F,(R, N)&. D’aprés (2.3),
ceci signifie que L(1) est un sous-S-module non nul de N, et donc
L(1) N M est non nul. Or L(1) N M = (Fg(R, M) N L)X1); donc L ren-
contre Fg(R, M) de fagon non triviale.

(3) Draprés (2), Fg(R, N) = F(R, E¢(N)) est un monomorphisme
essentiel dans Mod 4y, OF, d'aprés (2.2), Fg(R, Es(N)) est un injectif
dans Mod, g 4,y d’0U (3).

(4) Dapres (3), Egyuy(Fs(R, N)) = F(R, Es(N)). D'aprés (2.3),
Fo(R, Eg(N))® = E¢(N).

D’aprés (1) de (2.4), les sous-R#U(g)-modules non nuls M du R#U(g)-
module g-localement fini induit Fg(R, N) contiennent des invariants non
nuls.

Voici une condition plus forte: nous allons voir ci-dessous que ceci
impliqgue que M est une extension essentielle de RMS3. Simultanément,
nous obtenons une condition sur M qui implique qu’on peut prendre
N = M8,

CoROLLAIRE 2.5. Soient g semi-simple, N dans Modg et M un sous-
R#U(g)-module non nul de F(R, N). Alors

(1) M est une extension essentielle de son sous-R#U(g)-module RM?.
2 Sim e Met p,(rm) =0 pour tout r € R, alors m = 0.

Preuve. (1) Soit L un sous-R#U(g)-module non nul de M. D’aprés
(24(1)), L8 + 0et L8 c M8 Donc L N RM# + 0.
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(2) Considérons le sous-R#U(g)-module de M engendré par m. Si m
est non nul, ce sous-module contient un &lément invariant non nul y =
Yru;m, ol u; € U(g) et r, € R. Mais p,,(y) =y alors que P,,(Xr,u;m) =
Py (ZXuyrjm) = LXu;py (r;;m) = 0, o r,; € R et u;; € UQR), car py
est g-lineaire. Donc y serait nul. Ce qui est une contradiction. Donc
m = 0.

Nous voulons savoir maintenant quand un R#U(g)-module est sous-
module d’'un module induit de la forme Fg(R, M). La condition nécessaire
de (2.5(2)) est aussi suffisante.

DEFINITION 2.6. Soient g semi-simple et M dans Mod g - Alors
*M = {m € M tel que p,,(rm) = 0 pour tout r € R}.

LEMME 2.7.  Soient g semi-simple et M dans MOd g 41,). On définit ¢,
M — F(R, M3) par ¢,,(m)r) = p,,(rm).

(1) *M est le noyau de ¢,,.

(2) Sif: M — M’ est un morphisme dans Mod g 4,y alors (*M) C
*(M").

(3 *M/*M) = 0.

(4)  Si M est un sous-R#U(g)-module de N, on a *N N M = *M.

(5) Si*M =0, ¢, est un monomorphisme essentiel dans Mod gy 4-

Remarque. D’aprés (2.1),
HOM ¢4y (M, Fg(R, M#)) = Homg((M),, M?).

Donc ¢,, est le R#U(g)-morphisme correspondant au S#U(g)-isomor-
phisme canonique (M), - M.

Preuve du lemme. L’assertion (1) est évidente et (2) découle du fait que
Py o f=fe°p,. Pour demontrer (3), observons que (*M)$ = 0; donc
(M/*M )8 = M3. Comme Ker ¢,, = *M, il existe un R#U(g)-morphisme
by M/*M > Fg(R,(M/*M)®) = Fo(R, M#)) tel que ¢, = ¢y (M —
M/*M). Nécessairement, ¢y = ¢y . SOit m + *M € *(M/*M).
Dapres (1), ¢y «y(m + *M) = 0; donc ¢,,(m) = 0; d’'oti m € *M. On
en deduit que *(M /*M) = 0. L’assertion (4) découle de la définition (2.6)
et du fait que la restriction de p, a M est p,,. Pour démontrer (5),
supposons *M = 0 et identifions M et ¢,,(M). Si L est un sous-R#U(g)-
module non nul de Fg(R, M#), alors, d’aprés (2.4(1)), L¢ # 0, et d’aprés
(2.3), M8 = Fg(R, M#)$, donc L N M + 0.

Nous pouvons utiliser (2.7) pour identifier dans Mod g 4, les modules
injectifs de la forme Fg(R, I), ou I est S-injectif.
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THEOREME 2.8. Soit g semi-simple.

(1) Si E est un injectif dans Mod g4y, avec *E =0, alors E¥ est
S-injectif et E est R#U(g)-isomorphe a Fg(R, E®).

(2)  Si M est dans MO gyyy,) avec *M =0, alors Egyy (M) est
R#U(g)-isomorphe a Fg(R, Eq(M?)).

Preuve. (1) Soit E' = E(ES$). Alors E¢ — E' est un S-monomor-
phisme essentiel; donc, d’aprés (2.4(2)), Fy(R, E$) — Fg(R, E’) est un
R#U(g)-monomorphisme essentiel. D’aprés (2.7(5)), E — F((R, E?) est
aussi un R#U(g)-monomorphisme essentiel. Comme E est un injectif
dans Mod g 4y, NOUs avons les R#U(g)-isomorphismes E = Fy(R, E¥)
= Fy(R, E'). D'apres (2.3) Fy(R, E')¢ = E' est S-injectif, donc E¢ = E’
est S-injectif.

(2) Posons E = E((M#). D'aprés (2.2), F,(R, E) est un injectif dans
Mod g 414y €t NOUs avons d’apres (2.7(5)) et (2.4(2)), les R#U(g)-mono-
morphismes essentiels M — Fg(R, M¢) — Fy(R, E). Donc Eg (M) est
R#U(g)-isomorphe a Fy(R, E).

Nous remarquons que la condition *E = 0 de (2.8(1)) est aussi néces-
saire d'apres (2.5(2)) pour que E soit R#U(g)-isomorphe a F(R, E®).

Nous allons maintenant trouver une condition sur Mod ) qui nous
permettra d’appliquer (2.8).

LEMME 2.9.  La categorie MOd, 4y, Posséde un cogenerateur injectif C.

Preuve. Soient I un cogénérateur injectif de Mody,,. Pour tout M
dans Mod g 4yey S MOdg .y, €t pour tout élément non nul m de M, il
existe un R#U(g)-morphisme f: M — I tel que f(m) + 0. Comme M est
g-localement fini, on a f(M) c I®) et, d’aprés [7, 2.2'], I‘® est un injectif
dans Mod gy, Donc I® = C est un cogénerateur injectif de
Mod (g

Remarque. S'il existe un cogeénérateur injectif C de Mod g4y ), QUi
vérifie *C = 0, alors, d’aprés (2.7(4)), chaque objet M de Mod 4
verifie *M = 0.

On dira que la condition (a) est satisfaite dans Mod ggp,y, Si
Mod, g 41¢) POsséde un cogénérateur injectif C tel que *C = 0.

PrRoPosITION 2.10. Soit g semi-simple. On suppose que la condition (a)
est satisfaite dans Mod g 41y,

(1) Alors chaque injectif de MO, g 41y, est de la forme Fi(R, I), ot
est un injectif de Mody.
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(2)  Soit M € Modg et N € M0d g4,y Alors
Exthyue(R & M,N) = Ext{(M,N¥), p=0.

Preuve. (1) C'est évident a partir de (2.8(1)) et de la remarque pré-
cédente.

(2) Soit {E'} une résolution injective de N dans Mod, gy, D’aprés
(1.5(3)), Hom (R ® M, E') = Hom (M, (E")®) pour chaque i. Nous
avons donc

EXty 4 (R & M, N) = H?(Homg(M, (E*)*))

pour p > 0. Or, d’'aprés (2.8(1)), (E)® est un injectif dans Modg et le
foncteur ()& est exact. Donc le membre de droite est Ext2(M, N8).

LEMME 2.11.  Soient g semi-simple et {E' /i € I} un ensemble de S-mod-
ules injectifs. Alors E = ©{Fy(R, E')/i €I} est R#U(g)-isomorphe a
F(R{®FEi/i € I}).

Preuve. D’aprés (2.2) et [7, remarque suivant (2.2)], E est un injectif
dans Mod g ) D’ aprés (2.5(2)), Fs(R, E') = 0 pour tout i; donc *E = 0.
D’aprés (2.3) E¢ = @ E'. D’aprés (2.7(5)), ¢, est un R#U(g)-monomor-
phisme essentiel et, puisque E est un injectif dans Mod ), On conclut
que ¢, est un R#U(g)-isomorphisme.

LemmE 2.12. Soient g semi-simple, I un injectif dans Mody, M €
Mod g 41y avec *M =0 et f: M — Fy(R, I) un R#U(g)-monomorphisme
essentiel. Alors M8 — FS(R, I)8 = I est un S-monomorphisme essentiel.

Preuve. D’aprés (2.7(5)), ¢,, est un R#U(g)-monomorphisme essen-
tiel; et d'apres (2.2), (R, I) est un injectif dans Mod gy, Il existe
donc un R#U(g)-morphisme h: Fg(R, M8) — Fy(R, I) tel que f = ho ¢,,.
Soit L un sous-S-module de I tel que L N M# = 0. Alors Fg(R, M#) N
Fo(R, L) =0 et Fy(R, L) est un sous-R#U(g)-module de Fy(R,I). Si
F¢(R, L) est non nul, il rencontrerait M = ¢,,(M) de fagon non triviale,
car ¢, (M) c Fg(R, M#). Ce qui n’est pas possible; donc F((R, L) = 0.
On en déduit d’aprés (2.3), que 0 = F((R, L)8 = L

Nous sommes maintenant prét pour montrer que le foncteur ( )# trans-
forme les résolutions injectives minimales de Mod g, €n résolutions
injectives minimales de Modg et on pourra donc déterminer les résolutions
dans Mod g 4y¢)-

PROPOSITION 2.13. On suppose que la condition () est satisfaite dans
Mod(R#U(g» Soient g semi-simple, M € MOod g4y o) {ER#U(g)(M)} la
resolution injective minimale de M dans Mod 414y €t {E{(M?)} la S-reso-
lution injective minimale de MS. Alors (Epyy(M))$ = E{(M®) pour
chaque i.
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Preuve. Posons E' = Ep,;,(M) pour chaque i et K'= Ker(E' —
E'*1). D’aprés (2.8(1)), I' = (E')¢ est S-injectif et E' = F((R, I'). Comme
g est semi-simple, la suite 1° > [ —> .- > ' > --- est exacte dans
Modg et (K¢ = Ker(I' > I'*'). Comme *(K')=0 et K' > E' =
Fo(R, I') est un R#U(g)-monomorphisme essentiel, (K)$ — [' =
Fo(R, I8 est, daprés (2.12), un S-monomorphisme essentiel. Donc {/'}
est une S-résolution injective minimale de (K°)% = M.

THEOREME 2.14. Soit S commutative. On suppose que la condition (a)
est satisfaite dans MO g4y, €t g semi-simple. Soit M € MOd g4y, e,
pour P € spec(S), soit w,(P, M#) le nombre de fois que E¢(S/P) apparait
dans E{(M?®). Alors Ep,y, (M) est la somme directe, pour P parcourant
spec(S), de w,(P, M®) copies de Egyy,(R/RP).

Preuve. D’apres (2.8(1) et (2.13), Ep (M) est R#U(g)-isomorphe a
Fs(R, Egpyco(M)¥) = Fg(R, E5(M#)). Donc, d’apres la définition des w,
et (2.11), Eg 4y, (M) est la somme directe, pour P parcourant spec(S), de
(P, M?) copies de Fy(R, E¢(S/P)). Or (R/PR)8 = S/P; donc, d’aprés
(2.8(2)), Fg(R, E¢(S/P)) est R#U(g)-isomorphe & Eg . (R/PR); d’ou le
résultat.

Remarque. La condition («) imposée & Mod, 4y est trop forte. Elle
montre d’apreés (2.10(2)) que si N est un injectif dans Mod, g4, alors
N¢ est S-injectif.

Nous allons voir maintenant sous une hypothése de finitude de R sur S,
que cela signifie que R est S-plat.

Nous commengons par identifier les composants g-isotypiques des
R#U(g)-modules F¢(R, M).

LemmE 2.15. Soient g semi-simple et S commutative. Si M est un S-
module et V un g-module simple de dimension finie, alors F(R, M), est
S#U(g)-isomorphe a Fy(R,, ., M).

Preuve. Considérons les isomorphismes suivants:
Hom, (V, Fs(R, M)) = Hom (V® R, M)

= Hom (V' ® Ry., M) = Hom (V, F(Ry«, M)).

Le premier et le troisiéme isomorphismes découlent de (1.5(5)) et le
deuxiéme de la définition de R. (si W est un autre g-module simple de
dimension finie, alors Hom (I, W*) = 0 si W* # V). Il résulte main-
tenant de (1.4) que Fy(R, M), = F(R,., M),. Si W est un g-module
simple de dimension finie non isomorphe a V’, alors Hom, (W ® Ry, M)
= 0, car Hom, (W ® I'*, k) = 0, donc

FS(RV*!M) = 619 FS(RV*'M)W= FS(RV*'M)V'
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COROLLAIRE 2.16. Soient g semi-simple et R commutative. Supposons
que le foncteur ()¢ transforme les injectifs de MOQ gy, en injectifs de
Modyg. Si I est S-injectif et V un g-module simple de dimension finie, alors
Fs(Ry«, I) est aussi S-injectif.

Preuve. Posons W= V*et E = F(R, I). Alors, d’aprés (2.2), E est un
injectif de Mod, g4 Posons M = R ® V; donc M est de type fini dans
Mod g4y €t libre comme R-module. D’apres (15(4), E® W et
Hom;(M, E) sont R#U(g)-isomorphes. D’aprés [7, 2.17], Fx(M, E) =
Hom (M, E); donc, daprés [7, 2.37], Homg,,,(* E ® W) =
HOM gy (* & M, E). Or HOM g yy,(—, E) €t (*) & M sont exacts re-
spectivement de Mod g ,) dans k-ev et de Mod o) dans Mod g4y,
donc E ® W est injectif dans Mod gy, Il résulte de nos hypothéses que
(E ® W)8 est S-injectif. Or, d’aprés (1.5(4)), (E ® W)$ est S-isomorphe a
Hom (V, E). Maintenant, E, = Hom(V, E) ® V' comme objet de
Mod g4y ey: donc E, est S-injectif. D'aprés (1.4), E, = F(R, 1), =
Fs(Ry«, I); d’oU le résultat.

Si dans (2.16), R,. est de type fini comme S-module, alors [7, 2.17]
Homg(R, ., I) est S-injectif. Nous allons utiliser cette observation pour
conclure sous les hypothéses de (2.16) que R,. est S-plat.

THEOREME 2.17. Soient g semi-simple et R commutative. Supposons que
le foncteur ()¢ transforme les injectifs de Mod 4y, en injectifs de Mods.
Soit V un g-module simple de dimension finie. Si R, est de type fini comme
S-module, alors R,, est S-plat. Si R, est de type fini comme S-module pour
chaque g-module simple de dimension finie W, alors R est S-plat.

Preuve. Soit I un injectif dans Modg. Alors on a I'isomorphisme de
dualité [2, p. 348]

Homg(Tor{ (M, R,),I) = Exts(M,Homg(R,, 1))
= Ext%(M, Fo(Ry . 1))

et (2.16) montre que Hom((Tor{(M, R,,), I) = 0 pour tout M dans Modj.
On en déduit que Torj(M, R,) = 0 (il suffit de prendre I =
Ey(Tor{(M, R))).

La deuxiéme assertion est immeédiate a partir de la premiére.

La réciproque de (2.17) est aussi vraie:

PROPOSITION 2.18. Supposons g semi-simple et R un S-module plat a
droite. Alors le foncteur ()¢ transforme les injectifs de MOd gy, en
injectifs de Mody.
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Preuve. Soient E un injectif dans Mod g,y €t M un S-module
quelconque. D’aprés (1.5(3)), Hompg, (R ®& M, E) = Hom (M, E®),
donc le foncteur Hom((*, E¥) est le composé du foncteur R ® (*) qui est
exact de Modg vers Mod sy, €t du foncteur Homg, ;. (*, E) qui
est exact de Mod g,y Vers k-ev.

LEMME 2.19. Soient g semi-simple, M de type fini dans Modg et N un
objet de MO g4y gy Alors pour tout i, Exts(M, N) est un g-module
localement fini et Exti(M, N)8 = Ext\(M, N¥).

Preuve. Considérons M comme un objet de Mod, s, (I'action de g
est triviale). Soit {F;} une résolution de M par des S-modules libres de
type fini et regardons chaque F; comme un objet de Mod ;) (PPaction

de g est triviale). Alors Ext(M, N) est dans Mod, ,,. Ainsi,

Exti(M,N)* = H'(Homg(F,,N))* = H'(Homg(F,, N)*).

Drapres (7, 2.10 et 2.17], nous avons Homg(F,, N)¢ = Homg(F,, N*);
donc

Exti(M, N)* = H'(Homg(F,, N¢)) = Exti(M, N¥).

PROPOSITION 2.20.  Soient g semi-simple, M € Modg, N € Mod g4y,
et R de type fini dans Modg. Alors on a la suite spectrale

Extrpue)( N, EXti(R, M)) = Exti"/(N¢, M); pour i > 0, j > 0.
Si de plus N est de type fini, on a
Exti (N, Ext{(R, M))" = Exti"/(N¢, M).

Preuve. Comme R est de type fini dans Modg, on a d’aprés [7, 2.17],
Fo(R, M) = Homg (R, M). D’aprés (2.2), le foncteur F,(R,-) envoie les
injectifs de Modg dans les injectifs de Mod g,y D'apres (2.1), le
foncteur Hom ((N),,-) défini de Modg vers k-ev est le composé du
foncteur covariant F(R,-) = Hom (R, -) qui va de Modg dans
Mod k1) €t du foncteur covariant exact a gauche Hom g 4, (N, -) qui
va de Mod g,y ) dans k-ev. La suite spectrale des foncteurs composes
donne (1).

(2) 1l suffit d’appliquer [7, 2.25].

Remarque. Posons R = U(g). Alors R est un g-module localement fini
pour l'action adjointe de g et RS est le centre de R. La plupart des
résultats que nous venons d’etablir sont vrais pour I'anneau R#U(g).

Soit M € Modg. On munit M de la structure de g-module trivial. Si g
opére trivialement sur R (donc R#U(g) et R ® U(g) sont isomorphes
comme k-algébres), alors M devient un objet de Mod g4y 4))-
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COROLLAIRE 2.21. Soient g semi-simple operant trivialement sur R, M €
Mody et N € Mod g yqy) Alors on a

Extrpuce (N, M) = Exti(N$, M) pouri > 0.
Si de plus, N est de type fini, on a
Exth(N, M)® = Exto(N8, M)  pouri > 0.

Preuve. On pose R = S dans (2.20).

3. LE FONCTEUR R ®; (-)

Dans ce paragraphe, R est commutative. Si M est un R-module, la
notation M* désigne Hom(M, R). Nous allons &tudier le groupe de
Picard de I'anneau S.

DerFINITION 3.1.  Un objet M de Modg,,, est de type invariant si
M = RM3,

LEMME 3.2. Soit M € Mod gy, L'application fy;: R & M$ — M,
r®m — rm est R#U(g)-linéaire. Son image est RMS. Si M est de type
invariant, alors f,, est un épimorphisme.

LEMME 3.3. Soient M et N € MO,y On suppose qu'il existe une
R#U(g)-surjection M — N. Alors, si M est de type invariant, il en est de
meme pour N.

LemMmE 3.4. Soit M € Modg et M, = R ® M. Alors I'application ¢
deéfinie de R(Mp)8 — My par ¢plr(r; ® m)l = rr; ® m est un isomorphisme
de R#U(g)-modules. Donc My est de type invariant. En particulier, R est de
type invariant.

LemmE 3.5. Soient g semi-simple, R g-localement finie, M € Modg et
My = R ® M. Si M est S-projectif, alors My, est projectif dans Mod g 41,y

Preuve. Pour tout objet N de Mod guy) On a dapres (1.5(3)),
HOom gy (Mg, N) = Homy(M, N¥). Le foncteur ()¢ est exact de
Mod g 41gy dans Mod g4 4); d’0U le resultat.

ProposITION 3.6. Soit M un projectif de type fini dans Modg. Alors
I'application M — (R & M)3 definie par m — 1 ® m est un S-isomor-
phisme.

Preuve. Pour tout S-module N, notons f, I'application N — (R &
N)# définie par fy(n) =1 ® n. Alors f est une transformation naturelle
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de foncteurs additifs de S-modules: 1 — (R &, (*))%, ol 1 désigne le
foncteur identité dans Mod, et fg est un isomorphisme. Il en résulte que
fu est un isomorphisme si M est projectif de type fini.

Lorsque R est g-localement finie, le lemme (3.5) et la proposition (3.6)
montrent que si g est semi-simple et si M est un S-module projectif de
type fini, alors le R#U(g)-module g-localement fini projectif de type fini
et de type invariant R ® M a la proprieté que son sous-S module des
invariants est aussi un projectif de type fini. Nous allons voir que cette
propriété est vraie pour tout R#U(g)-module g-localement fini projectif
de type fini et de type invariant.

LEMME 3.7.  Soir M dans Mod g4y 4))-

(1) On suppose que R est g-localement finie. Si M est un projectif dans
Mod r4u(ey alors M est un projectif dans Mod,.

(2) Si g est semi-simple et si M est de type fini R-projectif, alors M est
projectif dans Mod g (-

Preuve. (1) C’est évident.
(2) Les foncteurs Hom (M, -) et ( )8 sont exacts respectivement de
Mod g4y, dans Mod,,, et de Mod,,, dans Mod, .

LEmMME 3.8.  Soient g semi-simple, R g-localement finie, P et Q de type fini
dans Mod g4y, avec Q projectif dans Mod guyy, € fi P — Q un
R#U(g)-épimorphisme. Alors il existe un R#U(g)-monomorphisme h: Q — P
tel que f o h = identite de Q.

Preuve. L’application f* = Homg(Q, f) définie de Hom(Q, P) —
Homz(Q, Q) est surjective, car Q est projectif dans Mod g donc
dans Mod,. Il est facile de voir que f* est g-linéaire. D’aprés [7, 2.17 et
2.36], Hom;(Q, P) et Hom .(Q, Q) appartienent & Mod gy, € Mod,,,.
Donc f* est surjective sur les invariants, c’est-a-dire que /™ est surjective
de

Hom(Q, P)® = Hompyy(,(Q. P)

— Homk(Q.0)* = HOoM g4 ( Q. Q).

Comme [lidentité de Q appartient @ Homg, (O, Q), il existe donc
h € Hom g,y (Q, P) tel que foh = identité de Q. Il est clair que / est
un monomorphisme.

THEOREME 3.9. Soient g semi-simple et P un projectif de type fini et de
type invariant dans Mod( REU(2)) ou R est g-localement finie. Alors
(1) P8 est un S-module de type fini projectif.
(2) P* est de type invariant.
(3) L’application définie de (P%)y = R & P8 — Pparr ® p — rp est
un R#U(g)-isomorphisme.
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Preuve. Comme P est de type invariant, il existe p,, p,,...,p, € P8
avec n < + tel que P =Y Rp, Posons F=R"” =R®R & - ® R et
soit f: F — P I'application définie par f(ry,r,,...,r,) = Xr;p, Alors
F € Mod g4y, €t f est un R#U(g)-épimorphisme. D’aprés (3.8), il
existe un monomorphisme & € Homy, (P, F) tel que foh = identité
de P. La restriction de & a P8 est donc un S-morphisme inverse a droite
pour la restriction de f a F8, et

FE=SW =S5, dol(l).

L’application A* = Homg(h, R) définie de F* = Homg(F, R) —» P* =
Hom (P, R) est surjective et g-linéaire; donc P* est de type invariant, car
F* I'est, d’ou (2).

Pour démontrer (3), considérons I'application R#U(g)-linéaire ¢, définie
de R® P8 — P par tp(r ® p) = rp. Alors ¢ est une transformation
naturelle de foncteurs additifs R & ( )¥ —> 1 de Mod g,y OU 1 est le
foncteur identité de Mod g4y L'application 7, est un isomorphisme;
donc ¢, est un isomorphisme par additivité. 1l en résulte que ¢, est un
isomorphisme, car F = P @ Ker f comme g-modules.

On attire I'attention du lecteur sur la similarité entre les assertions (1)
et (3) de (3.9) et les résultats de (2.8(1)).
Nous allons maintenant établir un résultat analogue a (2.4(1)).

LEMME 3.10.  Soient N € Mod 4y, € M € Mod;. Si N est un quo-
tient de R ® M dans Mod 44, alors N¢ = 0 implique N = 0.

Preuve. Si N& = 0, alors Hom (M, N$) = 0. D’aprés (1.5(3)),
Hom (R ®& M, N) = 0. Or ce dernier “Hom” contient le R#U(g)-
épimorphisme R ® M — N; donc N = 0.

La troisieme assertion de (3.9) montre que le rang de P comme
R-module est égal au rang de P# comme S-module. Donc, si P est
inversible comme R-module, alors P# est inversible comme S-module.

Le reste de ce paragraphe est consacré a I'etude de ces modules qui sont
de rang 1.

Nous allons suivre la méme démarche que Magid [10]. Pour obtenir des
résultats plus généraux, nous allons utiliser I'ensemble Z(g, R) introduit
dans [9, p. 1239] a la place des caractéres de g.

Notons Pic(R) le groupe de Picard de R. Si M est un R-module
inversible, sa classe dans Pic(R) sera notée [M].

Un R#U(g)-module est inversible s'il est inversible en tant que R-mod-
ule. Par exemple, R est un R#U(g)-module inversible.

Soit M un R#U(g)-module. Les isomorphismes canoniques: M & R =
M et M & M* = R sont R#U(g)-linéaires. On en déduit que les classes
d’isomorphismes des R#U(g)-modules inversibles forment un groupe
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commutatif. Nous allons le noter Pic(R, g). Si M est inversible, on note
{M} sa classe dans Pic(R, g). Plus précisement, si N est un autre
R#U(g)-module inversible, alors {M}-{N} = {M &, N}, {M}* ={M*}.
L’élément unité de Pic(R, g) est {R}. Nous avons un homomorphisme de
groupes

q:Pic(R, g) — Pic(R), (M} - [M].

Soit ¢ une application additive de g — R. On dit que ¢ Vérifie la
condition de cocycles [11, p. 1239] si ¢([X, Y] = X(p(Y)) — Y(H(X))
pour tous X,Y € g.

On note Z(g, R) le groupe additif de toutes les applications additives de
g vers R qui vérifient la condition de cocycles.

ExempLES. (1) Si A est un caractére de g, alors A € Z(g, R).

(2) Supposons que R est intégre et soit a un élément non nul g-normal
de R, c'est-a-dire normal dans R#U(g). Donc X(a) = rya pour tout
X € g, ol ry est un élément de R. Comme R est intégre, r, est unique
pour chaque X € g. Posons ¢(X) = r, pour chagque X € g. Alors ¢ €
Z(g, R).

Posons R, ={a € R tel que X(a)= ¢(X)a pour tout X €g; ol
¢ € Z(g, R)}. Donc R, = RS.

Il est clair que R, est un sous-espace vectoriel de R et RR, est un
sous-R#U(g)-module de R. Nous avons 1 € R, si et seulement si ¢ = 0.
Si a € R, etsi a est inversible, alors ate R_,.

Nous prions le lecteur de ne pas confondre la notation R, avec celle de
[11, p. 1239].

Posons Z"(g, R) = {¢ € Z(g, R) tel que R, contient un elément in-
versible de R} et

Z°(g,R) = {4 €Z(g R) telque RR, = Ret RR_, = R}.

Ce sont des sous-groupes de Z(g, R) et Z“(g, R) € Z°(g, R).

LemMME 3.11. Soient M un R#U(g)-module inversible et e € M tels que
M = Re. Alors M est R-libre et e est une R-base de M.

Soit M comme dans (3.11). Alors, d'apres [11, 1.3], il existe ¢ € Z(g, R)
tel que X(e) = ¢p(X)e pour tout X € g.

LEMME 3.12.  Soient M et M' deux R#U(g)-modules inversibles tels que
M =Re, M' =Re', oi ec M et ¢ € M'. S'il existe un élement ¢ de
Z(g, R) verifiant X(e) = ¢(X)e et X(e') = $p(X)e' pour tout X € g, alors
le R-isomorphisme de M vers M' qui envoie e sur e' est un isomorpisme de
R#U(g)-modules.
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Soit ¢ € Z(g, R). D’aprés [11, 1.3], il existe un R#U(g)-module in-
versible M, un élément ¢ dans M tels que M = Re et X(e) = ¢p(X)e
pour tout X € g. Un tel M sera noté R[¢]. Les “R[¢]" sont R#U(g)-iso-
morphes aux “R,” de [11].

On définit un morphisme de groupes p de Z(g, R) — Pic(R, g), en
posant p(¢) = {R[¢]}.

THEOREME 3.13.  Sous les hypotheses et avec les notations ci-dessus, on a
une suite exacte de groupes:

0—Z“(g,R) > Z(g,R) — Pic(R, g) — Pic(R).

Preuve. Notons f l'injection canonique de Z"(g, R) dans Z(g, R). La
suite est exacte en Z"(g, R). Soit ¢ € Z"(g, R). Donc R, contient un
élément inversible a de R tel que (Xfa) = (X(a) = ¢(X)a pour tout
X € g. Si e désigne une R-base de R[¢] telle que X(e) = ¢(X)e pour
tout X € g, alors I'application R[¢] — R; re — ra est un isomorphisme de
R#U(g)-modules; donc p(¢) = {R[¢]} = {R}; donc Im f < Ker p. Soit
¢ € Z(g, R) et p(¢) = {R}; donc R[¢p] posseéde une R-base m telle que
X(m) = 0 pour tout X € g. Soit e une R-base de R[] telle que X(e) =
¢(X)e pour tout X € g. Alors e = um, ol u est un élément inversible de
R.

Il est facile de verifier que u € R,; donc ¢ € Z"(g, R); d’ou Ker p C
Im f. Ainsi la suite est exacte en Z(g, R). Si ¢ € Z(g, R), alors g(p(¢))
= [R]. Maintenant soit {M} € Ker q. Donc [M] = [R]; c’est-a-dire M =
Rm avec m € M. D’aprés [11, 1.3], X(m) = ¢(X)m pour tout X € g, ol
¢ € Z(g, R). Soit e une R-base de R[¢] telle que X(e) = ¢(X)e pour
tout X € g. Alors I'application M — R[¢]; rm — re est un isomorphisme
de R#U(g)-modules. On en déduit que {M} = {R[¢]} = p(¢); donc la
suite est exacte en Pic(R, g).

A partir de maintenant, R est g-localement finie.

Posons Pic (R, g) = {{M}  Pic(R, g) tel que M est g-localement fini}:
c’est un sous-groupe de Pic(R, g). Nous avons un homomorphisme de
groupes

Pic(S) — Picg(R, g); [M] - {My}; ouMy,=R& M.
Nous allons utilser (3.6), (3.9) et (3.13) pour étudier le groupe de Picard
de l'anneau S.

ProPOSITION 3.14. Le morphisme Pic(S) — Picg(R, g) est une injec-
tion. Si g est semi-simple, I'image est {{ M} € Picy(R, g) tel que M est de type
invariant}.

Preuve. Soit [M] € Pic(S). D’apres (3.6), M = (My)$. Si {My} = {R},
alors (My)8 = R = §; donc le morphisme est injectif. Si [M] € Pic($),
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alors My est de type invariant, donc I'image est contenue dans I'ensemble
désiré. Reciproquement, si g est semi-simple et {M} € Picr(R, g) avec M
de type invariant, alors M = (M$), d’aprés (3.9(3)). Donc {M} est dans
I'image.

Posons Zx(g, R) = {¢ € Z(g, R) tel que Im ¢ est contenue dans un
sous-g-module de dimension finie de R}.

Remarquons que tout caractére de g appartient a Zz(g, R).

Si on suppose que les éléments de Z(g, R) sont k-lingaires, alors
Zy(g,R) = Z(g, R).

On dira que la condition (=) est satisfaite dans R si I'image de tout
élément de Zi(g, R) est contenue dans une sous-algébre de dimension
finie g-stable de R.

La condition (=) est satisfaite dans R dans les cas suivants:

ler cas. Si tout sous-g-module de dimension finie de R est contenu
dans une sous-algebre de dimension finie g-stable de R. Par exemple si R
est algébrique sur k.

2éme cas. Si Zp(g, R) est I'ensemble des caractéres de g. Ce cas est
trivialement réalisé, si R est intégre et tous les éléments de R sont des
semi-invariants pour g. On trouvera au paragraphe 6, un exemple non
trivial.

Dans la suite du paragraphe, on suppose que la condition () est
satisfaite dans R.

LemME 3.15. Soit ¢ € Z(g, R). Alors Rl $] est g-localement fini si et
seulement si ¢ € Zz(g, R).

Preuve. Posons M = R[] et soit e une R-base de M telle que
X(e) = ¢(X)e pour tout X € g. Soit ¢’ I'element de M™* tel que (¢’, e)
= 1. Si M est g-localement fini, alors ¢(X)e appartient a un sous-g-mod-
ule V' de dimension finie M pour tout X € g. On en déduit que Im ¢ C
W=e¢e'(V) et W est un sous-espace vectoriel de dimension finie de R.
Comme R est g-localement finie, on peut supposer que W est g-stable
donc ¢ € Z,(g, R) et la condition est nécessaire.

Si Im ¢ est contenue dans une sous-algébre W de dimension finie
g-stable de R, alors We est un sous-g-module de dimension finie de M et
U(g)e € We. Soit m € M.Ona m = re avec r € R et dim U(g)(r) < +co.
Il est clair que (U(g)(r))(U(g)e) est un sous-g-module de dimension finie
de M contenant U(g)m. Donc M est g-localement fini.

Posons Zk(g, R) = Z(g, R) N Z*(g, R) et

Zy(8,R) = Zy(g,R) N Z°(g, R).
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Ce sont des sous-groupes de Zp(g, R) et Zk(g, R) € Z;(g, R):

THEOREME 3.16. Nous avons une suite exacte de groupes
0—Zi(g,R) = Zy(g,R) — Picg(R,g) — Pic(R).

Preuve. D’apreés (3.15), la restriction de p a Zy(g, R) définit un mor-
phisme Z.(g, R) = Picz(R, g). Le théoréme (3.13) donne le résultat.

LeEMME 3.17. Soit ¢ € Zy(g, R). Alors R[] est de type invariant si et
seulement si RR _ s =R

Preuve. R[¢] = Re, ou e € R[¢] et X(e) = ¢(X)e pour tout X € g.
On en déduit que re € R[¢$]® si et seulement si X(r)e = —r¢d(X)e pour
tout X € g; donc, si et seulement si X(r) = —¢(X)r pour tout X € g.
Ainsi, R[¢]* = R_,e et, R[] = RR[$]¢ si et seulement si Re = RR_ ,e;
donc R = RR_,.

Le lemme (3.17) peut s'améliorer si g est semi-simple.

COROLLAIRE 3.18.  Soient g semi-simple et ¢ € Zp(g, R). Alors R[ $] est
de type invariant si et seulement si ¢ € Z3(g, R).

Preuve. Signalons que R[¢]* = R[— ¢]. Si R[¢] est de type invariant,
alors, d’apres (3.9), il en est de méme pour R[$]*. D’aprés (3.17), RR_, =
R et RR, = R; donc ¢ € Zy(g, R).

Si ¢ € Z;(g, R), alors RR_, = R; donc R[¢] est de type invariant,
d’aprés (3.17).

THEOREME 3.19. Soit g semi-simple. Alors, il existe une suite exacte de
groupes

0—Zi(g,R) > Zy(g,R) — Pic(S) — Pic(R).

Preuve. D’apres (3.14), Pic(S) est le sous-groupe de Picy(R, g) con-
stitué des objets de type invariant. D'aprés (3.18), I'image inverse dans
Zx(g, R) de ce sous-groupe est Z3(g, R). Le résultat découle de (3.16).

Meéme si g n'est pas semi-simple, on peut appliquer quand méme
certains des résultats précédents.

THEOREME 3.10. Il existe un sous-groupe E de Z3(g, R) et une suite
exacte de groupes

E — Pic(S) — Pic(R).

Preuve. Le morphisme Pic(§) — Pic(R) est le composé Pic(S) —
Picz(R, g) — Pic(R) et le premier morphisme est injectif, d’aprés (3.14).
Soit M un S-module inversible tel que [M] est dans le noyau. Supposons
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gu'il existe ¢ € Zz(g, R) tel que {R[¢1} = {My}. Donc R[¢] est de type
invariant. Le lemme (3.17) entrdine que RR_, =R. Or, R[—¢] =
Rl ¢]* = (Mp)* = (M*), est aussi de type invariant; donc, d’aprés (3.17),
RR, = R. Ainsi, ¢ € Z3(g, R). Il en résulte que le sous-groupe E en
guestion est I'image inverse dans Zp(g, R) de I'image de Pic(S) dans
Picz(R, g). Le théoréme (3.16) donne le résultat.

Le théoréme (3.20) donne assez d’informations sur le groupe Pic(S) si le
groupe Z3(g, R) est réduit a {0}; donc E est réduit a {0}.

LEMME 3.21. Soit R integre. Supposons qu'il existe un ideal maximal
g-invariant J de R tel que R/J = k. Si ¢ est un élement non nul de Z(g, R),
alors RR, # R. En particulier, Z3(g, R) = {0}.

Preuve. Supposons qu’il existe un &lément f de R, qui ne soit pas
dans J. Choisissons

0+A€k avec f—AreJet Xegtelque ¢(X) =b #0.

Alors bf = X(f — A) €J; donc b €J. D’'autre part, b appartient a une
k-algébre de dimension finie intégre; donc b est inversible. Ce qui est une
contradiction. Il en résulte que R, cJ,donc RR; # R.

COROLLAIRE 3.22. Soit R intégre, S’il existe un ideal maximal g-invariant
J de R tel que R/J = k, alors Pic(S) — Pic(R) est une injection.

On trouvera au paragraphe 6 les mémes résultats sur le groupe de
Picard dans le cas d’une action de groupe.

4. CAS PARTICULIER OU R EST L’ALGEBRE DE
HOPF DE g

On pose [7, p. 1114] R(g) = Hom,(U(g), k). 1l est bien connu que
R(g) est une sous-k-algébre unitaire de la k-algébre associative et com-
mutative Hom(U(g), k). L’unité de R(g) est le morphisme de k-algébres
g: U(g) — k induit par le morphisme d’algébres de Lie g — {0}. L’action
de g sur R(g) est une action de dérivation et il est facile de vérifier que
R(g) est un R(g)#U(g)-module g-localement fini et R(g)# est isomorphe
a k comme k-algébre et comme g-module trivial.

Le foncteur F,(R(g), -) sera noté Hom,,,(R(g), -) conformément a [5,
1.2]. Si k est algébriquement clos et si g est semi-simple, alors [3, 2.8.16(a)
et (d)], R(g) est une k-algébre commutative de type fini. Comme R(g)¢ =
k, la plupart des résultats du paragraphe 2 sont triviaux lorsqu’on remplace
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R par R(g). Notre but est de réunir dans ce paragraphe les résultats non
triviaux du paragraphe 2 et de reformuler les résultats du paragraphe 3
dans le cas particulier o R = R(g). L’anneau R(g) sera noté H.

Si M est un espace vectoriel sur K, on va le considérer comme un
g-module trivial.

Nous conservons les mémes conventions et les mémes notations qu’aux
paragraphes précédents et nous supposons k algébriquement clos et g
semi-simple.

PrRoPoOSITION 4.1. Soient M € k-ev et N € Mod 4y, Alors
HomH#U(g)(N, Hom(g)(H, M)) et Hom(N¢, M) sont k-isomorphes.

COROLLAIRE 4.2. Soit I € k-ev, alors Hom(g)(H, I) est un injectif de
Mod j; 4¢q)-
LEmMME 4.3. Soit M € k-ev, alors Hom(g)(H, M) = M.

LEMME 4.4. Soient N € k-ev et M un sous-H#U(g)-module de
Hom (H, N). Alors Mé = 0 implique M = 0.

LEMME 4.5. Soit N € k-ev et M un sous-H#U(g)-module non nul de
Hom(g)(H , N). Alors M est une extension essentielle de son sous-H#U(g)-
module HM .

THEOREME 4.6. (1) Si E est un injectif de M0, 4y, tel que *E = 0,
alors E = Hom ,\(H, E®) un isomorphisme de H#U(g)-modules.
(2) Soit M € Mod, ;414 tel que *M = 0, alors

EH#U(g)(M) = Hom(g)(H,Mg).
LEMME 4.7.  Soit {E;} une famille d’espaces vectoriels sur k. Alors
® Hom,,,(H, E;) = Hom,(H, @ E,).

LEMME 4.8. Soient M € k-ev et V un g-module simple de dimension finie.
Alors Hom,(H, M), = Hom , (H ., M).

LEMME 4.9. Soient M € k-ev. Alors H ® M est un projectif de type
invariant dans Mod(H#U(g)). Si de plus, M est de dimension finie, alors
H ® M est de type fini et (H® M)$ = M.

Remarque. Si M € k-ev est de dimension finie, le résultat (H ® M)& =
M est bien connu, car (H ® M)¢ = Hom (U(g), M).



606 THOMAS GUEDENON

THEOREME 4.10. Soit P un projectif de type fini et de type invariant dans
Mod 1 40qy) Alors

(1) P¢ est un espace vectoriel de dimension finie sur k.

(2) H ® P# est H#U(g)-isomorphe a P; donc P est H-libre de type fini
et son rang en tant que H-module est la dimension de I'espace vectoriel PS.

LEMME 4.11.  Soient N € Mod 14y, €t M € k-ev. Si N est un quotient
de H ® M dans MOd 14y, alors N¢ = 0 implique N = 0.

Considérons la projection canonique p = p,: H - H8 = k. Alors p €
Hom(H, k) et il est g-invariant, donc p € Hom (H, k).
Enfin, voici le dernier résultat de ce paragraphe.

THEOREME 4.12. Conservant les notations ci-dessus, on a
EH#U(g)(kp) = Hom,,(H, k).

Preuve. 1l est clair que Hp = kp. D’apres (4.3), on a Hom (H, k) = kp;
donc H Hom (H, k) = kp. D’apres (4.2), Hom,,(H, k) est un injectif de
Mod, 17414y donc, d’apreés (4.5), Hom , (H, k) = Ep 4y, (kp).

5. SEMI-SIMPLICITE DE LA CATEGORIE Mod(R#U(g))

Dans ce paragraphe, g est semi-simple. On se propose de généraliser le
théoréme de Weyl sur la réductibilité compléte a la catégorie Mod g4,y
Cette généralisation dans le cas des actions de groupes est faite dans [4].
On définit dans Mod g4, 12 notion de simplicité et de semi-simplicité
de maniére évidente.

Soit M € Mod g4y Alors M est simple (respectivement semi-simple)
dans Mod g,y Si €t seulement si M est simple (respectivement semi-
simple) dans Modp ., Quand nous disons qu’un objet de Mod ., est
simple (respectivement semi-simple), il s’agit d’une simplicité (respective-
ment d’une semi-simplicité) dans Modg (.

On suppose dans la suite du paragraphe que I’hypothése suivante est
satisfaite: Pour tout objet de type fini M de Mod gy, le foncteur
Hom z(M, -) est exact de Mod g 44, dans Mod, ).

Cette hypothése est réalisée dans les cas suivants:

ler cas. R est un anneau semi-simple.

2éme cas. R est commutative g-simple; car d’aprés [11, 1.6], tout
R#U(g)-module de type fini comme R-module est R-projectif.

3eme cas. R est commutative de type fini réguliére intégre et R5(g) =
Der, R; I'algébre de Lie des k-dérivations de R [8, prop. 7.7].
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LEMME 5.1.  Soit M € Mod g yy(yy- Si M est de type fini, alors M est un
projectif dans Mod g 1)

Preuve. On utilise I'exactitude du foncteur ( )¢ de Mod(g) dans Modg
et celle du foncteur Hom (M, —) de Mod, 1, dans Mod,,.

PROPOSITION 5.2.  Chaque objet M de MOd g4y, de type fini est la
somme directe d'une famille de sous-R#U(g)-modules simples de type fini
de M. Donc M est semi-simple.

Preuve. 1l suffit de montrer que tout sous-R#U(g)-module N de M est
un facteur direct de M. Soit donc N un sous-R#U(g)-module de M. On a
dans Mod g4 la suite exacte 0 > N - M — M /N — 0. D’apres (5.1),
M /N est un projectif de Mod gy, car il est de type fini. La suite exacte
précédente est donc scindée dans Mod g, d'oU le résultat.

CoROLLAIRE 5.3.  Chaque objet M de Mod g4y, est la somme directe
d’'une famille de sous-R#U(g)-modules simples de type fini de M. Donc M est
semi-simple.

Preuve. M est la somme de ses sous-R#U(g)-modules de type fini. La
proposition (5.2) donne le résultat.

COROLLAIRE 5.4. On suppose que R est g-localement finie. Alors S = R#
est un anneau semi-simple.

Preuve. Soit I € Modg. Daprés (5.3), Fg(R,I) est un injectif de
Mod g4y D'aprés (2.5(2)), *Fy(R, 1) = 0; donc, daprés (2.8(1)),
F¢(R, I)? est un injectif dans Mod, et d’apres (2.3), Fs(R, I)$ et I sont
S-isomorphes.

Remarque. Si dans (5.4), R est commutative g-simple, alors R$ est un
corps et le résultat est trivial.

COROLLAIRE 5.5. Soient R commutative g-localement finie g-simple et
M un sous-R#U(g)-module non nul de R"™» =R ® R & - @ R, n < +=.
Alors M est R#U(g)-isomorphe a un R"™, 1 <m < n.

Preuve. Soit m,: R™ — R la projection sur la iéme coordonnée. Si
w: M — R™ est l'inclusion, alors ;e w(M) est un idéal g-invariant de R;
donc ;o w(M) = 0 ou R. Or M est non nul. Donc, si M est simple, M est
R#U(g)-isomorphe a R. Si M n’est pas simple, alors M est semi-simple,
d’aprés (5.3). Donc M est R#U(g)-isomorphe & R™; ol m est un entier
compris entre 1 et n, d’aprés (5.3).

C’est la fin de I'exposé. Mais nous allons ajouter un paragraphe consacré
a I'etude du groupe de Picard dans le cas d’une action de groupe.
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6. APPENDICE

Nous rassemblons ici, certains résultats qui auraient pu alourdir le
paragraphe 3. Dans ce paragraphe, R est un anneau commutatif associatif
unitaire et G un groupe qui opére sur R par automorphisme d’anneaux.
On note U(R) le groupe multiplicatif des €léments inversibles de R et G
I’ensemble de toutes les applications de G vers U(R) muni de la multipli-
cation ¢d'(g) = d(g)d'(g) pour tout g € G: c’est un groupe commutatif.
L’inverse d’'un élément ¢ de GX est défini par ¢ '(g) = (¢(g))~* pour
tout g € G. L’élément neutre de G* est I'application définie par 1(g) = 1
pour tout g € G. Si u € U(R), alors g(u) € U(R) pour tout g € G et
linverse de g(u) est g(u™?).

Soit M un R-module. Pour tout r € R, on note r,, I'opérateur de M qui
définit I'action de » sur M et R,, I'’ensemble de tous ces opérateurs. Si
r € U(R), alors r,, est un R-automorphisme de M.

On dit qu’une bijection additive f de M vers M est un quasi-R-auto-
morphisme si fo R,, = R,, ° f.

On note Q Aut,(M) I'ensemble de tous les quasi-R-automorphismes de
M: c’est un groupe qui contient tous les R-automorphismes de M. De plus,
Q Aut,(R) contient tous les automorphismes d’anneaux de R.

On munit Q Autg(M) d'une structure de U(R)-module en posant
u-f=u,-f.

Notons O Aut,(M) I'ensemble de tous les couples (f, j), ol f est un
guasi-R-automorphisme de M et j un automorphisme d’anneaux de R
verifiant f o r,, = j(r),, o f pour tout r € R. Naturellement, O Aut,(M) est
muni d’une structure de groupe.

On dit qu’un groupe additif M est un G-module, s’il existe un mor-
phisme de groupes n de G vers le groupe S(M) des bijections additives
de M vers M. Pour des raisons de simplicité, on écrira n(g)(m) = g(m)
et n(g) =g, pour tous g G et m € M. 1l est clair que R est un
G-module.

Un (R, G)-module est un R-module M qui est aussi muni d’une struc-
ture de G-module tel que le couple (g,,, gz) appartienne a O Aut,(M).

Il est clair que R est un (R, G)-module.

Soit M un (R, G)-module. Posons p,(g) = ¢(g),, ° g, pour tous ¢ €
G" et g € G. Alors p, est une application de G vers Q Aut,(M) et le
couple ( p,, g5) appartient & Q Aut,(M).

Pour que p,, soit un morphisme de groupes, il faut qu’on ait la relation:

d(gg') =g(d(g'))#p(g)  pourtous g,g’ €G. (a)

Notons Z(G, R) le sous-ensemble de G® dont les éléments vérifient la
relation («): c’est un sous-groupe de G*. Si ¢ € Z(G, R), alors ¢(e) = 1,
ol e est I'élément neutre de G et ¢ *(g) = g(p(g 1)) pour tout g € G.
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ExeEMPLE 1. Soit M un (R, G)-module R-libre de rang 1. Si m est une
R-base de M, alors g, (m) = r,m pour tout g € G; ou r, est un élement
de R qui est unique parce que M est R-libre. Posons ¢(g) = re- Alors
¢ € Z(G, R).

Un &lément a de R est dit G-normal si g(a) = r,a pour tout g € G; ou
r, est un €lément de R.

EXEMPLE 2. Si R est intégre, tout élément G-normal non nul de R
permet de définir un élément ¢ de Z(G, R).

ProprosITION 6.1.  Soit M un R-module inversible. Si n et ' sont deux
morphismes de groupes de G vers S(M) compatibles avec la structure de
R-module, alors il existe ¢ € Z(G, R) tel que 1'(g) = ¢(g),, e n(g) pour
tout g € G.

Preuve. On sait que (n(g), gz) et (n'(g), ggr) appartiennent a
O Aut,(M); donc (n'(g)en(g)~?, idg) € O Auty(M). Ceci signifie que
(n'(g)en(g)~t € Autx(M). Or,

Auty(M) c Homg(M, M) =M & M* =R;

donc 1'(g)°n(g)~t € U(R).

Posons ¢(g) = n'(g)°n(g)~! pour tout g € G. Alors ¢ € GX. Puisque
1’ est un morphisme de groupes, nous avons u,, = v,,; ou u = ¢(gg’) et
v =g(¢p(g")p(g) pour tous g, g’ € G. D’autre part, il existe des éléments
m; dans M et f, dans M* en nombre fini tels que T f.(m,;) = 1. Pour
chaque i, nous avons um; = vm;; donc uf;(m;) = vf,(m,). Il en résulte que
u = v, donc ¢ € Z(G, R).

Soient ¢ un élément de Z(G, R) et M un (R, G)-module. Donc p, est
un morphisme de groupes. On peut définir un nouveau (R, G)-module
M(¢) qui coincide avec M comme R-module et dont I'action de G est
définie par

g m=p,(g)(m)=d(g)uegu(m)=9¢(g)(g(m)).

Un (R, G)-module est dit inversible s'il est inversible en tant que
R-module. Par exemple R est un (R, G)-module inversible.

D’aprés la proposition (6.1), si M est un (R, G)-module inversible, alors
les M(¢p) (ou ¢ parcourt Z(G,R) sont les seuls (R, G)-modules qui
caincident avec M comme R-modules.

LEMME 6.2. Soient M un (R, G)-module inversible et m € M tels que
M = Rm. Alors M est R-libre et m est une R-base de M.
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Preuve. 1l faut utiliser I'élément m* de M* défini par m*(m) = 1.

ProposITION 6.3. (1) Soit ¢ € Z(G, R). Alors, il existe un (R, G)-mod-
ule inversible M, un élement x dans M tels que M = Rx et g(x) = ¢(g)x pour
tout g € G. Réciproquement, soient M un (R, G)-module inversible et x € M
tels que M = Rx. Alors il existe ¢ € Z(G, R) tel que g(x) = ¢(g)x pour tout
ge€G.

(2) Soient N un autre (R, G)-module inversible, y € N tels que N = Ry.
Soit ¢' € Z(G, R) tel que g(y) = ¢'(g)y pour tout g € G. Pour qu'il existe
un (R, G)-isomorphisme i: M — N verifiant i(x) =y, il faut et il suffit que
$=2a"

Preuve. (1) Par définition, le (R, G)-module R(¢) est R-isomorphe a
R; donc il est inversible. Nous avons g-1 = ¢(g)-1; d’ou la premiére
assertion. La réciproque est déja signalée (cf. lemme (6.2) et exemple 1).

(2) Notons id I'application identique de R(¢) vers R(¢'): elle est
R-lingaire. Elle est G-linéaire si et seulement si ¢ = ¢'. Considérons les
(R, G)-isomorphismes j de R(¢) vers M et j' de R(¢') vers N définis par
j(r) = rx et j'(r) = ry pour tout r € R. Posons i = j'oido j~1. Alors i est
le seul R-isomorphisme qui vérifie i(x) = y. Il est G-lingaire si et seule-
ment si id est G-lingaire; d’ou le résultat.

LEMME 6.4. Tout element inversible de R est un élement G-normall.

Preuve. Soit u un élément inversible de R; donc R = Ru. D’apreés
(6.3(2)), il existe ¢ € Z(G, R), tel que g(u) = ¢(g)u pour tout g € G.

Posons R, = {a € R tel que g(a) = ¢(g)a pour tout g € G; ou ¢ €
Z(G, R)}. Donc R, = RY; R est un sous-groupe additif de R; RR est un
sous-(R, G)-module de R et 1 € R, si et seulement si ¢ = 1.Sia € R, et
si a est inversible, alors ¢~ € R 1.

Posons Z“(G, R) = {¢ € Z(G, R) tel que R, contient un &lément in-
versible de R} et Z°(G, R) = {¢ € Z(G, R) tel que RR, =R et RR -+ =
R}. Ce sont des sous-groupes de

Z(G,R) et Z(G,R) € Z*(G, R).

Si M est un R-module inversible, sa classe dans Pic(R) sera notée [M].
Les classes d’isomorphismes des (R, G)-modules inversibles forment un
groupe commutatif. Nous allons le noter Pic(R,G). Si M est un (R, G)-
module inversible, on note {M} sa classe dans Pic(R, G). Nous avons un
homophormisme de groupes g:

Pic(R,G) — Pic(R);  {M} - [M].
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Soit ¢ € Z(G, R). D’apreés la proposition (6.3), il existe un (R, G)-module
inversible M, un élément x dans M tels que

M=Rx et g(x) = ¢(g)x  pourtout g € G,

un tel M sera noté R[¢]. Il est clair que R[¢] et R(¢) sont (R, G)-iso-
morphes. On définit un morphisme de groupes p de Z(G, R) vers Pic(R, G)
et posant p(¢) = {R[¢]}.

THEOREME 6.5. Sous les hypothéses et avec les notations ci-dessus, on a
une suite exacte de groupes

1 - Z“(G,R) - Z(G, R) — Pic(R,G) — Pic(R).

Preuve. 1l suffit d’adapter la preuve de (3.13) a notre contexte en
faisant les changements appropriés.

A partir de maintenant, R est de plus une algébre sur un corps k
algébriqguement clos et G un groupe algébrique affine sur k. Dans le
contexte actuel, un espace vectoriel M sur k est un G-module si le
morphisme g,, appartient au groupe linéaire GL(M) de M qui est un
sous-groupe de S(M). Un G-module M est rationnel si pour chaque
m € M, le translaté G(m) de m engendre un sous-espace vectoriel W de
dimension finie de M et le morphisme induit de G vers GL(W) est un
morphisme de groupes algébriques sur k.

Dans la suite, on suppose que I’action de G sur R est rationnelle.

Remarque. Dans (6.1), si et ' agissent rationnellement sur M, alors
I'element ¢ appartient a Z,(G, R).

Nous pouvons utiliser le lemme 1, la proposition 2, le corollaire 4 et la
proposition 5 de [10], puisque leurs démonstrations ne font pas intervenir
les hypothéses (2) et (3) de la page 305.

Posons Pici(R,G) = {{M} € Pic(R, G) tel que M est rationnel}: c’est
un sous-groupe de Pic(R, G). Nous avons un homormorphisme de groupes
Pic(S) — Piczx(R,G); [M] — {My}; ol Mz = R ® M. Nous allons étudier
le groupe de Picard de I'anneau S.

Posons Z,(G, R) = {¢ € Z(G, R) tel que Im ¢ est contenue dans un
sous-G-module de dimension finie de R}

Tout caractére de G appartient a Z,(G, R).

Remarque. L’image de tout &lément de Z (G, R) est contenue dans
une sous-algébre de dimension finie G-stable de R dans certains cas:

ler cas. Si tout sous-G-module de dimension finie de R est contenu
dans une sous-algébre de dimension finie G-stable de R. Par exemple, si R
est algébrique sur k.
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2éme cas. Si Zx(G,R) = x(G) I'ensemble des caractéres de G ou
mieux encore, si Z(G, R) = x(G): c’est I'hypothése (3) faite sur R dans
[10] a la page 305.

LEMME 6.6. Soit ¢ € Z(G, R). Alors R[ $] est rationnel si et seulement si
¢ € Zx(G, R).

Preuve. On raisonne exactement comme en (3.15) en faisant les
changements appropriés.
Posons

Z4G,R) = Zx(G,R) N Z*(G,R)
et
Z3(G,R) = Zx(G,R) N Z°(G, R).

Ce sont des sous-groupes de Z,(G, R) et Z¥(G, R) C Z;(G, R).

THEOREME 6.7. Nous avons une suite exacte de groupes
1 - Zi(G,R) = Zz(G,R) — Picg(R,G) — Pic(R).

Preuve. D’apreés (6.6), la restriction de p a2 Zx(G, R) définit un mor-
phisme de groupes de Z4(G, R) vers Pic,(R, G). Le théoréme (6.5) donne
le résultat.

LEMME 6.8. Soit ¢ € Z(G, R). Alors Rl $] est de type invariant si et
seulement si RR y-+ = R.

Preuve. Le raisonnement est identique a celui de (3.17) ou [10, lem-
me 7).
Le lemme (6.8) peut €tre amélioré si G est linéairement réductif.

COROLLAIRE 6.9. Soient G lineairement reductif et ¢ € Z (G, R). Alors
Rl ¢] est de type invariant si et seulement si ¢ € Z3(G, R).

Preuve. 1l suffit d’adapter la preuve de (3.18) avec les changements
appropriés. On utilise [10, corollaire 4] a la place de (3.9).

THEOREME 6.10. Soit G lineairement reductif. Alors il existe une suite
exacte de groupes

1 - Z%G,R) - Z4(G, R) - Pic(S) - Pic(R).

Preuve. Le raisonnement est similaire a celui de (3.19). On utilise
[10, prop. 5] a la place de (3.14) et (6.9) a la place de (3.18).

Méme si G n’est pas linéairement réductif, on peut appliquer certains
des résultats précédents.
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THEOREME 6.11. I existe un sous-groupe E de Z3(G, R) et une suite
exacte de groupes E — Pic(S) — Pic(R).

Preuve. Le raisonnement est identique a celui de (3.20). On utilise
[10, prop. 5] a la place de (3.14) en faisant les changements appropriés.

Le théoréme (6.11) donne assez d’informations sur le groupe Pic(S) si le
groupe Z3(G, R) est réduit a {1}.

On dit que la condition (= =) est satisfaite dans R si I'image de tout
element de Z,(G, R) est contenue dans une sous-algébre W de dimension
finie G-stable de R et W\ {0} € U(R).

Pour le lemme suivant et son corollaire, on suppose que la condition
(%) est satisfaite dans R.

LEMME 6.12.  Supposons qu'il existe un ideal maximal G-invariant J de R
tel que R/J =k. Si ¢ € Zy(G, R) avec ¢ # 1, alors RR, # R. En parti-
culier, Z3(G, R) = {1}.

Preuve. On raisonne comme dans [10, lemme 11] en faisant les change-
ments appropries.

COROLLAIRE 6.13.  §'il existe un ideal maximal G-invariant J de R tel que
R/J = k, alors Pic(S) — Pic(R) est une injection.

Preuve. Le raisonnement est similaire a celui de [10, corollaire 12].

Remarques. (1) Dans la démonstration du théoréme 6 de [10] a la
dixieme ligne, il semble gu’on n’a pas besoin d’imposer aux éléments
inversibles de R d’€tre des semi-invariants.

(2) Nos résultats généralisent ceux de [10]. Nous avons tout simplement
remplacé I'ensemble x(G) des caractéres de G par un ensemble plus gros
Zx(G,R) qui est lui-méme un sous-groupe de Z(G, R). Si Z(G, R) est
réduit 2 x(G) (c’est I'hypothése (3) faite a la page 305 de [10]), on retrouve
les résultats de [10].

Nous allons donner un exemple ol la condition () du paragraphe 3 est
satisfaite.

Soient k de caractéristique nulle et G connexe d’algébre de Lie F. Soit
M un (R, G)-module rationnel. D’aprés [8, lemme 2, p. 559], M est un
R#U(F )-module localement fini.

LEMME 6.14. Soit a un element de R. Alors

(1) a est G-normal si et seulement si a est F-normal.
(2) a est G-semi-invariant si et seulement si a est F-semi-invariant.
(3) a est G-invariant si et seulement si a est F-invariant.
Preuve. (1) Soit a G-normal; donc Ra est un idéal G-invariant de R,
c’est-a-dire Ra est un sous (R, G)-module de R. On en déduit que Ra est

un sous-R#U(F )-module de R; donc a est F-normal. Pour demontrer la
réciproque, posons W = U(F )(a). Comme R est rationnel, il existe d’aprés
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[8, preuve du lemme, p. 559] un G-module V' de dimension finie contenant
W. Or, en caractéristique zéro, il est bien connu que G et F laissent
stables les mémes sous-espaces vectoriels de V. Donc W est G-stable. Il en
résulte que RW est un sous (R, G)-module de R. D’autre part, Ra C RW,
car a € W. Supposons maintenant que a soit F-normal; donc W C Ra. On
en déduit que RW = Ra; donc a est G-normal.

(2) Si a est G-semi-invariant, alors ka est un sous-G-module de dimen-
sion 1 de R, donc ka est un sous-F-module de R; donc a est F-semi-
invariant. Pour la réciproque, remarquons que W = U(F Xa) = ka, si a est
F-semi-invariant. Un raisonnement similaire a celui de (1) montre que W
est G-stable; donc a est G-semi-invariant.

(3) Comme R est rationnel, I'eléement a appartient a un sous-G-module
V' de dimension finie de R. Ce sous-espace 1 est aussi F-stable. Il est bien
connu que G et F possédent les mémes éléments invariants dans V.

COROLLAIRE 6.15.  Soit R normale de type fini. Alors Z(F, R) = y(F).

Preuve. Soit ¢ € Z(F, R). Supposons que R, ne soit pas réduit a {0}.
Soit a € R,,. Donc a est un élément F-normal de R. D’apres (6.14(1)), a
est un élément G-normal de R. Comme R est intégre, il existe ¢ € Z(G, R)
tel que g(a) = y(g)a pour tout g € G. D’aprés [10, p. 305], ¢ est un
caractére de G. Donc a est G-semi-invariant. D’aprés (6.14(2)), a est
F-semi-invariant. Comme R est intégre, ¢ est un caractére de F.

Si R, est réduit a {0}, alors est ¢ un élément quelconque de Z(F, R).
On peut donc supposer que ¢ est un caractére de F.
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