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I. INTRODUCTION 

L’objet de ce travail est d’ktudier certaines propriMs de comportement 
limite dans des Cquations aux d&iv&es partielles du deuxikme ordre oh 
l’inconnue + satisfait g la surface de skparation entre deux domaines Q, et Q, 
A des conditions de transmission du type: 

oti n reprksente la normale & la surface et uI et (us des constantes associkes 2 
chacun des domaines Sz, et Q, . Nous Ctudions la limite de la solution quand 
le rapport a,/q ou l’kpaisseur du domaine Q, (domaine “aplati” en un sens 
qui sera prCcisC par la suite) tendent vers z&o, sCparCment ou simultankment. 
Nous mettrons en Cvidence, en particulier, que ces deux passages a la limite 
ne sont pas permutables. 

Les conditions aux limites (1. l), (1.2) se p rksentent dans des probltmes de 
conductivitt thermique, oh o1 , o2 dCsignent les conductivitks de deux corps 
en prksence ou d’klectrostatique ou magnktostatique, oh o1 , g2 sont les 
constantes diklectriques ou les permCabilitCs magnktiques. Tenant compte 
de ces applications, qui ont motivk cette Ctude, nous nous sommes efforcCs de 
p&enter les rksultats de la faGon la plus explicite possible, au lieu de les 
donner sous forme abstraite, en termes de solutions d’kquations fonctionnelles 
dans des espaces de Banach. 

En outre, nous n’avons pas cherchk les hypothkses minima suffisantes pour 
les dkmonstrations; en particulier, les don&es seront toujours supposCes 
r&uli&res en un sens qui sera evident par la suite. 

Les probkmes avec conditions d’interface du type (1 .l), (1.2) ont et6 

284 
Copyright 0 1974 by Academic Press, Inc. 
All righta of reproduction in any form reserved. 

CORE Metadata, citation and similar papers at core.ac.uk

Provided by Elsevier - Publisher Connector 

https://core.ac.uk/display/82713418?utm_source=pdf&utm_medium=banner&utm_campaign=pdf-decoration-v1


PHiNOMkNES DE TRANSMISSION 285 

etudies d’un point de vue mathematique (cf. par exemple, [l-3]) conduisant, 
notamment, a des theoremes d’existence, unicite et 9 des proprietes de regu- 
larite des solutions. 11 n’est pas difficile (voir Sect. 2) d’etudier le comporte- 
ment limite des solutions de ces problemes quand des parametres tendent vers 
certaines valeurs limites, par exemple, u2 + CO, ce qui permet d’etablir le 
sens precis de certaines propriMs physiques telles que “le potentiel Clectrique 
dans un corps infiniment conducteur est constant” [4] et plus exactement, 
d’etablir dans quel sens le comportement d’un corps de grande conductivite 
est proche de celui d’un corps ideal de conductivite infinie. De m&me, les 
methodes de I’analyse fonctionnelle permettent d’etudier des problemes de 
perturbation des solutions par rapport a des modifications de la forme des 
domaines dans lesquels elles sont definies [5, Sect. 3.61, en particulier, 
l’influence produite dans la solution d’un probleme de transmission par la 
presence d’une couche mince (dont l’epaisseur tend vers zero) d’un materiau 
don& plongee dans un milieu environnant forme d’un autre materiau 
(cf. Sect. 2). En combinant les deux passages a la limite qu’on vient de decrire, 
on est amen& a Ctudier des phenomenes de transmission a travers des couches 
minces et fortement conductrices, ce qui constitue l’objet de cet article. 11 est a 
remarquer que les deux passages a la limite “Cpaisseur de la couche tend vers 
zero” et “conductivite tend vers l’infini” ne sont pas permutables (Sect. 2), 
et que, si on les effectue simultanement la solution limite depend de la limite 
du produit de la conductivite par I’epaisseur de la couche (Sect. 3). 

Signalons que dans la theorie de la diffraction des ondes Clectromagnetiques, 
il est souvent question des “Ccrans d’epaisseur nulle d’un conducteur parfait”, 
pour lesquels on impose tout simplement les conditions aux limites d’un 
conducteur parfait sur une surface geometrique d’epaisseur nulle (cf. par 
ex. [6]). Ce probleme est, a la rigueur, en dehors du champ d’application de 
notre etude, mais on serait tent6 d’affirmer que ces conditions aux limites ne 
sont appropriees que dans le cas oh le produit de l’epaisseur par la conductivite 
est grand. Toutefois, cela est en accord avec des mises au point de termino- 
logie faites par des Clectrodynamiciens [4, Sec. 4.16; 71. 

La Sect. 3 est consacrte a l’etude des plaques minces de conductivite &levee 
quelle que soit la valeur du produit de la conductivite par l’epaisseur. 11 
s’avere que le comportement limite est decrit par un phenomene physique 
complexe, qui combine une propagation bidimensionnelle a l’interieur de la 
plaque et une autre tridimensionnelle dans l’espace environnant, avec des 
conditions aux limites qui couplent les deux phenomenes. Signalons certaines 
publications oti l’on a introduit aussi des conditions aux limites non classiques 
pour certains problemes d’electromagnetisme [B-lo] ou de conduction de la 
chaleur [l 1, 121 et une etude de l’influence de l’epaisseur de l’ecran dans un 
probleme de diffraction [13]. 

Les problemes de passage a la limite se ramenent, pour leur resolution, B 
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des perturbations des coefficients d’une forme bilineaire sur un espace de 
Hilbert, ce qui nous a permis de nous inspirer largement de [5, Sect. 3.6; 141. 
De ce point de vue on sait [5, Sect. 3.6; 15-171 que les solutions des problemes 
elliptiques sont continues par rapport a des modifications des coefficients 
continues dans certaines topologies. Nos resultats des Sects. 3 et 4 montrent 
que cela n’est plus vrai pour des modifications des coefficients continues dans 
la topologie des distributions (voir aussi le contre-exemple de [17, p. 661- 
663; 18 et 121). 

La Sect. 4 est consacree a l’etude de problemes analogues aux precedents 
mais oh le domaine rempli par le milieu tres conducteur a, B la limite, dimen- 
sion un ou zero (filament ou petite bouIe). L’Ctude est, en ce cas, beaucoup 
plus simple. A la Sect. 5, nous Ctudions des problemes analogues dans le cas 
d’evolution. 

Pour certains problemes de transmission t&s proches de ceux que nous 
Ctudions ici, on connait les solutions explicites et on peut Ctudier leur com- 
portement limite quand l’epaisseur de la couche tend vers zero et sa con- 
ductivite vers l’infini. Aussi, on peut confirmer nos resultats de la Sect. 3 par 
le probleme de la couche spherique et ceux de la Sect. 4 par celui de l’ellipsoide 
allonge [19, p. 718-7231. 

Les principaux resultats de cet article avaient CtC Cnonces dans [20 et 211. 
Nos remerciements s’adressent a MM. H. Cabannes, J. L. Lions et 

P. Poincelot pour leurs encouragements, inter& et fructueuses discussions. 

2. CARACT~RE NON COMMUTATIF DE CERTAINS PASSAGES A LA LIMITE 

2.1. Enonce’ du ProbBme et Conclusions 

Considerons (Fig. 1) un domaine borne D de I’espace euclidien tridimen- 
sionnel R, contenant dans son interieur une portion w de surface reguliere et 
une suite 52, de domaines tridimensionnels qui tendent vers w (varitte 

FIGURE 1 



PHhNOMhNES DE TRANSMISSION 287 

bidimensionnelle) au sens suivant: “La mesure de sZi --f 0 si i + co, et etant 
don& un point M n’appartenant pas a w, il n’appartient pas a sZi pour i sufisam- 
ment eleve’ (dependant de M). 

Nous travaillerons avec des fonctions Cventuellement discontinues sur le 
contour &Q, de sZi . Des expressions telles que (2.2) ci-dessous expriment 
l’egalite des valeurs limites de $ sur ZX& lorsqu’on s’approche soit de l’inte- 
rieur (Sz,), soit de l’exterieur (D - Q,), qui est Cvidemment l’ouvert compris 
entre X?, et aD). Definissons: 

Probl&ne (Q , uk): trouver une fonction d[ou C(Q) uk)] d@inie dans D 
telle que 

A#=0 dans .Qi et D-Dt, (2.1) 

c ID, = c ID--R, SUY aQi, (2.2) 

(2.3) 

4 IaD = # sur ao. (2.4) 

Ici A represente l’operateur de Laplace, (a/k+ + (a/azJ2 + (a/axs)2, et 
$ est une fonction donnee definie sur aD. 

Probleme (Qi , co): trouver une fonction $ [ou $(Qi, a)] satisfaisant a 
(2.2) (2.4) et a 

AI$=O darts D-Q, (2.5) 

I#J lRi = cte (inconnue) (2.6) 

a!s = 0. (2.7) 

Problkme (w, co): trouver une fonction 4 [ou $(a~, CO)] satisfaisant it (2.4) 
et a 

A+=0 dans D - w (2.8) 

#J Iw = cte (inconnue) (2.9) 

ds = 0 

012 (2.10) signife integrale des deux c&es de la surface w. 

ProbEme (w, uk): trouver une fonction 4 [ou +(w, uk)] satisfaisant au probleme 
ordinaire de Dirichlet dans le domaine D. (Cette dt@aition est conservee pour des 
raisons d’umformite’), autrement dit, verifant (2.4) et 

A4=0 darts D. (2.11) 
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Remarquons que le probleme (Qni, ut) constitue un probleme-type de 
transmission entre les deux corps On, et D - sli de “conductivites” respectives 
(cf. Sect. 1) ‘sk et 1. Le probleme (Q, , CO) est un probleme analogue mais avec 
Qi de conductivite infinie; (2.7) constitue une condition aux limites globale, 
dont l’interpretation physique est que la chaleur totale (ou flux du vecteur 
d&placement Clectrique) recue par le corps Qi est nulle, comme correspond a 
un phenomene stationnaire. Cette condition determine [puisque le probleme 
(52, , co) possede une solution unique, comme on demontrera par la suite] 
la constante de (2.6) et fait toute la difference entre le probleme (sZi , co) et le 
probleme ordinaire de Dirichlet dans D - Qni. Le probleme (w, co) est 
analogue au precedent mais avec Q, remplace par w. 

Nous Cnoncons maintenant (Proposition 2.1) les resultats de cette section de 
facon imprecise; les theoremes rigoureux et la formulation des topologies 
dans lesquelles les limites ont lieu seront don&es dans 2.2. 

PROPOSITION 2.1. Les problemes (Qi , 4, $4, co), (w, a), (w, 4 ant des 
solutions uniques (qui dependent des indices i et CQ). Elles satisfont aux proprit%% 
de limites suivantes: 

Puispue #(CO, u& ne depend pas de k et est d@Gent de $(w, CO), les deux passages 
a la limite i + 00 et uk + CO ne sont pas permutables. Le processus (2.12) suivi 
de (2.13) donne a la limite une fonction satisfaisant, sur w a la condition typique 
de corps de conductivite’ infinie, (2.9), tandis que le processus (2.14), suivi de 
uk + co donne h la limite la solution de probleme ordinaire de Dirichlet dans D, 
sans des conditions particulieres sur w. 

Signalons que d’autres resultats analogues pour certains problemes de 
magnetohydrodynamique ont CtC demontres dans [22, Chap. 3; 231. 

2.2. &de des Passages h la Limite 

Nous commencons par rendre homogene la condition aux limites (2.4) 
des problemes de 2.1 en choisissant une fonction & reguliere, nulle dans tous 
les sZi et satisfaisant a (2.4). En prenant comme nouvelle inconnue (que nous 
continuerons de designer par 4) 4 - (br , les problemes des definitions 2.1-2.4 
deviennent des problemes analogues avec (2.4) remplace par (2.15) et (2.1), 
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(2.5), (2.8) et (2.11) remplaces par (2.16), otif, definie par (2.17), est nulle 
dans tous les Qi 

$ IaD = 0, (2.15) 

4 =f, (2.16) 

f = -A$,. (2.17) 

Nous definissons ?I present des espaces fonctionnels appropries pour la 
resolution des problemes de 2.1 (voir [I, 241). Nous utilisons les symboles 
usuels [l] pour designer les espaces de Lebesgue et de Sobolev. En particu- 
lier, L2(D) est l’espace des fonctions definies p.p. dans D de car& sommable. 

DEFINITION 2.1. &l(D) designe l’espace des fonctions qui appartiennent 
ainsi que leurs derivees premieres a L2(D) et qui sont nulles sur i3D (au sens 
des traces [l]). 

W(Q,) designe l’espace des fonctions appartenant a H,l(D) et qui sont (p-p.) 
Cgales a une constante dans Sz, . 

W(w) designe l’adherence dans &l(D) de l’ensemble des fonctions qui 
sont (p.p.) Cgales a une constante dans un voisinage de w. 

Les theoremes de trace [I ou 251 et le fait que la convergence dans L2(D) 
entraine la convergence p.p. dans D montre que les espaces H,‘(D), W(Q,J, 
W(w) sont de Hilbert. 

Nous definissons a present les solutions faibles ou generalisees associees aux 
problemes proposes. 

La resolution faible du probleme (& , uB) consiste a trouver 4 E &l(D) tel 
que W E HOI(D) 

s D-Da, 
grad+.gradHdQ+cr,/ 

Qi 

grad+-gradOdQ=-1 fOd.0. (2.18) 
D 

La resolution faible du probleme (Qni , co) consiste a trouver C$ E W(sZ,) tel 
que, V6 E W(Q,) 

s grad $ . grad 0 dQ = - fe dL?. 
D-Qi s D 

(2.19) 

La resolution faible du probleme ( w, co) consiste a trouver + E W(w) tel 
que, ve E W&J) 

f grad $ . grad 0 d.Q = - 
D f 

f0 dQ. (2.20) 
D 

La resolution faible du probleme ( w, crk) consiste a trouver 4 E Z&l(D) tel 
que, VB E H,yD), 

j grad 4 . grad 0 dl2 = - jD f% dL? (2.21) 
D 
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Les resolutions faibles et classiques des problemes precedents sont Cqui- 
valentes dans la mesure oh les solutions faibles sont suffisamment regulieres: 
c’est la situation habituelle des problemes resolus par les methodes de 
l’analyse fonctionnelle [24]. Cette equivalence est rigoureuse pour les pro- 
blemes (sZi , uk) et (w, a,), pour lesquels la regularite des solutions a CtC 
demontree (cf. [3]), tandis que pour les autres problemes elle n’a lieu que 
moyennant l’hypothbe de regularit& Les equivalences des definitions classi- 
ques et faibles s’etablissent par les mtthodes habituelles [24]. Demontrons-le, 
par exemple, pour le probleme (52, , CO). Si 4 est une solution classique, en 
prenant 0 E W(Q), si l’on multiplie (2.5) [ou (2.16), aprb le changement] 
par 0 et on indgre par parties, on a compte tenu de (2.7): 

=s grad 4 . grad 0 df2 
D-f& 

= 
s 

grad + . grad 0 dQ 
D-37, 

si bien que + est solution faible. Reciproquement, si 4 est une solution faible 
suffisamment reguliere, elle verifie (2.6) car 4 E W(sZJ. En integrant par 
parties dans (2.19) on a 

~Df~dSI’=~D-g.A~.ed*+~~~n,~~D-o.dS 
(2.22) 

z I 

en y prenant f3 de support compact dans D - Di , on voit que $ satisfait a 
(2.5) ou (2.15) et done (2.22) devient 

a+ 0 - s I a.Oiay D-0, 
dS = 0 

et en particulier, pour une 0 dont la valeur sur 8Qi ne soit pas nulle, on a (2.7). 
Nous sommes maintenant en mesure de formuler de facon precise la proposi- 
tion 2.1 sous la forme du theoreme suivant: 

THBORBME 2.1. Les probhnes (.Qi, ok), (Qni , m), (w, co) et (w, CQ), pos- 
sbdent des solutions uniques. Les propri&% de limite (2.12)-(2.14) ont lieu duns 
la topologie (forte) de l’espace H:(D). 

Dimonstration. L’existence et l’unicite des solutions est une consequence 
immediate du principe de Lax-Milgram [5] etant donnC que les premiers 
membres de (2.18)-(2.21) sont des formes bilineaires et continues sur les 



PHiNOMhNES DE TRANSMISSION 291 

espaces correspondants et que les seconds membres sont des fonctionnelles 
lineaires et bornees sur ces espaces en vertu de l’irkgalite de Friedrichs [24]: 

1 ID@ dQ 1 < K(D) (jD (grad O)z dQ)l”. 

Passons a la demonstration de (2.12). Si nous designons $(L$, a,) par & 
(i &ant fixe), en prenant 0 =& dans (2.18) et en utilisant (2.23), compte tenu 
quef est nulle sur sZi , on a (2.24), d’oh (2.25) et (2.26). (C designe des con- 
stantes diverses): 

J’,, (grad W dQ + uk ja (grad $k)’ dQ d c (jDmo. (grad $k)’ dG)li’y 

z 

(2.24) 

De (2.25) on deduit l’existence d’une sous-suite (que nous designons encore 
par $3 telle que (2.27) ait lieu, d’oh (2.28). Or, de (2.26) on deduit (2.29), qui 
montre avec (2.28), que les d&i&es premieres de $* sont nulles dans !& , 
c’est-a-dire, que +* E W(sZ,). 

dans I&l(D) faible, (2.27) 

a+k a+* 

axj' axj dans L2(D) faible (j = 1,2, 3), (2.28) 

&,o 
axj 

dans L”(L+) fort. (2.29) 

En prenant alors 6’ E W(L$) dans (2.18) et utilisant (2.27), on voit que $* 
est la solution du prob. (LJi, co) (DCf. 2.7). On a done Ctabli (2.12) dans la 
topologie faible de Hal(D). Pour demontrer la convergence forte, Ccrivons 
l’identite (2.30), qui est une consequence de (2.18); le second membre tend 
vers zero en vertu de (2.27), done le premier membre aussi, ce qui implique 
(puisque ck - co) que la norme dans Hal(Q) de +k - +* tend vers zero. 

C.Q.F.D. 

s D-37, 
krad(h - +*>I” dQ + uk Q. baWk - 4*)1” dQ 

(2.30) 
=- jDf(4k - +*I dQ - jDpa. grad C* * wadh - 4*> dQ. 

I 
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Demontrons maintenant (2.13). En designant +(&, co) par (bi, et en 
prenant 0 = & dans (2.19) compte tenu de (2.23), on voit que les di restent 
born& dans H,l(D), et done qu’il existe une sous-suite telle que 

$i+d* dans H,1(D) faible (2.31) 

et +* E W(w) en tant que limite de fonctions de W’(L),) done constantes dans 
des voisinages de w. Si 0 est une fonction de Hsr(s2) constante (p.p.) dans 
un voisinage de w, pour i suffisamment ClevC, en vertu de la convergence des 
L$ vers w d&rite dans la Sect. 2.1, elle est constante sur tous les G$ , si bien 
que (2.19) s’ecrit (2.20) et, en faisant tendre i vers l’infini on voit, en vertu 
de (2.31), que $* satisfait a (2.20) p our tous les 0 dun ensemble dense dans 
W(w), done VB E W(w) et done $* = +(w, oo). Comme cette solution est 
unique, c’est toute la suite i qui satisfait a (2.31). Pour passer a la convergence 
forte, considerons une suite (qui existe bien) #i + +* dans H,,l(s2) fort et telle 
que chaque gla appartienne a IT(@). 0 n a alors, compte tenu de (2.31) et de 
(2.19): 

= lim 1 
i-m D 

-f& dQ - 2 S, grad $i . grad & dQ + S, [grad #i]’ dQ 

zzz 1 
D 

-f .4* dQ - 2 1 [grad+*12 dQ + / [grad4*12 dQ 
D D 

= (1 - 2 + 1) 1 [grad $*I” ds2 = 0. 
D 

C.Q.F.D. 

Finalement, nous demontrons (2.14). Cette propriete n’est pas originale; 
elle se trouve dans [5, Sect. 3.6.21. 

Si & designe #(G, , uk) (k &ant fixe) et $* la solution du probleme ordinaire 
de Dirichlet dans D on a (nous supposons ok > 1): 

s krad(A - +*)I” dQ 
D 

< 
s D4i 

kw44~ - +*)I” d.2 + uk jD [grad(+i - +*)I” dQ 

=- jDf(~i-~*)d~;jDf(~i-$*)dSZ 

+ (Ok - 1) s grad +* . grad(& - +*) dsZ 
a( 

G (% - 1) (jD [grad(di - +*)I” dR)l” (jn, [grad+*]2 dR)l” 
I 
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or, le dernier membre tend vers zero quand i -+ co, car son premier facteur 
reste borne et son second tend vers zero comme integrale sur un domaine 
dont la mesure tend vers zero dune fonction fixee. 

Le premier membre tend done aussi vers zero et (2.14) a lieu dans la 
topologie forte de Hal(.Q). Le theoreme 2.1 est done demontre. 

3. PASSAGES A LA LIMITE SIMULTAN~S. 
PLAQUE MINCE ET TRBS CONDUCTRICE 

Nous considerons maintenant des problemes du type de ceux de la Sect. 2 
mais en faisant tendre la conductivite des domaines 52, vers I’infini et leur 
Cpaisseur vers zero simultanement. Les resultats dependent de certaines 
hypotheses supplementaires, ce qui donne lieu a une grande variCtC de pro- 
blemes et rbultats. Nous avons choisi trois problemes, ceux des Sects. 3.1 
i 3.3, 3.4, et 3.5. 

3.1. Enonce’ du Problime et Conclusions 

Soit D ou domaine connexe borne de R3 (Fig. 2) de front&e regulike aD, 
decomposee en deux regions r, et r, non vides, D est divise en deux domaines 
par le plan w, et nous supposerons que r, a une portion cylindrique ortho- 
gonale a ce plan dans un voisinage de leur intersection (cette demiere hypo- 
these a un caractere technique, probablement elle n’est pas necessaire). 
Considerons aussi une suite (i -+ co) de domaines sZi constitues par la portion 
de D contenue entre w et w deplace de l’epaisseur ei (ei --t 0 quand i-+ co). 
Soit en outre ‘si une suite de valeurs numeriques (“conductivites”) tendant 
vers + co quand i + co, et f une fonction reguliere definie sur D, nulle sur 
tous les sZi . 

FIGURE 2 
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DCfinissons alors le probleme suivant: 

Problkme Pi: trouver une fonction #J (ou +J d+nie duns D et satisfaisant h 
(3.1)-(3.4): 

4 =f duns .Qi et D --Qi (3.1) 

d lrl =o (3.2) 

Soit 7 la limite definie par (3.5). Elle peut &tre nulle, positive ou +cc. 

r] = limaiei. i&Pm (3.5) 

Le comportement limite du probltme Pi depend de 7, comme nous demon- 
trerons dans les paragraphes suivants (ou l’on explicitera les topologies dans 
lesquelles les limites ont lieu). Introduisons les problemes aux limites sui- 
vants: (remarquons que les axes x1 , s x sont contenus dans le plan w, tandis 
que xs est normal): 

Problime L(y = 0) (c’est le probkme ordinaire suns domaine Q): trouver $ 
satisfaisant & (3.1) duns D et h (3.2), (3.3). 
Problime L(q = 00): trouver we fonction 4 dkjinie duns D satisfaisant k 
(3.2), (3.3) et ri 

4 =f duns D-q (3.6) 

4 lw = cte (inconnue), (3.7) 

4 est continue ri la traverske de w. (3.8) 

I 
a+ - dS = 0 (deux faces de w). 

w an 
(3.9) 

Problhme L(T j&i) consiste h trouver une fonction 4 d@nie duns D, satis- 
faisant 2 (3.2), (3.3), (3.6), (3.8) et k (3.10) et (3.11): 

( 
3 a24 3 

rl ax,2 +ax,z =-- 1 
a+ 

ax, x,>. ax2 x,<. 
sur w, (3.10) 

a4 
an =o SW le contour de w. (3.11) 

0maD 
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Remarquons que les problemes L (7 = 0) et L (7 = co) coi’ncident (a des 
modifications des conditions aux limites sur i3o p&s) avec les problemes 
(w, uk) et (w, 00) de la Sect. 2.3. 

Par contre le probleme L (7 = fini) est nouveau; on peut le decrire comme 
la combinaison d’un probleme aux limites elliptique dans le domaine 
tridimensionnel D (3.6) et un autre dans le domaine bidimensionnel w (3.10), 
le second membre de ce probleme &ant couple avec les conditions aux 
limites du probleme tridimensionnel sur les deux faces de w [second membre 
de (3.10)]. 

Dans ces conditions, nous demontrerons que: 

PROPOSITION 3.1. Les problGmes Pi , L (7 = 0), L (7 = CXI), L (7 =: jni) 
ont des solutions uniques. Quand i --f co, la solution de Pi tend vers celle du 
problime L de la valeur correspondante de 7, d$ini par (3.5). 

3.2. Cadre Fonctionnel et Estimations h priori 

Definissons des espaces fonctionnels, appropries pour la formulation faible 
des problemes Pi et L. 

DEFINITION 3.1. V(D) est l’espace des fonctions de S(D) dont la trace 
sur T, est nulle. Nous prendrons comme produit scalaire dans Y(D): 

((u, 4) = jD grad u . grad v dG; II u II2 = Ku, VI) (3.11) 

V(D, w) est l’espace des fonctions de Y(D) dont la trace sur w appartient a 
W(w). Nous prendrons comme produit scalaire dans V(D, UJ): 

(u, v)~(~.~) = (04 v)) + S, (&g + $ +) dw (3.12) 

V(D, w cte) est l’espace des fonctions de V(D) dont la trace sur w est (p.p.) 
Cgale a une constante. Nous y prendrons comme produit scalaire (3.11). 

Une inegalite du type de celle de Friedrichs qu’on peut obtenir grace 8 ce 
que I’, est de mesure (bidimensionnelle) non nulle et les theoremes classiques 
de trace sur T, , et w montrent que V(D), V(D, w) et V(D, w cte) sont des 
espaces de Hilbert. 

Nous pouvons maintenant Ctablir les formulations faibles des problemes 
Sect. 3.1. L’equivalence (sous des hypotheses de regularite) avec les problbmes 
de la Sect. 3.1 s’etablit par les methodes habituelles, comme g la Sect. 2.2. 

La resolution faible du probleme Pi consiste ?I trouver & E V(D) tel que, 
VB E V(D), on ait: 

1’ grad& . grad 0 df2 + uij grad qS+ * grad B dr;2 = - / f0 dQ. (3.13) 
D--Ri *i D 
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La resolution faible du probleme L (7 = 0) consiste a trouver 4 E V(D) 
tel que, V8 E V(D), on ait: 

1 
D 

grad+.gradddQ= -1 ffIdi2 
D 

(3.14) 

La resolution faible du probleme L (7 = 00) consiste a trouver 
4 E V(D, w cte) tel que, V’e 12 V(D, w cte) on ait (3.14). 

La resolution faible du probleme L (7 fini) consiste 2 trouver + E V(D, w) 
tel que, VO E V(D, w), on ait: 

Ces definitions nous permettront d’etablir de facon precise la propriete 
CnoncC dans la Proposition 3.1 (voir Theo&me 3.1 a la fin de la Sect. 3.3). 

Etablissons maintenant des estimations a priori pour les solutions de Pi . 
En prenant comme fonction-test 0 = Ci dans (3.13) et puisque on peut 
considerer oi > 1, on a le 

LEMME 3.1. Les solutions Ci satisfont QUX estimations (3.16) et (3.17) oti C 
dhigne des constantes diverses, imG@ndantes de i. 

j (grad +i)2 dQ < C 
D 

oi 
1 

(grad &)’ dsZ < C 
-Qi 

(3.16) 

(3.17) 

Definissons maintenant 2 l’aide de (3.18) l’operateur “moyenne i” qui 
transforme des fonctions definies sur Qi en fonctions definies sur w: 

Umoyi(X~ , X2) = ; jei UC-5 , X2 , &J dx, . e u 

LEMME 3.2. L’opkateur moyenne i, dt@zi par (3.18) commute avec a/axn 
(A = 1, 2) si la fonction u et la dh%e appartiennent ci L”(Q). En plus, il est 
linthire et borne’ de La(Q) duns L2(w) et de F(QJ dans F(w), avec norme 
< esyl” dans les deux cas. 

Dkmonstration. La permutabilite se dtduit sans peine de ce qu’elle est 
kidente pour des fonctions regulieres dans sZi , qui forment un ensemble 



PHiNOM$NES DE TRANSMISSION 297 

dense dans S(G),). La propriete de borne s’etablit a l’aide de 1’inCgalitC de 
Cauchy comme il suit: 

f w 
j Umoyi I2 dXl dX2 = j ei2 (jet UdX2)’ dXl dX2 

w 0 

LEMME 3.3. Les solutions des problthes Pi satisfont h 
dipend pas de i. 

= e,’ I U2 dQ. 
ai 

(3.19), oti C ne 

(3.19) 

Dthonstration. En appliquant le Lemme 3.2 B (3.17) on a immediate- 
ment: 

(3.20) 

D’autre part, de la continuite par rapport B x, de I’optrateur de trace sur la 
section xa = cte [25, Sect. 1131 et de (3.16) on deduit (3.21) et (3.22), d’oh 
(3.23). C.Q.F.D. 

II $i lx,=a - 4, I*,=0 IIL2(w) + O si CL-+0 (3.21) 

II 4i I+0 II&) G c (3.22) 

Nous etablirons maintenant le lemme fondamental de convergence: 

LEMME 3.4. Les solutions (bi des problhes Pi convergent lorsque i-+ 00, 
vers une fonction $* appartenant aux espaces V(D), V(D, w), V(D, w cte) dans 
les cm 7 = 0, q jki et 77 = m respectivement, au sens de (3.24)-(3.26). En plus, 
si 77 = 00, $* Iw = cte (p.p.). 

4i -4* V(D) faible. (3.24) 

6 lw -4* Iw L2b) fort. (3.25) 

4%mWi + ‘* Iw I 

L2(w) faible si 7 = 0 
W(w) faihle si 7] = jki ou co. 

(3.26) 

Dkmonstration. Pour le moment, nous ne demontrons que l’existence 
dune soussuite satisfaisant au lemme. Le fait que la limite est une fonction 
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bien determinCe montrera qu’il s’agit de la suite entiere. (3.24) et (3.25) sont 
une consequence immediate de (3.16), compte tenu de la compacite faible des 
boules dans les espaces de Hilbert et de la continuite de l’operateur de trace 
de W(D) dans L2(w) [25, Sect. 1171. D’autre part, de (3.19), [compte tenu 
que le premier terme du second membre vient de la norme de Cimoyi dans 
L2(w)] on deduit I’existence de $I tel que: 

+illXW+# 
I 

L2(w) faible si ?jl = 0, 
H’(w) faible si v fini ou co. 

(3.27) 

En plus dans le cas 7 = co, de (3.27) et de (3.19) (le second terme du second 
membre vient de la norme dans L2(w) des derivees), on a: 

ahmoyi a+ __ 
ax,’ ax, 

L2(w) faible (A = 1, 2), 

%&0yi j o 

a4 
L2(w) fort (A = 1, 2), 

d’oh l’on deduit que yG jw = cte (p.p.). Pour Ctablir le lemme il ne reste qu’a 
demontrer, dans les trois cas, que 4 = c$* 1” . Ecrivons l’identite (3.28), qui 
represente une CgalitC entre elements (par exemple) de L2(w): 

4* Iw - 4 = (+* lw - 4i IJ + (6 lw - VbKYi) + (+imWi - 4). (3.28) 

De (3.24) et la continuite complete de I’operateur de trace, on deduit (3.29), 
et de (3.271, (3.30). P our la deuxieme parenthese de (3.28) on a (3.31): 

+* lw ‘bi Iw’O L2(w) fort, 

#iIllOyi -*--+o L2(w) faible, 

(3.29) 

(3.30) 

(3.31) 

oh le sup est par rapport B i et a xs (appartenant a un intervalle fix& arbi- 
trairement petit, qui contiendra tous les ei B partir d’un certain indice). Or, 
le second membre de (3.3 1) tend vers zero si i --f 03 en vertu de la continuite 
par rapport a xa de l’operateur de trace sur xa = cte [25, Sect. 1131 et de 
(3.16). Le second membre de (3.28) tend done vers zero dans L2(w) faible, 
done le premier membre est nul, et le lemme est dCmontrC. 
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Compte tenu de la demonstration qui precede et de la DCf. 3.1 le lemme 
suivant est evident: 

LEMME 3.5. L’tGment limite $* appartient aux espaces V(D), V(D, 0)) et 
V(D, w cte) dans les cas 7 = 0, ~fini et 7 = 00 resp. 

3.3. Passage h la Limite 

Dans cette section, nous utilisons les proprietes de convergence du Lemme 
3.4 pour montrer que la limite $* est la solution du probleme limite L. Pour 
cela, il nous faudra prendre dans le probleme Pi des fonctions test d’une 
fome particuliere, ce qui nous oblige a Ctablir le lemme de densite suivant. 

LEMME 3.6. Dans le cas 77 fki (Yesp. 71 = 00, 7 = 0), l’ensemble p(D, W) 
(resp. v(D, w cte), P(D))f orme’par les fonctions de V(D, W) (resp. V(D, w cte), 
V(D)) qui sont p.p. indkpendantes de xs dans un intervalle 0 < xs < 6 qui 
dipend de la fonction (dans le cas 7 = 0, les fonctions indipendantes de x3, h 
valeurs dans Cm(w)) est un ensemble dense dans V(D, w) (resp. V(D, w cte), 

Jw). 

Dimonstration. Nous l’expliciterons seulement pour 71 fini. En utilisant 
une partition de l’unite on voit qu’il suffit de demontrer qu’on peut approcher 
dans la topologie de V(D, w), les fonctions nulles pour 1 xs / > a, c’est-a-dire, 
de support contenu dans la partie cylindrique de D. Dans ces conditions, si 
U E V(D, w), nous construirons U, , definie par 

I 

= U(Xl , x2 , x3) si x3 d 0 
U&l , x2 > x3) = = U(x, , x3 , 0) si 06x3,(6 

= U(x, , x2 , x3 - S) si x3 3 6 

qui est bien une fonction de v(D, W) car U(x, , x2 , 0) E S(w). La “continuite 
en moyenne” des fonctions de carre sommable ([Sj, p. 57), appliquee aux 
derivees premieres montre immediatement que U, tend vers U dans la 
topologie de V(D, w). 

Nous sommes maintenant en mesure d’enoncer de facon precise la Pro- 
position 3.1, sous la forme: 

TH~OR&ME 3.1. Les probl2mes Pi et L ont des solutions uniques. Si i --c 03, 
la solution rji de Pi tend vers celle de L [suivant les valeurs de 7 jini par (3.91 
dans la topologie du Lemme 3.4, 

De’monstration. L’existence est une consequence immediate du lemme de 
Lax-Milgram. Ensuite fixons dans (3.13) une fonction 0 de F(D), a(D, w) 
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ou p(D, w cte) suivant le cas. A partir d’un certain i, (3.13) prend la 
forme: 

= (ui - 1) joi (# & + $- &) dQ si 7 = fini ou 0, = 1 1 2 2 
0 si 7 = co. (3.32) 

En utilisant (3.24), on peut passer a la limite dans le premier membre de 
(3.32), et on voit, dans le cas 7 = 00, que +* est la solution du probleme 
L (77 = a). Le thkorkme est dCmontr6 dans ce cas. Pour la mCme raison, dans 
les deux autres cas, il suffit de demontrer que: 

.$pi - 1) jns (& g + z g-) dQ 
(3.33) 

=7 S( a+* ae a+* ae dw 
w ax,ax,+ax,ax, 1 (7 = fini ou 0). 

Dans le cas 7 = 0, puisque 0 est fixee independante de xs dans Qni, on a 
(3.34), et en appliquant l’inegalite de Cauchy ou premier membre de (3.33) 
on voit grace a (3.17) qu’il est borne par la quantite (3.35), qui tend vers zero. 
Le theortme est done dCmontrC pour 7 = 0. 

S,, [(g,” + (-$&,“I dQ < Ccc, (3.34) 
I 

C(oi - 1) ui1’2e:‘2 = C (+)1’2 [(ui - 1) e#‘2. (3.35) 

Dans le cas 7 fini, puisque 6’ ne depend pas de xs dans Q , on peut trans- 
former le second membre de (3.32) sous la forme (3.36) or, on a (3.37) et, 
d’apres (3.26), (3.39 ce qui permet de passer a la limite dans le dernier 
membre de (3.36) et d’etablir (3.33). 

(vi - 1) s,, (&T& + T$ $) dQ 
= (ui - 1) j, (& j” $i$ dX, + & joe’ 3 dX3) dw (3.36) 

1 0 1 2 

83 a+amoyi = ei(oi - 1) j, ($ w + ax, -) dw 

ae 
ei(ui - 1) - 

at9 
ax. jrl axj - L+J) fort (j = 1) 2) (3.37) 

3 
w ahmoyi : a+* 1 

axi axj L2(w) faible (j = 1, 2). (3.38) 

Le ThCorCme 3.1 est dCmontrC. 
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3.4. Cas ori la Couche n’drrive pas Jusqu’au Bord 

On peut faire [20] une etude analogue a celle des Sects. 3.1-3.3 dans le cas 
oh la couche w n’arrive pas jusqu’a aD: aucune hypothese sur la forme de aD 
n’est necessaire dans ce cas. La seule modification a introduire est dans la 
demonstration du lemme de densite 3.6. La difficult6 supplementaire consiste 
en ce que la fonction U, de 3.3 n’appartient plus a V(D, w), car la trace sur 
xa = 0 est une fonction de H1 seulement sur w. 

Neanmoins, tous les rt%ultats des paragraphes 3.1-3.3 restent valables. 
Pour etablir le lemme de densite, nous procedons comme il suit. En utilisant 
une partition de I’unitC et des cartes locales, on se ram&e au probkme 
suivant (Fig. 3). 

FIGURE 3 

Soit D* un domaine diffeomorphe a une boule coup&e par le demi-plan w 
represent& en coordonnees locales par xa = 0, xa > 0. Soit II E H,,l(D*) avec 
u lw E Hi(w). On demande d’approcher u dans la norme de V(D, w) par des 
fonctions de V(D, w) independantes de xa dans un voisinage de W. 

Ce probleme est resoluble. En effet, u lw E Hi(w) done, on peut la prolonger 
(par symetrie, par exemple) a une fonction zi: definie sur D* n {x3 = 0}, 
oti elle appartienne a Hr. Si maintenant 0(x,) est une fonction indefiniment 
derivable de support assez petit autour de xa = 0 et avec 0(O) = 1 dans un 
voisinage de I’origine, la fonction Bti E P(D) w) et est independante de xz 
dans un voisinage de w. 11 suffit done de demontrer qu’une fonction 
v = u - 0G de trace nulle sur w peut Ctre approchee par des fonctions de 
W(D) nulles dans un voisinage de w dans la norme de S(D) [qui co’incide 
avec celle de V(D, w) pour telles fonctions]. Or, cela se fait facilement a 
l’aide de trois processus successifs: 
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(4 translation dans la direction des xa negatifs; 

(b) translation-&art de w, defini par u + us: 

zzz 

I= 

4x1 , x2 , x3 - Y(x,)) si x3 3 W2h 

%(X1 > x2 , x3) = = 0 si I x3 I < Wx,), 

4x1 , x2 , x3 + Vk2N si x3 < -W2), 

oh f(x2) est une fonction reguliere positive pour x2 > 0, bulle pour x2 < 0. 

(c) regularisation par convolution avec un noyau de regularisation. Les 
methodes habituelles [5] de la theorie de la regularisation montrent que ces 
processus approchent bien la fonction U. Des demonstrations analogues 
peuvent &tre faites pour les cas limites 71 = 0 et 7 = co, c’est-a-dire, pour les 
espaces V(D) et V(D, w cte). 

3.5. Cas ozi w n’est pas Plane ou 7 Dkpend de x 

11 n’est pas difficile d’etudier un probleme legerement plus general que 
celui de 3.1-3.3, mais oti w est une surface reguliere coupant orthogonalement 
aD et oh les domaines Qi n’ont pas une “Cpaisseur” uniforme. En prenant 
des coordonnees curvilignes yr , y2 , y3 telles que 

(a) w coi’ncide avec la surface y3 = 0, 

(b) les domaines deviennent 0 < y3 < ei , 

(c) les lignes coordonnees y3 issues de w n aD soient contenues dans 
aD dans un voisinage de w n aD, 

les problemes a Ctudier deviennent des problemes analogues a ceux des 
sections precedentes, mais oh la forme du premier membre de (3.13)-(3.15) est 
remplacee par la forme bilineaire, symetrique et coercive (3.38), (3.39), 
obtenue par changement de variables 

8Yz ay,n a(% 9 x2 3 x3) 
al,(y) = - - 

ax.s axs 8(Yl ,Ye PY3) ’ 

(3.38) 

(3.39) 

Si l’on prend les coordonnees curvilignes orthogonales dans un voisinage de 
W, (ce qui est toujours possible grace a ce que w coupe normalement i?D), les 
coefficients a31 et a32 sont nuls sur les Q et un calcul analogue a celui de 
(3.36) est possible. Tous les developpements de 3.2, 3.3 restent valables avec 
la seule difference de la definition du probleme L (7 fini) qui devient: 
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La resolution faible du problt%ne L (7 jini) cons&e h trouver $ E V(D, w) 
tel que, VB E V(D, w) on ait: 

ou e,(x) est l’epaisseur de Qi mesure’ suivant la normale et V, designe le 
gradient bidimensionnel sur la surface w. 

Par ailleurs, il faudrait faire une modification analogue dans la formulation 
classique du probleme. Le premier membre de (3.10) devient l’operateur 
differentiel associe a la forme bilineaire sur w de (3.40). 

4. ETUDE DU CAS air L'INCLUSION EST UN FILAMENT 
ou UNE PETITE BOULE 

Des problemes analogues aux precedents peuvent &tre CtudiCs si Qi est un 
domaine contenu dans un voisinage (arbitrairement petit si i + co) d’un arc 
de courbe reguliere y ou d’un point. Les resultats sont pourtant completement 
differents; quel que soit 7, la solution tend vers celle du probleme de Dirichlet 
ordinaire dans D, si bien que les inclusions 52, n’exercent aucune inJEuence sur 
la solution limite. Ce comportement tient essentiellement a ce que les traces 
des fonctions de HI(D) (D tridimensionnel) sur des varietes de dimension un 
ou zero ne sont pas definies [26, Sect. 141. 

Considerons done a nouveau le probleme (Q , UJ (Sect. 2) mais oh les 
domaines Qni sont contenus dans les ensembles Ei des points de D qui restent a 
distance <e, (ei -+ 0 si i + 03) de l’arc de courbe regulier y (qui peut se 
reduire a un point). Dans ces conditions on a: 

TH~OR&ME 4.1. La solution +(!Si , oi) du probleme (~‘2~ , CT<) converge dans 
H,,l(D) vers celle du probleme ordinaire de Dirichlet (2.21) si i + co, CT$ + CO. 

Pour la demonstration de ce theoreme, nous admettons le lemme suivant, 
qui sera dCmontrC par la suite: 

LEMME 4.1. L’ensemble Hoi(D)* forme par les fonctions de H,,l(D) qui sont 
(p.p.) Lgales a we constante darts l’un des ensembles Ei , est dense dans H,l(D). 

En faisant 0 = y$ = +(.Q, , ai) dans (2.18) on obtient immediatement une 
borne pour la norme de (bi dans H?(D) ce qui permet d’extraire une sous- 
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suite (qui est d’ailleurs la suite entikre en vertu de 1’unicitC de la limite) telle 
que : 

+i-+* dans k&l(D) faible. (4.1) 

En prenant dans (2.18) 0 E H:(D)*, pour i suffisamment ClevC, (2.18) 
devient (4.2) et, en vertu de (4.1) nous avons (4.3), qui montre, g&e au 
Lemme 4.1 que $* est la solution du problkme ordinaire de Dirichlet. 

s 
grad& * grad 8 dQ = (4.2) 

D--R6 
1 

D 
grad$i grad 6 dQ = - j f6 dQ, 

D 

s 
grad+* *gradBdQ = - fedsZ. (4.3) 

D s D 

Pour dkmontrer la convergence dans la topologie forte de H,l(D), nous 
Ccrivons les identitks (4.4), (4.5), et (4.6); en les ajoutant membre a membre 
nous avons (4.7), dont le second membre tend vers z&o en vertu de (4.1). 
Puisque oi - 1 > 0, le deuxikme terme du premier membre tend vers z&o, 
ce qui dkmontre le thCor&me. 

s krad(+~ - $*>I” dQ 
D 

= Jb (grad $i)2 ds2 - jD grad(& - 4”) * grad $* ds2 

- 
s grad +* * grad $i dl2 

D 

- I 
D 

grad+* * grad& dl2 = j f$i dl2 
D 

(0~ - 1) ja (gradM2 dQ + 5, [grad& - $*)I2 dQ 
1 

= - s grad(& - $*) . grad+* d!2. 
D 

(4.4) 

(4.5) 

(4.6) 

(4.7) 

Passons B la dkmonstration du Lemme 4.1. Soit 0 E .9(D), ensemble des 
fonctions indkfiniment dkrivables de support compact dans D. Construisons 
une fonction approchke appartenant a f&l(D)* de la faGon suivante. L’arc 
de courbe y &ant rkgulier, considkrons B chaque point de y, le cercle de 
rayon R (suflkamment petit) sit& dans le plan normal & y, et aux extrCmitCs 
de y, la demiboule de rayon R cent&e g l’extrkmitk, de faGon A former un 
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voisinage 7, de y. Construisons alors la fonction 0, &gale a 6’ en dehors de 
I’, , &gale a zero dans r,,, et d&nie dans r, - r,,, de facon a ce qu’elle 
soit continue, et lineaire sur chaque normale a la courbe y (ou sur chaque 
rayon issu de ses extremites). On voit alors que 6, E Z&l(D)* et que 8 .- 8, 
est une fonction dont le gradient est borne par KR-I, K &ant une constante. 
Puisque la mesure de r, est bornee par KR2, la norme de 0 - eR dans HOI(D) 
est born&e lorsque R -+ 0. D’autre part, le produit scalaire de 6’ - OR par une 
fonction de &B(D) tend vers zero quand R + 0, si bien que 0 - eR --+ 0 dans 
f&l(D) faible. Cela suffit pour demontrer le lemme. En effet, puisque 9(D) 
est dense dans f&l(D) d’ a p rb ce qui precede, pour tout a E &l(D) on peut 
construire une suite ai E f&l(D)* qui converge faiblement vers a. S’il y avait 
un Clement b E &l(D) orthogonal a l’adherence de I&l(D)*, on aurait 

(b, b,) = 0; bi -+ b I&l(D) faible 

et en passant a la limite la norme de b serait nulle. Le Lemme 4.1, et done le 
ThCoreme 4.1 sont demontres. 

5. PROBLAMES D'&OLUTION 

Les techniques utilisees pour des problemes stationnaires (elliptiques) dans 
les paragraphes prCcCdents s’appliquent a des problemes de conduction de la 
chaleur (paraboliques) entre deux cars de tres diff6rente conductivite thermi- 
que mais de chaleur specifique comparable (en fait, pour les problemes 
CtudiCs ci-dessous, nous avons pris la mCme chaleur specifique), qui donnent 
lieu a des perturbations portant sur la forme bilineaire associee aux derivees 
par rapport aux variables d’espace. Nous n’avons pas aborde des perturba- 
tions de la chaleur specifique, qui porteraient sur le coefficient de la d&i&e 
par rapport au temps. 

Des problbmes analogues se presentent dans la propagation hyperbolique 
des ondes sonores dans des gaz a la traversee d’une nappe etroite d’un gaz 
beaucoup moins dense que le gaz environnant. 

Pour l’etude de ces problemes nous avons considCrC les conditions initiales 
nulles (un cas un peu plus genCra1 se trouve dans [21]); la prise en considera- 
tion de conditions initiales arbitraires ferait intervenir des energies tendant 
vers l’infini avec la conductivite, dont la limite serait difficile a Ctudier. 

En nous inspirant de [ 141, nous avons &udiC les problemes d’evolution dans 
le cadre des solutions fortes par rapport a t (temps), ce qui facilite certaines 
demonstrations. 

Dans les paragraphes qui suivent, nous n’enoncons d’une facon precise 
que les resultats pour le cas oh ui -+ c.0 et ei -+ 0 simultanement, et la limite 71 
du produit oiei est finie. Une etude plus detaillee se trouve dans [21]; mais 

409/47/z-6 
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dans tous les cas, les resultats sont analogues a ceux du cas elliptique, en 
particulier pour ce qui touche aux conditions aux limites a imposer sur W. 

5.1. ProblJmes Paraboliques 

Nous nous placons a nouveau dans la situation de 3.1, et nous considerons 
pour t E IO, T[ oh T est fini, arbitrairement fix&, le probkme suivant (Les 
definitions des espaces L2 a valeurs vectorielles sont les habituelles [l]). 

Probkme Iii: trouver une fonction $ (ou q$) dkjinie dans Q = D x IO, T[ 
satisfaisant ~2 (5.1)-(5.5). 

$=fV+f dans D-Qi, (5.1) 

84 - = aid+ at dans G$, (5.2) 

+ It+) = 0. (5.5) 

Si lim+, ciei = 7 = fini, on peut definir un probleme limite A (7 fini). 

Problkme limite A (7 fini): trouver une fonction 4 dt$nie dans Q satis- 
faisant ir: 

!$=A$+f dans D - w, (5.6) 

a4 
an =o dans le contour de w. (5.9) 

wnaD 

Les formulations faibles associees sont: 

La re’solution faible du problt?me Iii [resp. (7 jki)] consiste ri trouver di 
(resp. 4) appartenant aux espaces (5.10), (5.11) [resp. (5.12), (5.13)], 
n&es pour t = 0 et satisfaisant h (5.13) [resp. (5.15)] pour toute fonction- 
test 0 de (5.16). 
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4 EL~(O, T; V(D)) n Lm(O, T; L2(D)), (5.10) 

& EL~(O, T; V(D)) n L”(0, T; L2(D)), (5.11) 

4 gL2(0, T; V(D, w)) n L”(0, T; L2(D)), (5.12) 

4’ EP(0, T; V(D)) n P(0, T; L2(D)), (5.13) 

I .$%‘dGdt+j grad di * grad 0 dsZ dt 
b-aplo.Tt (5.14) 

+ s,.x,o rr 
ui grad q$ . grad 0 dsZ dt = 1 fe dsZ dt, 

z . Q 

I 34 -edGdt+j 
0 at c? 

grad+*gradBdRdt+vJ grad,B.grad,edwdt 
w 

= ft9 dJ2dt, 
s 

(5.15) 
D 

e dye, T; I/‘(D)) [resp. L2(0, T; W, w))l, (5.16) 

l’existence et l’unicid des solutions de ces problemes s’etablissent tres 
facilement par la methode de Faedo-Galerkin (cf. par ex. [27, pp. 155-1681) 
pourvu que f, f’ soient de carre sommable dans Q. Si en plus, f est nulle sur 
tous les !& (ce que nous supposerons, comme dans le cas elliptique), la m&me 
methode donne l’estimation a priori 

T IS 0 Qi 
(grad &)2 dG dt < z. 

z 

Un raisonnement analogue a celui du cas elliptique, par utilisation de l’opera- 
teur moy i permet de demontrer le resultat suivant, oti P = w x IO, T[: 

THBORBME 5.1. Quand i + co, la solution & du pb. Lri tend, au sens de 
(5.17)-(5.19) vers 4, solution de A (7 fini) 

hi++ HYQ) faible, (5.17) 

A IP + 4 IP L2(P) fort, (5.18) 

&lOYi -4 IP L2(0, T, Hi(w)) faible. (5.19) 

5.2. Problhes Hyperboliques 

Si l’on considere des problemes analogues aux Ili et A (7 fini) mais oti 
iA,b/at est remplace par a2+/at2 on obtient des formulations faibles analogues, 
oh les solutions I& et la limite C# appartiennent aux espaces (5.20)-(5.22) et 
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oti les identitCs intCgrales (5.14) et (5.15) doivent &tre satisfaites pour les 
fonctions test 0 de (5.23). 

$i EL~(O, T; v(D)); 4 EL=@, T; WA w)), (5.20) 

&'EL~(O, T; V(D)); 4' EL='@, T; VW, (5.21) 

4; EL=(O, T;L2(D)); $" ELOJ(O, T; L2(D)), (5.22) 

0 EL='(O, T; V(D)); BEL=(O, T; V(D,w)). (5.23) 

Ces probKmes pos&dent des solutions uniques qui satisfont a l’estimation 

et en appliquant 1’opCrateur moy i aux fonctions C/Q on dCmontre que 

-WI T; v(D)) 

Lm(O, T; W)) 

qo, T; L2(D)) 

P(0, T; fP(w)) 

faible Ctoile, 

faible Ctoile, 

faible Ctoile, 

faible. 

(5.24) 

(5.25) 

(5.26) 

(5.27) 
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