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1. INTRODUCTION

L’objet de ce travail est d’étudier certaines propriétés de comportement
limite dans des équations aux dérivées partielles du deuxiéme ordre o
I'inconnue ¢ satisfait 2 la surface de séparation entre deux domaines £, et 2,
A des conditions de transmission du type:

95 1 :95 la (1-1)
op| _ %
13, 1~02% \ (1.2)

ol n représente la normale 2 la surface et o; et o, des constantes associées
chacun des domaines 2, et 2, . Nous étudions la limite de la solution quand
le rapport o,/a, ou P'épaisseur du domaine £, (domaine “aplati” en un sens
qui sera précisé par la suite) tendent vers zéro, séparément ou simultanément.
Nous mettrons en évidence, en particulier, que ces deux passages 4 la limite
ne sont pas permutables.

Les conditions aux limites (1.1), (1.2) se présentent dans des problémes de
conductivité thermique, ol gy , o, désignent les conductivités de deux corps
en présence ou d’électrostatique ou magnétostatique, ol oy, o, sont les
constantes diélectriques ou les perméabilités magnétiques. Tenant compte
de ces applications, qui ont motivé cette étude, nous nous sommes efforcés de
présenter les résultats de la fagon la plus explicite possible, au lieu de les
donner sous forme abstraite, en termes de solutions d’équations fonctionnelles
dans des espaces de Banach.

En outre, nous n’avons pas cherché les hypothéses minima suffisantes pour
les démonstrations; en particulier, les données seront toujours supposées
réguliéres en un sens qui sera évident par la suite.

Les problémes avec conditions d’interface du type (1.1}, (1.2) ont été
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étudiés d’un point de vue mathématique (cf. par exemple, [1-3]) conduisant,
notamment, a des théorémes d’existence, unicité et & des propriétés de régu-
larité des solutions. Il n’est pas difficile (voir Sect. 2) d’étudier le comporte-
ment limite des solutions de ces problémes quand des paramétres tendent vers
certaines valeurs limites, par exemple, g, — 00, ce qui permet d’établir le
sens précis de certaines propriétés physiques telles que “le potentiel électrique
dans un corps infiniment conducteur est constant’ [4] et plus exactement,
d’établir dans quel sens le comportement d’un corps de grande conductivité
est proche de celui d’un corps idéal de conductivité infinie. De méme, les
méthodes de I'analyse fonctionnelle permettent d’étudier des problémes de
perturbation des solutions par rapport 4 des modifications de la forme des
domaines dans lesquels elles sont définies [5, Sect. 3.6], en particulier,
I'influence produite dans la solution d’un probléme de transmission par la
présence d’une couche mince (dont I'épaisseur tend vers zéro) d’un matériau
donné plongée dans un milieu environnant formé d’un autre matériau
(cf. Sect. 2). En combinant les deux passages 2 la limite qu’on vient de décrire,
on est amené 2 étudier des phénomeénes de transmission a travers des couches
minces et fortement conductrices, ce qui constitue 'objet de cet article. Il est &
remarquer que les deux passages 4 la limite “épaisseur de la couche tend vers
zéro” et “conductivité tend vers l'infini” ne sont pas permutables (Sect. 2),
et que, si on les effectue simultanément la solution limite dépend de la limite
du produit de la conductivité par I'épaisseur de la couche (Sect. 3).

Signalons que dans la théorie de la diffraction des ondes électromagnétiques,
il est souvent question des “‘écrans d’épaisseur nulle d’un conducteur parfait”,
pour lesquels on impose tout simplement les conditions aux limites d’un
conducteur parfait sur une surface géométrique d’épaisseur nulle (cf. par
ex. [6]). Ce probléme est, a la rigueur, en dehors du champ d’application de
notre étude, mais on serait tenté d’affirmer que ces conditions aux limites ne
sont appropriées que dans le cas ol le produit de I'épaisseur par la conductivité
est grand. Toutefois, cela est en accord avec des mises au point de termino-
logie faites par des électrodynamiciens [4, Sec. 4.16; 7].

La Sect. 3 est consacrée & I'étude des plaques minces de conductivité élevée
quelle que soit la valeur du produit de la conductivité par 1’épaisseur. Il
s’avére que le comportement limite est décrit par un phénomeéne physique
complexe, qui combine une propagation bidimensionnelle 4 P'intérieur de la
plaque et une autre tridimensionnelle dans ’espace environnant, avec des
conditions aux limites qui couplent les deux phénoménes. Signalons certaines
publications ou 'on a introduit aussi des conditions aux limites non classiques
pour certains problémes d’électromagnétisme [8-10] ou de conduction de la
chaleur [11, 12] et une étude de I'influence de I’épaisseur de I’écran dans un
probléme de diffraction [13].

Les problémes de passage 2 la limite se raménent, pour leur résolution, 3
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des perturbations des coeflicients d’une forme bilinéaire sur un espace de
Hilbert, ce qui nous a permis de nous inspirer largement de [5, Sect. 3.6; 14].
De ce point de vue on sait [5, Sect. 3.6; 15-17] que les solutions des problémes
elliptiques sont continues par rapport 4 des modifications des coefficients
continues dans certaines topologies. Nos résultats des Sects. 3 et 4 montrent
que cela n’est plus vrai pour des modifications des coeflicients continues dans
la topologie des distributions (voir aussi le contre-exemple de [17, p. 661~
663; 18 et 12]).

La Sect. 4 est consacrée & I'étude de problémes analogues aux précédents
mais ol le domaine rempli par le milieu trés conducteur a, 2 la limite, dimen-
sion un ou zéro (filament ou petite boule). L’étude est, en ce cas, beaucoup
plus simple. A la Sect. 5, nous étudions des problémes analogues dans le cas
d’évolution.

Pour certains problémes de transmission trés proches de ceux que nous
étudions ici, on connait les solutions explicites et on peut étudier leur com-
portement limite quand 'épaisseur de la couche tend vers zéro et sa con-
ductivité vers U'infini. Aussi, on peut confirmer nos résultats de la Sect. 3 par
le probléme de la couche sphérique et ceux de la Sect. 4 par celui de 1’ellipsoide
allongé [19, p. 718-723].

Les principaux résultats de cet article avaient été énoncés dans [20 et 21].

Nos remerciements s’adressent 3 MM. H. Cabannes, J. L. Lions et
P. Poincelot pour leurs encouragements, intérét et fructueuses discussions.

2. CARACTERE NON COMMUTATIF DE CERTAINS PASSAGES A LA LIMITE

2.1. Enoncé du Probléme et Conclusions

Considérons (Fig. 1) un domaine borné D de I'espace euclidien tridimen-
sionnel R, contenant dans son intérieur une portion w de surface réguliére et
une suite £2; de domaines tridimensionnels qui tendent vers w (variété

Ficure 1
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bidimensionnelle) au sens suivant: “La mesure de Q2;— 0 si { — oo, et étant
donné un point M n’appartenant pas & w, 1l 0 appartient pas & 2; pour i suffisam-
ment élevé (dépendant de M).

Nous travaillerons avec des fonctions éventuellement discontinues sur le
contour &82; de £2,. Des expressions telles que (2.2) ci-dessous expriment
I'égalité des valeurs limites de ¢ sur 6€2; lorsqu’on s’approche soit de I'inté-
rieur (£2,), soit de I'extérieur (D — £2,), qui est évidemment I'ouvert compris
entre 0f2; et &D). Définissons:

Probléme (82, 6,): trouver une fonction ¢plou $(82;, ¢;)] définie dans D
telle que

46 =0 dans Q, e D—0,;, (2.1)

¢ lo, =¢Ip-a, sur 082; , (2.2)

% 5 = oy g‘—: sur 082, , (2.3)
D~ 2,

¢ lop =1 sur oD. (2.4)

Ici 4 représente I'opérateur de Laplace, (8/0x,)% + (8/0x,)% 4 (8/0x,5)?, et
i est une fonction donnée définie sur oD.

Probiéme (82, c0): trouver une fonction ¢ [ou $(£2;, o©0)] satisfaisant &
(22), 24) et a

A =0  dans  D-£; 2.5)
¢ |o, = cte (inconnue) (2.6)

¢
= ds =0. 2.7
a0, on D8, @7)

Probléme (w, o0): trouver une fonction ¢ [ou ¢(w, o©)] satisfaisant & (2.4)
et a

4é =0 dans D—ow (2.8)
¢ |, = cte (inconnue) (2.9)
f aj — (2.10)

ou (2.10) signifie intégrale des deux cétés de la surface w.

Probléme (w, a,): trouver une fonction ¢ [ou ¢(w, oy,)] satisfaisant au probléme
ordinaire de Dirichlet dans le domaine D. (Cette définition est conservée pour des
raisons d’uniformité), autrement dit, vérifiant (2.4) et

4¢ =0  dansD. 2.11)
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Remarquons que le probléme (£2,, o;) constitue un probléme-type de
transmission entre les deux corps 2, et D — £; de “conductivités” respectives
(cf. Sect. 1) o, et 1. Le probléme (£2; , o0) est un probléme analogue mais avec
9, de conductivité infinie; (2.7) constitue une condition aux limites globale,
dont l'interprétation physique est que la chaleur totale {ou flux du vecteur
déplacement électrique) reque par le corps £, est nulle, comme correspond 4
un phénoméne stationnaire. Cette condition détermine [puisque le probléme
(2;, o) posséde une solution unique, comme on démontrera par la suite]
la constante de (2.6) et fait toute la différence entre le probléme (£2;, o) et le
probléme ordinaire de Dirichlet dans D — ;. Le probléme (w, o) est
analogue au précédent mais avec §2; remplacé par w.

Nous énongons maintenant (Proposition 2.1) les résultats de cette section de
fagon imprécise; les théorémes rigoureux et la formulation des topologies
dans lesquelles les limites ont lieu seront données dans 2.2.

ProPOSITION 2.1. Les problémes (2, , o,), (82;, ), (w, ), (w, o}) ont des
solutions uniques (qui dépendent des indices i et o}). Elles satisfont aux propriétés
de limites suivantes:

lim $(2;, o) = $(8s , ) (2.12)
lim §(8, , 0) = $(w, o0) (2.13)
i $(2;, o) = B 02) (2.14)

Puisque $(w, o)) ne dépend pas de k et est différent de §(w, 00), les deux passages
a la limite i — o0 et o, — o0 ne sont pas permutables. Le processus (2.12) sutvi
de (2.13) donne & la limite une fonction satisfaisant, sur w a la condition typique
de corps de conductivité infinie, (2.9), tandis que le processus (2.14), suivi de
o, — 00 donne & la limite la solution de probléme ordinaire de Dirichlet dans D,
sans des conditions particuliéres sur w.

Signalons que d’autres résultats analogues pour certains problémes de
magnétohydrodynamique ont été démontrés dans [22, Chap. 3; 23].

2.2. Etude des Passages & la Limite

Nous commengons par rendre homogéne la condition aux limites (2.4)
des problémes de 2.1 en choisissant une fonction ¢, réguliére, nulle dans tous
les £, et satisfaisant 4 (2.4). En prenant comme nouvelle inconnue (que nous
continuerons de désigner par ¢) ¢ — ¢, , les problémes des définitions 2.1-2.4
deviennent des problémes analogues avec (2.4) remplacé par (2.15) et (2.1),
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(2.5), (2.8) et (2.11) remplacés par (2.16), ou f, définie par (2.17), est nulle
dans tous les £2;

¢ lop =0, (2.15)
A¢ = f, (2.16)
f=—44,. (2.17)

Nous définissons & présent des espaces fonctionnels appropriés pour la
résolution des problémes de 2.1 (voir [1, 24]). Nous utilisons les symboles
usuels [1] pour désigner les espaces de Lebesgue et de Sobolev. En particu-
lier, L*(D) est 'espace des fonctions définies p.p. dans D de carré sommable.

DerFiNiTION 2.1, HY(D) désigne U'espace des fonctions qui appartiennent
ainsi que leurs dérivées premiéres a4 L% D) et qui sont nulles sur D (au sens
des traces [1]).

W(£2,) désigne Vespace des fonctions appartenant & Hy(D) et qui sont (p.p.)
égales a une constante dans 2, .

W(w) désigne I'adhérence dans Hy (D) de I'ensemble des fonctions qui
sont (p.p.) égales a4 une constante dans un voisinage de w.

Les théorémes de trace [1 ou 25] et le fait que la convergence dans L3(D)
entraine la convergence p.p. dans D montre que les espaces Hy/(D), W(£2,),
W{(w) sont de Hilbert.

Nous définissons 4 présent les solutions faibles ou généralisées associées aux
problémes proposés.

La résolution faible du probléme (£2; , o;) consiste a trouver ¢ € HyY(D) tel
que Y6 € H{D)

| grad¢-gradad9+akj grad¢ - grad 040 = — [ f840. (218)
3, Q; D

La résolution faible du probléme (£2;, o) consiste & trouver ¢ € W(£2,) tel
que, Y8 e W(2)

[ grad¢-gradode = — [ a0 (2.19)
D—2; D

La résolution faible du probléme (w, 00) consiste & trouver ¢ € W(w) tel
que, V8 € W(w)

f grad¢ - grad 0dQ — — f 16.d9. (2.20)
D D

La résolution faible du probléme (w, o,) consiste & trouver ¢ € Hy(D) tel
que, V6 € HY(D),

[ gradg-gradode = — [ f9ae. 2.21)
D D

409/47[2-5
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Les résolutions faibles et classiques des problémes précédents sont équi-
valentes dans la mesure ou les solutions faibles sont suffisamment réguliéres:
c’est la situation habituelle des problémes résolus par les méthodes de
I'analyse fonctionnelle [24]. Cette équivalence est rigoureuse pour les pro-
blemes (£2;, 0;) et (w, 03), pour lesquels la régularité des solutions a été
démontrée (cf. [3]), tandis que pour les autres problémes elle n’a lieu que
moyennant 'hypothése de régularité. Les équivalences des définitions classi-
ques et faibles s’établissent par les méthodes habituelles [24]. Démontrons-le,
par exemple, pour le probléme (£2;, c0). Si ¢ est une solution classique, en
prenant § € W(£,), si 'on multiplie (2.5) [ou (2.16), aprés le changement]
par 8 et on intégre par parties, on a compte tenu de (2.7):

—ff-edgz— A¢ - 040

D-33,

— [ grad¢ - gradae 6 ??' is
D-G; 28, a") D-03;
= f grad ¢ - grad 6 42

D-3;

si bien que ¢ est solution faible. Réciproquement, si ¢ est une solution faible
suffisamment réguliére, elle vérifie (2.6) car ¢ € W(£2,). En intégrant par
parties dans (2.19) on a

ds (2.22)

Dp—3,

o
0dR2 = A - 6dQ2 6 -
f D f j D—$3; ¢ + 20, o

en y prenant 6 de support compact dans D — £, , on voit que ¢ satisfait a
(2.5) ou (2.15) et donc (2.22) devient

0 o

dS =0
20, on

-3,

et en particulier, pour une 6 dont la valeur sur 882, ne soit pas nulle, on a (2.7).
Nous sommes maintenant en mesure de formuler de fagon précise la proposi-
tion 2.1 sous la forme du théoréme suivant:

TuforiME 2.1. Les problémes (;, oy), (2;, 00), {w, ) et (w, oy), pos-
sédent des solutions uniques. Les propriétés de limite (2.12)~(2.14) ont Lieu dans
la topologie (forte) de Iespace Hy'(D).

Démonstration. L’existence et 'unicité des solutions est une conséquence
immédiate du principe de Lax-Milgram [5] étant donné que les premiers
membres de (2.18)—(2.21) sont des formes bilinéaires et continues sur les



PHENOMENES DE TRANSMISSION 291

espaces correspondants et que les seconds membres sont des fonctionnelles
linéaires et bornées sur ces espaces en vertu de 'inégalité de Friedrichs [24]:

| foe ae| < kW) fD (grad 6)? dg)” y 2.23)

Passons a la démonstration de (2.12). Si nous désignons ¢(£2;, o) par ¢
(7 étant fixé), en prenant 0 =4¢,, dans (2.18) et en utilisant (2.23), compte tenu
que f est nulle sur £2;, on a (2.24), d’ott (2.25) et (2.26). (C désigne des con-
stantes diverses):

fD _ (gradgyf a2 + o, [ (gradgyyd@ <C (|

— D—

1,2
(grad $,)d@)
a;

(2.24)
” ¢k HHOI(D) < C) (225)
2 C
| grad g, i, < ;-5 O (2.26)

De (2.25) on déduit I'existence d’une sous-suite (que nous désignons encore
par ¢;) telle que (2.27) ait lieu, d’ou (2.28). Or, de (2.26) on déduit (2.29), qui
montre avec (2.28), que les dérivées premiéres de ¢* sont nulles dans 2,
c’est-a-dire, que ¢* € W(£2)).

¢ —>d* e HND)  dans H(D) faible, (2.27)
o o* D il —
o, — . dans L*(D) faible (j = 1, 2, 3), (2.28)
i 2
—0 dans L¥(£2,) fort. (2.29)
390,-

En prenant alors 6 € W(£2,) dans (2.18) et utilisant (2.27), on voit que ¢*
est Ia solution du prob. (£2;, o) (Déf. 2.7). On a donc établi (2.12) dans la
topologie faible de HyY(D). Pour démontrer la convergence forte, écrivons
I'identité (2.30), qui est une conséquence de (2.18); le second membre tend
vers zéro en vertu de (2.27), donc le premier membre aussi, ce qui implique
(puisque o, — 00) que la norme dans Hy'(£2) de ¢, — ¢* tend vers zéro.

C.QF.D.
| lerad@y — 712 + o, [ [grad(g, — 4 a2
3 3

- (2.30)
=~ [ S —4%d2 ~ | gradg*-grad($, —4%)dQ.
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Démontrons maintenant (2.13). En désignant ¢(£2;, co) par ¢;, et en
prenant § = ¢, dans (2.19) compte tenu de (2.23), on voit que les ¢, restent
bornés dans Hy(D), et donc qu’il existe une sous-suite telle que

¢;—¢*  dans H(D) faible (2.31)

et ¢* € W(w) en tant que limite de fonctions de W(£2,) donc constantes dans
des voisinages de w. Si 6 est une fonction de HyY(£2) constante (p.p.) dans
un voisinage de w, pour 7 suffisamment élevé, en vertu de la convergence des
Q, vers w décrite dans la Sect. 2.1, elle est constante sur tous les £2;, si bien
que (2.19) s’écrit (2.20) et, en faisant tendre ¢ vers l'infini on voit, en vertu
de (2.31), que ¢* satisfait a (2.20) pour tous les § d’un ensemble dense dans
W(w), donc Y8 € W(w) et donc ¢* = ¢(w, ). Comme cette solution est
unique, c’est toute la suite ¢ qui satisfait 4 (2.31). Pour passer 4 la convergence
forte, considérons une suite (qui existe bien) s; — ¢* dans Hy'(£2) fort et telle
que chaque ¢; appartienne a W(£2;). On a alors, compte tenu de (2.31) et de
(2.19):

lim | [grad(g: — 4] 42

=lim [ —fp,d2 —2 [ gradg, - grad j, a2 + [ [grad ;] d
D D D

i

= fD —f¢*dR —2 fD [grad $*]2 42 -+ fD [grad $*]* dQ
=(1—2+1) [ [grad¢*]? a2 —o. C.QF.D.

Finalement, nous démontrons (2.14). Cette propriété n’est pas originale;
elle se trouve dans [5, Sect. 3.6.2].

Si ¢; désigne $(£2; , o) (k étant fixé) et ¢* la solution du probléme ordinaire
de Dirichlet dans D on a {nous supposons a;, > 1):

[ [grad(s, — g a2

<[ lerad(g — ¢ dQ + o [ [gradig; — 4 2

= — [ fg— 4% d2 + [ [~ 4 de

+ (o~ 1) gradg* - grad($, —¢*) d2
1/2

< (e = 1) (] lerad(ps g2 a) " (] (grad 71 ag)
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or, le dernier membre tend vers zéro quand 7 — oo, car son premier facteur
reste borné et son second tend vers zéro comme intégrale sur un domaine
dont la mesure tend vers zéro d’une fonction fixée.

Le premier membre tend donc aussi vers zéro et (2.14) a lieu dans la
topologie forte de H(£2). Le théoréme 2.1 est donc démontré.

3. PassaGEs A LA LIMITE SIMULTANES.
PLAQUE MiNcE ET TRES CONDUCTRICE

Nous considérons maintenant des problémes du type de ceux de la Sect. 2
mais en faisant tendre la conductivité des domaines £2; vers U'infini et leur
épaisseur vers zéro simultanément. Les résultats dépendent de certaines
hypothéses supplémentaires, ce qui donne lieu & une grande variété de pro-
blémes et résultats. Nous avons choisi trois problémes, ceux des Sects. 3.1
4 3.3, 3.4, et 3.5.

3.1. Enoncé du Probléme et Conclusions

Soit D ou domaine connexe borné de R® (Fig. 2) de frontiére réguliére 8D,
décomposée en deux régions I et I', non vides, D est divisé en deux domaines
par le plan w, et nous supposerons que I, a une portion cylindrique ortho-
gonale i ce plan dans un voisinage de leur intersection (cette derniére hypo-
thése a un caractére technique, probablement elle n’est pas nécessaire).
Considérons aussi une suite ({ — co0) de domaines £2; constitués par la portion
de D contenue entre w et w déplacé de P’épaisseur e; (¢; — 0 quand 7 — o).
Soit en outre g; une suite de valeurs numériques (“‘conductivités”) tendant
vers +-00 quand 7 — oo, et f une fonction réguliére définie sur D, nulle sur
tous les 0, .

FIGURE 2
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Définissons alors le probléme suivant:

Probléme Py: trouver une fonction ¢ (ou ¢;) définie dans D et satisfaisant &

(3.1)-(3.4):

A =f dans 2, et D —£, (3.1)
#lr, =0 (32)
6| _
i 0 (3.3)
—gl,. B _, %
Blo-a=blos G| =eig| W (4

Soit » la limite définie par (3.5). Elle peut étre nulle, positive ou -+ 0.

7 = lllrg Gi€; - (3.5)

Le comportement limite du probléme P; dépend de 1, comme nous démon-
trerons dans les paragraphes suivants (ou 'on explicitera les topologies dans
lesquelles les limites ont lieu). Introduisons les problémes aux limites sui-
vants: (remarquons que les axes x; , x, sont contenus dans le plan w, tandis
que x5 est normal):

Probléme L(n = 0) (c’est le probléme ordinaire sans domaine £2,): trouver ¢
satisfaisant a (3.1) dans D et a (3.2), (3.3).
Probléme L(y = o0): trouver une fonction ¢ définie dans D satisfaisant a

(3.2), (3.3) et &

Adp =f dans D — w, (3.6)
¢ |, = cte (inconnue), 3.7)

¢ est continue & la traversée de w. (3.8)
f Z—: dS = 0 (deux faces de w). (3.9)

w

Probléme L(n fini) consiste a trouver une fonction ¢ définie dans D, satis-
faisant & (3.2), (3.3), (3.6), (3.8) et @ (3.10) et (3.11):

0% 2oy _ od B op
! (3X12 ax;-) . A P A P (3.10)
Q(é =0 sur le contour de w. (3.11)
on wNoD
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Remarquons que les problémes L (5 = 0) et L (n = o) coincident (a des
modifications des conditions aux limites sur D prés) avec les problemes
(w, o3) et (w, o) de la Sect. 2.3.

Par contre le probléme L (y = fini) est nouveau; on peut le décrire comme
la combinaison d'un probléme aux limites elliptique dans le domaine
tridimensionnel D (3.6) et un autre dans le domaine bidimensionnel w (3.10),
le second membre de ce probléme étant couplé avec les conditions aux
limites du probléme tridimensionne! sur les deux faces de w [second membre
de (3.10)].

Dans ces conditions, nous démontrerons que:

PropositioN 3.1. Les probléemes P;, L (n =0), L (n = ), L (y = fini)
ont des solutions uniques. Quand i — o0, la solution de P; tend vers celle du
probléme L de la valeur corrvespondante de v, défini par (3.5).

3.2. Cadre Fonctionnel et Estimations a priort

Définissons des espaces fonctionnels, appropriés pour la formulation faible
des problémes P; et L.

DErFINITION 3.1, V(D) est espace des fonctions de HYD) dont la trace
sur I est nulle. Nous prendrons comme produit scalaire dans V(D):

((u, v)) = f grad u - grad v d©; lu]? = ((u, v)) (3.11)

V(D, w) est I'espace des fonctions de V(D) dont la trace sur w appartient 3
HY(w). Nous prendrons comme produit scalaire dans (D, w):

0 0 0 0 .
@ Ohto. = (N + [ (5535 T3¢ 5x) %G1

V(D, w cte) est 'espace des fonctions de V(D) dont la trace sur w est (p.p.)
égale 2 une constante. Nous y prendrons comme produit scalaire (3.11).

Une inégalité du type de celle de Friedrichs qu’on peut obtenir grace a ce
que I est de mesure (bidimensionnelle) non nulle et les théorémes classiques
de trace sur I}, et w montrent que V(D), V(D, w) et V(D, w cte) sont des
espaces de Hilbert.

Nous pouvons maintenant établir les formulations faibles des problémes
Sect. 3.1. I.’équivalence (sous des hypotheses de régularité) avec les problémes
de la Sect. 3.1 s’établit par les méthodes habituelles, comme 4 la Sect. 2.2.

La résolution faible du probléme P; consiste a trouver ¢, € V(D) tel que,
VY8 e V(D), on ait:

| eradg, grad0d2 + o, gradg, - grad0d0 = — [ foa.3.13)
2, 2, D
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La résolution faible du probléme L (n = 0) consiste a trouver ¢ € V(D)
tel que, V8 € V(D), on ait:

f grad¢ - grad §dQ = — J 1840 (3.14)
D D

La résolution faible du probléme L (y = co0) consiste & trouver
¢ € V(D, w cte) tel que, V8 e V(D, w cte) on ait (3.14).

La résolution faible du probléme L (7 fini) consiste & trouver ¢ € V(D, w)
tel que, V8 € V(D, w), on ait:

0 ep o0\,
T ox, ox, ) do = —foon.
(3.15)

Ces définitions nous permettront d’établir de fagon précise la propriété
énoncé dans la Proposition 3.1 (voir Théoréme 3.1 4 la fin de la Sect. 3.3).

Etablissons maintenant des estimations 4 priori pour les solutions de P; .
En prenant comme fonction-test § = ¢, dans (3.13) et puisque on peut
considérer o; > 1, on a le

ngrad(ﬁ-grad@dQ—knJ;(;‘;é X,

LeMmME 3.1. Les solutions ¢; satisfont aux estimations (3.16) et (3.17) oit C
désigne des constantes diverses, indépendantes de 1.

[ (gradgpae <c (3.16)

o f (grad 4,2 dQ < C (3.17)
2;

Définissons maintenant & 'aide de (3.18) I'opérateur “moyenne ¢ qui
transforme des fonctions définies sur 2; en fonctions définies sur w:

|
Unoyi Xy, X =~ [ U1, X, Xy) 4%, (3.18)

LemMmE 3.2. L'opérateur moyenne i, défini par (3.18) commute avec 8/ox)
(A =1, 2) s la fonction u et la dérivée appartiennent & L*($2,). En plus, il est
linéaire et borné de L¥(R2)) dans L¥w) et de HY(S2,) dans H(w), avec norme
< 712 dans les deux cas.

Démonstration. La permutabilité se déduit sans peine de ce qu’elle est
évidente pour des fonctions réguliéres dans £2;, qui forment un ensemble
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dense dans H'(£;). La propriété de borne s’établit a I'aide de I'inégalité de
Cauchy comme il suit:

L | Umoy: |2 dX, dX, = L & ( j:i UdX3)2 dX, dX,

<Je'2

o

e j:‘ U* dX,) dX, dX, = ¢! fn,- U2 dQ.

LeMME 3.3. Les solutions des problémes P; satisfont a (3.19), ou C ne
dépend pas de i.
c

€,0;

(3.19)

I im0y ey < € +

Démonstration. En appliquant le Lemme 3.2 4 (3.17) on a immédiate-
ment:

C

L(w ) €.

b

(A =1,2) (3.20)

D’autre part, de la continuité par rapport & x, de I'opérateur de trace sur la
section xy = cte [25, Sect. 113] et de (3.16) on déduit (3.21) et (3.22), d’ott

(3.23). C.QF.D.
19 byme — ¥ [xmollzgy >0 i @0 (3.21)

1 lx 02y < € (3.22)

I bimoy: 2wy < C- (3.23)

Nous établirons maintenant le lemme fondamental de convergence:

LeMME 3.4. Les solutions ¢; des problemes P, convergent lorsque i —> oo,
vers une fonction ¢* appartenant aux espaces V(D), V(D, w), V(D, w cte) dans
les cas m = 0, 1) fini et = o0 respectivement, au sens de (3.24)~(3.26). En plus,
st = o0, $* |, = cte (p.p.).

$;—¢* V(D) faible. (3.24)
bilo—>d* |, L¥w) fort. (3.25)

L¥w) faible sin =0

$imoyi > % lo { 1 . -
HYw) faible si n = fini ou co.

(3.26)

Démonstration. Pour le moment, nous ne démontrons que lexistence
>
d’une soussuite satisfaisant au lemme. Le fait que la limite est une fonction
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bien déterminée montrera qu’il s’agit de la suite entiére. (3.24) et (3.25) sont
une conséquence immédiate de (3.16), compte tenu de la compacité faible des
boules dans les espaces de Hilbert et de la continuité de 'opérateur de trace
de HYD) dans L¥w) [25, Sect. 117]. D’autre part, de (3.19), [compte tenu
que le premier terme du second membre vient de la norme de ¢;moy; dans
L2(w)] on déduit I'existence de # tel que:

L¥w) faible sin =0,

H'(w) faible si v fini ou co. (3.27)

$imoyi —> ¥

En plus dans le cas y = oo, de (3.27) et de (3.19) (le second terme du second
membre vient de la norme dans L*(w) des dérivées), on a:

Obmoyi , W ray gible (A= 1,2),

2X, oX,
8¢z‘m0yi 2 —
x>0 Lw) fort (A=1,2),

d’ou l'on déduit que ¢ |, = cte (p.p.). Pour établir le lemme il ne reste qu’a
démontrer, dans les trois cas, que 4y = ¢* |, . Ecrivons I'identité (3.28), qui
représente une égalité entre éléments (par exemple) de L%(w):

% o — ¢ =($* o — i lu) + (bi lo — bimoys) + (bimoy; — ). (3.28)

De (3.24) et la continuité compléte de Popérateur de trace, on déduit (3.29),
et de (3.27), (3.30). Pour la deuxiéme parenthése de (3.28) on a (3.31):

$* o —dilu—>0 LXw) fort, (3.29)
bmoy: — ¢ —0 L*w) faible, (3.30)

J| Gomoss — 1. dw = [ &2 [ b syt — 1) ) o

<& [ [ @ilrce —$i S dXodo  (331)
w0
<6t esup [ xymete — i lo B0

ou le sup est par rapport a 7 et 2 x; (appartenant a un intervalle fixé arbi-
trairement petit, qui contiendra tous les ¢; & partir d’un certain indice). Or,
le second membre de (3.31) tend vers zéro si 7 — <o en vertu de la continuité
par rapport i x, de opérateur de trace sur x; = cte [25, Sect. 113] et de
(3.16). Le second membre de (3.28) tend donc vers zéro dans L¥w) faible,
donc le premier membre est nul, et le lemme est démontré.
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Compte tenu de la démonstration qui précede et de la Déf. 3.1 le lemme
suivant est évident:

LemME 3.5. L’élément limite ¢* appartient aux espaces V(D), V(D, w) et
V(D, w cte) dans les cas n = 0, 7 fini et p = o0 resp.

3.3. Passage a la Limite

Dans cette section, nous utilisons les propriétés de convergence du Lemme
3.4 pour montrer que la limite ¢* est la solution du probléme limite L. Pour
cela, il nous faudra prendre dans le probléme P; des fonctions test d’une
fome particuliére, ce qui nous oblige & établir le lemme de densité suivant.

LemME 3.6. Dans le cas 4 fini (resp. 7 = 0, = 0), Uensemble V(D, w)
(resp. V(D, w cte), V(D)) formé par les fonctions de V(D, w) (resp. V(D, w cte),
V(D)) qui sont p.p. indépendantes de xy dans un intervalle 0 < x; < & qui
dépend de la fonction (dans le cas 1 = 0, les fonctions indépendantes de x5, a
valeurs dans C*(w)) est un ensemble dense dans V(D, w) (resp. V(D, w cte),
V(D)).

Démonstration. Nous l'expliciterons seulement pour % fini. En utilisant
une partition de 'unité on voit qu’il suffit de démontrer qu’on peut approcher
dans la topologie de V(D, w), les fonctions nulles pour | x5 | > a, c’est-a-dire,
de support contenu dans la partie cylindrique de D. Dans ces conditions, si
Ue V(D, w), nous construirons U, , définie par

= U, , %y, %3) si %<0
Us(xy , %5, 85) = { = Uxy, %5, 0) si 0<a <8
=Ulx),%5,% —8) si x>0

qui est bien une fonction de (D, w) car U(x, , %, , 0) € HY(w). La “continuité
en moyenne” des fonctions de carré sommable ([5], p. 57), appliquée aux
dérivées premiéres montre immédiatement que U, tend vers U dans la
topologie de V(D, w).

Nous sommes maintenant en mesure d’énoncer de fagon précise la Pro-
position 3.1, sous la forme:

THEOREME 3.1. Les problémes P; et L ont des solutions uniques. St i — oo,
la solution ¢; de P; tend vers celle de L [suivant les valeurs de m fini par (3.5)]
dans la topologie du Lemme 3.4.

Démonstration. L’existence est une conséquence immédiate du lemme de
Lax—Milgram. Ensuite fixons dans (3.13) une fonction 6 de V(D), ¥(D, w)
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ou V(D, wcte) suivant le cas. A partir d’'un certain 7, (3.13) prend la
forme:

f graqu,--gradBdQ—l—f f0dS2
D D
_ :(Giﬁnfn’(a‘ﬁi O+ 2 P)ae s q=fniou,

0X, 0X, ' 08X, 0X,
=0 . si 7 =o0. (3.32)

En utilisant (3.24), on peut passer 2 la limite dans le premier membre de
(3.32), et on voit, dans le cas n = oo, que ¢* est la solution du probléme
L (n = o0). Le théoréme est démontré dans ce cas. Pour l2a méme raison, dans
les deux autres cas, il suffit de démontrer que:

. o4 8 op; 8
tim(o; l)f (aX1 2X, 73X, oX,

_ PYORPY L L
"f (axl ox, 73X, ox, )d‘” (7 = fini 0u 0).

Dans le cas = 0, puisque § est fixée indépendante de x5 dans £2;, on a
(3.34), et en appliquant I'inégalité de Cauchy ou premier membre de (3.33)
on voit grice 2 (3.17) qu’il est borné par la quantité (3.35), qui tend vers zéro.
Le théoréme est donc démontré pour 3 = 0.

J, %) + (o) ] a2 < oo (334

L 1/2
Clo; — 1) o722 = € (lo—i) (o — el (3.35)

a8
) (3.33)

Dans le cas % fini, puisque 6 ne dépend pas de x; dans £2;, on peut trans-
former le second membre de (3.32) sous la forme (3.36) or, on a (3.37) et,
d’aprés (3.26), (3.38), ce qui permet de passer a la limite dans le dernier
membre de (3.36) et d’établir (3.33).
op; 06 6¢>,» o
= l)f (aX aX aX2 7%, )dQ
" o $ 0b
=i — DJ ( ax ), ax, et 3x, aX2 f X, dX)do  (3.36)

00  Obimoy; 00  Odimoys
= ez(az l)f ( 3X1 + 8X2 3X2 ) de

o

ei(o; — 1) o 8X gy D) fort (=12 (37)

O¢imoy; 395 lw 5 ] .
ox, ox,  [Hw) faible (j=1,2). (3.3

Le Théoréme 3.1 est démontré.
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3.4. Cas ot la Couche n’ Arrive pas Jusquw’'au Bord

On peut faire [20] une étude analogue 2 celle des Sects. 3.1-3.3 dans le cas
ou la couche w n’arrive pas jusqu’a 8D: aucune hypothése sur la forme de 9D
n’est nécessaire dans ce cas. La seule modification 2 introduire est dans la
démonstration du lemme de densité 3.6. La difficulté supplémentaire consiste
en ce que la fonction Uy de 3.3 n’appartient plus 3 V(D, w), car la trace sur
x5 = 0 est une fonction de H?! seulement sur w.

Néanmoins, tous les résultats des paragraphes 3.1-3.3 restent walables.
Pour établir le lemme de densité, nous procédons comme il suit. En utilisant
une partition de P'unité et des cartes locales, on se raméne au probléme

suivant (Fig. 3).

Ficure 3

Soit D* un domaine difféomorphe i une boule coupée par le demi-plan w
représenté en coordonnées locales par x; = 0, x, > 0. Soit u € H}(D*) avec
u# |, € H{w). On demande d’approcher # dans la norme de V(D, w) par des
fonctions de V(D, w) indépendantes de x, dans un voisinage de w.

Ce probléme est résoluble. En effet, u |, € H(w) donc, on peut la prolonger
(par symétrie, par exemple) & une fonction # définie sur D* N {x; = 0},
ou elle appartienne 3 H', Si maintenant &(x;) est une fonction indéfiniment
dérivable de support assez petit autour de x; = 0 et avec 6(0) = 1 dans un
voisinage de Porigine, la fonction 64 € HY(D, w) et est indépendante de x,
dans un voisinage de w. Il suffit donc de démontrer qu'une fonction
v = 1 — 0 de trace nulle sur w peut étre approchée par des fonctions de
HY(D) nulles dans un voisinage de w dans la norme de H(D) [qui coincide
avec celle de V(D, w) pour telles fonctions]. Or, cela se fait facilement 2
l'aide de trois processus successifs:
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(a) translation dans la direction des x, négatifs;

(b) translation-écart de w, défini par u — us:

= u(xy , Xy , X3 — Of (xy)) si % 2= 8f (x),
Us(y 5 Xp , X3) == (=0 s [ x5 | < Of (%),
= u(xy , X5, %3 + Of (x3)) si xy << —8f (%),

—-

ou f(x,) est une fonction réguliére positive pour x, > 0, bulle pour », < 0.

(c) régularisation par convolution avec un noyau de régularisation. Les
méthodes habituelles [5] de la théorie de la régularisation montrent que ces
processus approchent bien la fonction v. Des démonstrations analogues

peuvent étre faites pour les cas limites » = 0 et y = 00, c’est-a-dire, pour les
espaces V(D) et V(D, w cte).

3.5. Cas ot w n'est pas Plane ou n Dépend de x

Il n’est pas difficile d’étudier un probléme légérement plus général que
celui de 3.1--3.3, mais ot w est une surface réguliére coupant orthogonalement
0D et o les domaines £2; n’ont pas une ‘“‘épaisseur’ uniforme. En prenant
des coordonnées curvilignes v, , ¥, , ¥, telles que

(a) w coincide avec la surface y; =0,
(b) les domaines deviennent 0 <<y, <e;,

(c) les lignes coordonnées y, issues de w M 6D soient contenues dans
¢D dans un voisinage de w N 2D,

N2

les problémes a étudier deviennent des problémes analogues a ceux des
sections précédentes, mais oti la forme du premier membre de (3.13)—(3.15) est
remplacée par la forme bilinéaire, symétrique et coercive (3.38), (3.39),
obtenue par changement de variables

(@ 0) = [ am() 4 sy, (3.38)
ain(y) — 2 Do A1, %2, %) (3.39)

o Oxg Oxs ¥y, ¥ ’y3) ’

Si Pon prend les coordonnées curvilignes orthogonales dans un voisinage de
w, (ce qui est toujours possible grice a ce que w coupe normalement 0D), les
coefficients ay, et a4, sont nuls sur les £; et un calcul analogue 4 celui de
(3.36) est possible. Tous les développements de 3.2, 3.3 restent valables avec
la seule différence de la définition du probléme L (» fini) qui devient:
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La résolution faible du probléme L (v fini) consiste & trouver ¢ € V(D, w)
tel que, V0 € V(D, w) on ait:

[ erad¢ - grad0d2 + [ 7() Vopl, - Voblodo = — [ foa2
D (4] D

(3.40)
7(x) = lim o,6,(x)

ou efx) est I'épaisseur de 2, mesuré suivant la normale et V,, désigne le
gradient bidimensionnel sur la surface .

Par ailleurs, il faudrait faire une modification analogue dans la formulation
classique du probléme. Le premier membre de (3.10) devient 'opérateur
différentiel associé a la forme bilinéaire sur w de (3.40).

4. ETupe pu Cas oU L’INCLUSION EST UN FILAMENT
ou UNE PeTITE BOULE

Des problémes analogues aux précédents peuvent étre étudiés si £2; est un
domaine contenu dans un voisinage (arbitrairement petit si £ — oo) d’un arc
de courbe réguliére y ou d’un point. Les résultats sont pourtant complétement
différents; quel que soit %, la solution tend vers celle du probléme de Dirichlet
ordinaire dans D, si bien que les inclusions $2; n’exercent aucune influence sur
la solution limite. Ce comportement tient essentiellement 2 ce que les traces
des fonctions de HY(D) (D tridimensionnel) sur des variétés de dimension un
ou zéro ne sont pas définies [26, Sect. 14].

Considérons donc a nouveau le probléeme (£2;, o;) (Sect. 2) mais ou les
domaines £; sont contenus dans les ensembles E; des points de D qui restent &
distance <Ce; (¢; — 0 si i — o0) de 1'arc de courbe régulier y (qui peut se
réduire a un point). Dans ces conditions on a:

TuEorEME 4.1. La solution §(S2; , o;) du probléme (;, o;) converge dans
HYD) vers celle du probléme ordinaire de Dirichlet (2.21) si i — o©, 9;— 0.

Pour la démonstration de ce théoréme, nous admettons le lemme suivant,
qui sera démontré par la suite:

Lemme 4.1. L’ensemble H{(D)* formé par les fonctions de H,\(D) qui sont
(p-p.) égales & une constante dans I'un des ensembles E; , est dense dans Hy\(D).

En faisant § = ¢; = ¢(£2, , o;) dans (2.18) on obtient immédiatement une
borne pour la norme de ¢; dans Hg'(D) ce qui permet d’extraire une sous-
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suite (qui est d’ailleurs la suite entiére en vertu de P'unicité de la limite) telle
que:
b — > dans H YD) faible. (4.1)

En prenant dans (2.18) 0e H}{(D)*, pour ¢ suffisamment élevé, (2.18)
devient (4.2) et, en vertu de (4.1) nous avons (4.3), qui montre, grice au
Lemme 4.1 que ¢* est la solution du probléme ordinaire de Dirichlet.

J‘ grad ¢, - grad 042 = f grad¢, grad 0dQ = — J. f0 4%, 4.2)
D-8; D D

f grad¢* - grad 040 = — j 10 d2. @3)
D D

Pour démontrer la convergence dans la topologie forte de H, (D), nous
écrivons les identités (4.4), (4.5), et (4.6); en les ajoutant membre 3 membre
nous avons (4.7), dont le second membre tend vers zéro en vertu de (4.1).
Puisque o; — 1 > 0, le deuxiéme terme du premier membre tend vers zéro,
ce qui démontre le théoréme.

[ (@radgydto. | (gradpypa0=—] fpae (@)

| lgradg — g a2

= | (gradgfdQ — | gradig, —¢7)-gradg* a2 (45)
— f grad ¢* - grad ¢, d2
— [ gradg* - gradg, a2 = | fp, 40 (4.6)
D D

(0 — 1) L (grad $,)? dQ + fb [grad(g; — $*)]2 402

@.7)
= — f grad(d; — ¢*) - grad $* de.

Passons & la démonstration du Lemme 4.1. Soit § € Z(D), ensemble des
fonctions indéfiniment dérivables de support compact dans D. Construisons
une fonction approchée appartenant 3 H{(D)* de la fagon suivante. L’arc
de courbe y étant régulier, considérons & chaque point de y, le cercle de
rayon R (suffisamment petit) situé dans le plan normal 2 v, et aux extrémités
de y, la demiboule de rayon R centrée & 'extrémité, de fagon a former un
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voisinage I'p de y. Construisons alors la fonction 6, égale 4 8 en dehors de
I'y , égale a zéro dans I'y, et définie dans I'y — '), de fagon 2 ce qu’elle
soit continue, et linéaire sur chaque normale & la courbe y (ou sur chaque
rayon issu de ses extrémités). On voit alors que 0, € HgY(D)* et que § — 6,
est une fonction dont le gradient est borné par KR-1, K étant une constante.
Puisque la mesure de I est bornée par KR?, la norme de § — 85 dans H (D)
est bornée lorsque R — 0. D’autre part, le produit scalaire de § — 8, par une
fonction de Z(D) tend vers zéro quand R — 0, si bien que § — 8z — 0 dans
H(D) faible. Cela suffit pour démontrer le lemme. En effet, puisque 2(D)
est dense dans H (D) d’aprés ce qui précéde, pour tout a € Hy(D) on peut
construire une suite @; € H(D)* qui converge faiblement vers a. S’il y avait
un élément b € Hy'(D) orthogonal  ’adhérence de H,Y(D)*, on aurait

(b, b)=0; b,—b HXD)faible

et en passant 2 la limite la norme de b serait nulle. Le Lemme 4.1, et donc le
Théoréme 4.1 sont démontrés.

5. ProBLEMES D’EVOLUTION

Les techniques utilisées pour des problémes stationnaires (elliptiques) dans
les paragraphes précédents s’appliquent A des problémes de conduction de la
chaleur (paraboliques) entre deux cors de trés différente conductivité thermi-
que mais de chaleur spécifique comparable (en fait, pour les problémes
étudiés ci-dessous, nous avons pris la méme chaleur spécifique), qui donnent
lieu 4 des perturbations portant sur la forme bilinéaire associée aux dérivées
par rapport aux variables d’espace. Nous n’avons pas abordé des perturba-
tions de la chaleur spécifique, qui porteraient sur le coefficient de la dérivée
par rapport au temps.

Des problémes analogues se présentent dans la propagation hyperbolique
des ondes sonores dans des gaz 2 la traversée d’une nappe étroite d’un gaz
beaucoup moins dense que le gaz environnant.

Pour I’étude de ces problémes nous avons considéré les conditions initiales
nulles (un cas un peu plus général se trouve dans [21]); la prise en considéra-
tion de conditions initiales arbitraires ferait intervenir des énergies tendant
vers I'infini avec la conductivité, dont la limite serait difficile 3 étudier.

En nous inspirant de [14], nous avons étudié les problémes d’évolution dans
le cadre des solutions fortes par rapport 4 ¢ (temps), ce qui facilite certaines
démonstrations.

Dans les paragraphes qui suivent, nous n’énongons d’une fagon précise
que les résultats pour le cas ol o; — 00 et ¢; — 0 simultanément, et la limite 7
du produit oe; est finie. Une étude plus détaillée se trouve dans [21]; mais

409/477/2-6
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dans tous les cas, les résultats sont analogues 4 ceux du cas elliptique, en
particulier pour ce qui touche aux conditions aux limites & imposer sur w.

5.1.  Problémes Paraboliques

Nous nous plagons & nouveau dans la situation de 3.1, et nous considérons
pour t€]0, T[ ou T est fini, arbitrairement fixé, le probléme suivant (Les
définitions des espaces L? i valeurs vectorielles sont les habituelles [1]).

Probléme I1;: trouver une fonction ¢ (ou ¢;) définie dans Q = D x 10, T[
satisfaisant & (5.1)-(5.5).

B_agp+y dms D2, (51)

f;_sf =odé  dans 9, (5.2)
b0 | o 63

blos, =bla; b g o U W 69
¢l =0. (5.5)

Si lim, ,, 0,¢; = 5 = fini, on peut définir un probléme limite A (5 fini).

Probléme limite A (nfini): trouver une fonction ¢ définie dans Q satis-

faisant a:
aa—(f =d¢+f dans D —w, (5.6)
.9
$le=0  g| =0, ()
o_ (P, P4\ | _ 2
o " ( ox® | oxg ) T o, ro0 0% gz dans @, (58)
i =0 dans le contour de w. (5.9)
on wNdD

Les formulations faibles associées sont:

La résolution faible du probléme II; [resp. (n fini)] consiste a trouver ¢;
(resp. $) appartenant aux espaces (5.10), (5.11) [resp. (5.12), (5.13)],
nulles pour t = O et satisfaisant a (5.13) [resp. (5.15)] pour toute fonction-
test 0 de (5.16).
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¢ € L0, T; V(D)) N L*(0, T; LAD)), (5.10)
¢ € L¥0, T; V(D)) N L=(0, T; L¥D)), (5.11)
¢ €L¥0, T; V(D, w)) N L=(0, T; LY D)), (5.12)
¢’ € L¥(0, T; V(D)) N L=(0, T; L¥(D)), (5.13)
| agi*' 0d0 dt + grad ¢, - grad 642 dt
0 (D—0)XJo,TI (5 14)
+ f o;grad ¢; - grad 0 dQ2 dt = f 10 4R dt,
2,10, TL 0

f-glfedgdt+j grad¢ - grad 6d2dt +n [ grad, 0 - grad, 0 do dt
o 4 @

- f 1649 dt, (5.15)
o
0 L0, T; V(D))  [resp.L¥0, T; V(D, o)), (5.16)

I'existence et l'unicité des solutions de ces problémes s’établissent trés
facilement par la méthode de Faedo—Galerkin (cf. par ex. [27, pp. 155-168])
pourvu que f, f’ soient de carré sommable dans Q. Si en plus, f est nulle sur
tous les 2; (ce que nous supposerons, comme dans le cas elliptique), la méme
méthode donne I'estimation a priori

C

T e
o

fo ! fm (grad 4,2 dQ dt <

Un raisonnement analogue a celui du cas elliptique, par utilisation de 1’'opéra-
teur moy ¢ permet de démontrer le résultat suivant, ol P =w X [0, TT:

TaEorEME 5.1. Quand i — oo, la solution ; du pb. IT; tend, au sens de
(5.17)(5.19) vers ¢, solution de A (x fini)

$i—¢ HY(Q) faible, (5.17)
dilp—>dlp  LAP) fort, (5.18)
bimoy; —> @ |p L¥0, T, HY(w)) faible. (5.19)

5.2.  Problémes Hyperboliques

Si I'on considére des problémes analogues aux IT; et A (5 fini) mais on
0d[ot est remplacé par 6%p/0t? on obtient des formulations faibles analogues,
ou les solutions ¢; et la limite ¢ appartiennent aux espaces (5.20)~(5.22) et
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ol les identités intégrales (5.14) et (5.15) doivent étre satisfaites pour les
fonctions test 8 de (5.23).

¢ €L>(0, T; V(D)); L0, T; V(D, w)), (5.20)
¢ €L=0, T; V(D)); ¢ eL=(0, T; V(D)), (5.21)
¢i eL®(0, T; L(D));  ¢"€L™(0, T; LX(D)), (5.22)

0eL=(0, T; V(D));  08eL=(0, T; V(D, )). (5.23)

Ces problémes possédent des solutions uniques qui satisfont 3 I'estimation

LTL‘ [(grad b + (grad —ag;i—)z] ad <

g

et en appliquant I'opérateur moy 7 aux fonctions ¢; on démontre que

1.

10.

b;—> L=(0, T; V(D)) faible étoile, (5.24)

& —¢' L0, T; V(D)) faible étoile, (5.25)

y—” L*(0, T; LA(D)) faible étoile, (5.26)

bmosi—>$lp L0, T; H(w)  faible. (5:27)
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