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1. ERGEBNISSE

Schmid [9] warf die Frage auf, ob sich der grioBte nilpotente Normalteiler
der Automorphismengruppe Aut(G) einer endlichen Gruppe G, die Fitting-
gruppe F(Aut(G)), durch eine ausgezeichnete Operation auf G charakterisieren
148t. Schmid zerlegt F(Aut(G)) in das direkte Produkt seiner 7- und ='-Hall-
gruppen, wobei = die Menge der Primteiler von | F(G)| ist und sucht, diese
Hallgruppen einzeln zu charakterisieren. Wir folgen diesem Ansatz und
zerlegen auflerdem noch G in charakteristische direkte Komponenten G
G, X - X G, . Dabei ist G, cine abelsche p;-Gruppe, p; eine Primzahl fiir
i = 1,..., n — 1, und G, besitzt keinen charakteristischen direkten abelschen
Faktor. Da Aut(G) =~ Aut(G,) x - x Aut(G,) ist, ist auch F(Aut(G)) o=
F(Aut(Gy)) < - x F(Aut(G,)). Es reicht also, F{Aut(G,)) fiir jedes 7 einzeln
zu charakterisieren.

Satz 1. Sei G eine abelsche p-Gruppe, B die p'-Hallgruppe von F(Aut(G)).
Ist G nicht vom Typ (2, 2) oder (3, 3), so gilt: B = Z(Aut(G)),’ , B st zyklisch
von der Ordnung ( p — 1), und B besteht aus homogenen Potenzautomorphismen.
Ist G vom Typ (2, 2), so ist B zyklisch von der Ordnung 3, und ist G vom Typ
(3, 3), so st B isomorph zur Quaternionengruppe der Ordnung 8.

Eine Charakterisierung der p-Sylowgruppe von F(Aut(G)) ergibt sich fiir
G aus Satz 1 aus dem folgenden allgemeineren Ergebnis, das [9, Satz 2
Teil (a)] verallgemeinert.

Satz 2. Ser F(G) eine p-Gruppe. Dann st die p-Sylowgruppe A von
F(Aut(G)) die Stabilititsgruppe aller Aut(G)-Kompositionsrethen wvon G.
Ist dabei G von d Elementen erzeugt, so ist | A | ein Teiler von | F(G)|%.
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Dabei stabilisiert eine Automorphismengruppe 4 eine Kette 1 = U, <
U, < < U, = G, wenn 4 jede Restklasse von U;_; in U, fest liBt fiir
i == 1,...,n. Die grofite dieser Automorphismengruppen ist die Stabilitits~
gruppe der Kette.

Es bleibt nun noch der Fall zu betrachten, dal G keinen charakteristischen
direkten abelschen Faktor besitzt. Aus dem nachfolgenden Satz ergibt sich,
dal dann die #'-Hallgruppe von F(Aut(G)) trivial ist, d.h. F(Aut(G)) ist

wiederum eine w-Gruppe.

Satz 3. Ser B die w'-Hallgruppe von F(Aut(G)). Dann ist G = Cy4(B) X
[G, B], wobel [G, B] = [G, B, B] abelsch ist. Die beiden direkten Faktoren
C.(B) und {G, B] sind charakteristisch in G.

Damit ist die ='-Hallgruppe von F(Aut(G)) charakterisiert. Leider kdnnen
wir fiir eine Gruppe G ohne charakteristischen direkten abelschen Faktor
keine allgemeine Charakterisierung fiir F(Aut(G)) = F(Aut(G)), angeben.
Wir haben allgemein nur folgende Ergebnisse.

Sarz 4. F(Aut(G)) stabilisiert jede Aut(G)-Kompositionsrethe von GIZ(G)
und von G'.

SATZ 5. Besitat G keinen direkten abelschen Faktor, so liegt die Gruppe
Cautc)(G|Z(G)) der zentralen Automorphismen in F(Aut(G)). Insbesondere hat
dann die Stabilitdtsgruppe einer Aut(G)-Kompositionsrethe von G|Z(G)
hichstens nilpotente Linge 2. Ist G dabei von d Elementen erzeugt, so gelten
Sfolgende Abschitzungen: | Hom(G|G', Z(G))| - | F(G)|Z(G)| teils | F(Aut(G)))
und | F(Aut(G))] teilt | Hom(G/G', Z(G))] - | F(G)/Z(G)%.

Unter ecinigen schirferen Voraussetzungen erhalten wir jedoch eine
Charakterisierung von F(Aut(G)).

Sarz 6. Set Z(G) < D(G) oder G’ = W(G), wobei P(G) = (Ui U < G,
U minimal nichttrivial oder | U | = 4> das erweiterte Frattinidual ist. Dann ist
Jeweils F(Aut(G)) die Stabilitdtsgruppe aller Aut(G)-Kompositionsreihen von G.

Dariiberhinaus liefert auch Satz 2 ein entsprechendes Ergebnis.
AbschlieBend behandeln wir noch eine Folgerung aus Satz 5, die sich nicht
auf eine Charakterisierung von F(Aut(G)) bezieht.

SaTz 7. G besitze keinen direkten abelschen Faktor. Ist dann Cy(F(G)) <
F(G), so ist auch Cuyy6(F(Aut(@))) < F(Aut(G)).

Die Klasse aller Gruppen, deren Fittinggruppe ihren Zentralisator
enthilt, ist eine Fittingklasse und gleich der Klasse aller Gruppen, deren
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620 R. LAUE

groBter auflosbarer Normalteiler seinen Zentralisator enthilt. Daher ergibt
sich aus Satz 7 als Folgerung

KoroLLar 8. Ser N <1 Aut(G), wober G eine auflosbare Gruppe ohne
direkten abelschen Faktor ist. Dann ist C(F(N)) =X F(N) und Cy(S(N))< S(N),
wobei S(IN) der grofite auflosbare Normalteiler von N ist.

Die Definitionen und Bezeichnungen sind Standard, siche etwa Huppert's

Buch [4].

2. ABrLscir GRUPPEN

Bewets von Satz 1. Sei zunichst G eine homogene abelsche p-Gruppe vom
Typ (p",..., p") fur ein n e N. Dann 148t sich Aut{G) als die Gruppe aller
d » d-Matrizen iiber Z/p"Z darstellen, deren Determinante modulo p nicht
kongruent Null ist. Nach Shoda [10, Satz 7] besitzt Aut(G) eine Kette
N; = N, = - > N, =1 von Normalteilern, wobei N; gerade aus den
Automorphismen besteht, die £2,(G) zentralisieren. Es ist G/N; isomorph
zu GI(d, p) und N;/N,,, elementarabelsch von der Ordnung p¢* fiiri - 1,...,
n — 1, insgesamt | N, | = p 07 - ®G)?. Da | Aut(G)/N,

I Aut 2,(G)' ist, 1aBt sich jeder Automorphismus von £2,(G) auf ganz G
fortsetzen.

Die p — 1 Elemente von Z(GL(d, p)) entsprechen den homogenen Potenz-
automorphismen von £2,(G). Fiir diese lassen sich Fortsetzungen auf ganz
G angeben, die in Z(Aut(G)) liegen: Die p — 1 Automorphismen ofm), die
jedes g € G auf g™ abbilden, wobei 0 << m << p ist. Die Gruppe P(G)
der homogenen Potenzautomorphismen deckt also die Faktorgruppe
Z(Aut(G)/N,) =~ Z(GL(d, p)), es ist sogar P(G), =~ P(G)N,/N;~ Z(GL(d, p))
zyklisch von der Ordnung p — 1. Fiur ( p7,..., p*) € {27, 2"), (37, 3%)} ist
Z(GL(d, p)) = F(GL(d, p)), also

P(G), < F(Au(G)), =~ F(Aut(G)/N, = Z(Aut(G)/N,) ~ P(G), .

Daher ist dann F(Aut(G)), == P(G), == Z(Aut(G)), . Sei nun G vom
Typ (27, 27%). Firn = list G == Z, X Z, und F(Aut(G)) =2 Z; wie behauptet.
Ist n > 1, so ist | F(Aut(G)), | ein Teiler von 3. Wire | F(Aut(G)), | == 3,
so hitte Aut(G) genau eine 3-Sylowgruppe der Ordnung 3. Nun sind aber
O hy (3 y, (2D, (71 p) vier verschiedene Elemente der Ordnung 3, die
nicht in einer 3-Sylowgruppe liegen koénnen. Daher ist F(Aut(G)),  — 1.
Sei endlich G vom Typ (3%, 3"). For n =1 ist G~ Z; X Z; und
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FAu(G)) =~ Qg . Ist = > 1, so ist zunichst Z, ~ N,P(G)/N, <
F(Aut(G))/N, =< F(Aut(G)/N,) == Qg . Da in GL(2,3) kein Normalteiler
echt zwischen Z(GL(2, 3)) und F(GL(2, 3)) liegt, brauchen wir nur zu zeigen,
dafl F(Aut(G))/N; nicht zu Q, 1somorph sein kann. Jede 2-Sylowgruppe S
von Aut(G) ist isomorph zu einer 2-Sylowgruppe P von GL(2, 3). Nun ist in
P nur eine Untergruppe vom Typ Qg enthalten. Wire F(Aut(G)), isomorph
zu Qy , so wire sie die einzige Untergruppe dieses T'yps von S und ebenso
aller zu S konjugierten Untergruppen. Dann wire in Aut(G) genau eine
Untergruppe vom Typ O, enthalten.

Insbesondere hat dann Aut(G)/N, =~ Aut(£2,(G)) nur eine Untergruppe
vom Typ der Quaternionengruppe. Wir brauchen also nur fir den Fall
n = 2 einen Widerspruch zu finden: Hier 1st

o V)6 863 DG Gkl o o)

eine Quaternionengruppe, die von (3 3) nicht normalisiert wird.

Sei nun G eine nicht homogene abelsche p-Gruppe, G = H; X - x H,
eine direkte Zerlegung in homogene Komponenten H; vom Typ ( p%,...,. , %),
n; > 0. Ist 4 die p-Sylowgruppe von F(Aut(G)), so ist Aut(G)/4 ~
[1i_1 GL(n; , p), siehe [10, Satz 7(B)]. Setzen wir N = (Vi1 Nause)(Ho),
und bezeichnen wir mit K die p-Sylowgruppe von F(N), so ist auch N/K ~
I1...GL(n;,p). Da 4 " N < K ist, folgt Aut(G) = AN, und N enthilt zu
jedem Primteiler ¢ 7 p von Aut(G) eine ¢g-Sylowgruppe von Aut(G).

Daher liegt B in N, natiirlich dann auch in F(N),, ~TT;_, F(Aut(¥1,)), .
Da G nicht homogen ist, existiert eine homogene Komponente H; mitj > 1.
Auf H; induziert B daher nach dem ersten Teil des Beweises eine zyklische
Gruppe homogener Potenzautomorphismen. Wir zeigen zunichst, daB B
auf H, treu operiert. Sei dazu H; # H; eine weitere homogene Komponente,
v e £,(H)). Multiplikation aller Elemente der Ordnung p/ von H; mit y ergibt
einen Automotphismus « von G, der G/®(G) zentralisiert, also in 4 liegt.
Da [4, B] = 1 ist, gilt fiir jedes B € Cx(H,) und ein Element x der Ordnung
pvon Hj, xy = x® = &8 = x°8 = (ay)f == xyP also v# = y. Daher zentralisiert
B auch £,(H,). Da Cpy4(5 )($2:(H,)) eine p-Gruppe aber B eine p’-Gruppe ist,
zentralisiert 8 ganz H,; . Da H; beliebig gewihlt werden konnte, operiert B
also treu auf Hj, ist also zyklisch von einer Ordnung, die p — 1 teilt. Nun
induzieren die p — 1 Element o(m) von P(G), die jedes g € G auf g™ abbilden,
wobei 0 < m < p ist, auf £2,(G) alle Automorphismen aus Z(Aut(£2,(G))) ==
Z, 1 - Daher ist p — 1 ein Teiler von | P(G)| und von | F(Aut(G))|, also von
{ B |. Daher ist B <{ P(G) zyklisch von der Ordnung p — 1. Damit ist Satz 1

bewiesen,
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3. STABILITATSGRUPPEN NICHTABELSCHER GRUPPEN

Wir stellen hier einige Veraligemeinerungen bekannter Hilfssitze
zusammen, die auch von unabhingigem Interesse sein diirften.

Hirssatz 1. (a) Ist N <0 G und A <1 Aut(G), so ist [N, A] <1 G. Ist
N unter A invariant, so auch [N, A].
(by Sind N, Ny <G und A <] Aut(G), so st [N\N,, 4] =
[Ny, AN, , 4]
(c) Sind Ny, N, << G, A <. Aut(G) und M <1 G, M unter A invariant
und zwetr der Untergruppen [Ny, A, N,], [Ny, A, N|J und [Ny, N,, A] in
M enthalten, dann ist auch die dritte in M enthalten.

Beweis. (a) SetneN, ac 4 und geG. Dann ist [n, o)f = (n7'n*)? ==
it g = e — [ny, o], wobei #; = n? e N und o, == of, das
Bild von « unter der Konjugation durch den inneren Automorphismus g
von G, in A enthalten ist. Analog folgt auch die zweite Aussage.

(by Ist myeNy,meN, und ae d, so ist [mn,, af = [n,, of™2[n,, o]
nach (a) in [N, , 4][N, , 4] enthalten. Die andere Inklusion ist trivial.

(¢) Im semidirekten Produkt GA wenden wir das 3-Untergruppen-
Lemma [4, 111, 1.10] an und erhalten die Behauptung.

Hivirssatz 2. Eine Automorphismengruppe A von G stabilisiere eine Kette
N = Ny= Ny = =N, =1, wobei jedes N, in G normal ist. Dann
stabilisiert A auch die Kette G = Cy = Cy = = = C, = C¢(N), wobei
Cy = (Vi Cal(Nia/Niss ) ist, mit Ny = N, fir k > r.

Beweis. Fiir i =1,..., r ist [N;, C;, A] < [N, 4] < N, und
[N;, 4,C;] < [Ny, C] < Nyyq. Nach Hilfssatz 1(c) ist dann auch
[C;, A, N;] <X N ;,, . Daher liegt [C;, 4] in C,,, fiir jedes j.

Hivrssatz 3. Ein Normalteiler A wvon Aut(G) stabilisiere eine Kette
G =G, = = G, = Z(G) von Normalteilern von G. Dann stabilisiert A
auch die Kette G' =Ny = N, = -+ = Ny, =1, wobei N, = [ 1,10 [G:, Gi]
fiir ne N U {0} ist.

Beweis. Nach Hilfssatz 1 st [N, , 4] = [[1izs=n [Gi, Gi], 4] =
Hiﬂ':n [Gz ’ GJ' ’ A] = Hi+a‘='n [Gz ’ Ar Ga‘][GJ‘ ’ A’ Gz] < HH—J’=% [Gz‘+1 ’ G:i]
[Gf+1 ,Gi] = Hi+7‘:n+1 [Gz ’ Gj] = Nn+1 firn =0, 1,2,....

Der hier wiedergegebene Beweis von Hilfssatz 3 stammt von Dr. H. Laue,
dem ich dafiir herzlich danken méchte. Mein urspriinglicher Beweis beruhte
auf einer komplizierter aufgebauten Kette von Normalteilern NN, .
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Nach Schmid {8, Satz 3.1] stabilisiert eine Automorphismengruppe mit
einer Kette von G/®(G) auch eine Kette von ganz G. Wir werden dies
Ergebnis bendtigen, sowie auch die folgende Dualisierung.

HiLrssatz 4. Eine Automorphismengruppe A stabilisiere eine Kette V(G) =
Ny = Ny 2= - = N, = | von Normalteilern von G. Dann stabilisiert A eine
Kette von ganz G.

Beweis. Nach Hilfssatz 2 stabilisiert 4 eine Kette von G/Cy(¥(G)), es
reicht daher zu zeigen, daB A auch eine Kette von C,(¥(G)) stabilisiert.
Nun ist Cg(¥(G)) nach [4, 1V, 5.5] nilpotent, wir brauchen daher
nur zu zeigen, daBl 4 in jeder Sylowgruppe eine Kette stabilisiert. Ist
P e Syl (C,(P(B))), so ist 2,(P) < W(G), wobei e =1 fiir p %% 2 und
e == 2 fiir p = 2 ist. Da A eine Kette von P(G) stabilisiert und £2,(P) unter
A1 invariant ist, stabilisiert 4 auch eine Kette von £,(P). Also ist A/C (£2.(P))
eine p-Gruppe. Nach [4, 3, IV, 5.12] ist auch C(£2,(P))/C ,(P) eine p-Gruppe.
Also induziert 4 auf P eine p-Automorphismengruppe 4/C,(P). Im semi-
direkten Produkt von P mit A/C (P) existiert dann eine Zentralreihe, die
durch P lauft. Daher stabilisiert A eine Kette von P und schlieBlich eine
von ganz G.

Bemerkung. Aus Hilfssatz 4 folgt sofort, daB ein Normalteiler U von G
nilpotent ist, wenn [P(G), U,..., U] = L ist. Ist insbesondere ¥(G) < Z.(G),
so ist G nilpotent. Diese Folgerung ist dual zu dem bekannten Ergebnis von
Gaschiitz [2, Satz 10], daB ein Normalteiler V von G nilpotent ist, wenn
N/(N N @(G)) nilpotent ist, wenn also [G, N,..., N] <X &(G) ist.

4. F(Aut(G)) ALS STABILISIERENDE AUTOMORPHISMENGRUPPE

Bekanntlich 148t sich die Fittinggruppe einer Gruppe als Stabilitdtsgruppe
aller Hauptreihen der Gruppe charakterisieren, siehe z.B. [4, 111, 4.3]. Daher
stabilisiert F(Aut(G)) alle Aut(G)-Kompositionsreihen von In(G), und damit
alle Aut(G)-Kompositionsreihen von G/Z(G). Nach Hilfssatz 2 stabilisiert
F(Aut(G)) dann auch eine und damit alle Aut(G)-Kompositionsreihen von
G’. Wir haben also Satz 4 bewiesen.

Mit [8, Satz 3.11 und Hilfssatz 4 erhalten wir dann jeweils unter den
Voraussetzungen von Satz 6, dafl F(Aut(G)) eine Kette von G stabilisiert.
Nun ist F(Aut(G)) normal in Aut(G), daher sind alle Kommutatoren [G,
F(Aut(B)),...,, , F(Aut(G))] fiir » € N charakteristisch in G. Also stabilisiert
F(Aut(G)) eine und damit jede Aut(G)-Kompositionsreihe von G. Umgekehrt
ist jede Stabilititsgruppe einer Aut(G)-Kompositionsreihe bekanntlich
nilpotent und normal in Aut(G), siche [4, III, 2.9]. Wir haben damit Satz 6

bewiesen.
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Da [In(G), F(Aut(G))] <X In(G) N F(Aut(G)) = F(In(G)) ist, zentralisiert
F(Aut(G)) die Faktorgruppe G/F(G). Ist nun F(G) eine p-Gruppe, so stabi-
lisiert die p-Sylowgruppe 4 von F(Aut(G)) aullerdem eine Kette von F(G).
Da A normal in Aut(G) ist, stabilisiert 4 eine (also jede) Aut(G)-Komposi-
tionsreihe von G. Andererseits ist die Stabilititsgruppe einer Aut(G)-Kom-
positionsreihe von G ein p-Normalteiler von Aut(G), siehe [7, Lemma 5].
Damit ist 4 in Satz 2 charakterisiert. Die Ordnungsabschitzung dort ergibt
sich nun durch eine ¢infache Induktion aus [5, Proposition 1.1].

Wir kommen nun zum Beweis von Satz 3. Es ist [In(G) B] <. In(G) n
FAut(G)) " B = F(In(G)) N B =1, also ist [G,B] < Z(G). Wegen
(I Bl, | Z(G)]) == 1 1st nach Glauberman [3, Corollary 3] dann G =:
[G, B] C(,(B) und [G B, B] =[G, B].Da[G, B] = Z(G)ist, ist [G, B, B] <.
[Z(G), B] - [G, B], also [G, B] == [Z(G), B]. Da Z(G) abelsch ist, ist
Z(G) = [Z(G), B] % Cy)(B), siche [4, 111, 13.4]. Daher ist

[G, B] N Co(B) = [Z(G), B] N Z(G) N C(B) = 1.

Wir erhalten also G = [G, B] X C¢(B). Da B normal in Aut(G) ist, sind
[G, B] und Cy(B) Charaktenbtlsch in G. Damit ist Satz 3 bewiesen.

5. GRUPPEN OHNE DIREKTEN ABELSCHEN FAKTOR

Hat G keinen direkten abelschen Faktor, so existiert nach Adney
und Yen [I1] eine Bijektion zwischen C,u)(G/Z(G)) und Hom(G/(7,

Z(G)). Dabei definiert fe Hom(G/G’, Z(G)) durch o;: g— gf(g) cin
o5 € Caut()(G1Z(G)), wahrend o € Cuui(6)(G/Z(G)) durch f, : g +— g~1lg* ein
faeHom(G/G’ Z(G)) definiert. Ist G/G' = G, |G" ¥+ X G, [G" und
2(G) = Z, x - x Z, jeweils dic Zerlegung in das direkte Produkt der
p~-Sylowgruppen, wobei p; alle Primteiler von | G| durchlauft, so liBt sich
jedes f € Hom(G|G', Z(G)) als r-Tupel ( fy ,..., ;) mit f; € Hom(G, /G', Z,, )
schreiben. Dann definiert (1,..., f; ,..., 1) einen Automorphismus ah von G,
der G/Z, zentralisiert und umgekehrt Wir erhalten so eine BI_]thlOll
zwischen CAut(G)(G/Z Jund Hom(G,, /G, Z, ). Daherist | Caut(6)(G/Z,))| =
| Hom(G,, /G’ Z,)| eine p-Potenz, und g CAut(()(G/Z |) ist mlpotent
Nun ist [Try Caut@(G/Z,) < Cautie)(G/Z(G)) und Hl Cane(GlZ,) =
IT, | Hom(G, /G, Z,)| — | Hom(G/G', Z(G))| = ' Cauto(GIZ(G))], also
CAut(C)(G/Z(G)) mlpotent Da die Gruppe der zentralen Automorphismen
normal in der Automorphismengruppe ist, liegt sie in F(Aut(G)). Also wird
| FAW(G)  von | F(In(G)) Cauwia(GIZ(G)) = | F(G)/Z4G)| - | Hom
(G|G’, Z(G))| geteilt. Andererseits ist die von F(Aut(G)) auf G/Z(G) induzierte
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Automorphismengruppe nach Satz 4 eine Stabilititsgruppe. Wie im
Beweis zu Satz 2 folgt nun mit Induktion aus [5, Proposition 1.1],
daB | F(Aut(G))/C aut(c)(G/Z(G)); ein Teiler von | F(G)/Z(G)j¢ ist. Insgesamt
folgt daraus, daf3 | F(Aut(G))| ein Teiler von [Hom(G|G’, Z(G)) |- | F(G)/Z(G)|?
ist. Damit ist Satz 5 bewiesen.

Sei nun G ohne direkten abelschen Faktor und C,(F(G)) <X F(G). Wir
wollen zeigen, daBl dann auch C,uye)(F(Aut(G))) <X F(Aut(G)) ist.
Dazu zeigen wir zunichst, daBB Co(F(G)/Z(G)) < F(G) 1st. Co{ F(G)/Z(G))
induziert auf F(G) eine abelsche Automorphismengruppe, also ist
Co(F(G)]Z(G))|Ce(F(G)) abelsch. Nach unserer Voraussetzung ist Co(F(G))=
Z(F(G)) ebenfalls abelsch. Daher ist Co(F(G)/Z(G)) auflssbar. Nun ist
FG)Z(G) — F(GIZ(G)), und Co,zo(F(GIZ(G))F(GIZ(G)F(GIZ(G)) ent-
hilt keinen auflosbaren nichttrivialen Normalteiler, siche [4, 111, 4.2]. Also
ist Co(F(GYZ(G)/Z(G) in F(G)/Z(G) enthalten. Wir setzen C ==
Cautic)(F(Aut(G))) und zeigen nun, daB C in F(Aut(G)) liegt. C zentralisiert
mit F(In(G)) auch F(G)/Z(G), nach Hilfssatz 2 also auch G/C4(F(G)/Z(G)).
Da C,(F(G)/Z(G)) in F(G) liegt, zentralisiert C also auch G/F(G), induziert
daher auf G/Z(G) eine abelsche Automorphismengruppe. Nun 1st
Caut(e)(G/Z(G)) nach Satz 5 nilpotent, also C auflésbar. Wie oben folgt
daraus C =C F(Aut(G)), wie in Satz 7 behauptet.

Wir zeigen nun zunichst, daB genau dann C (F(G)) <X F(G) gilt,
wenn Cg(S(G)) < S(G) gilt. Trivialerweise folgt aus Cy(F(G)) = F(G)
auch  Cg(S(G)) < Co(F(G)) < F(G) << S(G). Sei nun  umgekehrt
Co(S(G)) < S(G). Nach Hilfssatz 2 zentralisiert Cy(F(G)) mit F(G) auch
S(G)/Csh(F(G)), also auch S(G)/F(G). Daher ist Cy4(F(G))/Cs(S(G))
abelsch. Zusammen mit der Voraussetzung folgt, daB8 C;(F(G)) auflésbar ist.
Wiederum nach [4, 111, 4.2] liegt daher Cy(F(G)) in F(G).

Nun zeigen wir, daf3 die Klasse ¢ aller Gruppen, deren Fittinggruppe
ihren Zentralisator enthilt, eine Fittingklasse ist. Sei dazu Ge&# und
N <1 G. Wir setzen C = Cy(F(N)). Dann ist [F(G), C] <F(G)NC -~
FG)NNNC =F(N)NC < Z(C), also [F(G),C,C] =1. Daher ist
C|CAF(G)) abelsch und C auflgsbar. Daher liegt wie oben C in F(N).

Wir miissen zeigen, daf} Cy v, (F(N1N,)) < F(N,N,) ist. Wir kénnen uns
dabei auf den Fall N{N, == H beschrinken. Dann ist F(N;)} F(N,) < F(H),
also Cuy(F(H)) << Cy(F(N,)) und Cyx(F(H))N; < F(N,) fir 7 =1,2.
Daher ist Cy (F(H)) Cy (F(H)) < F(H). Wir brauchen nun nur zu zeigen,
dall Cy(F(H))/Cy (F(H)) Cy(F(H)) auflésbar ist, um aus der Auflos-
barkeit von Cy(F(H)) dann die Behauptung zu erhalten. Nun ist aber
AB N BC N AC|(A N B)(A N C)YB N C) abelsch fiir je drei Normalteiler
A, B, C einer Gruppe, siehe [6, Theorem 4]. Mit 4 = N,, B = N, und
C = CuE(H) ist NyNy " NyCu(F(H)) 0 N,CuF(H)N, O Np) Cy
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(F(H)) Cy (F(H)) abelsch. Daher ist auch (N, N Np)Cyu(F(H))/(N,NNy)
Cy (F(H)Cy F(H ) abelsch. Diese Faktorgruppe ist isomorph zu

Ca(F(H)(Ca(F(H)) 0 (N N N,) Cn(F(H)) Cn(F(H)))
== Cy(F(H))/(Ny 0 Ny 0 Cyp(F(H))) Cn(F(H)) Cr(F(H)))
= Cy(F(H))|Cxn(F(H)) Cn,(F(H)),

und unsere Behauptung folgt.

Da bekanntlich in auflésbaren Gruppen die Fittinggruppe thren Zentrali-

sator enthilt, ergibt sich nun Korollar 8 aus Satz 7.

10.
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