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We give here the proof of an inequality originally due to K. O. Friedrichs [2].
If Q is a regular bounded open set of R", each vector-valued function u € L¥(£),
such that divu € L*(2) and rotu € L3(12), belongs to HY(R), if n - u/I" = 0
or n A u/l" = 0, I" being the boundary of 2. Moreover, for such u, we have

Hulge < Cllullzain + |l divalizeg + | rot u [zl

when C does not depend of u.

Nous désignons par £ un ouvert borné “régulier” de R® dont la frontiére I"
est une variété de dimension # — 1 et situé d’'un méme c6té, par rapport a I,
Dans la suite, A(D) désigne un opérateur matriciel de dérivation du premier
ordre 2 coefficients constants et A(D) sa partie homogéne de degré 1. Nous
considérons essentiellement les opérateurs divergence et rotationnel. L’opéra-
teur divergence s’écrit div = (D, ,..., D, ) tandis que I'opérateur rotationnel
est donné par une matrice de n{n — 1)/2 lignes et n colonnes, qui, sur une
méme ligne, contient D, dans la colonne j et — D, dans la colonne i [3].

Ainsi, si u est dérivable dans £,

n
divu =) D, u;,
i1

rotu = (.., Dy u; — Dy u; ,...), 5,7 =1,.,n

D’une fagon générale, ces opérateurs s’appliquent a des vecteurs-fonctions
dont la dimension ressort du contexte.
Désignons par V (£2), I'espace de Hilbert

{u eLRQ) : A(D)u e LXQ)},

muni de sa structure naturelle.
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Vu I’hypothése sur la frontiére I'" de £, on sait [3] que CY({2) est dense dans
V (9Q) et de plus, il existe A(n)u/I" € H-2/%(I") tel que

(A(D) 1, V)30, — (88, A¥(— D) V)ya 0, = CA@)w/T, v > [5,6],

pour tout v € HY(£2), yv désignant la trace de v dans I” et les crochets désignant

la dualité dans H*/¥I"); n est la normale unitaire a4 I" dirigée vers I'extérieur
de .

Siu et v e C,(), alors

(A(n)u, yv) = fr A(n)u - yv do.

En particulier, si 4(D) = div, A(n)u = n - u tandis que si
AD) =rot, A(n)u =ndu = (..., nu; — nu; ,...).
Désignons par V(£2), ’espace de Hilbert
{u e L¥(Q) : divu e L), rot u € L3(Q)},

muni de sa structure naturelle.
Pour tout u € V(2),

n-u/l'e HYI) et ndu/l'e HVYI).
Désignons encore par V,(Q) (resp. V,(£2)), le sous-espace de V(£2) tel que

n-ul'=0 (resp.nAu/I'=0) .

THEOREME. Les espaces V(82) et V,(82) sont contenus dans HY{£2) et on a
” u HHI(Q) < C ” u “V‘_(g) ’

pour tout u € V(), i = 1, 2, C étant indépendant de u.

Avant de passer 2 la démonstration du théoréme, nous étudions une trans-
formation liée a 'ouvert 2, qui joue un rdle important dans la suite.

Nous pouvons supposer qu’il existe un ouvert w D I" tel que par tout
X € w, il passe une seule normale 2 I portant la distance de x 2 I'. En plus, les
relations qui & tout x € w associent son symétrique x' sur cette normale
par rapport & I" sont dans C}w).
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Nous désignons ces relations par »;" = x,/(x) ({ = 1,..., #) ou encore par
x" = «'(x) et la matrice jacobienne par d(x')/9(x).
Nous posons encore 2 =w N (2 et Q' =w N Q.

LemME 1. La matrice jacobienne est hermitienne dans w.

Soit f(x) = 0 I’équation de I" au voisinage d’un point x, de I". Pour tout x
suffisamment voisin de celui-ci, on a

puisque
X = U—i’i’(—@ el, Vxew.
On en déduit que
grad f (%) - Da¥'(x) = — Dg, f (o). *)

Comme d’autre part,

grad f(x,) = A(x — &'(x)),
on obtient

(2 — () - Dy’ = — (& — /()
et en dérivant cette relation par rapport 4 x, (k % ¢), on a
— D %" - Doy’ + Dy’ + (x — &'(%)) * D, Dp 2" = Dy’
La méme relation obtenue en permutant % et 4, retranchée de celle-ci, donne
D, i/ (x) = Dy, (x).
LemMmE 2. En tout point x, € I, la matrice jacobienne o(x')]0(x) admet la

valeur propre 1. Sa multiplicité est n — 1 et les vecteurs propres sont orthogonaux
a la normale.

Soit xy €I et a un vecteur tel que a - grad f(x) =0, si f(x) =0 est
Péquation de I" au voisinage de x, . Il s’agit de prouver que

(6 )a=
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Cette condition sera réalisée si le tableau

Dy, [ (%0)s+-ry Do, f (%0)
ox)
(o)

est de rang 1, soit donc si tous les déterminants de dimension 2 extraits du
tableau

Dmlf(xo)r"’ Dwkf(xo)""v D:cnf(xo)

Dmlxk’(xo),..., Dzkxk’(xo) — Lyeens Dwﬂxk’(xo)

sont nuls, quel que soit & = 1,..., n.
Si la normale au point x, , n’est pas orthogonale au k¢ axe de coordonnées,
il en est de méme au voisinage de x,. Deux points x et ¥’ images 'un de
lautre sont alors tels que x;, # x;, sauf si ¥ = &’ € I'. La surface admet
donc I'equation
xk,(x) — X = 0’

au voisinage de x, . On a donc

grad f(xg) = MDgxx (%) D' (%) — 1,0, D, %' (%)),

d’ott la propriété.

Si, au contraire, la normale en x, est orthogonale au k¢ axe de coordonnées
et si dans tout voisinage de x,, il existe un point de I" oli cette propriété
n’a pas lieu, tous les déterminants considérés sont encore nuls par continuité.

Si enfin, la normale en x, et la normale en tout point d’un voisinage de x,
sont orthogonales au k¢ axe, alors, on a x,(x) = x; pour tout x€ w
suffisamment voisin de xy. Des lors, D, x;(x) = 3 et la propriété est
encore vraie.

Tous les déterminants de dimension 2 du tableau 9(x")/d(x,) — I étant
nuls, le nombre de vecteurs propres linéairement indépendants relatifs 2 la
valeur propre 1 est bien n — 1. D’ailleurs, il existe n — 1 vecteurs indépen-
dants orthogonaux a grad f(x,).

LemMe 3. En tout point x € w, la matrice jacobienne 0(x")|0(x) admet la
valeur propre — 1 et les vecteurs propres sont paralléles & la normale passant
par x. La matrice jacobienne est donc orthogonale en tout point de I'.

Cette propriété résulte du lemme 1 et de la relation (*) établie dans ce
lemme. En tenant compte de ce lemme 1, ceite relation s’écrit en effet,

grad & - grad f(xo) = — Dg, f (o)
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ou encore

S grad () = — grad o

Passons 2 présent 4 la démonstration du théoréme annoncé.

Nous démontrons la propriété pour les fonctions de Cy(2) N V() et
ensuite la densité de ces fonctions dans V(£2) (f = 1, 2). En fait, on peut
montrer, au prix d'une démonstration assez compliquée et d’aprés un travail
de J. L. Lions non publié, que les fonctions de Cy(2) N V() sont denses
dans V().

En utilisant ce résultat, on pourrait simplifier quelque peu la démonstration
qui suit.

1. PROLONGEMENT DE LA FONCTION u € Cy(22) N V,(£2) pans £’

Posons

W) = £ GulE @), xe,

ol l'on choisit le signe + ou — selon que = | ou 2.
On a u'(x) € Cy(8') et dans &,

4+ divu'(x) = f D, {grad x;" - u[x'(x)]}

= f: (grad Dm‘.x,-') -ufx’(x)]

i=1
n

+ Z Z (Z Dacjxi,Dxtxk’) [D“k'uj]‘”'(”) :
=1 k=1

i=1

Vu la symétrie de la matrice jacobienne dans w et 'orthogonalité de la
matrice jacobienne sur I, cette relation peut s’écrire

+ dive'(x) = a(x) - u[x'(x)] + [div ul)

43 Coule) Do aco

=1 k=1

o | a(x)] < C dans £’ et ot Cjp (%) € Co(2") avec Cip(x) = Osix e I'.
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En utilisant la relation

() = + 76(‘—)) 8@,

on peut finalement écrire cette relation sous la forme

L) £ Y 3 Cale) Do (@) = a) - ulr ()] + vl

ou les a’ et Cj, satisfont aux méme conditions que les a et C;;,, donnés
ci-dessus.
Considérons & présent les expressions D, u,'(x) — iju,-’(x), 4,j=1,.,n
Vu la symétrie de la matrice jacobienne, on obtient aisément, pour tout
x e &,
= (Dot (6) — Do (%))

= Z (Dmkx:i’Dw,xil - Dackxi’Dx,le) [Dml'uk]x’(w)
k.1

= Z (Da:kxj,Dm,xi’ - Dwkxi,Dmlle) (D:cl’uk - Dw, Uy)a (2) +
%,
k<l
On a donc

+ rot u'(x) = B(x) [rot u(x")], 0 ,

ot B(x) désigne une matrice dont les éléments sont bornés dans £2".

2. PROLONGEMENT DES OPERATEURS DIV ET ROT

Posons Cji(x) = 0, six € Q, Cji(x) = Cji(), six € Q.
On a
Cinlx) € Cy(RQ U 2) N HY(Q U Q).
De méme, posons fi(x) = u(x) si x € £, @i(x) = u'(x) si x € ' et considérons
Popérateur

(46 D) _ (div + (2 C) Day o T Cods) D)
rot

) = «f(x, D).

rot

Cet opérateur est elliptique dans QU Q. Si {i(x) e L¥{Q U Q) avec
(%, D) e LA(Q U Q'), alors i e HE(QU Q) et dés lors u e HY(Q) [1].
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On va effectivement prouver que

S s

o (%, D) ti{x)< —

(div u + Y Ciyx) kauj')
ik

rot u’(x)

__ (@'(x) -u[x'(x)] + [diva], ,
'( B(x) [rot u], () “) dans &7,

d’ott son appartenance 4 L2 U ') et I'inégalité
” u ”1{1(9) < C[” u ”Lz(g) —'_ ” divu ”Lz(.\'?) + ” rotu ”Lz(m]’

ou C ne dépendant pas de u € Cy(2) N V().
Pour établir ce fait, il suffit de prouver que

n - u(x)/ = A(x,n)u'(x)/" et ndu(x)/]' =ndu'(x)/T.

Considérons u,, € C;(2) avec u,, —>u.

. , . v(Q) .

Alors, la suite u,,” associée 4 la suite u,, selon le processus décrit en 1,

converge vers u’ dans V,(£2) associé a I'opérateur &/(x, D), considéré dans

£, 11 s’ensuit que

A(x, n)u'(x)/ = H}}g} - A(x, n) u,,'(x)/ T

- Y a(x")

Aim, o [i o(x )“’"(x)]/ P= 2% £ 26

= :FH_I}}}%F)n Un(x)/ = Fn-ul'=n-u/l,

en tenant compte du fait que C(x) = 0 et #'(x) = x si x € I', que n est un
vecteur propre de la matrice jacobienne, de valeur propre — 1 et que
n -u/l" =0 dans le cas { = 1, c’est-a-dire dans le cas ou on considére le
signe “‘supérieur.”

De la méme fagon,

ndu() = + lim t(n)%)—um(x)/F

HA(T)

== H—qg}r) [ Z((x;) rot*(n)] ' un()/

= iﬂlgg , ot() un(®)/I" = £ rot(m) w/I

=nAu/T,
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en tenant compte du fait que les vecteurs colonnes de la matrice rot* (n)
sont orthogonaux & n et sont donc des vecteurs propres de d(x')/d(x) de valeur
propre égale 4 1 et que ndu/I" = 0 dans le cas { = 2, c’est-3-dire le cas o1 on
considére le signe “inférieur.”

3. DEMONSTRATION DES THEOREMES DE DENSITE

Nous démontrons ici la densité de Cy(R) N VA{Q2) dans V(RQ), (i = 1, 2).
Les démonstrations des deux théorémes sont paraliéles.

(a) Siue Vy(2) est tel que (u, wy)y () = 0 pour tout w, € Cy(2) N V(Q),
alors u = 0.

Comme Cy(£) est dense dans V(2), il suffit de prouver que
(u, W)y () = 0, pour tout w & C,(£2). Effectivement, nous allons montrer que
tout w e Cy(2) peut s’écrire w = w, -+ W, ol (1, Wy)y(o = O parce que
n -u/l' =0 et o (u, W)y (g = 0 parce que w, € Cy(2) N V,(2).

Dans ce but, considérons la solution du probléme aux limites

Advy = v,, vg € H{(Q)

‘Z" /F=n-wI, we C(Q).

Cette fonction v, € C,(£2).
D’une part,

(u, grad o), o, = (u, grad v,),5 ) + (divu, 4v;),s
= (u, grad WO)Lz(Q) + (le u, %)Lz(g, =0
puisque n - u/I" = 0, et d’autre part,

w — grad v, € Cy(2) N V,(Q)

puisque

n-(w—gradv)/ ' =n- w/l —

dv,
dn / F=o.
La décomposition

w = grad v, + (w — grad ;)

répond donc 4 la question.
A remarquer que v, € C.(2), ce qui prouve donc que C.(2)N Vy(R)
est dense dans V,(Q).
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(b) Siu e V() est tel que (u, Wo)y (o) = O pour tout wy € C1(2) N Vy(£2),
alorsu =0.

1 suffit encore de prouver que (4, W)y (g = 0, pour tout w € Cy(2).
On va montrer cette fois que tout w € C;(£2) peut s’écrire

W:WI+W2,

ot (u, W)y =0, parce que ndu/I" =0 et (u, Wy)y(g =0, parce que
w, € Cy(2) N V().
Désignons par V*(£2), 'espace de Hilbert

{veL¥R) : rot* (— D) v e LX(Q)},
muni de sa structure naturelle. Pour v € V¥Q), on peut définir
rot* (— n) v/I" € H-Y¥T'), tel que, si w € H*X(T),

[(rot*(—— n) vil,w)| < Clv ”V*(Q) | w ”H””(F) .

Dés lors, pour w donné dans Cy(£2), 1a fonctionnelle (rot* (— n) v/T, yw)
est bornée sur V*(R) et il existe v, € V*(R) tel que

{rot¥(— n) §/T, yw) = (V , V)pagg, + (rot*(— D) vy, rot*(— D) v)pa(, »

pour tout v € V¥(£2).
De plus, si v € HY($2), alors

(rot*(— n) V[T, yw) = — {rot(n) w/T, y¥).
En faisant v = ¢ € D(£), cette relation montre que
rot(D) rot*(— D) vy = — v,

et par suite (cf. appendice ci-dessous) dv, = v, et v, € C(Q).
Dés lors, si ve H(£2), on a

(rot*(—n) /T ywd = — (r0t{D) rot*(— D) vy, Vi
+ (rot¥(— D) v, , rot¥(— D) V)5 g,
= — (rot(n) rot*(— D) v/ T, yv).
Il s’ensuit que
rot(n) w/I" = rot(n) rot*(— D) v,/I"

ou €ncore

nd(w — rot¥(— D) v,)/I" = 0.
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D’autre part,
(u, rot*(— D) vy)y ) = (8, rot*(— D) v() s 0, + (rotu, rot rot*(— D) v() 5 o
= (u, rot*(— D) V) 29, — (t0t 8, V) 20y = 0

puisque ndu/I" = 0 et que div rot* = 0.
La décomposition

w = rot*(— D) vy + (w — rot*(— D) v)

répond donc i la question.

APPENDICE
11 est facile de voir que
4,1, = grad div — rot*(— D) rot(D),

ou 4, est le laplacien 4 # dimensions et I,, la matrice identité dans C™.
La relation que nous utilisons plus haut est la suivante

4,1y = A(D) — rot D rot*(— D),
2

ou A(D)rot D= 0.

Cette relation est plus difficile 2 démontrer. Il est d’ailleurs vraisemblable
que A(D) = B*(D) B(D), avec B rot = 0.

Ainsi, pour # = 2, A(D) = 0; pour n = 3, B = div; pour n = 4

En langage de polyndme caractéristique, la premiére relation s’écrit
| x 121, = {x, x) -+ rot*(x) rot(x),

ou <x, x) est la matrice d’éléments x;x; et elle se vérifie aisément.
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Démontrer la seconde revient a prouver que
| x 2 rot(x) = rot(x) rot*(x) rot(x)
ou encore, vu la premiére relation, que
rot(x) <x, x) =0,

ce qu’il est aisé de vérifier.
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