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Cet article passe en revue les principaux resultats connus au sujet des 
anneaux et modules coherents, et resoud un certain nombre de probltmes a 
l’aide d’une nouvelle notion, l’uniforme coherence. 

Notre resultat essentiel est negatif: l’anneau des polynbmes d’un anneau 
coherent n’est pas coherent en general. Nous construisons aussi un contre- 
exemple qui demontre qu’une certaine proposition avancee dans un exercice 
de Bourbaki est inexacte. Comme resultats positifs, nous donnons des criteres 
pour qu’un anneau soit uniformement coherent, ce qui permet (Prop. 6 

ci-dessous) de construire de nombreux anneaux coherents. 
Signalons deux problemes ouverts: 

1. L’anneau A = K[X, Y, Z] des polynomes en trois indeterminees sur 

un corps commutatif K est-il uniformement coherent? Cela signifie ceci: 
pour chaque entier n, existe-t-i1 un autre entier m (note 1 0, n ci-dessous), 
tel que l’intersection d’un ideal principal de A avec un ideal de A engendre 
par TZ elements soit un ideal engendrable par m elements ? 

2. L’anneau des series formelles en une infinite d’indeterminees sur K 
est-il coherent? (les elements de cet anneau sont des sommes infinies quel- 
conques de monomes). 

Enfin, il resterait a traiter tous les problemes abordes ici dans le cas 
particulier des anneaux commutatifs &&es. Par exemple, l’anneau des 
polynomes sur un anneau coherent integre est-il coherent ? 

* Ce trnvail fait suite g quatre notes anttrieures [12], et B dew exposk du Shinaire 
d’Alg&bre Commutative [9]. 
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456 SOIJBLIN 

1. PRl?LIhlINAIRES 

Le lecteur que n’interessent pas les details techniques peut ne retenir de cc 
paragraphe que la definition des uniformisantes de cohe’rence ci-dessous, et se 

reporter aux enonces des lemmes au fur et a mesurc de leur utilisation dans 
les paragraphes suivants. 

Yous nous donnons tout d’abord un module a gauche 1lII sur un anneau 
non necessairement commutatif A. Anneaux et modules seront toujours 
unitaires. Les structures canoniques de =I-module a gauche et a droite de 

l’anneau .-l seront notees -3, et 9, . 
La phrase “le module dl est engendre par cp elements” signifie que JZ 

est de type fini; de m&me .-I,v est un A-module a gauche libre de rang fini, 

mais quclconque. Nous notons m l’ensemble ordonne des entiers N auquel 
on a adjoint le plus grand element (p; nous etendons B m l’addition de N par 
la convention n ~- CJI = v  + n = 9, pour tout n t R. Enfin nous adjoignons 
a R le plus grand element cl;. 

Soient p, 4, HZ dans N. L’ecriture p n.w q - m signifiera que l’intersection 
de tout sous-module de RI engendre par p elements avec tout sous-module de 
Jr engendrt par Q elements est engendrable par TIZ elements. Supposons 
don& p et 4; s’il n’existe pas de wz E R tel que p nM 4 .I< m, nous Ccrirons 

PnMq- ‘YI ; sinon nous noterons p n,w ‘I, ou simplement p n q, le plus 

petit 112 t R tel que p nM q . m. 
Went IE et ?z dans m. L’ecriture ker(n ~-F Mj : : k signifiera que, quel que 

soit l’homomorphisme non nul f : A,s” + X de source A,sTC et de but M, son 
noq’au ker*,fest engendrable par k elements. Xous definissons comme ci-dessus 

ker(n - .ZI), ou simplement ker(n), commc un Clement de I’ensemble 

ordonne fi u {CC]. 

Les fonctions (p, 4) tt p n CJ et n + ker(n) seront dites uniformisantes de 

cohkrence du module M. Kotons que si ker(1) < CO, l’annulateur de tout 
element non nul de M est un ideal a gauche de A engendrable par ker( 1) 
elements (et en particulier de type fini). Les uniformisantes sont likes entre 
elles par les inegalites suivantes: 

LEMME 1. Pour tous p et q duns R, on a l’inigalite’ p n 4 Y. ker(p + q), 

entre e’le’ments de m v {CO]. 

LEM~IE 2. Soit n E R, n 2 2. Supposons que ker(1) < CJI et que I n r :< g, 
pour tout r t N; alors on a 1’inkgaZitC ker(n) >< n ker(1) + C:I: (I n r). 

La demonstration des lemmes 1 et 2 utilise le lemme suivant: 

LEMME 3. Soit f : P 0 Q ---f M WI homomorphisme de modules. On a 
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l’igalite’ f(P) nf(Q) = f(pr,(kerf)), ozi pr, : P @Q --f P est la projection 
sur le premier facteur. 

Demonstration du Lemme 3. Si f  appartient a f  (P) n f(Q), il existe p E P 
et q E Q tels quef (p) = f  (q) = .. -x, on a alorsp - q E kerf, et s =.f(pu,(p - y)). 
Inversement, si x appartient B f  (pri(ker f)), il existe 3’ E ker f  tel que 

s = f(pr,(y)); on a alors .2  ̂= f(pr,(y)) = f(pr,(-y)). C.Q.F.D. 

De’monstration du Lemme 1. Ecartons le cas trivial oh les sow-modules 
de M dont on prend l’intersection sont tous deux nuls. En general, il suffit 
de faire P ~~1 ASP et Q = A,?* dans le lemme 3. 

Demonstration du Lemme 2. Soit f  : L + M un homomorphisme non nul, 

dont la sourceL est libre de rang n $- I, n E N, n 3 1.11 existe une decomposi- 
tion L == P @ Q de L en la somme directe de deux modules libres, de rang 1 
et n respectivement, de sorte que la restriction f  IP ne soit pas nulle. Avec les 

notations du lemme 3, il existe un sous-module S de kerf, engendre par 
1 n n elements, tel que f(P) “f(Q) = f  (pri(S)). On en deduit facilement 
l’egalite ker f  = ker(f iP) + ker(f lo) + S q UI p rouve que ker f  cst engendra- 

ble par ker(1) + ker(n) + (1 n ) ‘1’ n e ements, pourvu que la restriction f  1 o ne 
soit pas nulle. De tome facn on a l’inegalite 

ker(n + 1) =< ker(1) + ker(n) + (1 n u), 

qui demontre le lemme 2 par recurrence. 
Les lcmmes ci-dessous seront utilises dans les paragraphes suivants. 

LEMME 4. Soit A un anneau commutatif integre, et soit f  un homomorphisme 
non nul d’un A-module libre L de rang jini r dans un A-module ill sans torsion. 
Le noyau de f  est alors isomorphe a un sous-module d’un A-module libre de 
rang r ~~ 1. 

Demonstration. Soit L = Ae @Q une decomposition de L en somme 
directe de modules libres de rangs 1 et Y - 1, de sorte que f(e) f  0. Le 
lemme resulte du fait que la restriction T de la seconde projection i3e @ Q ---f Q 

a kerf est injective. En effet, un Clement du noyau de T est de la forme ae, 
oh a E A est tel que f(ae) = af (e) = 0; et comme f(e) f  0 et que M est 
saris torsion, nous avons a = 0, done ae = 0. C.Q.F.D. 

LEMME 5. Soient A un anneau, K un cardinal. Le A-module a droite 
IL1 = Ads, produit direct de K copies de A, , est plat, si et seulement si la condition 
suizante C(K) est re’alise’e: 

Quel que soit l’homomorphisme f  : Asa + A, , 
C(K) toute famitle de K t%ments de ker f  est contenue 

dam un sous-module de type jini de ker f.  
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Dfhonstration. Pemarquons tout d’abord que La don&e de f Cquivaut a 
la don&c d’une famillc finie (hi), i E I, d’elements de A; il suffit de prendre 
pour b, l’image par f du ji”lr vecteur d’une base fix (ej) de la source de f. 
D’autre part, la don&e de K elements I,<. (k E A-, card I\ ~~ K) de ker f equivaut 
a la dorm& d’une famille (m?) d’elements de XI, index& par I, tclle que 

1 ;n,b, == 0; 

il suffit de poser I,. = x2 m,<,e, , pour tout k t K, puis WE, = (IIZ~,); la condition 

(I) exprime en e&t que chaque I,> est dans le noyau de f. 
Si la condition C(K) est realisec, il esiste un systeme fini (a,), j E J, 

d’C1Cments de ker f, tel que chaque I, s’euprime comme combinaison lineaire 
de ces aj, soit I, : xj xl.,a, . Posons a, ~~- x,1 a,,e, , avec u,~ E A. Le fait que 
chaque a, appartient a ker f s’tcrit 

c a,&, = 0, pour toutj t J. (4 

Posons enfm xi = (xkj). L’egalite I,. -= xi xkJaj se traduit par l’egalite dans M 

pour tout i t I. (3) 

AAinsi, la condition C(K) peut-elle se traduire ainsi: “Si (w& et (bi)i,l 
sont deus familles finies d’elements de M et de A respectivement, telles que 
(I) ait lieu, il existe un ensemble fini J, une famille (x,)~~~ d’C1Cments de 112 
et une famille (aj,) d’C1Cments de A,j E J, i E I, tels que (2) et (3) aient lieu.‘, 
Or cette condition est l’une des formulations de la platitude de M ([3], I, 3 2’ 

Prop. 13, Cor. 1). C.Q.F.D, 

LENME 6. Soit S l’un des deux anneaux Q[[t, u]] ou Q[t, u] des s&es 
formelles ou des polynhes, en deux Eariables t et u, 2 coejicients rationnels. 

Pour tout entier a > 4, considkrons l’ensemble des polyno”mes de SEX], dont 
le terme constant est tu”, et yui sent contenus dans l’intersection des deux idiaux 
suhants de S[X]: 

(t - uX)S[X] et tlAs[S] --,- (P -- 2u*)S[X]. 

=Ilors il existe un polynhne de de@ cy dans cet ensemble, mais il n’en existe pas de 
de@ moindre. 

Dtmonstration de l’existence. Partons de l’identitk de S[X]: 
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Multiplions chaque membre par t et remplacons t” par (t” - 2~~) + 27~‘: 

(t - 2&)(2U” 1 t-‘UX + t-%*X* -I- ” $ tua-‘Xa-1) + (t - uX)(P --2U”) 

= f(P - 2ua) + 2h” - WiYE, 

et nous obtenons (a chaque membre) le polynbme desire: 

DCmonstration de l’inexistence. Par l’absurde. Soient done quatre poly- 
names P, P’, P” et P” dans S[X] tels que 

P(t, u; S) = (t - uX)P’(t, u; X) = tu”Pn(t, u; X) + (t” - ha)P”(t, u; X), 

avec P(t, u; 0) = tu”, et le degre en X de P &ant < oi. On a done 

P’ = zL& + s,(t, u)X -; ‘.. + s,&(t, u)Xa-2, 

ob Sl(C u),..., L*( 7 ) r u sont des elements de Q[[t, u]] (si S = Q[t, u] cc 

resultat vaut aussi, en identifiant Q[t, U] a un sous-anneau de Q[[t, u]]). 
Considerons alors sr )...) s, 2 (resp. P, P” et P”‘), comme des series (resp. des 
polynomes de series), a coefficients keels, et faisons t =: <I2 N: 

/y+ 2 u. u; X) 

Comme us+1 divise le dernier membre, et que z3 ne divise pas Q/‘z u - US, 
U” doit diviser ~~($2 u, u),... , se-*(?/2 u, u): il existe des series sr’,..., s:-a 
de R[[U]] (c’est-a-dire a coefficients reels) telles que si(Q/z u, U) = uzsi’(u), 
1 < i < oi - 2. On obtient alors 

(a2 ~ X)( I 1 S]‘(U) x t ... + d-*(u) x”-2) = p2 P”( Q/2 u, u; X). 

Mais Y’(0, 0; X) est un polynome de Q[X], si bien que tous les coefficients 
de (a/z -- X)(1 + s,‘(O) X --+ ... + s:-,(O) X”-a) sont dans 32 Q. Ceci 
implique que sA_a(O) E g2 Q et q ue -s&(O) -k 92 s:-,(O) E <I2 Q, done 
que .si-a(O) t 22 Q + q/i2 Q, etc.; et par recurrence, on montre, en posant 
s,‘(O) = 1, que, pour 2 < j3 < a, s;-,(O) E 31 Q + Q/22 Q + ... -t it@’ Q. 
Or s,‘(O) = 1 t $‘/zQ + aZ2Q $ ... + ?/2”-lQ est faux. C.Q.F.D. 
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k%WJE 7. Soit D un anneau de valuation, ou un anneau principal. Soit 
=1 := D[[X]] l’anneau des series formelles SW D en l’inde’terminee X. Soit A’ un 
sous-module de type fini d’un i3-module libre L, tel que, pour tout 1 EL, la 
relation Sl E K implique 1 E KY. A-llors K est un A-module libre. 

lkbnomtration. Soit (e,)isl une base de L. A chaque I :: C aiei de 1, 
(ai E a4 D[[X]]) associons I(O) = C a;(O)e,; lorsque 1 decrit K, l(0) decrit 1~’ 
sous-module K(0) du D-module libre L(0) de base (eJ. Comme K, le module 
K(0) est de type fini et saris torsion; il est done libre ([3], 1’1, 5 3). Soit 

(k,(O)) une base (finie) de K(O), avec k, E k*. 
Montrons d’ahord que (/zj) est un systeme de generateurs du A-module K. 

En effet, si h E K, k(0) s’exprimc comme combinaison lineaire, a coefficients 

d,l dam D, de la base (k,(O)) de K(O), soit k(O) = Cj d,,k,(O). I1 existe done 
k, EL tcl quc h -- xi d,,/z, = Sk, . On a X/z, E K, et partant hi E K. En 
proctdant par recurrence sur PI, on peut done Ccrire k - Cj d,,,k, = IlT7k, , 
oil dj,, est un polynome en X, de degre < IZ, a coeficients dans D, et oil 

fZ ,, t K. En passant a la limite, on trouve k -= Cj d,,kj , oti d,, E D[[X]] = .4. 
5lontrons maintenant que (kj) est une base de K. Soit done xi a$, une 

relation entre lcs k, , a coefficients aj non tous nuls. Soit n le plus petit des 
ordrcs dcs series aj qui ne sont pas nulles. Kous awns a, -= ,Tjnaj’, l’une des 

series a;’ Ctant de coefficient constant ai’ non nul. De la relation 
xi a,‘/z, -1 0, on tire C, aj’(0)k,(O) = 0, q ui contredit le fait que (k,(O)) est 
uric hase du D-module K(0). C.Q.F.D. 

C'OROI.L~~IRE. Soit D un anneau principal ou de valuation, 9 =- D[[S]] 
l’anneau des series formelles sur D. Tout A-module projectif de type fini est libre. 

Ziemarque. Lorsque D est principal, un resultat de Bass [2] permct d’en 
deduire que tout .il-module projectif est libre. Ceci est a rapprocher du 
resultat analogue de Seshadri [ 1 I]. 

2. MODULES UNIFORMEMENT COIIERENTS 

Dans [3] (I, 5 2, cxerc. 11 et 12), un module pseudo-coherent est defini 
commme &ant un module dont tout sous-module de type fini est de presenta- 
tion finic. Autrement dit, on doit avoir kcr(p, 4 :12) < q~. D’apres le lemme 1, 
on cn tire 9 nM~ :.z F. Inversement, si 9~ n v  5: v, ou m&me simplement 
si 1 n p 5; cp, on en tire ker(v) -< F, pourvu que ker(1) :< v; il suffit 
d’appliquer le lemme 2 pour tout n EN. Enoncons: 

PROPOSITION 1. Un module a gauche M SW un anneau A est pseudo- 
coherent si, et seulement si, l’intersection de tout sous-module monogene de AI 



ANNEAUX ET MODULES COIIdRENTS 461 

avec un sous-module de type fki est de type fini, et que l’annulateur de tout 

element de AI est un ideal & gauche de type fini. S’il en est ainsi, l’intersection de 
deux sous-modules de type&i de M est de typejni. 

On trouvera dans [3] les deux propositions suivantes: 

PROPOSITION 2. Toute somme directe de modules pseudo-cohhents est 

pseudo-roh&rente. Si deux termes d’une petite suite exacte sont des modules 
coh&ents, c’est-a-dire pseudo-cohere&s et de type fini, il en est de m&e du 
troisieme terme. 

PROPOSITIOK 3. Soient E et F deux modules cohdrents SW un anneau 
rommutatif .-l. Le A-module hom(E, F) est coherent. 

PROPOSITION 4. Soit S un systeme multiplicatif d’un anneau commutatif A, 

Si M est un A-module pseudo-coherent, le S-l(A)-module de fractions S’(M) 
est pseudo-cohdrent. 

Pour cette derniere proposition, voir Harris [7]. Definissons maintenant la 
notion d’uniforme coherence annoncee dans l’introduction: 

PROPOSITION 5. Soit XI un module. Les proprie’te’s suivantes sont equivalenfes: 

(i) pour tout n E N, ker(n --j n/1) E N (i.e., < p); 

(ii) ker( 1 -+ RI) E N, et pour tout Y E N, (1 nM r) E N. 

Si ces proprietks sont vCri$Pes, on a (p nM q) E N pour tous p, q E N, et nous 
dirons que 111 est uniformement pseudo-coherent. Si de plus 31 est de type jni, 
M sera dit uniformement coherent. 

(Jctte proposition resulte des lemmes 1 et 2. Tout module uniformcment 

pseudo-coherent est pseudo-coherent. 

PROPOSITION 6. Soit I un ensemble, et pour chaque i E I, un anneau A, et 

un AZ-module a gauche Mi , Supposons la famille (Mi) uniformdment cohhente, 
c’est-a-dire que, pour chaque n E N, la borne superieure 

s(n) = sup(ker(n + MJ) 
id 

est un entier (fini). Le module a gauche l&r Mi SW l’anneau &r Ai est alors 
uniformement pseudo-coherent, et ker(n + l&, Mi) < sup(n, s(n)). 

En effet, sifi : (QS” + (AJ,) est un A,-homomorphisme, nul ou non, le 

noyau defi est engendrable par n ou s(n) ClCments. 11 en est done de m&me du 
noyau de tout J-J A,-homomorphisme (nfJ: (n AJSn -+ (JJ AJ,. 
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Kemauque. Si F est un filtre sur un ensemble non vide I, et G un groupe 
abelien, dCsignons par GF le quotient du groupe G’ (applications de Z dans G) 
par le sous-groupe des applications qui s’annulent sur un 64Cment de F. 

On vCrific de suite que si M est un .4-module uniformkment cohCrent, 
MF est un A”-module uniformkment coherent, avec l’uniformisante 
ker(n ---, d9”) < sup(n, ker(n + i1/1)), pour tout 97 E N. En particulier, toute 
ultrapuissance d’un module uniformtment coherent est un module unifor- 
mCment cohCrent (sur l’ultrapuissance correspondante de l’anneau). En 

prenant pour F le filtre le moins fin sur I, F := [I), nous retrouvons ainsi 
une consCquence immkdiate de la proposition 6: “5 ~12 est un =I-module 
uniformtment cohCrent, il en est de m&mc du A’-module ilZ’“. Cela Ctablit 
le “seulcment si” de la proposition ci-dessous. 

PROPOSITIoS 7. Un module 2 gauche M SW un avmeau A cst v&for-mCment 
(pseudo-)cohhent si, et seulement si, Ie ;JN-module il gazrche MN est (pseudo-) 
cohbrent [non n&essairement uniformCment, a priori du moins: cf. Prop. 61. 

11 restc zYi montrer que si AZ n’est pas uniformkment coherent, alors 111” 
n’est pas cohCrent. Sous cctte hypoth&se en effet, on peut trouver un entier n, 
et une suite f,  : A,?‘” - M d’homomorphismes, i E N, tels clue kerf, 
ne soit pas engendrable par i &l&ments, et lc noyau du .4N-morphisme 

(fi),FI. : (.4N),yL - MN n’est pas de type fini. 
I,a proposition 7 permet d’ktendre aus modules uniformkment cohCrents 

ccrtaines des propriMs des modules cohCrents; par exemple, la proposition 2 
nous dome: 

~KOI'OSITION 8. Si deux tervnes d’une petite suite exacte sont des modules 
unifovmPment cohe’rents, il en est de me”me du tvoisit?me. 

3. ANNEAUX COII~RENTS ET %ZODULES Pr~.~vs 

~l?I'ISITIoN 1. Un anneau A est dit cohi-rent 2 gaucl~e si le A-module A, 
est co&rent, autrement dit, si tout idial h gauche de type jini est de prtkentation 
$nie. 

Ln anneau intkgre A cst done cohCrent (sous-entendu: B gauche) si 
l’intersection de tout idCal principal et de tout idCal de type fini est de type 
fini (Prop. I); si l’anneau n’est pas inttgre, il faut ajouter la condition 
ker(1 - A,?) ..> 9 qui signifie que l’annulateur de tout ClCment est une idCal 
de type fini. 

Comme anneaux cohCrents, citons d&jn les anneaux noethkriens et les 
anneaus de valuation. 
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PROPOSITION 9. SW aat anneau coherent, tout module projectif est pseudo- 
coherent, tout module depresentation$nie est coherent. 

En effet tout module libre L est pseudo-coherent (Prop. 2), et tout sous- 

module P de L est pseudo-coherent. Si P et L sont de type fini, LIP est 
coherent (Prop. 2). C.Q.F.D. 

PROPOSITION 10. Cn anneau A est noetherien h gauche si, et seulement si, 
tout module a gauche sur .4 est pseudo-coherent. 

Demonstration. Si -4 est noetherien, tout module de type fini est bien de 
presentation finie. Inversement, s’il en est ainsi, pour tout ideal a gauche 
I de A, le module =1,‘I est de presentation finie, ce qui signifie que I est 

de type fini. C.Q. F.D. 

La premiere assertion de la proposition ci-dessous resulte de la 
proposition 4; pour la deuxieme assertion, voir [7]. 

PROI'OSITION 11. Soit .-I un anneau commutattf et cohr’rent. Tout anneau 

S--l(A) de fractions de i4 est coherent. Si de plus A est integre, toute extension 
integrale finie de ‘4 est cohe’rente. 

PROPOSITION 12. Pour un anneau A lesproprie’tes suivantes sont equivalentes: 

(i) A est coherent agauche; 

(ii) tout produit direct de A-modules a droite plats est @at; 

(iii) toutproduit direct de copies de A, est un A-module a droiteplat. 

Pour une demonstration, voir Chase [5]. On peut remplacer la condition (iii) 
par “le module a droite AdA est plat”. En effet de deux chases l’une, ou A 
est fini, OLI il est infini. S’il est fini, il est noetherien (et coherent) a gauche. 
S’il cst infini, il est Cquipotent a r2,s~; et si de plus la module hit = AcJA est 
plat, il resulte du lemme 5 (condition C (Card A)) que le noyau de tout 

homomorphisme il,?a --f A, est de type fini, c’est-h-dire que A est coherent B 
gauche. 

Par contre, contrairement a ce qu’annonce Bourbaki (implication y  -4 u: 
de l’exercice 12 de [3], I, $2), on ne peut pas remplacer la condition (iii) par 
“le module /IdN est plat”, comme va le prouver le contre-exemple suivant. 

Contre-Exemple (Je remercie J. P. SERRE qui a aide’ a sa construction) 

Nous partons d’un ensemble totalement ordonne .Z, non vide, n’ayant pas 
de plus grand Clement, et dont toute partie denombrable est majoree: par 
exemple les ordinaux denombrables. Puis nous munissons le groupe abelien 
T = Z(“) de la relation d’ordre lexicographique. L’ensemble I’+ des elements 
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strictement positifs de ce groupe ordonne n’est pas vide, n’a pas de plus petit 
ClCment, et toute partie dknombrable de rm’ est minor& dans r-. 

Soit I’ un anneau de valuation ayant r pour groupe des ordres; puis 
choisissons 01 E T-1, et soit A I’idCal de 1,’ des ClCments x dont l’ordre Z(X) est 
... 01. Enfin nous posons 4 = b-/U. Xous allons montrer que z4 est le contre- ,- 
exemple recherchk, c’est-g-dire n’est pas cohCrent, quoique le .-l-module 
i3,N soit plat. 

Iiemarquons tout d’aburd que A est un anneau local, dont les idCaux sont 
totalement ordon& par inclusion, et dont les seuls idCaux de type fini sont 

les idkaux principaux; on a done 1’CgalitC 

db=l. (4) 
.A r 

Cependant si a est un ClCment de V tel que n(u) = iy, alors z = ~1 -i- A 
est un 4Cment non nul de =1, dont l’annulateur est l’idCa1 maximal de d, 
qui n’est pas de type fini, puisquc Tm n’a pas de plus petit ClCment. Ainsi nous 
avons 

ker(1 ---f TI,~) = “0, (5) 

ce qui prouve que l’anneau =1 n’est pas cohkrent. 
I1 reste 2 montrer que le J-module B droite ,qdN est plat, c’est-S-dire 

(Lemme 5), que, quel que soit l’homomorphisme f  : Asm + Js , toute suite 
(G),;.,,, d’C1Cments de kerf est contenue dans un sous-A-module de kerf. 
Cet .4-homomorphisme f  provient, par passage au quotient, d’un I’- 
homomorphisme .f : Vsm --f I’,$ ; et il existe un id&al principal XV de I., 
contenant A et la suite desf(s,): il suffit que l’ordre U(X) de x soit un minorant 
positif des ordres des f(~~). La suite (sic) est alors contenue dans le sous-d- .~ 
modulefl(xV) qui, lui-mcme, est contenu dansfl(A) = kerf. 11 suffit done 
de dCmontrer quefl(xV) est un V-module de type fini. 

Or f’(zcV) est le noyau de l’application composite V” 1, V - L-/(xC’). 
Ce noyau est de type fini, parce-que le V-module V/(XV) est cohCrent, 
comme module de prCsentation finic sur l’anneau (de valuation) cohCrent k 
(Prop. 9). C.Q.F.D. 

PROPOSITION 13. Tout anneau absolument plat (c’est-&dire SW lequel 
tout module est pkzt) est cohbent h gauche (et 2 droite). 

Les propriMs ClCmentaires des anneaux absolument plats sont indiqukes 
dans Bourbaki ([3], I, 92, eserc. 16, 17 et 18) qui les appelle anneaux rtfguliers 
au sens de Van Neuman. La proposition 13 est une consCquence immCdiate de 
la proposition 12.11 r&ulte aussi de la propri&C (iii) de la proposition 12, que 
si un anneau a-1 est intkgre et que tout A-module sans torsion est plat, alors A 
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est coherent. Cela s’applique aux anneaux principaux et aux anneaux de 

valuation. 
La proposition “Un module izI sur un anneau commutatif A est coherent 

si, et seulement si, ses localises iVIM sont A,-coherents, pour tout ideal 

maximal M de A” est fausse, en depit de la proposition 4. Sinon, comme les 
localises d’un anneau absolument plat sont des corps, tout module de type 
fini sur un tel anneau serait coherent, et (Prop. 10) tout anneau absolument 
plat serait noetherien; ce qui est faux (prendre un produit infini de corps). 

De m&me, malgrt: la proposition 2 (sommes directes), la kite inductive 

filtrante de modules cohkrents n’est pas pseudo-cohkrente, en general. Sinon, sur 
un anneau coherent, tout module plat serait pseudo-coherent, comme limite 
inductive de modules libres de rang fini (cf. [8]), lesquels sont coherents 
(Prop. 9). Et nous retombons sur la m&me absurditt: tout anneau absolument 

plat serait noethtrien. 
Cela montre aussi que sur un anneau cohbent, les modules plats ne sont pas 

pseudo-cohe’rents, en general, contrairement a ce qui a lieu pour les modules 
projectifs (Prop. 9). 

4. ANNEAWX GMFORMEMENT COHERENTS 

D~FINITIOK 2. iYn anneau A est dit uniformement coherent a gauche 
si le A-module A, est uniformkent cohbent (Prop. 5). 

i\utrement dit, il doit exister une fonction entit%e (i.e., de N dans N) 

ker(. - A), telle que le noyau de tout homomorphisme non nul A,$‘” ---f A4,q 
puisse ttre engendre par ker(n - A) elements, pour n E N. Si l’anneau est 
integre, on peut dire aussi (Prop. 5) qu’il doit exister une fonction entiere 
(1 A .) telle que l’intersection d’un ideal principal de A avec un ideal engendre 

par r elements soit engendrable par 1 r\ Y elements, pour tout I EN; si 
l’anneau n’est pas integre, il faut aussi qu’il existe un entier ker(1) tel que 
l’annulateur (a gauche) de tout Clement non nul de A soit engendrable par 
ker( 1) elements. 

Par exemple, les corps, les anneaux principaux, les anneaux de valuation 
sont uniformement coherents, avec les uniformisantes de coherence p n q == 1 
(p > 1, q > 1) et ker(1) = 0 (cette derniere CgalitC signifie simplement que 

l’anneau est indgre); on en deduit (Lemme 2) ker(n) = n - 1 (n 2 1). Les 
anneaux commutatifs absolument plats sont uniformement coherents, et 
ker(1) < 1,p n q = 1. 

Tout anneau uniformement coherent est coherent. 
La condition sur les annulateurs, ker(1) E N, est indispensable. En effet 

le contre-exemple ,4 du $2 est tel que 1 nA r = 1, pour tout Y 3 1 (Cgalite (4)), 
et n’est m&me pas coherent (CgalitC (5)). C e m&me contre-esemple A = V/A 
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montre que le quotient d’un anneau uniformement coherent peut ne pas Ctre 
coherent. 

PROPOSITIOK 14. Soil K un anneau, et A un autre anneau qui est en mime 
temps un K-module ir gauche satisfaisant l’identitr’ k(ab) = (ka)b pour tous 
k E k’, a t ‘4, b E A. Si le K-module A est (uniforme’ment) cohbent, l’anneau A4 

est (unifovme’ment) cohCrent d gauche. 

DPmonstvation. Soit n un entier, . f  : .-I k12 - .-I, un Al-homomorphisme; 
f est aussi un K-homomorphisme. Soit m le cardinal d’un systeme fini de 

gCnCrateurs dc KA-l (A consider+ comme K-module). On peut trouser un 
K-homomorphisme surjectif g : K,“‘” --f (K,4)n. Le K-module ker(f 0 g) est 
engendrable par ker(mn ---f R2-1) ‘1’ e ements, ainsi que le K-module ker f  = 
g(ker(f c>,q)). A fortiori, kerf est engendrable par ker(wzn --t RA) en tant que 

A-module a gauche. C.Q.F.D. 

~OROLLAIRE I. Soit K un anneau (2tnifovmCment) cohdrent 6 gauche. 
I un id&al bilatt+e de K, de typejini en tant qu’ide’al6 gaucke. L’anneau quotient 
A = KI est aloes (uniformbment) cokblent ci gaucke. 

En effet, les propositions 2 ou 8 montrent que A est un K-module coherent, 

ou uniformement cohkrent. 

C'~ROUAIRE 2. Soit iI1 un module (uniforwldwzent) cohdrent SW un anneau 
com?tlutatlf k-. L’anneau il = hom,(M, iI1) des endomorphismes de IV! es: 

(uniforwu:wzent) cohPrent il gauche. 

On utilise la proposition 3, et, dans le cas uniforme, la proposition 7. 

COROLLAIRE 3. Soient K un anneau (uniforwzCment) cohdvent ir gauche, 
n un entiev. L’anneau d des wzatrices car&es, ou triangulaires sup&eures, d’ordre 
n et 2r coejicients duns K, est (UnifovmCment) cohe’rent &gauche. 

Les propositions 2 et 8 montrent en effet que le K-module A est (uni- 
form&merit) coherent. 

TH~OR~ME 1. L’anneau -4 = D[[X]] d es se’ries fovmelles,en une ind&erminc’e 
X, sur un anneau principal D, est unijovmPwzent cohkent; plus pve’cis&zent on a 

ker(n) = n - 1 (nEN, n>l), et pnq-<plq- 1 (PEN, qEN, 

p I- q # 0). 

DCmonstration. Soit L un A- module libre de rang fini n & 1, et soit 
f:L - -4, un homomorphisme non nul, de noyau K. Si 1 t L, et que A2 E K, 
alors 1 E K; de plus K est de type fini, parce que A est noetherien. D’apres le 
lemme 7, K est libre. 
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Le module libre K est isomorphe & un sous-module de A+-1 (Lemme 4). 

11 est done de rang < n ~ I. D’oh l’uniformisante ker(n --f A) = n - 1; 
l’autre uniformisante dkcoule du lemme 1. 

COROLLAIRE. L’anneau des se’ries formelles K[[X, Y]] en deux inde’terminEes, 

SW un corps commutatif K, est unifovm~ment cohhent. 

11 suffit en effet de faire D = K[[Y]] dans le thCo&me 1. 
I1 ne semble pas que tout anneau commutatif noethCrien soit uniformkment 

cohkrent; pour un contre-exemple, j’ai dkja dit dans l’introduction que 

Q[S, IV, Z] est un candidat raisonnable, Q[[X, Y, Z]] aussi. Par contre, les 
anneaux Q[[S, I’]] et Q[X, Y] sont uniformkment cohCrents (corollaire 
ci-dessus, et corollaire 2 du thCo&me 2 ci-dessous). 

TH~OR~RIE 2. Soit A un auneau commutatif dout la dimension homologique 
globale gld A est :< 2, et tel que tout d-module projectif soit libre; alors A est 
cohhent, et mtme uniformCment cohkent. Pour tout entiev n > 1, on a 

kcr(n -+ A) C< n, et m&me ker (n --f -4) = n -- 1 si A est int&re. 

De’monstration. Soit f  : L -+ A un A-homomorphisme non nul, dont la 

source L est libre de rang n > 1. Comme gld A .& 2, la suite exacte 
0 + kerf ---f L L A + A/f(L) - 0 prouve que kerf est projectif, done 

libre, done de rang ~< n. 
Si a4 est int&gre, kerf est un sous-module libre de A”-l (Lemme 4), et 

ker(n) = n -- 1 (la valeur n -- 1 est en effet atteinte par la projection 
canonique 4 )I =1: An-1 @ A4 + A). 

COROLLAIRE 1. L’anneau des polynBmes D[X], en une inditermike, SW un 

anneau principal D est uniforme’ment cohtkent. 

En effet, d’aprks [1 I] et [2], tout D[X]-module projectif est libre, et 
gld(D[X]) = 1 + gld D < I + 1. 

COROLLAIRE 2. L’anneau des polynBmes K[X, Y] en deux inde’termine’es 
SW un corps commutatif K est uniforme’ment cohhent, avec les uniformisantes 

ker(n) = n ~ 1, p n q -;I: p + q - 1. 

Nous retrouvons ainsi 1 n 1 = 1, qui tient a ce que cet anneau est factoriel. 
Nous avons 1 n Y = Y, mais nous ignorons la valeur exacte de p n q, en 
g&n&al. 

PROPOSITION 15. Une condition sufisante pour qu’un anneau commutatif et 
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c0hCren.t ;;i soit uniformCment cohhent, est que sa dimension homologique faible 
globule wgd A soit < 2, et que tout module projectif de type fini soit libre. 

La notion de dimension faible (ou “Tor-dimension”) a Ctk introduite par 
Cartan et Eilenberg ([4], Chap. VI, exert. 3): on l’obtient en remplaqant 
“Ext” par “Tor,” projectif par plat, anneau semi-simple par anneau absolu- 
ment plat, etc. Comme un module projectif est plat, la dimension faible 

globale est infkrieure (parfois strictement) B la dimension homologique 
globale ordinaire: la proposition 15 est une g&nCralisation du thCor&me 2. 

La dkmonstration de la proposition 15 dCbute comme celle du thCo&me 2, 

mais ici, la suite exacte 0 --r ker f - L ~- p A-I + =2/f(L) + 0 prouve seulement 
la platitude de ker f. L’anneau A Ctant supposi. cohCrent, le module libre L 
est cohCrent (Prop. 9) et ker f est de type fini, done de prCsentation finie. Le 
module kcr,f est done projectif commc module plat de pr&entation finie 

(cf. [5]), ce qui nous ram&e & la dCmonstration du th&or&ne 2. 

THBOHBAIE 3. Tout anneau commutatif noethe’rien de dimension homologique 
globule ,.c 2 est uniforme’ment cohkrent. Pour tout entier n on a ker(n) ‘< n f- 2, 
et mt%ne ker(n) S: n + 1 si l’anneau est int@re. 

De’monstration. Comme prtGdemment, nous partons d’un A-homo- 

morphisme non nul f : L - .J (A est l’anneau, L est libre de rang fini n T> l), 
et nous montrons que son noyau K cst projectif de type fini. Si A est intkgre, 
K est sous-module d’un module libre :1/Z de rang n -- 1 (Lemme 4). Pour 
tout id&al maximal M de .-I, le local& I;, de K en M est un A,-module 

libre de rang fini rRz . Comme K est un sous-module de L (respectivement de 
:W, si =1 est intkgre), A& s’identifie 1 un sous-A, module de L, (rcsp. 
de ATM), qui est libre de rang n (resp. de rang n ~ 1). Done T,,, :$ n (resp. 
Ye 1.1 n - 1). Dans [6], Forster a dCmontri: qu’un module projectif de type 
fini K sur un anneau noeth&rien A peut Gtre engendrC par (d --r sup) 

ClCments, oti d dtsigne la dimension de --I au sens de Krull, et oti la borne 
supCrieure des yM est prise pour tous les idCaux maximaux M de 3. J. P. Serre 
a dkmontrb dans [lo] que pour un anneau noethCrien -q de dimension 
homologique globale finic, on l’Cgalit& des dimensions: d = gld .4. Ici, nous 

avons done d < 2, et sup(~& ,:<: n (resp. -.< n ~-- 1); K peut done &tre 
engendri: par n + 2 (resp. n + 1) &lCments. C.Q.F.D. 

COR~LL.~IRE. Soit l? un anneau principal, P l’anneau des polyn6mes SW D, 
S un systtme multiplicatif de P. L’anneau de fractions A = S-l(P) est unifor- 
nknent cohirent. 

En effet A3 cst noetherien, et d’aprts [I], gld iz .* gld P := 2. Cc corollaire 
s’applique g I’anneau A des “scalaires mCdiaux” de [ 131. 
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5. POLY~OMES SUR UN ANNEAU COHERENT 

Soit A un anneau dont l’anneau r-I[X] des polynitmes est coherent. Alors 

A ‘u A[X]/(X) est coherent (Prop. 14, Cor. I). Quant a la reciproque, nous 
montrons dans ce paragraphe que, sauf dans certains cas simples, l’anneau des 
polynomes A[X] d’un anneau uniforme’ment coherent iz peut ne pas etre 
coherent. Nous montrons aussi un cas oh A et il[Xj sont uniformement 
coherents, saris que l’anneau des series formelles z4[[X]] soit coherent. 

PRO~OSITIOS 16. Pour que tout anneau de polyn6mes sur un anneau donnk A 
soit coherent, il su$it que tout anneau de polyndmes en un nombre jni d’inde’ter- 
nzinees (a coeficients darts A) soit coherent. 

11 suffit de remarquer que tout ideal de type fini, dans un anneau de 
polynomes, ne fait intervenir, dans ses generateurs, qu’un nombre fini 
d’indeterminees. 

COROLLAIRE. L’anneau des polyndmes en une famille infinie denombrable 

d’indeterminees SW un anneau commutatif noetherien est coherent (mais non 
noetherien). 

La proposition suivante, dont la demonstration est esquissee dans [12] 
(I, th. 22), est l’un des rares exemples oh nous sachions dire qu’un anneau 

de polynomes est coherent, lorsque l’anneau des coefficients est d’un certain 
type (non noetherien). 

PROPOSITION 17. L’anneau des polyno^mes A[X] en une inde’termir&e, a 
coeficients dans un anneau commutatif absolument plat A, est coherent. 

PROPOSITION 18. Soit ,4 = nnEN S, 1’ anneau produit direct d’une famille 
denombrable de copies de l’anneau S = Q[[t, u]] des series formelles en deux 
indetermine’es h coefficients rationnels. L’anneau A est uniform&rent coherent, 
avec les umformisantes ker(n) = n, p n q :c p + q - 1; A n’a pas d’e’lements 
nilpotents; A est isomorphe a l’anneau P[[t, u]] des series formelles en deux 
inde’terminees SW l’anneau absolument plat P = Q”. Malgre’ toutes ces proprietes 
de A, l’anneau A[X] des polynomes en une inde’terminee et a coefficients dans A 
n’est pas coherent. 

Cette proposition vaut (ainsi que la demonstration qui suit) en remplacant 
Q[[t, u]] par Q[t, u], sauf en ce qui concerne l’isomorphisme de A avec 

P[[fY ull. 
Demonstration. Le produit d’anneaux absolument plats QN = P est 

absolument plat. L’isomorphisme A Y P[[t, u]] est evident, ainsi que 
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l’absence de nilpotents dans A (il n’y en a pas dans S). L’anneau S est 
uniformement coherent (Th. 1, Cor. et Th. 2, Cor. 2), avec les uniformisantes 

ker(n) = n - 1 et p n q ,/ p -f- q ~-- 1. D’apres la proposition 6, l’anneau 
produit A est uniformement coherent, et, pour tout n 3 1, ker(n) < 
sup(n, n ~ 1) = n. On constate directement que ker(n) &z-ale n, et que 
pn,gbp+-q--l. 

Montrons maintenant que A[X-] n’est pas coherent. Soient a, 11, c, Lt les 
elements de A dont les cJemes coordonnees sont, respectivcment: t, -- U, 
w, t’ - 2u’; et soit I l’intersection des deux ideaux suivants dc Ag[X]: 
(U i- bX)A[X] et cA[S] 7 dA[X]. 

Si A[X] Ctait coherent, I serait de type tini, comme intersection d’ideaux 

de type fini. L’ideal I, dc -1 dcs termes constants des polynomes de I serait 
alors de tvpe fini. blais nous avons I, ~~ u,, z0 I,z , oil I, est l’ideal de A 
des termes constants des polynomes de I de de@ .g n. La suite croissante 
d’ideaux de A, ,, I C I, C ... C .‘. C I,, C “1, serait done stationnaire. Ceci 

est impossible, car le lemme 6 montrc que pour tout a: 2; 4, l’element de A 
dont la Zme coordonnee est tu‘, les autres Ctant nulles, est dans I, , mais 
non dans I,-, . C.Q.F.D. 

PROPOSITION 19. Soit A l’anneuu des suites stationnaires de rationnels 

(sous-anneau de Q”); A et A[X] sont uniformkment cohe’rents, mais A[[X]] 
n’est pas coh&ent. 

DLmonstration. Les anneaux Q, Q[-Y], A et A[X] admettent l’uni- 
formisante y  n cp = 1, ce qui, compte-tenu de leur integrite, prouve que ce 
sont des anneaux uniformement coherents (de plus A est absolument plat, 

cf. Prop. 17). 
Pour demontrer que A[[S]] n’est pas coherent, on constate que l’annulateur 

de l’element C nal e,XTL de A[[X]] n’est pas de type fini, oh e, designe 

l’element suivant de A: 

(1, 0, 1, o,..., 1, 0, 0, 0 ,..., 0 ,... ), n fois le nombre I. 

En effet, cet annulateur est la reunion de la suite strictement croissante des 
ideaux E,A[[X]], ou E, designe l’element suivant dc A: 

(0, I,& l,O, 1, . . . . 0, 1, 0, 0, 0 ,..., 0 ,... ), n fois le nombre 1. 

Les considerations qui suivent sont limit&es au cas commutatif, mais ccla 
n’est pas necessaire. Soit (A, , f,J un systeme inductif filtrant d’anneaux 
commutatifs. Nous dirons que A = lim Ai est limitepzate des Ai , si, pour 

---f 
i .: j, d, est un AZ-module plat (au moyen defji : Ai -+ Aj). La proposition 
suivante est dans [3]: 
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PROPOSITIO?: 20. tine limite plate d’anneaux coh&ents est un anneazl 

cohkrent. 

Considerons maintenant la “transformation” qui, B un anneau (commutatif) 
A associe A[X], a un A-module ilI associe M[X] = @)nENJZX~z, et enfin 5 
un morphisme f  d’anneaux ou de modules associe f[X] defini par 

En considerant que M[X] est un A[X]-module, avec la loi externe 

on obtient, pour A fix& un foncteur il!l++ M[X] de la categoric des A-l-modules 
dans celle des A[X]-modules. Ce foncteur est exact, il commute aux limites 
inductives, il transforme un module libre de rang fini A,9TL en un module libre 

de rang fini (A[X]),sTf. Ce foncteur transforme done un module plat en un 
module plat ([8], Cor. 1.5, p. 86). 

Si l’anneau A est une limite plate d’anneaux A, , l’anneau de polynomes 
A[X] est done limite plate dcs &[A-]. Si tous les Ai sont noetheriens, A[S] cst 
limite plate des anneaux noetheriens -$[X]; puis A[X, E-1 est limite plate des 

anneaux noetheriens A,[X, I’], etc. 

PROPOSITION 2 1. Soit ,A une limite plate d’anneaux noethCriens (commu- 
tatifs). Tout auneau de polynbmes A[(X,),,,], en un nombye quelconque d’indk- 
fermin6es X, , ci coe&cients clans =I, est limite plate d’anneaux noethkriens, 
done cohe’rent. 

En effet, A[(X,),,,] est limite inductive plate des A[(X,),,,], oti K decrit 
l’ensemblc des parties finies de L. Chacun de ces A[(X,),,,] est limite plate 
d’anneaux noetheriens Ai[(X,),,,], t e nous utilisons la transitivite des limites 
inductives pour conclure. 

La proposition ci-dessus, et l’cxistence d’un anneau uniformtment coherent 

-4 dont l’anneau des polynomes A[X] n’est pas coherent (Prop. 18) prouvent 
qu’il existe des anneaux coherents, et meme uniformement coherents, qui ne 
peuvent pas etre Ccrits comme limites inductives plates d’anneaux noetheriens. 
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