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Abstract. Let A be a finite alphabet, o a substitution over A, (u,),, « a fixed point for ¢, and for
each ac A, f(a) a real number. We establish, under some assumptions, an asymptotic formula
concerning the sum S(N)= Z,A . flu;), N eN. This result generalizes some previous results from
Coquet or Brillhart, Erdds, and Morton. Moreover, relations with self-affine functions (in a sense
which generalizes a definition from Kamae) are proved. The calculi leave over systems of
representation of integers and real numbers.
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Introduction

Soit, pour n entier, s(n) la somme des chiffres de n écrit en base 2. Coquet [6]
a montré qu’il existe une fonction F réelie continue, jamais dérivable, définie pour
x =1 et vérifiant

F4x)=F(x) et Y (-1)"""'=NFPF(N)+0(1)
n-= N
ou B =log,3.
La méme année, en 1983, Brillhart, Erdds et Morton [3] publiérent une propriété

analogue pour la suite de Rudin-Shapiro. Soit r(n) le nombre de blocs 11 dans
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I’écriture binaire de n. Alors il existe une fonction réelle G continue, presque jamais
dérivable, telle que

GAx)=G(x) et Y (—1)"=NYIG(N).

noN

Les méthodes mises en ccuvre pouvaient paraitre spécifiques aux cas traités. Des
généralisations de I’estimation en O(N”) et Q(N”) en diverses directions furent
données (cf. [1, 7, 9, 8]).

Cependant, toujours en 1983, Dekking [7] remarquait une parenté entre les deux
sommes que nous venons d’expliciter. Dans chacune une substitution (de longueur
constante) y intervient et I'exposant de N est quotient des logarithmes des modules
des deux valeurs propres ayant les plus grands modules dans la matrice de cette
substitution. (Voir également, & ce sujet, [ 16, p. 14].)

Nous nous placons ici dans le cadre un peu plus général des substitutions de
longueur non nécessairement constante. Par contre, nous faisons sur la matrice M
de la substitution o les hypothéses suivantes: M est primitive, sa deuxi¢me valeur
propre {en module), 6,, domine strictement le module des autres (sauf la premiére
0) et O, est un réel >1.

Soit alors (u;); ., un point fixe pour o; f une application de ['alphabet de ¢ dans
R telle que ses valeurs constituent un vecteur orthogonal & I’espace propre de M
relatif & 0; @ +1 'ordre de 0, dans le polyn6me minimal de M, et enfin 8 =log, 6-.

Dans ces conditions, nous montrons 'existence d'une fonction réelle continue,
définie dans [1, +oof et vérifiant

F(ox)=F(x) et S"'(N)= Y [f(u)=(logs N)'N'F(N)+O(4(N))
N

| I R

ol  dépend du spectre de M, mais est toujours tel que ( N) soiten o((Log N)"N*).
Ainsi, pour la premiére somme considérée, définissant o par

o(l1)=12, g(2)=
a(5)

13,
o(4) =45, ( 46, o(6)=153;

Il

f par
S =f(2)=f(3)=1, f4)y=f(5)=f(6)=—1

et désignant par (u,), ., le point fixe de ¢ tel que u, =1, on a f(u,)=(—1)"*""""

(pour la construction de o, cf. [5]). La matrice de cette substitution a pour spectre
{2, £V3, £1, 0} et donc ne vérifie pas les hypothéses de notre théoréme. Cependant,
il suffit de considérer la substitution o~ (le point fixe étant évidemment le méme)
pour étre bien dans les conditions du théoréme (ici # =4, §.=3, a =0).

Pour la deuxieme somme considérée on définit o par

U‘(]):13, (7(2):43, U(3):12, (’.(4):42’
J par
Jy=f3)=1 et f(2)=f(4)=-1,
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on obtient, (u,),., étant le point fixe de premiére lettre 1, que f(u,)=(-1)""""
(cf. [4]). La encore on prendra o~ plutdt que o pour pouvoir utiliser notre théoréme
(alors 8 =4, 0,=2, a =0).

L’étude pour les substitutions de longueur quelconque nécessite la construction
d’un systeme de numération (des entiers) adéquat. C’est 'objet de la Section 1. Le
lecteur pourra remarquer la présence d’une suite (a;) de lettres qui bien qu’étant
“invisible” dans I'écriture des entiers y joue cependant le role d’un fil conducteur
essentiel a la construction méme de cette écriture.

Ensuite, a la Section 2 nous établissons le théoréme énoncé plus haut. Une des
principales idées est d’introduire la fonction (x = 0)

@(X) — hlirpx S(_(-)([ehx])h—agz—h

qui permet une ‘“‘traduction” dans l'infiniment petit des propriétés asymptotiques
de S"/(N). (Notons que cette idée apparait déja dans [3].) Ainsi montre-t-on que
@ est Holder continue d’exposant 8 (Lemme 2.5). La fonction F du théoréme est
simplement F(x)=x"*®(x).

A la Section 3 on définit, d’'une fagon voisine de celle de la Section 1, des systémes
de représentation des réels en base 6. Notons qu’ils ont aussi des liens avec ceux
développés dans [2], du moins dans le cas des ‘8 nombres simples’” au sens de
Parry [15] mais cela n’est pas I'objet de ce travail.

Cette représentation permet, a la Section 4, de donner une expression plus
“explicite”” de la fonction & (Lemme 4.2(i)), grdce a laquelle on peut en montrer
I’*auto-affinité”” en un sens qui généralise la définition de Kamae [11]. La non
dérivabilité en tout point de F (si F#0) s’en déduit.

Il est un cas important que nous n'étudions pas: c’est celui ou |6,| = 1. Plusieurs
raisons donnent a penser qu’il y a la un changement “‘qualitatif: plutét que d’étudier
S’(N), c’est la moyenne (1/N) Z:/;, S/(n) dont il serait intéressant de trouver une
expression asymptotique.

Pour terminer cette introduction, nous voudrions exprimer nos remerciements au
Professeur Gérard Rauzy, dont les idées nous furent souvent précieuses dans
I’élaboration de ce travail.

1. Systéme de numération associé a un point fixe d’une substitution

Soit d un entier, d =1, et A I"‘alphabet” A={1,2,...,d}. On note A* ’ensemble
des “mots” sur A: A*={_J, . A" Le mot vide sera noté w, et si m e A*, |m| désigne
la longueur du mot m.

Soit o une ‘“‘substitution™, c.a.d. une application de A dans A*/{w}. On notera
aussi par o le prolongement par concaténation de cette application 4 A* ou a A",
etsineN, c"=cgeooo---o0, n fois (¢ =Iidentité). On supposera dans toute la
suite, pour fixer les notations, que le mot (1) commence par 1, et que |o(1)|=2.



156 J.-M. Dumont, A. Thomas

1l existe alors un unique point fixe u pour o dont la premiére lettre est 1 (démonstra-
tion identique a celle donnée dans [4] pour les automates).

Définition. Soient a un élément de A, n un entier et, pour chaque i entier, 0 < i< n,
(m;, @;) un élément de A* x A. On dit que la suite finie (m,, a;);_-q_._, est admissible
si et seulement si, pour tout i, 1<<i=<n, m,_,aq;,_, est préfixe de o(a;). On dit que
cette suite est a-admissible si elle est admissible et que, de plus, m,a, est préfixe de
o(a).

Remarques. (1) Les mots m; figurant dans une suite a-admissible sont tous préfixes

T™ o hY

kot b A e d . AV £ (LY b~ A L
SITICLS ACS IMOLS Aac ld 101me oio), 0« A, DONC 1S5 dppdrtenncer

(2) Deux suites finies de méme cardinal, toutes deux a-admissibles et ayant la
méme suite de mots ont nécessairement la méme suite de lettres.

+ [ 1 SR L
10 4 Un ensemolie jini.

1.1. Lemme. Soit n un entier. Si (m;, a;),_, ., est une suite admissible, alors

)3 o m)] <lo" (myan).

Démonstration. On procede par récurrence sur 'entier n. La propriété est évidente
pour n = 0. Supposons la vraie pour n—1. Alors,

n n—1
Lo (m)l= L |o’ (m)|+]o"(m,)].
=0

j=0

La suite (m;, @;);—0,1._.-1 est admissible, donc

n-l

Yo (m)<]o"(m, ya, ) =lo" o(a,))|

i=0

(en utilisant la Définition), d’ou (1).

1.2. Lemme. Soit ac A tel que o{a) commence par a. Soient des entiers N, n, n’ et

deux suites a-admissibles (m;, a;);_o,__, et (m}, a});_ . . telles que

(i) m, #w, m,#w et
(i)  N=3Y [o/(m)|= Y |o/(m)).
j=0 Jj=0
Alors n=n’.

Démonstration. D’apreés (ii) et le Lemme 1.1, on a
lo" (m})|< N <|a"(m,a,)|.
Supposons alors que n’' > n. On aurait donc

N =|a"(m,)| = |o"(o(m,)|=|o" (a(a))]



Systémes de numération et fonctions fractales 157

en utilisant le fait que m) # w, donc contient a puisque o(a) commence a la fois
par m’ et a. Or o(a) commence aussi par m,a,. Par suite N =|o"(m,a,)|> N. On
ne peut donc avoir n'>n ni n> n’ par le méme raisonnement: ’assertion est donc
démontrée. [

1.3. Lemme. Soit n un entier. Supposons qu’il existe a, a € A, deux suites a-admissibles
(m;, a;)i=0. . et un entier N tels que

n

o (m))| = 3 o’ (m))].

i=0

Zz
I
g[\’}s

)

Alors pour tout i, 0<i<nona (m,a)=(mjaj).

Démonstration. Récurrence sur n: (1) Si n=0, |my|=|m¢| et o(a) commence par
moya, et par myag, d’ou (my, a,) = (mg, a;).

(2) Supposons le lemme vrai pour n — 1. Supposons de plus que m,, # m,,. Puisque
o(a) commence i la fois par m,a, et par m,a,, ona|m,|#|m}|. Or, si, par exemple,
|m,|>|m}], on a m=mja,m, me A*. D’ou

N=zlo"(m)|=|o"(m,a,)|> N (daprés le Lemme 1.1).

D’ou m, = m/, et donc a, = a,. On peut alors appliquer I’hypothése de récurrence
aux suites (m;, a;);—g. .1 et (mi, ai)i—o. .. Quisonttoutes deux a,-admissibles,
et le lemme est démontré. O

1.4. Lemme. Soit k un entier =1, a un élément de A, et m (m € A*) un préfixe strict
du mot o*(a). Alors il existe (m’,a')e A*xX A et m"c A* tels que m'a’ soit préfixe
de o(a), m" soit préfixe strict de " '(a') et m= " '(m'ym".

Démonstration. Posons o(a)=a,a....qa, avec leN* a,¢ A.

(1) Si |m|<]a’k’l(a])|, m est préfixe strict de o* '(a,) et donc m'=w, a'=a,,
m” = m conviennent.

(2) Si|m|=|c*"(a,)|, il existe un entier j, 1=j=<[~1 avec

J 1
Y ot Ha]=slml< ¥ ot (a)].
h=1 h=1

On pose alors m'=a,a,...a;, a'=a;,,, et on vérifie aisément que oY m') est

préfixe de m. Il existe donc m", m"e A* avec m=o"""(m')m" et m" est un préfixe
strict de o*'(a’). Donc le triplet (m’, a’, m") convient. [

fixe de o tel que u; = 1. Nous pouvons alors énoncer le théoréme principal de cette
section.
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1.5. Théoréme. Soit N un entier =1. Il existe alors un unique entier n = n(N) et une
seule suite (m;, a;); .o, . tels que
(i) cette suite soit 1-admissible et m, # w,

(i) wts...uy=0o"(m)o" "(m,_)...c"(my).

Démonstration. (1) L’unicité de n et de la suite (m,, a;) résultent directement des

Lemmes 1.2 et 1.3 puisque (i) = N=3_ |0’ (m;)].
(2) L’entier N étant maintenant donné, il existe n entier avec

le" (D= N <|o""'(1)].

Le mot m = u,u, ... uy est donc un préfixe strict de o"*'(1) et on peut appliquer
le Lemme 1.4 avec k=n+1, a =1. On obtient ainsi un triplet (m,, a,, m”) vérifiant
les conditions de ce lemme; de plus m, # w car |m|= N =|o"(1)|. Appliquant alors
n fois le Lemme 1.4 a partir de m", on obtient I'’existence qu’il fallait démontrer. ]

Remarques. (1) Si(m,, a;),_,, ., vérifie la relation (i) et que N =" | |o’(m;)}, alors
(ii) est vraie. Cela résulte directement de I"“existence’ dans le Théoréme 1.5 et des
Lemmes 1.2 et 1.3. Une telle écriture de N sera dite ““admissible”.

(2) On pourra voir dans [14] une fagon voisine d’écrire et d’établir I"**existence”.

Exemples. (1) (Substitutions de longueur constante) Dans ce cas il existe [, e N*¥,
tel que pour tout a, a€ A, on ait |o(a) =1L 11 est alors clair que

Vi,jeNetVa,ae A: |o(a)=".

La relation (ii) du Théoréme 1.1 fournit alors la représentation ordinaire d’un entier
en base I On a en effet

N=3Y |o/(m)|=73 &l oul0<e=[m|<lete, #0
=0 j -0

puisque m, # w.

(2) (““Fibonacci’) Soit d =2 et o{1)=12, 6(2)=1. On a |¢"(1)|=F,,, ou F,
désigne le nieéme terme de la suite de Fibonacci. Les mots m; intervenant dans
I’écriture de N sont 1 ou w et pour tout j, (m;, m,,) # (1, 1). On obtient, en posant
toujours &, =|m,} la représentation de N en “numération de Fibonacci” [12].

(3) (Rauzy) Soit d =3; o(1)=12, o(2)=13, o(3) = 1. Ici encore m; € {l, w}. Le
Théoréme 1.1 permet de retrouver les résultats de Lemme 2.3 de [17]. On a I'écriture
Ut .. uy=0oa(1)...o™(1), ou (n;);_,, .. . est une suite strictement croissante
d’entiers ne contenant jamais trois entiers consécutifs.

(4) Soit d =3; o(1y=123, 0(2) =31, 0(3)=22. On a, par exemple, pour N =13,
n=2 (m-, a,)=(12,3), (m,, a,) =(w,2), (m,, a,)=(3, 1).

Nous terminons cette section par une propriété exprimant la forme générale d'un
segment fini quelconque du point fixe w.
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1.6. Lemme. Soient N et H deux entiers =1. Soient (m;, a;)i—o.._, € (M}, ai)i—o__ .
deux suites 1-admissibles telles que

m, # w, m,.#o, m=u,...uny=0a"(m,)...c’(my) et

m=u, ... Unspy=0"(my).. . c"(m)).
Alors, si m"=un,, ... Un+n, il existe un entier k<n' et des mots (m7),_, . de

longueur <sup{|o(a)|, a € A} tels que

m"=amio'(m?) ... of(m)e* "(mi_)) ... a%(m}).

Démonstration. En utilisant le Lemme 1.1, il est clair que n< n’. Posons m; = et
a;=1pour n<i=n'".Ona

m=c"(m,)...c"(m,)...o"(my).

Désignons par k le plus grand entier (<n’) tel que m; # mj.

Posons, par commodité, a,.,,=1. Alors, m, et mj étant tous deux préfixes de
o(ag,,) on a |my|#|mj|. On vérifie facilement, en utilisant le Lemme 1.1 et le fait
que mjaj est préfixe de o(ay.,), que |my|> mj| est impossible. Donc |m;|<|m}].
Par suite, m,a, étant préfixe de a(ay,,), il existe un mot m{ tel que m} = ma,mj.
Maintenant, pour tout j, 1 < j = k, il existe un mot mj_, tel que o(a;) =m;_,a;_,m;_,.
Par suite,

m'=c"(m,)...c"(m)...0c%(mpaymio' (m})...a"(mDo* (mi.)) ... o%(mp),

d’ou le résultat. O

2. Expression asymptotique de SYUN)

Notations et hypothéses. Soit, pour me A* i€ A, L,(m) le nombre d’apparitions de
la lettre i dans m.

Soit M la matrice de la substitution o, c.a.d. la matrice carrée d’ordre d telle que
M, ;= L,(c(j)). Dans toute la suite nous supposerons que M est primitive.

Soit 6 le rayon spectral de M: on sait que 6 est valeur propre de M, qu’elle
domine strictement le module des autres valeurs propres de M et que I’espace
propre associé est engendré par un vecteur a coordonnées >0 (cf. [10]).

_______ « 'unique vecteur propre pour # normalisé par la condi-
tion ZL Ai=1

Le spectre de M étant noté {6;|2=<i=d'} L {6} en sorte que les 6; soient distincts
et ordonnés par module décroissant, nous supposerons dans cette section que 6,€ R,
g, >let2<i=d = 6,>|6)

Soit @, o €N tel que I'ordre de 6, dans le polynéme minimal P de M soit a +1.
On définit la fonction ¢ sur N par
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®si a=0, ¢(n)=n"0:]" ou y+1 est 'ordre maximum des valeurs propres de
module |6, dans P;

®sia#0 p(n)y=n"""65.

Et la fonction ¢ sur N par

®si a=0, 6;=0: ¢(n)=0; 0<|6,]<1: y(n)=1; |6:]=1: Y(n)=n"""; {8;]>1I:
w(n)=n"6:|";

®sia#0 y(n)=¢(n).

Il est aisé de vérifier que, dans tous les cas 3.7, @(j) est en O(¢(n)).

2.1. Lemme. Pour tout (i,j)e A", il existe des réels £(j)>0 et A'(i, ) tels que, pour
n entier on ait

(1) L(a"(j)=e(jIA0" +A'(i, j)n“ 05+ O(p(n)),
() Jo"UN=e(j)0"+ ¥ A0, j)n"07+O0(e(n)).

Démonstration. L(m) désignant, pour m e A*, le vecteur (L,(m)); » on a
(3) Lio(m))=ML(m).

Par suite, i et j étant fixés, la suite L,(¢"(j)) (n € N) vérifie une relation de récurrence
linéaire dont les coefficients sont ceux du polynéme minimal de M.
1l existe donc des réels A(i,j) et A(i, /)" (he{0,1,..., a}) tels que

La" (D)= A5 )8"+ L AL )" n"03+0(¢(n)).
h-0
D’ou, en posant A'(i, j)=A}",
(4 L(a"(j) = AL J)0" + X (i, j)n"03+Ole(n)).

Les relations (3) et (4) impliquent alors que pour tout j fixé le vecteur (A(i, j))ica
est vecteur propre, positif car L{(o"(j)) =0, de M relativement a 0. Donc il existe
e(j)=0 avec A(i,j)=£(j)A,.

Si, pour tout j, g =0, alors la suite (L,o"(j)),.n vérifierait une relation de
récurrence relative a un polyndme diviseur strict de P, qui ne serait donc plus
minimal. De plus on vérifie facilement que (£(j));. 4 est vecteur propre de ‘M pour
8, donc 'M étant primitive, & 7 0 pour tout j. D'ou (1).

La relation (2) est immédiate en sommant (1) pour i€ A. O

—n

Remarque. Pour tout j dans Aona e(j)=1lim,.., |¢"(j)|6 " (évident d’apreés (2)).

Maintenant soit f/ une application de A dans R. Si m e A* on pose
0 sl m=uw,
Slt) m) = k
(m) Y fla) sim=a,...a,ac¢€A.
=t
Si N est un entier =1, on pose S (N)=8""(u,...uy) et §Y'(0)=0. On écrira
souvent S(N) au lieu de S (N), f étant dorénavant fixé.
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2.2. Lemme. (i) Pour tout j, je A, il existe un réel A'(j) tel que
ST (@) =(A-Hle"(DI+A())n“07+0(¢(n))
(- désigne le produit scalaire ordinaire dans R").
(ii) Soit, pour mc A*,
0 sim=o,
Am) = i AMa) sim=a,...a,a¢cA.
j=

Soit N entier =1 d’écriture admissible N :Z;'Lz/) |o’(m;)|. Alors ( posant n=n(N)),

SYANY=(A-fIN+n" T A'(m;)85+0(y(n)).
J=0
Démonstration. S'/’(o"(j)) =%, . f(i)L:(c"(j)). On utilise alors le Lemme 2.1 et
posant A'(j) =Y, AU, ))[f(i)—A - f], on obtient immédiatement (i). Manifeste-
ment (i) est encore vrai quand on remplace la lettre j par un mot; de plus, les mots
m; intervenant dans I’écriture de N appartenant a un ensemble fini (cf. Section 1)
la constante intervenant dans le O du (i) peut étre choisie indépendamment de m;.
Si @ =0, on en déduit alors (ii) en sommant sur j, 0= j < n. Pour le cas « # 0, posons
A(n)=n" 3 A'(m;)6i— 3 A'(m;)j“(6,)
i=0 j=0
et C'=max{|A'(m)||m préfixe de o(a), ae A}. On a
n-1 n-—1
A= C" Y (n"=j")8h= Clan""" T (n—j)6k
j=0 j=0
Par suite |4 (n)| esten O(n“ "~ '6%) puisque la série ¥, _, k85" est convergente (6,> 1).
On en déduit encore (ii) en sommant sur j. D’ou le résultat cherché. O
Remarque. Si A- =0, on a pour tout je A, A'(c(J)) = 6-A'(j). En eflet,
SU(a" () = A (o (j))n“05 +O(@(n))
=M () (n+1)"63"" +0(p(n+1))

en utilisant (i), ou son extension au mot o(j), pour n et n+1; d’ou le résultat par
passage a la limite n— +oco,

La somme S'Y/(N) est donc une fonction linéaire de N, “perturbée” par des
termes correctifs. Le but est maintenant d’étudier cette perturbation. Pour simplifier,
nous supposerons dans la suite que le terme linéaire est nul, c.a.d. que A - f=0.
(On peut toujours se ramener a ce cas en posant f'(i)=f(i)~A-f) On pose
B =(Log 6,)/(Log 6).

2.3. Lemme. [l existe un réel C, C >0 tel que pour tous entiers N et H, H =2 on ait
ISCIN+H)—S(N)|= C(Log H)*H",
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Démonstration. On sait, d’apres le Lemme 2.1, que pour toute lettre a de A,

lim |¢" (a6 " =¢€(a)>0.
>+

Par suite, il existe ¢, £ >0, tel que
Ym me A* m#w, Yk, keN, |o"(m)|= 0"

Considérons alors I’écriture du mot un,, ... un.y donnée dans le Lemme 1.6 si
N #0, ou le Théoréme 1.1 sinon. Désignons par h 'entier n( H) si N =0; et le plus
grand entier <k tel que soit mj, soit mj, différe du mot vide sinon. On a, dans tous
les cas, H = e6"; d’ol I'existence de C’, C’'>0 avec

H=2 = h=(C Log H.

Or, si N#0,
N+H h h
S(N+H)=S(N)= ¥ flu)=fla)+ ¥ S((T"(m}’))f‘; S(o’(m})).

On utilise alors le Lemme 2.2(i) en remplagant la lettre j par le mot m; ou m; et
la puissance n dans I’exposant de o par la puissance j. Soit K =max{|A'(m)||m e A*
et [m|<I} avec I =max{|o(a)||ac A}. On obtient, utilisant A- f=0 et le fait que
les longueurs des m;} et des m; sont <[ (cf. Lemme 1.6), que

IS(N+ H)-=S(N)|= R0 +0(y(h)),

1-6;'

la constante intervenant dans le O étant indépendante de N et H. Dans le cas N =0,
le Lemme 2.2(ii) (avec H au lieu de N et h au lieu de n) donne

«

S(H)|= 0% +O(¢(h)).

1 - 62 !
Par suite, 1l existe C", C">0, tel que pour tout N et H
IS(N+H)—~S(N)|<C"h"05.

D’ou le résultat puisque 85 =0%"<¢ PH’. O
2.4. Lemme. Soit N entier d’écriture admissible N =Y |0’ (m,)| et h entier. Alors
+h\"
S(0"NT) = (—" ) 61S(N)+o((n+h)"65'™),
n

la convergence du terme en o étant uniforme en h quand n - +cc.

j+h

Démonstration. Soit 'entier N’ =Y " |o''"(m,)|. En utilisant le Lemme 2.1 on

obtient

HhN_ N(h): 0"O(n"9'3')+0((n+h)"6'3’+h).
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Donc [6"N]— N" est en 8"0(8") car (n+h)"65=0(n"6") et 6, < 6. En utilisant
le Lemme 2.3 on obtient

S([6"N]) =S(N")+0((6363)(n+h)*).

Par ailleurs, le Lemme 2.2 (ou A - f=0) donne

J

SIN®) = (n+h)" 3 A'(m)85" +O(y(n +h))
j=0

d’ou le résultat en utilisant 4 nouveau le Lemme 2.2 et la définition de ¢. [

Remarque. Si o est une substitution & longueur constante I, alors 8 € [, [§"N]= N'"’

et

e
S([o"ND:(%) 0L S(N)+O((n)]+O0(d(n+ h)).

2.5. Lemme. Pour tout x=0, ®(x)=1lim,... S([0"x])h “05" existe et P(6x)=
0,D(x). De plus il existe K >0 avec pour tout x,y=0, |@(x)— @(y)|= K|x—y|’
(*“Holder continuité d’exposant B”).

Démonstration. On montre d’abord que la suite de terme général v,=
S([6"x])h “05" est de Cauchy pour tout x> 0. En effet, si keN,

S([6"**x]) = S([6"[6*x]))+O(h"63)

{(en appliquant le Lemme 2.3). On applique alors le Lemme 2.4 avec N = [6*x]; on
remarque de plus que [6*x]=|c"(m,)| avec m, # w, donc 6" est en 0(6") ce qui
implique n =k +O(1) et donc que

(n+h)"05*"=0((k+h) 65™").

On obtient que |vy,,« — v ] = 0 uniformément en h quand k- +0co. D’ou I'existence
de .

La relation @(6x)= 0,P(x) est alors immédiate.

Enfin, si x et y sont deux réels positifs, x # v, on a, d’aprés le Lemme 2.3,

|S([6"x]) — S([6"y])|= CO3|x — y|*(h Log 6+ Log|x — y|)".
Utilisant la définition de & on obtient par passage a la limite

|®&(x)—D(y)|<K|x—y|® avec K=C(Log®)*. O

2.6. Théoréme. On rappelle qu’en plus des hypothéses énoncées au début de la Section
2, on suppose que A - f =0. Alors il existe une fonction F définie et continue dans R*
a valeur dans R telle que

(i) Vx, x>0, F(6x)= F(x),

(ii) SY(N)=(log, N)*NPF(N)+o((Log N)*N*).
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Démonstration. Posons, pour x>0, F(x)=x “®(x). La continuité de F et la
relation (i) résultent directement du Lemme 2.5. Remarquons aussi que F est bornée
sur [1, +oo[. Maintenant, d’aprés le Lemme 2.4 et la définition de &, on a

P(N)=n “S(N)+o(6Y).
Donc S(N)=n"“N*?F(N)+o(n"85).

Or |e"(m,)|< N <|o""'(1)], m,#w et il existe donc deux nombres ¢ et d >0
avec ¢8”" < N <df"; d'ol n=log,(N)+O(1). Par suite, n" = (log, N)*+0(n" ")
(si a#0). D'ou (ii), puisque la suite F(N) est bornée et que 0% = 6¢"" est en
O(N*). O

Remarques. (1) Un calcul plus serré (au Lemme 2.4) montre qu’en fait le terme
d’erreur du Théoreme 2.6 est en
O(n™'# 105"y + O(gr(n)).

(2) Quand o est une substitution de longueur constante, ce terme est en O(¢(n)).
Par exemple, pour la suite de Rudin-Shapiro, on a ;=10 et on retrouve exactement
I’expression donnée en Introduction.

(3) Si A-f#0onalaméme conclusion, le terme de gauche de (ii} étant remplacé
par SY'(N)—(A- fIN.

3. Représentations des réels en base 6

Dans cette section, nous supposons seulement, en plus des hypothéses de la
Section 1, que M est primitive et que 8> 1. On pose encore, pour ac A, e(a)=
lim,_ . |o"(a)|@ ™" lexistence et la stricte positivité de cette limite étant toujours
vraie. De plus, si me A* on note

0 sim=uw,
e(m)=4 ¥ .
Y ela) sim=a,...a, €A

De cela découle immédiatement la relation

Ya, ac A: e(o(a))=0s(a).

Définition. Nous disons qu’une suite infinie (m;, a;);. i+ €St a-admissible (avec ac A)
si pour tout entier i =1, m; € A*, a;€ A et que de plus

(i) m,a, est préfixe de o(a), i=2 = m;a, est préfixe de o(qa; ),

(ii) il n’existe aucun entier I tel que i=1 = o(a, ,)=m;a,.

3.1. Lemme. Soit (m,, a;); «~ une suite a,-admissible, et pour k entier =1, r, =
lek E(m,-)ﬁ" ' Alors, r, < 6e(a, ).

Démonstration. La convergence de la série (positive) définissant r, est immédiate
du fait que £(m,) est uniformément borné et que 6> 1. De plus, pour tout j= K,
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m;.,a;,, étant préfixe de o(q;), on a e(o(q;)) = 0e(a;) = e(m;1,a;.,). D’ou

no=e(ma)— Y (Ge(a_,-)—s(m,-ﬂa,.ﬂ))e’-"“‘*‘
=k

donc ry,=e(o(ay ) =0e(a,_,). Si r.=0¢e(a,_,), alors r, = e(ma;) et pour tout
iz k e(o(q))=e(m; a;,,),douo(a) =m_ a;,, (puisque pour tout ac A, e(a)>
0). Mais cela est en contradiction avec (ii) de la définition de I'admissibilité. O

3.2. Théoréme. Soit ac A et x un réel, 0<x<e(a). Alors il existe une et une seule
suite a-admissible (m;, a;);. «+ telle que x = Zi, e(m;)6".

Démonstration. L’unicité est conséquence aisée du Lemme 3.1.
Pour I’existence, on définit par récurrence sur I'entier k=1 la suite (my, a)
d’éléments de A* x A telle que mya, soit préfixe de o(a,_,) (avec ay=a) et

k
(1) 0= 0"<x— ¥ s(m,.)of) < e(ay).

i—=1
Pour k=1 la relation 0= 0x<0c(a)=c¢e(o(a)) implique qu’il existe (m,, a;)e
A*x A avec e(m,) < Ox < e(m,a,) et ma, prefixe de o(a). (m;, a;);_, , étant maint-
enant supposé défini et I/, désignant le terme central de (1) on a 0= 8l, <e(o(a,))
et donc il existe (my ., ax4,) € A* X A tel que my,,a,,, soit préfixe de o(ay) et
e(my )<= 0l <e(m,,acs,). 1l est alors trivial de montrer que (1) est vraie pour
k+1 et que (my, a,) verifie la conclusion du théoreme. [

Exemples. (1) Si o est une substitution de longueur constante /, on obtient la
représentation “‘décimale’ en base / (ici: Va, ac A: e(a)=1).

(2) (Substitution de Fibonacci) 1ci 8 =3(v/5+1), (1) = 6°/+/5 et on obtient pour
x/e(1) le systéme de numération “‘ayant pour base le nombre d’or” (cf. [12]).

4. Proprietés d’auto-affinité de la fonction @

Nous nous plagons maintenant & nouveau dans les hypothéses énoncées dans la
Section 2. Les notations y sont les mémes. Pour commencer, établissons un lien
“asymptotique” entre les systeémes de numérations €tudiés aux Sections 1 et 3.

4.1. Lemme. Soit ac A, x<[0, e(a)| d’écriture a-admissible, x :Zi] e(m)o' (cf.
Théoréme 3.2). Alors, pour n entier =1,
n—1

[6°x]= Y |o'(m,_)|+0O(n“6%).

i=0



166 J.-M. Dumont, A. Thomas

Démonstration. Immédiate en utilisant le fait que les “*chiffres™ &(m,) sont en nombre
fini, donc uniformément bornés, et le Lemme 2.1. [

Notation. Pour chaque a, a € A, on définit la fonction @, dans 'intervalle [0, e(a)]

par si 0= x<g(a), x d’écriture a-admissible, X:Z,‘,I e(m;)0"", A'(m) ayant été
defini au Lemme 2.2,

CD(,(,\‘):Z A(m)oy' et D (e(a))=2A"(a).

Définition. Soit n un entier =1 et a€ A. On dira que I, I <R, est un intervalle
admissible d’ordre n et de lettre a s'il existe une suite finie 1-admissible
(M o1y @uii1)i 1. telle que a,=a et que si x,=%. e(m)d" et y,=
x,te(a,)0 " alors I =[x, y,].

Remarques. (1) Si I est un intervalle admissible, alors I < [0, e(1)]. En effet, pour
tout k, 1< k< n, mya, étant préfixe de o(a,_,) (avec a,=1) on a
e(mea ) <elolag,))=0s(a, ),
d’ou
n--1

ynS z g(mi)67i+(:(an ])9*(”'1)§, . .§E(1)~
i=1

(2) Un intervalle admissible d’ordre n et de lettre a contient exactement L;(a(a))
intervalles admissibles d’ordre n+ 1, de lettre i. Par suite, il y a L;(a"(1)) intervalles
admissibles d’ordre n, de lettre i

(3) Quand o est une substitution de longueur constante /, les intervalles admiss-
ibles sont les intervalles I-adiques.

4.2. Lemme. (i) Vx, x<[0, e(1)]: @(x)=D,(x) (P a été défini au Lemme 2.5).
(ii) Soient nentier =1, a e A, et L un intervalle admissible d’ ordre n, de lettre a. Alors

Vx, xel: @(x)=d(x,)}+6,"P,[(x—x,)8"].

(iii) Pour toute lettre a la fonction @, est continue sur [0, e(a)].

Démonstration. (i): Supposons d'abord que O0=x<¢(1) et que x soit d’écriture
l-admissible x=Y_ e(m;)@ " Pour chaque entier n=1 la suite finie

sn—1

(M, iy @n_i)i 0. est 1-admissible (au sens de la Section 1) etdonc Y., [o'(m, )|
constitue I'écriture admissible d’un certain entier N(n). Par suite, d’apres le Lemme
2.2(ii),

SIN(m)=(n=1)" S A'(m, )04+0(p(n—1)).

Maintenant, utilisant les Lemmes 4.1 et 2.3, on obtient

S([6"x]) =S(N(n))+0(n"07),
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puisque 8 < 1. D’ou, vu la définition de @, on obtient le résultat par passage a la
limite.

Si x = £(1), le Lemme 2.1(ii) donne 8"x =|c"(1)| + O(n“63) et un calcul identique
au précédent montre que @(&(1))=A'(1)=D,(e(1)).

(ii): Soit xe I, x, < x<y,. Soit x = Z,il e(m!)0 " I'écriture 1-admissible de x; le
Lemme 3.1 implique alors que

Vi 1<k<n: (mi, ai)=(m, a).

De plus (x—x,)8"€[0, e(a,)[ et la suite infinie (m,, an,;);= est a-admissible.
D’ou le résultat par un calcul immédiat.

Si maintenant x =y,, alors (x —x,}8" = £(a) et le membre droite de I’égalité a
montrer est

"
YA (m)8y +A'(a)es".
i—=1
Alors, si x < &(1) et k est le plus grand entier (=n —1) tel que my, a4, soit préfixe
strict de o(ay), x s’écrit sous forme admissible
k
x=Y e(m)0 ' +e(mea,)0 "', avec ar.,=a.
i=1
Le fait que A'(o(a)) = 6,1'(a) (remarque suivant le Lemme 2.2) permet alors de
conclure.

Enfin, si x = ¢(1) on utilise directement A'(a (1)) =6,A"(1).

(iii): Si a =1 le résultat est immédiat d’aprés (i) et le Lemme 2.5. Ensuite, a étant
quelconque, l'irréductibilité de la matrice M implique I'existence de neN avec
L,(o"(1))#0, et donc d’un intervalle admissible d’ordre n et de lettre a. La relation
du (ii) et la continuité de @, permettent de conclure aisément. [

Nous pouvons maintenant énoncer une propriété de ““fractalité”
ment d’**auto-affinité” de la fonction @ sous la forme suivante.

ou plus précisé-

4.3. Théoréme. Il existe d fonctions continues (D), A, chaque @, étant définie sur
[0, £(a)], telles que

(i) pour tout entier n =1 et tout intervalle I admissible d’ordre n de lettre a et de
borne inférieure x,,,

Vx, xel: @(x)=P(x,)+0;"P,((x—x,)0");

(1) pour tout entier m =1, tout intervalle J admissible d’ordre m et toute lettre a,
il existe un entier n=m et un intervalle I admissible d’ordre n, de lettre a tels que
I = J et que la relation du (1) soit vraie.

L’assertion (ii) est conséquence directe de I'irréductibilité de M: si J est de lettre
b, il existe un entier h tel que L,(a"(b))#0, donc, d’apres la remarque (2) précédent
le Lemme 4.2 un intervalle I = J admissible d’ordre n = m+ h, et de lettre a.
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En particulier, quand o est une substitution de longueur constante / et que @ =0,
on obtient que ¢ est une fonction auto-affine de base I et d’ordre 8 au sens de
T. Kamae [11].

Une conséquence en est que, du moins dans ces cas, @ n’est dérivable nulle part,
car 0< B <1 (cf. [11, 13]). Cela permet de retrouver, d’une maniére peut-étre plus
naturelle, la propriété de non-dérivabilité de la fonction F du premier exemple de
I'Introduction; et de préciser, quant au deuxiéme exemple, qu’en fait G n’est jamais
dérivable.

Nous pouvons d’ailleurs obtenir facilement le résultat dans le cas général.

4.4. Corollaire. Si @ # 0, alors ® n’est dérivable en aucun point de [0, e(1)].

Démonstration. L’hypothése implique, d’apres le Théoréme 4.3, qu’aucune des fonc-
tions @,, a € A n’est constante. Soit

K= inf‘(sup{lfpu(x)‘ P, (y)

x,vel0,e(a)}}); K=>0.
Soit x€[0, £(1)] et neN". 1l existe un intervalle admissible d’ordre n, [x,, x, +
e{a,)e "], contenant x. Donc il existe ¢, et u, dans [0, e(a,)] avec
x=x,+1,0 " et |, (u,)-D, (1,)]=}K.
L’assertion (i) du Théoréme 4.3 donne
|@(x,+u,0 ") = D(x,+1,0")]=6,"3K.

Posant h, =(u,—1,)0 " on a |h,|< C# " pour C >0 et donc

K
2(‘/3 ‘hnlﬁ

D’ou le résultat puisque g <<1. [

|®(x+h,)—P(x)|= pour tout n e N*,

Note (Avril 1989). Dans le cas 6,=1, @« =0, A- f=0 (notations de la Section 2) le
premier auteur de cet article a determiné v, réel ne dependant que de o et f, tel que
Y SY(n)=yNlog)(N)+O(N)
n- N
(Séminaire de Théorie des Nombres de Bordeaux, 1987-1988, Exposé No. 39). En
fait, le terme on O(N) est de la forme NG(N), G(x) definie continue pour x> 0,
G(0x) = G(x) (travail en course de redaction).
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