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On etudie dans ce travail des exemples de surfaces algebriques sur un corps fini´ ´
qui ont beaucoup de points relativement a leurs nombres de Betti et qui ont un`
groupe d’automorphismes important. Ces exemples sont construits a partir des`
varietes de Deligne et Lusztig.´ ´

We present examples of algebraic surfaces on a finite field with many points with
respect to their Betti numbers and with a large automorphism group. These
examples are constructed from Deligne�Lusztig varieties. � 2000 Academic Press

Mots clefs: surfaces de Deligne et Lusztig; nombre de Betti; fonction zeta;ˆ
inegalite de Weil et Deligne; eclatement; surface hermitienne.´ ´ ´
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1. INTRODUCTION

On se propose ici d’etudier une classe de varietes sur un corps fini ayant´ ´ ´
beaucoup de points rationnels: les surfaces de Deligne et Lusztig.
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Etant donne un corps fini k, un groupe reductif G defini sur k et´ ´ ´
l’application de Frobenius correspondante F: G � G, Deligne et Lusztig
ont construit des varietes definies sur k. Leur idee initiale etait de definir´ ´ ´ ´ ´ ´
des representations irreductibles des groupes GF a l’aide de la cohomolo-´ ´ `

� �gie etale D-L .´
ŽIl se trouve que les courbes de Deligne et Lusztig associees aux groupes´

.de rang relatif 1 ont de bonnes proprietes. Le nombre de points est´ ´
maximal par rapport a leur genre. Ce qui fait qu’elles sont interessantes` ´
aussi bien dans la theorie des courbes que dans la theorie des codes: elles´ ´
fournissent en effet de bonnes courbes pour la construction des codes
suivant la methode de Goppa. Ces courbes ont ete etudiees par Hansen´ ´ ´ ´ ´
� � � �HaJ et Serre Se .

De maniere analogue, j’ai etudie les surfaces parmi ces varietes. Elles` ´ ´ ´ ´
sont associees aux groupes de rang relatif 2. On trouve sept types de´
surfaces lisses et irreductibles, rattachees aux groupes de type indecom-´ ´ ´
posable A , C , G , 2A , 2A , 3D , 2F . Elles ont des proprietes interes-´ ´ ´2 2 2 3 4 4 4

Žsantes, en particulier elles ont beaucoup de points sur k cette fois-ci
.relativement a leurs nombres de Betti b et b . Dans cet article, on ne` 1 2

s’interesse qu’au cas des surfaces de type A , C , 2A , 2A , 2F .´ 2 2 3 4 4

D’abord, il faut compactifier ces surfaces qui, comme elles ont ete´ ´
definies par Deligne et Lusztig, sont des surfaces affines. Une compactifi-´
cation projective et lisse de chacune de ces surfaces est definie a eclate-´ ` ´
ments pres. La construction de la compactification la plus simple depend` ´
alors du type de la surface consideree.´ ´

Ž .Dans les cas simples cf. sections 5�7 , on peut les compactifier dans un
espace projectif de dimension 2 ou 3. J’obtiens ainsi diverses surfaces
parmi lesquelles le plan projectif, une surface d’Hermite, une surface
d’Hermite tordue.

J’ai ensuite completement determine la fonction zeta de chacune des` ´ ´ ˆ
surfaces decrites, ce qui donne en particulier de maniere explicite le´ `
nombre de points rationnels et les nombres de Betti. On trouve qu’elles
ont beaucoup de points relativement a leurs nombres de Betti. Certaines`
surfaces atteignent la borne de Weil et Deligne generalisant la borne de´ ´
Weil pour les varietes de dimension superieure a 1.´ ´ ´ `

J’ai etudie de maniere plus approfondie les surfaces de type 2A et 2F .´ ´ ` 4 4
2 Ž .Pour les surfaces de type A section 8 , j’ai obtenu une surface que l’on4

peut decrire par desingularisation d’une intersection de deux hypersur-´ ´
faces d’Hermite. Elle atteint la borne de Weil et Deligne. J’ai calcule le´
diviseur canonique de cette surface. J’en ai deduit:´

Ž1. qu’il n’y avait pas de droites exceptionnelles sur la surface X elle
.est ‘‘minimale’’ au sens de la theorie des surfaces ;´
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Ž2. que la surface X est une surface ‘‘generale’’ au sens de la´ ´
classification des surfaces faite par Enriques et revue par Bombieri et

� � � �.Mumford B-M , et Mumford Mu .
2 Ž .Pour les surfaces de type F section 10 la borne de Weil et Deligne4

n’est pas atteinte. On peut cependant en deduire une surface singuliere en´ `
contractant certaines droites, et montrer que cette surface atteint une
borne maximale a l’aide des formules explicites de Weil.`

Un des objectifs de cette etude est de construire des codes a partir de´ `
� �ces varietes suivant le procede de Manin M-V . Cette etude fera l’objet´ ´ ´ ´ ´

d’une autre publication.
Ce travail a fait l’objet d’une Note aux Comptes Rendus de L’Academie´

� �des Sciences R . On y trouvera egalement des resultats concernant les´ ´
surfaces associees aux groupes de type G et 3D . Il a ete effectue en´ ´ ´ ´2 4
liaison avec Tsfasman et Lachaud qui ont etudie de maniere generale le´ ´ ` ´ ´
nombre de points des varietes sur un corps fini en fonction de la coho-´ ´

� �mologie de ces surfaces L-T, T .
Enfin ce travail n’est qu’une lecture et un etoffement de celui de Lusztig´

� �L1, L2 . Le lecteur reconnaıtra sans peine tout ce qui lui est du. Cesˆ ˆ
� �varietes ont aussi deja ete etudiees par Digne et Michel D-M , qui ont´ ´ ´ ` ´ ´ ´ ´

obtenu des resultats sur les fonctions zeta de ces varietes a l’aide de´ ˆ ´ ´ `
descentes de Shintani de certains caracteres des groupes consideres. J’ai` ´ ´
voulu ici obtenir des resultats plus explicites pour les surfaces de Deligne´
et Lusztig.

´2. PRELIMINAIRES

Soient p un nombre premier, q une puissance de p qui sera definie´
precisement en 2.1.2, k le corps fini � et k une cloture algebrique du´ ´ ˆ ´q
corps fini � . Notons g � q � la matrice obtenue en elevant a la puissance q´ `p

Ž .tous les coefficients de la matrice g dans GL n, k .
nOn considere l’espace vectoriel V � k et on designe par � l’ensem-` ´ n�1

Ž .ble des sous-espaces de dimension 1 de V. On notera x : ��� : x les1 n
coordonnees d’un point x de � .´ n�1

� �On notera X le cardinal d’un ensemble X.

2.1. Les �arietes de Deligne et Lusztig´´
Soient G un groupe algebrique reductif connexe defini sur k, B un´ ´ ´

sous-groupe de Borel de G, et T un tore maximal de G contenu dans B.
�Ž .Notons X T l’ensemble des caracteres algebriques de T dans k .` ´

Ž .Rappelons qu’une racine � de G est un element de X T tel qu’il existe´ ´
�1Ž .un sous-groupe a un parametre x : k � G qui verifie tx a t �` ` ´� �

Ž Ž . . Ž .x � t a pour tout t dans k. Une racine est dite positi�e si x k � B.� �



SURFACES DE DELIGNE ET LUSZTIG 709

Une racine est dite simple si elle n’est pas somme d’au moins deux racines
positives.

Pour les proprietes fondamentales des groupes algebriques reductifs et´ ´ ´ ´
� � � � � �de leurs systemes de racines, on pourra se reporter a C1 , C2 ou Hu .` `

2.1.1. Position relati�e de deux sous-groupes de Borel

Soit BB l’ensemble des sous-groupes de Borel de G.
Deligne et Lusztig ont defini le groupe de Weyl W de G et de´

l’ensemble S de ses generateurs canoniques a l’aide de limites inductives´ ´ `
Ž � Ž .�.cf. D-L, 1.1 : la donnee d’un sous-groupe de Borel B et d’un tore´
maximal T contenu dans B fixe l’isomorphisme canonique

� �
W N T �TŽ .

Ž .ou N T est le normalisateur de T dans G. La composee des applications` ´
Ž .� B , gB� �

W � N T �T B�G�B G� BB � BBŽ . Ž .

est une bijection.
� �Deligne et Lusztig ont defini la notion suivante D-L .´

Ž .DEFINITION 2.1. Si un couple B , B correspond a l’element w de W,´ ` ´ ´1 2
on dira que B et B sont en position relati�e w, et on ecrira´1 2

w �

B B .1 2

Ž .PROPOSITION 2.1. Soient w et w deux elements de W tels que �� w 	´´1 2 1
Ž . Ž . Ž .�� w � �� w w ou �� w est la longueur d’un element w par rapport a S.` ´´ `2 1 2

w w w w1 2 1 2� �� � �

� Si B B et B B alors B B .1 2 1 2
w w1 2 ��

� Si B B , il existe un et un seul sous-groupe de Borel B tel que1 2

w w1 2� �� �

B B et B B .1 2

Demonstration. Ce sont les proprietes de la decomposition de Bruhat´ ´ ´ ´
Ž � �.cf. D-L, 1.2 .

2.1.2. L’endomorphisme F

Soit F un endomorphisme de G dont une certaine puissance F d soit
l’endomorphisme de Frobenius relatif a une structure rationnelle de G sur`

1� d� �un sous-corps fini k de k. Posant q � k , cela revient a dire qu’il`0 0
Ž .existe un plongement de G dans un groupe GL n, k tel que l’application

dd � q � Ž .F soit la restriction de l’endomorphisme g � g de GL n, k .
On notera GF le groupe fini des elements de G fixes par F.´ ´ ´
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2.1.3. Les schemas de Deligne et Lusztig´
Ž � �.DEFINITION 2.2 cf. D-L . Soit w un element de W. Le schema de´ ´ ´ ´

Ž .Deligne et Lusztig X w est le sous-schema localement ferme de BB forme´ ´ ´
des sous-groupes de Borel B tels que B et FB soient en position rela-
tive w.

Ž .La proposition suivante donne une caracterisation de X w .´
PROPOSITION 2.2. Fixons un sous-groupe de Borel B tel que B � B F. Le

Ž .schema de Deligne et Lusztig X w est isomorphe a´ `

x 
 G � x�1F x 
 BwB �B.� 4Ž .

Demonstration. En effet d’apres la definition 2.1 les elements xB et´ ` ´ ´ ´
Ž .F x B de G�B sont en position relative w si et seulement si B et

�1 Ž . �1 Ž .x F x B le sont, c’est-a-dire si x F x 
 BwB.`

2.1.4. Le cas des surfaces

Le groupe G admet un sous-groupe de Borel B et un tore T contenu
Ž .dans B stables par F. L’endomorphisme F agit alors sur N T �T et donc

sur le groupe W et envoie S sur lui-meme.ˆ
Nous nous interesserons ici aux cas ou S a deux orbites sous F. Si s et´ ` 1

s sont des representants de chacune de ces deux orbites, on pose w � s s .´2 1 2

Ž .PROPOSITION 2.3. Le schema de Deligne et Lusztig X w est une �ariete´ ´´
lisse, irreductible, de dimension 2, stable par GF, definie sur � � ou � est le´ ´ `q
plus petit entier tel que F � fixe w.

Ž .Demonstration. Le fait que X w soit une variete lisse, de dimension 2´ ´ ´
F � � Ž .stable par G , est demontre dans D-L, I.4 et XI . Le fait que X w soit´ ´

� �une variete irreductible est demontre dans L1, proposition 4.8 . Comme´ ´ ´ ´ ´
� Ž . Ž . �F fixe S, donc W, il fixe aussi X w , donc X w est definie sur � .´ q

Ž .2.2. Compactification lisse de X w

Soit s . . . s une expression minimale d’un element de W. On definit´ ´ ´1 n
Ž .X s , . . . , s comme etant l’espace des suites de sous-groupes de Borel´1 n

Ž .B , . . . , B telles que0 n

� Ž .B � F B ,n 0

� B et B soient en position relative s ou e.i�1 i i

Ž .LEMME 2.1. La �ariete X s , . . . , s est une compactification lisse de´´ 1 n
Ž .X w .

� �Demonstration. Voir D-L, lemme 9.11 .´
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Ž .LEMME 2.2. L’adherence X w de X w dans BB est egale a la reunionŽ .´ ´ ` ´
Ž .des X s . . . s , ou les entiers i , . . . , i �erifient 1 � i � i � ��� � i � n.` ´i i 1 s 1 2 s1 n

Demonstration. Cela resulte du lemme precedent.´ ´ ´ ´
LEMME 2.3. Soient s et s comme dans 2.1.4. Alors l’application1 2

� : X s , s � BBŽ .1 2

B , B , B � BŽ .0 1 2 0

Ž .�est un morphisme bijectif defini sur � de X s , s sur son image X s s �Ž .´ q 1 2 1 2
Ž . Ž . Ž . Ž .X s s � X s � X s � X e .1 2 1 2

Demonstration. Il est clair qu’une telle application est un morphisme´
Ž . Ž .�defini sur � . L’espace X s , s est l’espace des triplets B , B , B de´ q 1 2 0 1 2

sous-groupes de Borel tels que

� Ž .B � F B ,2 0

� B et B en position relative w ,0 1 1

� B et B en position relative w ,1 2 2

avec w � s ou e, w � s ou e. Donc B est en position relative w w1 1 2 2 0 1 2
Ž . Ž .avec B � F B c’est-a-dire que B appartient a l’ensemble X s s �` `2 0 0 1 2

Ž . Ž . Ž .X s � X s � X e egal a X s s d’apres le lemme 2.2.Ž .´ ` `1 2 1 2
Montrons reciproquement qu’un tel triplet est defini par son origine´ ´

Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .B 
 X s s � X s � X s � X e . En effet, d’une part B � F B .0 1 2 1 2 2 0
D’autre part, distinguons quatre cas, suivant la position relative de B et0
B qui peut etre s s , s , s ou e.ˆ2 1 2 1 2

� Si B et B sont en position relative s s , alors B et B doivent0 2 1 2 0 1
etre en position relative s et B et B doivent etre en position relative s ,ˆ ˆ1 1 2 2

Ž .et B est uniquement determine par B cf. proposition 2.1 .´ ´1 0

� Si B et B sont en position relative s , B et B doivent etre enˆ0 2 1 0 1
position relative s et B et B doivent etre en position relative e,ˆ1 1 2
c’est-a-dire B � B .` 1 2

� De meme si B et B sont en position relative s , on a B � B .ˆ 0 2 1 1 0

� Enfin si B et B sont en position relative e, alors B et B doivent0 2 0 1
etre en position relative e et B et B doivent etre en position relative e,ˆ ˆ1 2
et on a B � B � B .0 1 2

2.3. Sous-groupes paraboliques

2.3.1. Classification des sous-groupes paraboliques

On peut exprimer la classification des sous-groupes paraboliques comme
Ž � �.suit cf. L1, 1.16 . Soit PP une classe de conjugaison de sous-groupes
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Ž .paraboliques. On note W PP l’ensemble des w dans W tels qu’il existe
deux sous-groupes de Borel B et B en position relative w et qui soient1 2

Ž . Ž .contenus dans le meme sous-groupe P de la classe PP. Soit S PP � W PPˆ
Ž .
 S. Alors la correspondance PP � S PP est une bijection entre l’ensem-

ble des classes de conjugaison de sous-groupes paraboliques de G et
l’ensemble des parties de S.

PROPOSITION 2.4. Soient B un sous-groupe de Borel de G et T un tore
Ž .maximal de G contenu dans B. Soit n un element de N T correspondant a s´´ `i i

dans S � W. Alors la classe PP contenant le sous-groupe parabolique B �i
� 4Bn B est associee a la partie s de S.´ `i i

� �Demonstration. Voir D-L, 1.2 .´
PROPOSITION 2.5. Soit PP la classe correspondant a s comme dans la`i isi �proposition precedente. Pour que B B il faut et il suffit qu’il existe P dans´ ´ 1 2

PP tel que B � B � P et B � B .i 1 2 1 2

Demonstration. Fixons un sous-groupe de Borel B et un tore maximal´
T de G contenu dans B. D’apres la definition 2.1, l’ensemble des B tels` ´ 1si �1�

que B B est l’ensemble des gBg avec g 
 Bn B � P � B ou P est`1 i i i
le sous-groupe parabolique engendre par B et n . Donc B � B � P et le´ i 1 i
sous-groupe P appartient a PP . Par conjugaison, on en deduit l’implica-` ´i i
tion directe.

Reciproquement, si B � B � P� et P� 
 PP , on ne peut avoir que´ 1 i i i
P� � P puisque P est le seul sous-groupe parabolique qui contienne Bi i i
dans la classe PP , donc B � gBg�1 avec g 
 P . Comme B � B on ai 1 i 1si �donc B B . De meme que plus haut, par conjugaison, on etablitˆ ´1
l’implication reciproque.´

2.3.2. Classification des classes de conjugaison stables par F de
sous-groupes paraboliques

Ž .Soit S l’ensemble des orbites de F dans S et soit S PP l’image deF F
Ž .S PP par la surjection canonique S � S . Alors la correspondance PP �F
Ž .S PP est une bijection entre l’ensemble des classes de conjugaison stablesF

par F de sous-groupes paraboliques de G et l’ensemble des parties de SF
Ž � �.cf. L1, 1.16 .

2.3.3. Structure des classes de conjugaison

Si P 
 PP l’application
G�P � PP

gP � gPg�1

est une bijection. Cela definit une structure de variete sur PP.´ ´ ´
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Soit PP une classe de conjugaison stable par F de sous-groupes para-
� �boliques. En utilisant le theoreme de Lang et Steinberg C2 on montre´ `

que si P 
 PP F l’application

GF�P F � PP F

gP F � gPg�1

� F � � F F �est une bijection. Par consequent PP � G �P .´

Ž .2.3.4. Structure des schemas X s´ i

PROPOSITION 2.6. Soient

� s dans S et PP la classe de conjugaison stable par F de sous-groupesi i
paraboliques de G correspondant a l’image de s dans S ;` i F

�
FP un element de PP et U le radical unipotent de P ;´´i i i i

�
� �Ž .X s la �ariete de Deligne et Lusztig associee au groupe P �U , a´´ ´ `i i i

l’endomorphisme F, et a l’image s� de s dans le groupe de Weil W� de P �U .` i i i i i

Ž . Ž Ž .. � F F �Alors X s resp. X s est isomorphe a la reunion disjointe de G �P` ´i i i
� � � � FŽ . Ž .composantes isomorphes a X s resp. X s . Le groupe G opere transi-Ž .` `i i

Ž . Ž .ti�ement sur les composantes de X s resp. X s .Ž .i i

Ž . � Ž .�Demonstration. Pour X s , c’est le resultat de L1, 1.17 .´ ´i
Le morphisme de BB dans PP qui a B fait correspondre l’unique`i

sous-groupe P de PP contenant B induit un morphisme de X s dans PPŽ .i i i
siF �Ž .dont l’image est dans PP . En effet, si B 
 X s , on a B FB donci i

P � FB c’est-a-dire F�1P � B donc P � FP.`
F Ž . Ž .Si P 
 PP , l’image reciproque de P dans X s � X s � X e estŽ .´i i isi e �� �

formee des B dans P tels que B FB, ou B FB, c’est-a-dire des B´ `
si e� � � � � �� �

dans P �U tels que B FB , ou B FB , c’est-a-dire X s .Ž .`i i i
Ž . Ž .Les composantes de X s resp. de X s correspondent donc auxŽ .i i

elements de PP . Par consequent, le groupe GF opere transitivement sur´ ´ ´ `i
celles-ci.

Ž .2.4. Cas du groupe GL n
n Ž .Rappelons que V � k . Soit G � GL n , P le sous-groupe parabolique
Ž .de G stabilisant le point 1 : 0 : ��� : 0 de � . L’application de G�P dansn�1
Ž .� qui a gP associe g 1 : 0 : ��� : 0 est alors un isomorphisme.`n�1

DEFINITION 2.3. Un drapeau dans un espace vectoriel V est une chaıne´ ˆ
de sous-espaces 0 � V � ��� � V � V tels que V � V . Un drapeau est1 l i i�1
dit complet si l � dim V.
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Ž .PROPOSITION 2.7. Pour tout sous-groupe de Borel B dans GL n , il existe
Ž .un unique drapeau complet V tel que B stabilise chaque V .i 1� i� n i

Demonstration. C’est clair.´
Ž .On identifiera librement les sous-groupes de Borel de GL n avec les

drapeaux correspondants.
Soit B le sous-groupe de Borel de G forme des matrices triangularies´

superieures. On considerera dans toute la suite la surjection naturelle p:´ ´
G�B � G�P qui envoie gB sur gP.

PROPOSITION 2.8. Le diagramme
p �

G�B G�P

�� �

BB �n�

�����B V1 1

Ž .ou V est le drapeau associe a B est commutatif.` ´ `i 1

Demonstration. C’est evident.´ ´
Soit T le tore maximal de G forme des matrices diagonales. Le groupe´

Ž . Ž .de Weil W de GL n se releve en un sous-groupe de N T qui consiste en`
permutations des vecteurs de la base canonique de V. Soit s l’element de´ ´i
W correspondant a la transposition des vecteurs de rang i et i 	 1.`

LEMME 2.4. Si B correspond au drapeau complet V � ��� � V et B�´1 1 n�1 1si� � ��

correspond au drapeau complet V � ��� � V on a B B si et seule-1 n�1 1 1
ment si

�
�V � V pour i � j,j j

�
�V � V .i i

Demonstration. C’est une consequence de la proposition 2.5.´ ´

3. NOMBRE DE POINTS D’UNE SURFACE

3.1. Formule de Lefschetz

Soit X une surface projective et lisse sur le corps k et soit X � X � kk
la surface correspondante sur k deduite de X par extension des scalaires´
de k a k. Soit F: X � X le morphisme de Frobenius qui envoie le point de`
coordonnees x vers le point de coordonnees x q. L’ensemble X F n

des´ ´
n Ž .npoints fermes de X fixes par F s’identifie a l’ensemble X � des points´ ´ ` q

de X definis sur � n.´ q

� �
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� Ž . �nOn pose N � X � . On peut calculer les nombres N a l’aide des`n q n
iŽ .groupes de cohomologie ��-adiques H X, � qui sont definis pour´��

Ž � �.�� � p cf. par exemple D . Le morphisme F induit des endomorphismes

F� : H i X, � � H i X, � .Ž . Ž .�� ��

La formule de Lefschetz s’ecrit alors´
4

i � n iN � �1 Tr F , H X, � .Ž . Ž .Ž .Ýn ��
i�0

Soit b le i-eme nombre de Betti de X, c’est-a-dire la dimension sur � de` `i ��
iŽ .l’espace vectoriel H X, � . Soient � pour 1 � j � b les valeurs�� i, j i

� iŽ . � �propres de F dans H X, � . D’apres un theoreme de Deligne D , le` ´ `��
� iŽ .polynome caracteristique de F dans H X, � est a coefficients entiersˆ ´ `��

� �independants de �� et les � sont de valeur absolue complexe � �´ i, j i, j
q i �2.

Le cup-produit definit une forme bilineaire´ ´

H i X, � � H 4� i X, � � �Ž . Ž .�� �� ��

Ž .qui est une dualite parfaite dualite de Poincare . Par consequent b � b .´ ´ ´ ´ i 4�i
� 4�iŽ .On peut en deduire que les valeurs propres de F dans H X, � sont´ ��

les q2��1. En particulier, comme les � sont invariants par conjugaisoni, j 1, j
� � 1�2complexe et que � � q on peut les reindexer de telle sorte que l’on´1, j

ait � � q� .3, j 1, j
i �2 � �Posons � � q � , de telle sorte que � � 1. Supposons main-i, j i, j i, j

tenant que X est connexe, on a donc b � b � 1. La formule de Lefschetz0 4
se reecrit alors´´

b b1 2
2 n n �2 3n �2 n n nN � 1 	 q � q 	 q � 	 q � . 1Ž .Ž . Ý Ýn 1, j 2, j

1 1

En particulier

b b1 2
2 1�2 3�2N � 1 	 q � q 	 q � 	 q � .Ž . Ý Ý1 1, j 2, j

1 1

D’ou l’inegalite de Weil et Deligne:` ´ ´

N � 1 	 q2 	 b q1�2 	 q3�2 	 b q.Ž .1 1 2

On dit que la surface X atteint la borne de Weil et Deligne si

N � 1 	 q2 	 b q1�2 	 q3�2 	 b qŽ .1 1 2
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c’est-a-dire si, pour tout j,`

� � �1 et � � 1.1, j 2, j

3.2. Fonction zetaˆ
Une autre maniere d’exprimer cela est de former la fonction Z de X sur`

� . C’est la serie´q

� rt
Z t � exp N .Ž . Ý rž /rr�1

On verifie qu’elle est egale a´ ´ `

P t P tŽ . Ž .1 3
Z t �Ž .

P t P t P tŽ . Ž . Ž .0 2 4

avec

bi
� i i �2P t � det 1 � F t , H X, � � 1 � q � tŽ . Ž .Ž . Ž .Łi �� i , j

j�1

Ž � �.cf. D, 1.5 .

LEMME 3.1. La borne de Weil et Deligne est atteinte si

bii i �2P t � 1 � �1 q t .Ž . Ž .Ž .i

Demonstration. C’est clair.´

3.3. Les formules explicites pour les surfaces

Soit

� � �Ž .n n�1

une suite de reels presque tous nuls et soit´
�

f � � 1 	 2 � cos n� .Ž . Ý� n
1

On suppose

a � � 0 pour n � 1,Ž . n

b f � � 0 quel que soit � 
 �.Ž . Ž .�
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Ž .Soit � une suite de complexes, stable par conjugaison, telle quej 1� j� b

� �� � 1 et soientj

b
nS � � � et � � exp i� .Ž .Ýn j j j

j�1

PROPOSITION 3.1. Les sommes S �erifient´n

� bb 1 b
� S � � f � � .Ž .Ý Ýn n � j2 2 21 j�1

Demonstration. On a´

b b �

0 � f � � b 	 2 � cos n�Ž .Ý Ý Ý� j n jž /
j�1 j�1 1

� b �
n n� b 	 � � 	 � � b � 2 � S .Ž .Ý Ý Ýn j j n n

n�1 j�1 n�1

Ž .Les surfaces non singulieres verifient une formule du type 1 . C’est aussi` ´
Ž .le cas de certaines surfaces singulieres cf. section 10 .`

Posons

� n bt
n	 t � � et S � � � .Ž . Ý Ý� n i , n i , jn �2 �n �2t 	 t1 j�1

On peut montrer la proposition suivante, demontree dans le cas general´ ´ ´ ´
Ž � �.par Lachaud et Tsfasman cf. L-T .

PROPOSITION 3.2. On a N � N a�ec1 max

�b 11�1N � 1 	 q � � � S 	 	 q .Ž . Ž .Ž . Ýmax � n 2, n ��n �2 n �22 q 	 q1

Le nombre N est une borne superieure pour le nombre de points que peut´max
Ž .a�oir une surface �erifiant une formule du type 1 a�ec les � quelconques,´ 1, j

et les � donnes.´2, j

Demonstration. La formule de Lefschetz peut se reecrire´ ´´

1 q2 n
nS � N � 1 	 q S �Ž .1, n n 2, n n �2 3n �2 n �2 3n �2q 	 q q 	 q
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et donc

1 q2 n
nS � N � 1 	 q S �Ž .1, n 1 2, n n �2 3n �2 n �2 3n �2q 	 q q 	 q

car N � N . On multiplie les deux membres par � et on fait la somme1 n n
pour n allant de 1 jusqu’a l’infini:`

� � � n1 q
� S � N � 1 � 	 � SŽ .Ý Ý Ýn 1, n 1 n n 2, nn �2 3n �2 n �2 3n �2q 	 q q 	 q1 1 1

� 2 nq
� �Ý n n �2 3n �2q 	 q1

� �n �q 1
� N � 1 � 	 � SŽ . Ý Ý1 n n 2, n�n �2 n �2 �n �2 n �2q 	 q q 	 q1 1

� nq
� �Ý n �n �2 n �2q 	 q1

� 1
�1� N � 1 	 q 	 � S � 	 q .Ž . Ž .Ž . Ý1 � n 2, n ��n �2 n �2q 	 q1

Donc

�b 11 �1� N � 1 	 q 	 � S � 	 qŽ . Ž .Ž . Ý1 � n 2, n ��n �2 n �22 q 	 q1

d’apres la proposition 3.1.`

4. CALCUL DE LA FONCTION Z

Soit w � Ł s , ou le produit est etendu a un element de chaque orbite` ´ ` ´ ´i
de F dans S. On dira alors que w est un element de Coxeter de W´´
relativement a F. On dira que T est un tore de Coxeter s’il existe un`

Ž .sous-groupe de Borel B � T tel que B et F B soient en position relative
w.

Ž � �.Lusztig a montre le resultat suivant cf. theoreme 6.1 de L1 . On note´ ´ ´ `
iŽ Ž . . Ž .H X w , � l’espace de cohomologie ��-adique de X w a supports`c ��

propres.
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THEOREME 4.1. Soient G et F comme dans le paragraphe 2.1, w � 
 s´ ` i
un element de Coxeter. Alors:´´

Ž . � iŽ Ž . .1 F est un automorphisme semi-simple de � H X w , � ;c ��i

Ž . �2 Il a h �aleurs propres � , . . . , � , donnees par L1, table, pp.´1 h
�146�147 .

3. Si T est un tore de Coxeter,
�

� s �1�1F s F F h� � � �X w t � G T t 1 � t� .Ž . Ž .Ý Ł j
js�1

La formule 3 permet de calculer a l’aide du lemme 2.3 la somme`
� s� s� �Ý X s s F t .Ž .s�1 1 2
On a en effet

X s s � X s s � X s � X s � X e .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .1 2 1 2 1 2

Ž . ŽLe calcul des X s se fait grace a un argument d’induction de Lusztig cf.ˆ `i
.proposition 2.6 .

Ž . �Soit Z la fonction zeta de la variete X s , s sur � . On aˆ ´ ´ 1 2 q

�� � Z� s � s �F Fs sX s s t � X s , s t � t � t log Z .Ž . Ž . Ž .Ý Ý1 2 1 2 Zs�1 s�1

5. CAS A2

5.1. Definition´
Prenons

qn � 3, G � GL 3, k , F : g � g .Ž .

Le groupe de Weil W de G est isomorphe au groupe des symetries des´
3trois vecteurs de base de k , et S est formee de deux elements s´ ´ ´ 1

Ž . Žtransposition des deux premiers vecteurs et s transposition des deux2
.derniers vecteurs . Cf. le paragraphe 2.4.

Ž .Ces donnees permettent de considerer la surface X s , s . Pour´ ´ 1 2
l’etudier, on va definir une application de cette surface dans le plan´ ´
projectif � par restriction de l’application p: BB � � definie dans la´2 2
proposition 2.8.

5.2. Une filtration de �2

3Rappelons que les points de � sont les droites L de k passant par2
l’origine.
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Definissons les parties suivantes Y de � :´ i 2

� Y est l’ensemble des droites L telles que L � FL;0
2

� Y est l’ensemble des droites L telles que L, FL et F L soient dans1
3le meme plan de k ;ˆ

� Y � � .2 2

Posons Y � Y , Y � Y � Y et Y � Y � Y � Y. Alors, clairement0 0 1 1 0 2 2 1

� Y � Y � Y � Y;0 1 2

� Y � Y � Y � Y ou la reunion est disjointe;` ´0 1 2

�
F F Ž .Y � G �P � � k .0 2

5.3. Application de X s s sur �Ž .1 2 2

Rappelons qu’on identifie les sous-groupes de Borel B aux drapeaux
Ž .complets V , V correspondants.1 2

Ž .PROPOSITION 5.1. La surface X s , s correspond a l’ensemble des dra-`1 2
Ž . Ž .peaux V , V 	 FV ou V est dans Y . La restriction de p a X s s est un` `1 1 1 1 2 1 2

isomorphisme d’image Y donne par´2

X s s � YŽ .1 2 2

V , V 	 FV � V .Ž .1 1 1 1

Ž .Demonstration. Montrons que si B 
 X s s alors V � V � FV . En´ 1 2 2 1 1s s1 2 �Ž .effet FB correspond au drapeau complet FV , FV et si B FB il1 2
s s1 2� � � �� �

existe un sous-groupe de Borel B tel que B B et B FB. Si B
Ž � �.correspond au drapeau complet V , V on a donc1 2

V � V � , V � � FV ,1 1 1 1et� �V � V V � FV2 2 2 2

d’ou V � V � � FV , V � � V � � V . Donc V et V � sont des sous-espaces` 1 1 1 1 2 2 1 1
distincts de V , donc V � V � V � � V � FV . De plus V 
 Y car2 2 1 1 1 1 1 2
V � FV .2 2

La reciproque est claire. En effet, si V 
 Y et si V � V � FV alors´ 1 2 2 1 1
Ž .B 
 X s s , car1 2

s s1 2 2� �

V , V � FV FV , V � FV FV , FV � F VŽ . Ž . Ž .1 1 1 1 1 1 1 1 1

puisque V � FV et V � FV � FV � F 2V donc1 1 1 1 1 1
s s1 2 2�

V , V � FV FV , FV � F VŽ . Ž .1 1 1 1 1 1

d’apres la proposition 2.1.`



SURFACES DE DELIGNE ET LUSZTIG 721

Ž .Remarquons enfin que V � V , V 	 FV est clairement un mor-1 1 1 1
phisme, ainsi que son inverse.

Ž . Ž .PROPOSITION 5.2. Le morphisme p en�oie X s � X s � X e sur Y .Ž .2 2 0

L’image reciproque d’un point de Y dans X s est une courbe rationnelle.Ž .´ 0 2

Ž .Demonstration. Montrons que si B 
 X s alors V � FV . En effet´ 2 1 1s2 �Ž .FV , FV est le drapeau associe a FB et si B FB on a d’apres le´ ` `1 2
lemme 2.4

V � FV ,1 1

V � FV .2 2

De plus l’image reciproque d’un point de Y represente par V est formee´ ´ ´ ´0 1
Ž .de l’ensemble des drapeaux V , V tels que V � V . Son image dans �1 2 2 1 2

est un pinceau de droites passant par un point rationnel, donc est isomor-
phe a une droite rationnelle.`

PROPOSITION 5.3. Le morphisme p induit un isomorphisme

X s � Y .Ž .1 1

Ž .Demonstration. Montrons que si B 
 X s alors V � V � FV et´ 1 2 1 1s1 �Ž .V 
 Y . En effet FV , FV est le drapeau associe a FB et si B FB, le´ `1 1 1 2
lemme 2.4 donne

V � FV ,1 1

V � FV .2 2

Donc V contient V et FV , par consequent V � V � FV . D’autre part´2 1 1 2 1 1
V � FV c’est-a-dire V � FV � FV � F 2V donc F 2V � V � FV et`2 2 1 1 1 1 1 1 1
par consequent V 
 Y .´ 1 1

Ž .Reciproquement, V � V , V � FV est evidemment un morphisme.´ ´1 1 1 1

THEOREME 5.1. On obtient le diagramme commutatif´ `

Ž . Ž . Ž Ž . Ž ..BB � X s s �X s s � X s � X s � X eŽ .1 2 1 2 1 2

� � � � �

par contraction
p

de �1

F F� � Y � Y � Y � Y � G �P2 2 1 0

F F 2Ž . � �Le schema X s est constitue de G �P � q 	 q 	 1 courbes � . La´ ´2 1
Ž .surface de Deligne et Lusztig X s , s est obtenue a partir de � par`1 2 2

Ž .eclatement des points de � � .´ 2 q

� �
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p� � �Ž .Demonstration. L’application X s , s Y est un morphisme bira-´ 1 2
tionnel de surfaces non singulieres. Il est donc donne par des eclatements` ´ ´
Ž � �.cf. Har, p. 411 . Il se factorise par

X s , s � X s s � YŽ . Ž .1 2 1 2

ou la premiere application est bijective. Les seuls eclatements sont donc` ` ´
Ž .au-dessus de Y , donc ailleurs X s , s � Y est un isomorphisme local.0 1 2

5.4. Fonction zetaˆ
On a donc le resultat suivant.´
THEOREME 5.2. La fonction zeta de Y est egale a´ ` ˆ ´ `

1
Z t � .Ž . 21 � t 1 � qt 1 � q tŽ . Ž . Ž .

Demonstration. C’est clair.´

6. CAS 2A3

6.1. Definition´
Prenons

�1t � q �n � 4, G � SL 4, k , F : g � g .Ž . Ž .

Alors GF est le groupe qui fixe la forme sesquilineaire hermitienne´
Ž .4

2suivante dans � :q

4
q² :x , y � x , y � x y .Ž . Ý i i

i�1

4² :La forme � , � s’etend a V � k en une forme sesquilineaire par rapport´ `
�́qa l’automorphisme � � � de k. Pour un sous-espace V de V, on definit` ´

son orthogonal V � � comme etant l’ensemble des elements x de V tels que´ ´ ´
² �: Ž � �.� 2 �x, V � 0. Alors on verifie que V � F V . On verifie facilement´ ´

Ž .que si un sous-groupe de Borel B correspond au drapeau V , V , V , le1 2 3
Ž � � �.sous-groupe de Borel FB correspond au drapeau V , V , V .3 2 1

Le groupe de Weil W est isomorphe au groupe des symetries des quatre´
vecteurs de la base canonique de V, et S est forme des trois elements s´ ´ ´ i
Ž . Ž .transposition des vecteurs de rang i et i 	 1 avec 1 � i � 3 cf. 2.4 .
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�L’endomorphisme F echange s avec s et conserve s . Voir C2, chapitre´ 1 3 2
�1 . On definit les classes de conjugaison stables par F de sous-groupes´

� 4 � 4paraboliques PP et PP associees aux classes s , s et s comme dans le´1 2 1 3 2
� �paragraphe 2.3.1. On a C2, chapitre 2

� F � 3 � F � 3 2PP � q 	 1 q 	 1 et PP � q 	 1 q 	 1 .Ž .Ž . Ž . Ž .1 2

6.2. Une filtration d’une surface hermitienne
4Munissons V � k de l’application de Frobenius

2 Ž . Ž q 2 .F : x � x .i 1� i� 4 i 1� i� 4
² : ŽLa variete Y � � definie par l’equation L, L � 0 ou L est une´ ´ ´ ´ `3

4 .droite de k passant par l’origine, definissant un point de � est une´ 3
surface hermitienne.

Soit la filtration de Y:
2

� ² :Y est l’ensemble des droites L telles que L, L � 0, L � F L;0

� Y est l’ensemble des droites L telles que1
² : ² 2 :L, L � 0, L, F L � 0;

� ² :Y � Y est l’ensemble des droites L telles que L, L � 0.2

Posons Y � Y , Y � Y � Y et Y � Y � Y � Y. Alors:0 0 1 1 0 2 2 1

� Y � Y � Y � Y � Y;0 0 1 2

� Y � Y � Y � Y;0 1 2

� Y est l’ensemble des points rationnels de la surface hermitienne Y.0

6.3. Application de X s s dans �Ž .1 2 3

Ž .PROPOSITION 6.1. La surface X s s correspond a l’ensemble des dra-`1 2
Ž 2 �.peaux L, L � F L, L ou L est un element de � contenu dans Y. La` ´´ 3

Ž .restriction de p a X s s est un isomorphisme dont l’image est Y. Elle est` 1 2
donnee par´

X s s � YŽ .1 2

L, L � F 2L, L� � L.Ž .

Ž .Demonstration. La variete X s s est formee de l’ensemble des sous-´ ´ ´ ´1 2
s s1 2 �

groupes de Borel B tels que B FB. Un sous-groupe de Borel B
Ž . Ž �correspond au drapeau V , V , V et FB correspond au drapeau V ,1 2 3 3s s1 2� � �.V , V . Pour qu’un sous-groupe de Borel B verifie B FB, il faut et´2 1 s1� ��

il suffit qu’il existe un sous-groupe de Borel B tel que B B et
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s2� � � �� Ž .B FB, c’est-a-dire qu’il existe un drapeau V , V , V tel que` 1 2 3

� V � � V � ,V � V , 1 31 1
� � �V � V , V � V ,et2 2 2 2
� � �V � V3 3 V � V .3 1

Ž � � �. Ž � .Ces equations impliquent d’une part V , V , V � V , V , V donc,´ 1 2 3 3 2 3
Ž � � �. � � �puisque V , V , V est un drapeau V � V � V � V . D’autre part elles1 2 3 3 1 2 2

impliquent V �� V � � V et V � V � � V � donc le sous-espace V de3 1 1 3 3 1 2
dimension 2 contient les droites V et V � qui sont distinctes. Finalement1 3

�� � 2V � V � V � V � V � V � F V ,Ž .2 1 3 1 1 1 1

V � V � � V �
3 3 1

Ž . Ž 2 �.ou encore V , V , V � L, L � F L, L ou L est une droite de V`1 2 3
passant par l’origine.

Ž 2 �. � 2Comme L, L � F L, L est un drapeau on a L � L et L � F L ce
² : 2 �qui implique L, L � 0 et L � F L. D’autre part, V � V c’est-a-dire`2 2

2 Ž 2 .�L � F L � L � F L . D’apres le lemme 6.1 ci-dessous, c’est equiva-` ´
² 2 :lent a L, F L � 0 donc L 
 Y.`

² :Il est clair reciproquement que si L 
 � et est telle que L, L � 0,´ 3
² 2 :L, F L � 0, on a

L, L � F 2L, L�Ž .
s1 2 2 � 2�

F L, L � F L, L car L � F LŽ .
s �2 2 2 ��

F L, L � F L , L par le lemme 6.1 ci-dessous.Ž .ž /
Ž 2 �.Le drapeau complet L, L � F L, L correspond au sous-groupe de

Borel B. Le drapeau complet correspondant a FB est alors`
� � �� 2 � 2 2 �L , L � F L , L � F L, L � F L , L ,Ž . Ž . Ž .ž / ž /

donc
s s1 2 �

B FB.

Ž 2 �.Remarquons enfin que L � L, L � F L, L est clairement un mor-
phisme, ainsi que son inverse.

LEMME 6.1. Si L est une droite dans V telle que L � F 2L et que
2 � 2 Ž 2 .�L � F L � L alors pour que L � F L � L � F L il faut et il suffit

² 2 :que L, F L � 0.
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Ž 2 .� � Ž 2 .� 2Demonstration. On a L � F L � L 
 F L . Comme L � F L´
� Ž 2 .�et L 
 F L sont de dimension 2, ils sont egaux si et seulement si´

�2 � 2L � F L � L 
 F L . 2Ž . Ž .
2 � Ž . 2 Ž 2 .�Or L � F L � L , donc la relation 2 equivaut a L � F L � F L .´ `
� ² : ² 2 2 :Or L � L . Si x, y 
 L on a donc x, y � 0, d’ou F x, F y �`

² :q 2 2 2 � Ž .x, y � 0 par consequent F L � F L . Donc la relation 2 equivaut´ ´
Ž 2 .� ² 2 :en fait a L � F L c’est-a-dire a L, F L � 0.` ` `

Ž . Ž .PROPOSITION 6.2. Le morphisme p en�oie X s � X s � X e sur Y .Ž .2 2 0

Demonstration. Le sous-groupe de Borel B correspond au drapeau´
2Ž .V , V , V . Montrons que si B 
 X s alors V � F V . En effet, FBŽ .1 2 3 2 1 1s2 e� � � � �Ž .correspond au drapeau V , V , V et si B FB ou si B FB on a3 2 1

d’apres le lemme 2.4`
�� � 2V � V � V � F V .Ž .1 3 1 1

PROPOSITION 6.3. L’image reciproque d’un point de Y par le morphisme´ 0
p est une courbe rationnelle.

Demonstration. L’image reciproque d’un point de Y est formee de´ ´ ´0s2 �

l’ensemble des sous-groupes de Borel B tels que B FB ou B � FB.
Donc l’image reciproque d’un point de Y represente par V est formee de´ ´ ´ ´0 1

Ž . �l’ensemble des drapeaux V , V , V avec V donne, tels que V � V´1 2 3 1 3 1
c’est-a-dire isomorphe a l’ensemble des V tels que V � V � V � ou` ` 2 1 2 1

encore au pinceau des plans dans V � passant par V , c’est-a-dire a une` `1 1
courbe rationnelle.

Ž .PROPOSITION 6.4. Le morphisme p induit un isomorphisme de X s sur1
Y donne par´1

X s � YŽ .1 1

L, L � F 2L, L� � L.Ž .
Demonstration. La demonstration va se faire en plusieurs etapes.´ ´ ´
Etape 1.

p X s � Y .Ž .Ž .1 1

Ž .Le sous-groupe de Borel B correspond au drapeau V , V , V . Mon-1 2 3s1 �Ž .trons que si B 
 X s alors V 
 Y . Si B FB, le lemme 2.4 implique1 1 1

V � V � ,1 3

V � V � ,2 2

V � V �
3 1
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Ž �.� 2 2 2d’ou V � V � F V donc F V � F V � V et comme V est` 2 2 2 1 2 2 2
isotrope car V � V � on a2 2

² : ² 2 :V , V � 0, V , F V � 01 1 1 1

� � � 2Ž .c’est-a-dire V 
 Y . De plus V � Y car V � V � V � F V .` 1 1 1 0 1 3 1 1

Ž .Etape 2. L’image reciproque d’un point de Y dans X s par le´ 1 1
morphisme p est formee d’au plus un point.´

Ž . Ž .En effet, si le drapeau V , V ,V est dans X s , on voit que V et1 2 3 1 1

F 2V sont des sous-espaces de V et V � F 2V donc V � V � F 2V .1 2 1 1 2 1 1
� Ž .D’autre part V � V , donc le drapeau V , V , V est bien determine´ ´3 1 1 2 3

par V .1

Etape 3. L’application reciproque de p est le morphisme´
L � L, L 	 F 2L, L� ,Ž .

Ž .de Y dans X s .1 1

On associe a la droite L representant un point de � , et telle que` ´ 3

² : ² 2 : 2L, L � 0, L, F L � 0, et L � F L
Ž 2 �. ² :le drapeau L, L 	 F L, L correspondant a B. En effet L, L � 0 et`

² 2 : 2 �L, F L � 0 impliquent L 	 F L � L .
Le drapeau correspondant a FB est alors`

� � �� 2 � 2 2 �L , L 	 F L , L � F L, L 	 F L , LŽ . Ž . Ž .ž / ž /
Ž �.� 2car L � F L.

On a
s �12 � 2 2 � 2 2 ��

L, L 	 F L, L F L, L 	 F L, L � F L, L 	 F L , LŽ . Ž . Ž .ž /
2 Ž 2 .� ² 2 :car L 	 F L � L 	 F L puisque L, F L � 0 d’apres de lemme`

6.1.

THEOREME 6.1. On obtient le diagramme commutatif sui�ant defini´ ` ´
sur � 2 .q

Ž . Ž . Ž Ž . Ž ..BB � X s s �X s s � X s � X s � X eŽ .1 2 1 2 1 2

� � � � �

par contraction dep
courbes rationnelles

� � Y � Y � Y � Y3 2 1 0

Ž . � �Le sous-schema X s est constitue de Y courbes rationnelles et la surface´ ´2 0
Ž .de Deligne et Lusztig X s , s est obtenue a partir de Y par eclatement des` ´1 2

points de Y .0

� �
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Le groupe GF opere transiti�ement sur les courbes rationnelles composantes`
Ž .connexes de X s et sur les courbes rationnelles composantes connexes de1

Ž .X s .2

Ž .Comme plus haut, X s , s � Y est un morphisme birationnel, donc1 2
Ž � �.donne par des eclatements cf. Har, p. 411 . Les seuls eclatements sont´ ´ ´

Ž .au-dessus de Y , donc ailleurs X s , s � Y est un isomorphisme local.0 1 2
La proposition 2.6 montre la derniere partie du theoreme.` ´ `

3 2Ž .Ž . 2PROPOSITION 6.5. La surface Y a q 	 1 q 	 1 points definis sur �´ q
dont l’ensemble est egal a Y .´ ` 0

� �Demonstration. On peut voir ce calcul dans l’article de Tsfasman T .´
FŽ . � �LEMME 6.2. Le schema X s est reunion disjointe de PP courbes´ ´1 1

F� �rationnelles. Le schema Y est reunion de PP droites de � se coupant en´ ´1 1 3
des points de Y . Par chaque point de Y passent q 	 1 droites.0 0

Demonstration. La premiere assertion se deduit de la proposition 2.6.´ ` ´
F� �Par projection, Y est reunion de PP courbes rationnelles. Montrons´1 1

que ce sont des droites.
Soit L un sous-espace de dimension 1 de V representant un element de´ ´ ´

Y . Comme Y est invariant par F, FL est aussi dans Y . Montrons que si1 1 1
L� est un autre sous-espace de dimension 1 contenu dans L 	 F 2L alors

� 2L 
 Y . En effet L 	 F L est un sous-espace de dimension 2 de V qui est1
2 ² � �: ² � 2 �:isotrope et invariant par F . Donc L , L � 0, L , F L � 0. Par conse-´

Ž .quent, Y est constitue des droites L, FL dans � avec L 
 Y .´1 3 1
Ž .L’isomorphisme X s � Y montre que les traces des differentes´1 1

droites sur Y sont disjointes. Par consequent elles ne peuvent se couper´1
que sur les points de Y .0

Le groupe GF opere transitivement sur Y et sur l’ensemble des droites` 0
de Y . Donc, en chaque point de Y passe le meme nombre de droites. Ilˆ1 0
est egal au nombre de droites, multiplie par le nombre de points rationnels´ ´
sur les droites, divise par le nombre de points de Y , c’est-a-dire´ `0

q3 	 1 q 	 1 q2 	 1Ž .Ž . Ž .
� q 	 1.3 2q 	 1 q 	 1Ž . Ž .

6.4. Equation

PROPOSITION 6.6. La surface Y est une sous-�ariete de � qui a pour´´ 3
equation´

x q	1 	 x q	1 	 x q	1 	 x q	1 � 0.1 2 3 4

C’est une surface hermitienne, propre et lisse.
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ŽDemonstration. C’est clair. Les surfaces et plus generalement les varie-´ ´ ´ ´
. � �tes hermitiennes ont ete etudiees par Bose et Chakravarti B-C . Voir´ ´ ´ ´ ´

� �aussi H-T .

6.5. Fonction zetaˆ
2THEOREME 6.2. La fonction Z de Y sur � est donnee par´ ` ´q

1
Z t �Ž .

Q t Q t Q tŽ . Ž . Ž .0 2 4

a�ec

q 3�q 2	q 	12Q t � 1 � t , Q t � 1 � q t ,Ž . Ž . Ž .0 2

et Q t � 1 � q4 t .Ž .4

2FLa surface Y atteint la borne de Weil et Deligne.

Demonstration. Le calcul de la fonction Z des hypersurfaces diagonales´
� � � �fait par Weil W et repris par exemple dans I-R, pp. 162�163 donne

1
Z t �Ž .

Q t Q t Q tŽ . Ž . Ž .0 2 4

avec

Q t � 1 � t et Q t � 1 � q4 tŽ . Ž .0 4

Ž 2 .et deg Q � q q � q 	 1 	 1.2
2FEn particulier Y atteint la borne de Weil et Deligne: en effet

2F 4 3 2 2� �Y � 1 	 q 	 q � q 	 q 	 1 q .Ž .
�2 Ž .Par consequent toutes les racines de Q sont egales a q lemme 3.1 et´ ´ `2

donc

q 3�q 2	q 	12Q t � 1 � q t .Ž . Ž .2

7. CAS C2

7.1. Definition´
qŽ .Prenons n � 4, G � Sp 4, k , F: g � g .

4Le groupe G est le groupe qui fixe la forme symplectique sur V � k

² :x , y � x , y � y x � x y 	 x y � y x .Ž . 1 4 1 4 2 3 2 3
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Choisissons comme sous-groupe de Borel B le sous-groupe des matrices0
triangulaires superieures dans G, comme tore maximal T le sous-groupe´
des matrices diagonales dans G. Le groupe de Weil W de G est isomorphe
au groupe a huit elements engendre par les matrices` ´ ´ ´

0 1 0 0 1 0 0 0
�1 0 0 0 0 0 1 0s � et s �1 20 0 0 1 0 �1 0 0� 0 � 0

0 0 �1 0 0 0 0 1

� �et S est formee des deux elements s et s . Voir C2, chapitre 1 .´ ´ ´ 1 2
Ž .Pour etudier la surface X s , s on va definir une application de cette´ ´1 2

surface dans � .3

7.2. Drapeaux isotropes

DEFINITION 7.1. Un drapeau isotrope est un drapeau de V forme´ ´
d’espaces isotropes pour la forme symplectique sur V.

Ž . 4On fait correspondre au drapeau isotrope V , V de k le sous-groupe1 2
de Borel B ensemble des elements de G stabilisant a la fois V et V . On´ ´ ` 1 2
verifie qu’on a ainsi defini une bijection entre l’ensemble des drapeaux´ ´

� �isotropes et BB. Cf. L2 .

7.3. La projection de BB sur �3

Ž .Le sous-groupe parabolique P de G stabilisant l’element 1 : 0 : 0 : 0 de´ ´2
� s’ecrit´3

� � � �
0 � � �P � .2 0 � � �� 0
0 0 0 �

Ž .L’application deduite par passage au quotient de g � g 1 : 0 : 0 : 0 est un´
isomorphisme de G�P sur � . Considerons la surjection naturelle p :´2 3 2
G�B � G�P qui envoie gB sur gP . Elle devient par ces isomor-0 2 0 2
phismes

p �

G�B G�P0 2

��� �

BB �3

�

�����V , V VŽ .1 2 1

�
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7.4. Une filtration de �3

4 Ž . Ž q.Considerons V � k muni de l’application de Frobenius F: x � x .´ i i i i
² :Soit la variete Y � � definie par l’equation L, FL � 0.´ ´ ´ ´3

Soit la filtration de Y:

� Y est l’ensemble des droites L telles que L � FL;0

� Y est l’ensemble des droites L telles que1
² : ² 2 :L, FL � 0 et L, F L � 0;

� ² :Y est l’ensemble des droites L telles que L, FL � 0.2

Posons Y � Y , Y � Y � Y et Y � Y � Y � Y. Alors:0 0 1 1 0 2 2 1

� Y � Y � Y � Y;0 1 2

� Y � Y � Y � Y ou la reunion est disjointe;` ´0 1 2
F F F

� Ž .Y � Y � G �P � � � .0 2 3 q

7.5. Application de X s s sur �Ž .1 2 3

Ž .PROPOSITION 7.1. La surface X s s correspond a l’ensemble des dra-`1 2
Ž .peaux L, L 	 FL ou L est un element de � contenu dans Y. La restriction` ´´ 3

Ž .de p a X s s est un isomorphisme dont l’image est Y donne par` ´2 1 2

X s s � YŽ .1 2

L, L 	 FL � L.Ž .

Ž .Demonstration. La variete X s s est formee de l’ensemble des sous-´ ´ ´ ´1 2
s s1 2 � Ž .groupes de Borel B tels que B FB. Montrons que si B 
 X s s1 2

alors V � V � FV . En effet FB correspond au drapeau isotrope2 1 1
s s1 2 �Ž .FV , FV . Pour qu’un sous-groupe de Borel B verifie B FB, il faut´1 2

s1� ��

et il suffit qu’il existe un sous-groupe de Borel B tel que B B et
s2� � �� Ž .B FB, c’est-a-dire qu’il existe un drapeau V , V tel que` 1 2

V � V � , V � � FV ,1 1 1 1et� �V � V V � FV .2 2 2 2

Ž � �. Ž . Ž � �.Ces equations impliquent V , V � FV , V , donc, puisque V , V est´ 1 2 1 2 1 2
un drapeau FV � V � � V � � V . D’autre part elles impliquent FV � V �

1 1 2 2 1 1
� V , donc, le sous-espace V de dimension 2 contient les droites V et1 2 1

Ž .FV qui sont distinctes, c’est-a-dire V � V � FV ou encore V , V �`1 2 1 1 1 2
Ž .L, L � FL ou L est une droite de V passant par l’origine.`
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Remarquons que L � FL doit etre un sous-espace isotrope, c’est-a-direˆ `
² :L, FL � 0.

D’autre part, V � FV , c’est-a-dire L � FL � FL � F 2L. Donc L, FL,`2 2
F 2L doivent engendrer un sous-espace de dimension 3, autrement dit ils

² 2 :doivent etre lineairement independants. Donc x, F x � 0 pour x 
 Lˆ ´ ´
� 4� 0 puisque la dimension d’un sous-espace isotrope maximal de V est 2.

² :Reciproquement si une droite L est dans � et est telle que L, FL � 0´ 3
et que L, FL, F 2L soient lineairement independants, on lui associe le´ ´

Ž .drapeau complet L, L � FL correspondant au sous-groupe de Borel B.
Ž 2 .Le drapeau complet correspondant a FB est alors FL, FL � F L .`

On a
s1 �

L, L � FL FL, L � FL car L � FLŽ . Ž .
s2 2 2�

FL, FL � F L car L, FL, F L sont lineairementŽ . ´
independants´

s s1 2 2�

donc B FB. Remarquons enfin que pour que L, FL et F L soient
² 2 : � 4lineairement independants il suffit que x, F x � 0 pour x 
 L � 0 .´ ´

Ž .Enfin L � L, L 	 FL est clairement un morphisme, ainsi que son
oppose.´

PROPOSITION 7.2. Par le morphisme ci-dessus, on a

X s � X s � X e � Y .Ž . Ž . Ž .2 2 0

L’image reciproque d’un point de Y par le morphisme ci-dessus est une´ 0
courbe rationnelle.

Ž .Demonstration. Montrons que si B 
 X s alors V � FV . En effet´ 2 1 1s2 �Ž .FB correspond au drapeau isotrope FV , FV et si B FB le lemme 2.41 2
implique

V � FV ,1 1

V � FV .2 2

L’image reciproque d’un point de Y est formee de l’ensemble des sous-´ ´0s2 �

groupes de Borel B tels que B FB ou B � FB.
Donc l’image reciproque d’un point de Y represente par V est formee´ ´ ´ ´0 1

Ž .de l’ensemble des drapeaux isotropes V , V tels que V � V . Comme1 2 1 2
l’orthogonal de V est un sous-espace de dimension 3 de V contenant V ,1 1
cet ensemble est encore un pinceau de plans passant par V contenu dans1
V � . Et il est donc isomorphe a une droite rationnelle.`1

PROPOSITION 7.3. Le morphisme ci-dessus, induit un isomorphisme

X s � Y .Ž .1 1
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Ž .Demonstration. Montrons que si B 
 X s alors V � V � FV . En´ 1 2 1 1s1 �Ž .effet FB correspond au drapeau isotrope FV , FV . Alors si B FB le1 2
lemme 2.4 implique

V � FV ,1 1

V � FV .2 2

Le sous-espace V contient V et FV ; il est donc egal a V � FV . Comme´ `2 1 1 1 1
V � FV , c’est-a-dire V � FV � FV � F 2V , on a donc F 2V � V �`2 2 1 1 1 1 1 1

² : ²FV � V . Comme l’espace V est isotrope, on a V , FV � 0 et V ,1 2 2 1 1 1
2 :F V � 0 donc V est dans l’espace Y . Comme V � FV , V est en fait1 1 1 1 1 1

dans Y .1
Ž .Inversement l’application V � V , V � FV est un morphisme de Y1 1 1 1 1

Ž .dans X s .1

THEOREME 7.1. On obtient le diagramme commutatif sui�ant defini´ ` ´
sur � .q

Ž . Ž . Ž Ž . Ž ..BB � X s s �X s s � X s � X s � X eŽ .1 2 1 2 1 2

� � � � �

par contraction
p2 de �1

F� � Y � Y � Y � Y � �3 2 1 0 3

F F 3 2Ž . � �X s est constitue de G �P � q 	 q 	 q 	 1 courbes rationnelles. La´2 2

Ž .surface X s , s est obtenue a partir de Y par eclatement des points de Y .` ´1 2 0
p � �2 �Ž .Demonstration. Comme plus haut, X s , s Y est un morphisme´ 1 2

Ž � �.birationnel, donc donne par des eclatements cf. Har, p. 411 . Les seuls´ ´
Ž .eclatements sont au-dessus de Y , donc ailleurs X s , s � Y est un´ 0 1 2

isomorphisme local.

7.6. Equation de Y

PROPOSITION 7.4. La surface Y a pour equation´

sur � x q x � x x q 	 x x q � x q x � 0, 3Ž .q 1 4 1 4 2 3 2 3

4
q	1

2sur � x � 0.Ýq i
i�1

C’est une surface propre et lisse.

Demonstration. Choisissons deux elements a, d de � 2 tels que aq	1 �´ ´ ´ q

�1 et d 
 � 2 � � . Alors par le changement de variablesq q

� �
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x � ay 	 y , x � adq y 	 dy ,1 1 4 2 2 3

x � adq y 	 dy x � ay 	 y4 1 4 3 2 3

Ž . q	1 q	1 q	1 q	1l’equation 3 devient y 	 y 	 y 	 y � 0.´ 1 2 3 4

Remarque 7.1. La surface Y est donc une surface hermitienne tordue.

7.7. Fonction zeta de Yˆ
� �Rappelons la demonstration de Lusztig L2, lemme 3.1 .´

THEOREME 7.2. On a´ `

1
Z t �Ž .

Q t Q t Q tŽ . Ž . Ž .0 2 4

a�ec

Q t � 1 � t , Q t � 1 � q2 t , etŽ . Ž .0 4

Ž 3 . Ž .2q 	q	2 �2 q�1 q�2Q t � 1 � qt 1 	 qt .Ž . Ž . Ž .2

Demonstration. La fonction zeta d’une surface X s’ecrit´ ˆ ´

Q t Q tŽ . Ž .1 3
Z t �Ž .

Q t Q t Q tŽ . Ž . Ž .0 2 4

Ž . Ž � iŽ .. bi Ž i �2 .avec Q t � det 1 � F t, H X, � � Ł 1 � q � t ou les`i �� j�1 i, j
i �2 iŽ . Ž .q �s ont les valeurs propres du Frobenius dans H X, � cf. 3.2 .i, j ��

2Pour la surface Y � � la proposition 7.4 et le theoreme 6.2 im-´ `� qq

pliquent

1
Z t � .Ž . 3 2q �q 	q	12 41 � t 1 � q t 1 � q tŽ . Ž . Ž .

Donc pour la surface Y, la fonction Z est donnee par´

1
Z t �Ž .

Q t Q t Q tŽ . Ž . Ž .0 2 4

Ž . Ž i �2 .aŽ i �2 .b 3 2avec Q t � 1 � q t 1 	 q t et a 	 b � q � q 	 q 	 1. De2
2 Ž .cette formule on deduit N � 1 	 q 	 q a � b . D’autre part, on a´ 1

3 2Ž . Ž .Y � � � � donc N � q 	 q 	 q 	 1 ce qui determine a et b.´q 3 q 1
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COROLLAIRE 7.1. Les nombres de Betti sont donnes par´
dim H 0 � 1,

dim H 2 � q3 � q2 	 q 	 1,

dim H 4 � 1.
THEOREME 7.3. Parmi les surfaces lisses S contenues dans � et telles que´ ` 3

F FS � � , la surface Y a un degre minimal et un deuxieme nombre de Betti´ `3
minimal.

Demonstration. Le deuxieme nombre de Betti d’une surface S de degre´ ` ´
Ž .Ž 2 . Žd plongee dans � est donne par b � d � 1 d � 3d 	 3 	 1 cf. par´ ´3 2

� �.exemple I-R, p. 162 . C’est une fonction croissante de d, donc il revient
au meme de dire que le degre d d’une surface est minimal ou que leˆ ´
deuxieme nombre de Betti est minimal. Si le degre d’une surface S est` ´
inferieur ou egal a q, une droite de � coupe S en au plus d points, donc´ ´ ` 3
S F � � F. Donc une surface telle que S F � � F a un degre au moins egal a´ ´ `3 3

F Fq 	 1. On a vu que la surface Y verifie la condition Y � � ; elle est de´ 3
degre q 	 1.´

8. CAS 2A4

8.1. Definition´
Prenons

�1t � q �n � 5, G � SL 5, k , F : g � g .Ž . Ž .
Alors GF est le groupe qui fixe la forme sesquilineaire hermitienne´

Ž .5
2suivante dans � .q

5
q² :x , y � x , y � x y .Ž . Ý i i

i�1

5² :La forme � , � s’etend a V � k en une forme sesquilineaire par rapport´ ` ´
qa l’automorphisme � � � de k. Les memes proprietes que dans le cas de` ˆ ´ ´

2A sont vraies. En particulier, on definit l’orthogonal V � � d’un sous-espace´3
� Ž � �.� 2 �V de la meme maniere et on verifie que V � F V . De meme si unˆ ` ´ ˆ

Ž .sous-groupe de Borel B correspond au drapeau V , V , V , V , le sous-1 2 3 4
Ž � � � �.groupe de Borel FB correspond au drapeau V , V , V , V .4 3 2 1

Le groupe de Weil W est isomorphe au groupe des symetries des cinq´
vecteurs de la base canonique de V, et S est forme des quatre elements s´ ´ ´ i
Ž . Ž .transposition des vecteurs de rang i et i 	 1 pour 1 � i � 4 cf. 2.4 .

Ž � �.L’endomorphisme F echange s avec s , et s avec s cf. C2, chapitre 1 .´ 1 4 2 3
On definit les classes de conjugaison de sous-groupes paraboliques PP et´ 1



SURFACES DE DELIGNE ET LUSZTIG 735

� 4 � 4PP associes aux classes s , s et s , s comme dans le paragraphe 2.3.1.´2 1 4 2 3
Les elements de PP ou de PP sont conjugues respectivement aux matrices´ ´ ´1 2

� � � � � � � � � �
� � � � � 0 � � � �

ou .0 0 � � � 0 � � � �
0 0 0 � � 0 � � � �� 0 � 0
0 0 0 � � 0 0 0 0 �

Ž � �.On verifie cf. C2, chapitre 2 que´

� F � 5 3 � F � 5 2PP � q 	 1 q 	 1 et PP � q 	 1 q 	 1 .Ž . Ž . Ž . Ž .1 2

8.2. Varietes dans �´´ 4

5Munissons V � k de l’application de Frobenius
2 Ž . Ž q 2 .F : x � x .i 1� i� 5 i 1� i� 5

2² : ² :Soit la variete Y � � definie par les equations L, L � 0 et L, F L´ ´ ´ ´4
� 0 ou L est un sous-espace de dimension 1 de V definissant un point de` ´
� . Soit la filtration de Y:4

2
� ² :Y defini par L, L � 0, L � F L;´0

2 4
� ² : ² : ² :Y defini par L, L � 0, L, F L � 0, L, F L � 0;´1

2
� ² : ² :Y � Y defini par L, L � 0, L, F L � 0.´2

Posons Y � Y , Y � Y � Y et Y � Y � Y � Y. Alors:0 0 1 1 0 2 2 1

� Y � Y � Y � Y;0 1 2

� Y � Y � Y � Y.0 1 2

PROPOSITION 8.1. La surface Y est l’intersection de deux hypersurfaces de
� d’equations homogenes:´ `4

5
1	q² :� : x , x � 0 ou x � 0,Ý1 i

i�1

5
32 1	q² :� : x , F x � 0 ou x � 0.Ý2 i

i�1

Elles ne sont pas trans�erses. Le lieu singulier de Y est Y .0
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Demonstration. Les hyperplans tangents a � et � au point A �´ ` 1 2
Ž .t ont respectivement comme equations´i 1� i� 5

5 5
3q qt x � 0 et t x � 0.Ý Ýi i i i

i�1 i�1

L’intersection de deux varietes non singulieres est non singuliere en un´ ´ ` `
point si et seulement si elles se coupent transversalement en ce point. Si
A 
 � 
 � les deux hyperplans ci-dessus ne sont pas transverses si et1 2
seulement s’ils sont egaux c’est-a-dire si t qŽq 2�1 . � ��� � t qŽq 2�1 .. En´ ` 1 5
prenant t � 1, on a donc t 
 � 2 , d’ou A 
 Y .`1 i q 0

8.3. Application de X s s sur �Ž .1 2 4

Ž .PROPOSITION 8.2. La surface X s s correspond a l’ensemble des dra-`1 2
Ž 2 Ž 2 .� �.peaux L, L � F L, L � F L , L ou L est un element de � contenu` ´´ 4

Ž .dans Y. La restriction de p a X s s est un isomorphisme dont l’image est Y.` 1 2
Elle est donnee par´

X s s � YŽ .1 2

�2 2 �L, L � F L, L � F L , L � L.Ž .ž /
Ž .Demonstration. La variete X s s est formee de l’ensemble des sous-´ ´ ´ ´1 2

s s1 2 � Ž .groupes de Borel B tels que B FB. Soit V , V , V , V le drapeau1 2 3 4
correspondant au sous-groupe de Borel B. Alors FB correspond au

Ž � � � �.drapeau V , V , V , V . Pour qu’un sous-groupe de Borel B verifie´4 3 2 1
s s1 2 ��

B FB, il faut et il suffit qu’il existe un sous-groupe de Borel B tel que
s s1 2� � � � � �� � Ž .B B et B FB, c’est-a-dire qu’il existe un drapeau V , V , V , V` 1 2 3 4

tel que

� V � � V � ,V � V , 1 41 1
�� �V � V ,V � V , 2 32 2 et� � �V � V , V � V ,3 3 3 2

� � �V � V4 4 V � V .4 1

Ž � � � � . Ž � .Ces equations impliquent d’une part V , V , V , V � V , V , V , V´ 1 2 3 4 4 2 3 4
Ž � � � �. � � �donc, puisque V , V , V , V est un drapeau: V � V � V � V . Et1 2 3 4 4 1 2 2

d’autre part elles impliquent V �� V � � V et V � V � � V � donc le4 1 1 4 4 1
sous-espace V de dimension 2 contient les droites V et V � qui sont2 1 4
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distinctes. Donc finalement

�� � 2V � V � V � V � V � V � F V ,Ž .2 1 4 1 1 1 1

�� � 2V � V � V � V � F V ,Ž .3 3 2 1 1

V � V �
4 1

Ž . Ž 2 Ž 2 .� �.ou encore V , V , V , V � L, L � F L, L � F L , L ou L est une`1 2 3 4
Ž 2 Ž 2 .� �.droite de V passant par l’origine. Comme L, L � F L, L � F L , L

est un drapeau, on a

�� 2 2 2L � L , L � F L � L � F L , et L � F LŽ .

ce qui implique

² : ² 2 : 2L, L � 0, L, F L � 0, et L � F L.
� Ž �.� 2 2 2ŽD’autre part, V � V � V � F V c’est-a-dire L � F L � F L �`2 3 2 2

2 . 2 4 4 2F L � F L � F L. Donc F L n’est pas dans le sous-espace L � F L,
² 4 :qui est un sous-espace isotrope maximal, par consequent L, F L � 0.´

Reciproquement, soit L 
 � telle que´ 4

² : ² 2 : ² 4 :L, L � 0, L, F L � 0, et que L, F L � 0.

Ž 2 Ž 2 .� �.On lui associe le drapeau complet L, L � F L, L � F L , L corres-
pondant au sous-groupe de Borel B. Le drapeau complet correspondant à
FB est alors

�� � �� 2 2 �L , L � F L , L � F L , LŽ . Ž . Ž .ž /ž /
�2 2 4 2 �� F L, F L � F L, L � F L , L .Ž .ž /

On a

�2 2 �L, L � F L, L � F L , LŽ .ž /
s �1 2 2 2 � 2�

F L, L � F L, L � F L , L car L � F LŽ .ž /
s �2 2 2 4 2 ��

F L, F L � F L, L � F L , LŽ .ž /
car L, F 2L, F 4L sont lineairement independants´ ´

s s1 2 �

donc B FB.
Ž 2 Ž 2 .� �.Remarquons enfin que L � L, L � F L, L � F L , L est claire-

ment un morphisme, ainsi que son oppose.´
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PROPOSITION 8.3. Le morphisme p en�oie

X s � X s � X eŽ . Ž . Ž .2 2

dans Y .0

Demonstration. Le sous-groupe de Borel B correspond au drapeau´
2Ž .V , V , V , V . Montrons que si B 
 X s alors V � F V . En effet FBŽ .1 2 3 4 2 1 1

s2 e� � � � � �Ž .correspond au drapeau V , V , V , V et si B FB ou si B FB4 3 2 1
on a d’apres le lemme 2.4`

�� � 2V � V � V � F V .Ž .1 4 1 1

PROPOSITION 8.4. L’image reciproque d’un point de Y par le morphisme´ 0
p est une courbe hermitienne.

Demonstration. L’image reciproque d’un point de Y est formee de´ ´ ´0s2 �

l’ensemble des sous-groupes de Borel B tels que B FB ou B � FB.
Donc l’image reciproque d’un point de Y represente par la droite L est´ ´ ´0

Ž �.formee de l’ensemble des drapeaux L, V , V , L tels que L � V , V �´ 2 3 2 3
V � , V � L� . Cet ensemble de drapeaux est isomorphe a l’ensemble des`2 3
V tels que L � V � V �� L� . Dans l’espace L��L la forme hermi-2 2 2

² :tienne � , � passe au quotient et l’ensemble des V �L est tel que2
� ² :V �L � V �L c’est-a-dire V �L, V �L � 0. C’est donc une courbe`2 2 2 2

hermitienne.

Ž .PROPOSITION 8.5. Le morphisme p, induit un isomorphisme de X s sur1
Y donne par´1

X s � YŽ .1 1

�2 2 �L, L � F L, L � F L , L � L.Ž .ž /
Demonstration. La demonstration va se faire en plusieurs etapes.´ ´ ´

Ž .Etape 1. L’image par p de X s est contenue dans Y .1 1

Ž .Le sous-groupe de Borel B correspond au drapeau V , V , V , V .1 2 3 4
s1 �Ž .Montrons que si B 
 X s alors V 
 Y . Si B FB, le lemme 2.41 1 1

implique

V � V � ,1 4

V � V � ,2 3
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V � V � ,3 2

V � V �
4 1

� Ž �.� 2 2 4d’ou V � V � V � F V donc V � F V � F V , par consequent` ´2 3 2 2 2 2 2
V , F 2V et F 4V sont contenus dans V . Comme V est isotrope, car1 1 1 2 2
V � V � V � , on a2 3 2

² : ² 2 : ² 4 :V , V � 0, V , F V � 0, V , F V � 01 1 1 1 1 1

� � � 2Ž .c’est-a-dire V 
 Y . Enfin, V � Y car V � V � V � F V .` 1 1 1 0 1 4 1 1

Ž .Etape 2. L’image reciproque d’un point de Y dans X s par le´ 1 1
morphisme p est formee d’au plus un point.´

Ž . 2En effet on voit que si p: V , V , V , V � V alors V , F V � V et1 2 3 4 1 1 1 2
2 2 � Ž 2 .�V � F V donc V � V � F V . On a aussi V � V � V � F V et1 1 2 1 1 3 2 1 1
� Ž .V � V . Donc V , V , V , V est bien determine par V .´ ´4 1 1 2 3 4 1

Etape 3. Le morphisme

�2 2 �L � L, L 	 F L, L 	 F L , LŽ .ž /
Ž .envoie Y dans X s .1 1

On associe a l’element L de � tel que` ´ ´ 4

² : ² 2 : ² 4 :L, L � 0, L, F L � 0, et L, F L � 0

Ž 2 Ž 2 .� �.le drapeau L, L 	 F L, L 	 F L , L correspondant a B. En effet`
² : ² 2 : 2 Ž 2 .�L, L � 0 et L, F L � 0 impliquent L 	 F L � L 	 F L . Le
drapeau correspondant a FB est alors`

�� � �� 2 2 �L , L 	 F L , L 	 F L , LŽ . Ž . Ž .ž /ž /
�2 2 4 2 �� F L, F L 	 F L, L 	 F L , LŽ .ž /

Ž �.� 2 ŽŽ 2 .�.� 2Ž 2 . 2 4car L � F L et L 	 F L � F L 	 F L � F L 	 F L.
² 2 : ² 4 : 4 2Puisque L, F L � 0 et que L, F L � 0 on a F L � L 	 F L et

donc

�2 2 �L, L 	 F L, L 	 F L , LŽ .ž /
s �1 2 2 2 ��

F L, L 	 F L, L 	 F L , LŽ .ž /
�2 2 4 2 �� F L, F L 	 F L, L 	 F L , L .Ž .ž /
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FŽ . � �PROPOSITION 8.6. Le schema X s est reunion disjointe de PP courbes´ ´1 1
F� �rationnelles. Le schema Y est reunion de PP droites de � .´ ´1 1 4

Ž . Ž .Demonstration. On montre comme plus haut lemme 6.2 que X s est´ 1
F� �reunion disjointe de PP courbes rationnelles et que Y est reunion de´ ´1 1

� F �PP courbes rationnelles. Montrons que ce sont des droites dans � .1 4
Soit L � k 5 un sous-espace de dimension 1 representant un element de´ ´ ´

Y . Soit L� un autre sous-espace de dimension 1 contenu dans L 	 F 2L.1
Remarquons que L 	 F 2L est un sous-espace de dimension 2 de k 5, qui

2 ² � �: ² � 2 �:est isotrope et invariant par F . Donc L , L � 0, L , F L � 0,
� � �4² :L , F L � 0 et par consequent L 
 Y . Donc Y est constitue des´ ´1 1

Ž .droites L, FL dans � avec L 
 Y .4 1

THEOREME 8.1. On obtient le diagramme commutatif sui�ant defini´ ` ´
sur � 2 .q

Ž . Ž . Ž Ž . Ž ..BB � X s s �X s s � X s � X s � X eŽ .1 2 1 2 1 2

� � � � �

par contraction dep
courbes hermitiennes

� � Y � Y � Y � Y4 2 1 0

FŽ . � �Le schema X s est constitue de PP courbes rationnelles et le schema Y´ ´ ´1 1 1
est constitue de droites de � .´ 4

FŽ . � � � �Le schema X s est constitue de Y � PP courbes hermitiennes et Y est´ ´2 0 2
Ž .obtenu a partir de X s , s par contraction des courbes hermitiennes dans` 1 2

Ž .X s .2
Le groupe GF opere transiti�ement sur les courbes rationnelles composantes`

Ž .connexes de X s et sur les courbes hermitiennes composantes connexes de1
Ž .X s .2

Demonstration. Cela resulte des propositions precedentes.´ ´ ´ ´

Ž .8.4. La fonction zeta de la �ariete X s , sˆ ´´ 1 2

Ž . 2THEOREME 8.2. La fonction zeta de la �ariete X s , s sur � est´ ` ˆ ´´ 1 2 q
donnee par´

Q t Q tŽ . Ž .1 3
Z t �Ž .

Q t Q t Q tŽ . Ž . Ž .0 2 4

a�ec

2	q 2	q 4	q 6	q 8
2Q t � 1 � t , Q t � 1 � q t , etŽ . Ž . Ž .0 2

Q t � 1 � q4 tŽ .4

��
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et
2 Ž .Ž 2 .q q�1 q 	1Ž .Ž .q q�1 q 	1 3Q t � 1 	 qt , Q t � 1 	 q t .Ž . Ž . Ž . Ž .1 3

Demonstration. D’apres la section 4,´ `
� � �Z 2 s 2 s� F Fs st � t log Z � X s s t 	 X s tŽ . Ž . Ž .Ý Ý1 2 1Z s�1 s�1

� �
2 s 2 sF Fs s	 X s t 	 X e t .Ž . Ž .Ý Ý2

s�1 s�1

D’apres le theoreme 4.1, si T est un tore de Coxeter de GF,` ´ `
F� 4� �G2 s �1F s 5X s s t � t 1 � t� .Ž . Ž .Ý Ł1 2 jF� �T j�0s�1

� �D’apres L1, table, p. 106 , on a`
� F � 10 2 3 4 5G q q � 1 q 	 1 q � 1 q 	 1Ž . Ž . Ž . Ž .

�F 4 3 2� �T q � q 	 q � q 	 1

� q10 q 	 1 q2 � 1 q3 	 1 q4 � 1Ž . Ž . Ž . Ž .
Ž . j jet les � sont donnes par � � �1 q pour 0 � j � 4.´j j

Ž .Le calcul des X s se fait grace a l’argument d’induction de Lusztigˆ `i

Ž . � F � Ž 5 .Ž 3 . � F � Ž 5proposition 2.6 . On a vu que PP � q 	 1 q 	 1 et que PP � q1 2
.Ž 2 . Ž . �Ž � .F	 1 q 	 1 . De plus X s � � X s d’où1 PP 11

� �
2 s 2 s� �F Fs F s� �X s t � PP X s t .Ž . Ž .Ý Ý1 1 1

s�1 s�1
�Ž � .Le schema X s est isomorphe, d’apres 2.3.1, au schema de Deligne et´ ` ´1

Ž . 2Lusztig associe au groupe GL 2 , et a l’endomorphisme F . Appliquons le´ `
theoreme 4.1 sur � 2 a M , un groupe de type A . Si T est un tore de´ ` `q 1 1 1
Coxeter de M :1

F 2
� � �M2 s �11 �1� � F s 2 2X s t � t 1 � t 1 � tq .Ž . Ž . Ž .Ý 21 F� �Ts�1 1

� �D’apres L1, table, p. 106 , on a`
� F 2

� 2 4M q q � 1Ž .1 2 2� � q q � 1 .Ž .2 2F q 	 1� �T1

Ž . �Ž � .FD’autre part X s � � X s d’où2 PP 22
� �

2 s 2 s� �F Fs F s� �X s t � PP X s t .Ž . Ž .Ý Ý2 2 2
s�1 s�1
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D’apres le theoreme 4.1, si M est un groupe de type 2A et T un tore de` ´ ` 2 2 2
Coxeter de M , on a2

F� � �M2 s �12 �1 �1� � F s 3 2X s t � t 1 � t 1 	 tq 1 � tq .Ž . Ž . Ž . Ž .Ý 2 F� �T2s�1

� �D’apres L1, table, p. 106 , on a`

� F � 3 2 3M q q � 1 q 	 1Ž . Ž .2 3 2� � q q � 1 q 	 1 .Ž .Ž .F 2� �T q � q 	 12

Ž . FEnfin on a X e � BB d’où

� �
2 sF s F s� �X e t � BB t .Ž .Ý Ý

s�1 s�1

COROLLAIRE 8.1. Les nombres de Betti sont donnes par´

b � b � q q � 1 q2 	 1 ,Ž . Ž .1 3

b � q8 	 q6 	 q4 	 q2 	 22

Ž .et la surface X s , s atteint la borne de Weil.1 2

COROLLAIRE 8.2.

F F 2 3 5� �X s , s � X s s � G �B � q 	 1 q 	 1 q 	 1 .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .2 2� �1 2 1 2q q

Ž .9. CALCUL DU DIVISEUR CANONIQUE K DE X s , s1 2

On calcule dans cette section
2

� Ž .le nombre d’auto-intersection D d’une droite D pour D � X s ,1

�
2le nombre d’auto-intersection H d’une courbe hermitienne H

Ž .pour H � X s ,2

� Ž .le diviseur canonique K de X s , s ,1 2

Ž .et on montre que la surface X s , s est minimale et est de type general.´ ´1 2
� �Par d’autres methodes Hansen a montre recemment dans HaS que toutes´ ´ ´
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les varietes de Deligne et Lusztig de type 2A etaient de type general pour´ ´ ´ ´ ´2 n
q 	 2.

Dans cette section, on nommera de la meme maniere des fonctions aˆ ` `
valeurs dans k et des morphismes a valeurs dans � , lies par le morphisme` ´1

k � �1

x � x : 1 .Ž .

9.1. Le morphisme c0

On considere la suite d’applications definies dans le theoreme 8.1` ´ ´ `
cp 0� �

G�B � BB G�P � � �4 1��

�

Ž .X s , s Y1 2

ou on definit le morphisme c de � dans � par` ´ 0 4 1

x x1 1, 0
c x � � : 1 � x x � x x : x xŽ . Ž .0 1 2, 0 2 1, 0 2 2, 0ž /x x2 2, 0

Ž . Ž .avec x � x : ��� : x et ou L � x : x : 0 : 0 : 0 est un point fixe de` ´1 5 0 1, 0 2, 02F� 
 Y. Le morphisme c est partout defini, sauf aux points tels que´4 0
x � x � 0.1 2

LEMME 9.1. La restriction de c a Y est partout definie, sauf aux points` ´0
rationnels sur � 2 de la courbe H d’equation x1	q 	 x1	q 	 x1	q � 0 dans le´q 3 4 5
plan x � x � 0.1 2

Demonstration. On cherche l’ensemble des x 
 Y tels que x � x � 0,´ 1 2
c’est-a-dire des x dans l’espace � qui verifient` ´4

x1	q 	 x1	q 	 x1	q � 0,3 4 5

x1	q 3 	 x1	q 3 	 x1	q 3 � 0,3 4 5

x � 0,1

x � 0.2

Par le theoreme de Bezout, les deux premieres equations definissent dans´ ` ´ ` ´ ´
le plan � d’equations x � x � 0 deux courbes H et H � qui ont´2 1 2
Ž .Ž 3. Ž .1 	 q 1 	 q points d’intersection comptes avec les multiplicites . Les´ ´
courbes se coupent deja aux points rationnels de H. Montrons que la´ `
multiplicite d’intersection en ces points est q 	 1. Les equations affines´ ´
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� �2des courbes H et H s’ecrivent, apres changement de variable sur � St,´ ` q
�p. 203

y 	 y q � x q	1 ,

y 	 y q 3 � x q 3	1 .

� � � Ž .D’apres Sh, p. 225 l’ordre de contact des courbes H et H au point 0, 0`
est superieur ou egal a q car´ ´ `

y 	 y q � x q	1 
 y 	 y q 3 � x q 3	1 , mod � q
Ž0 , 0.

Ž .ou � est l’ideal de l’anneau des fonctions regulieres au point 0, 0` ´ ´ `Ž0, 0.
forme des fonctions qui sont nulles en ce point. Donc la multiplicite´ ´

Ž . Ž �.d’intersection en 0, 0 est H, H � q 	 1. C’est vrai pour tous lesŽ0, 0.

Ž .2points de H � . Le theoreme de Bezout impose alors que la multiplicite´ ` ´ ´q
soit egale a q 	 1 et qu’il n’y ait pas d’autres points d’intersection.´ `

Ž .9.1.1. Les zeros de c sur Y � H´ 0

� 4LEMME 9.2. L’ensemble des zeros de c est la reunion des D � A ou´ ´ `0 A
D est la droite joignant L au point A 
 H F 2

.A 0

Ž .Demonstration. On cherche l’ensemble des x 
 Y � H tels que c x´ 0
� 0, c’est-a-dire des x dans l’espace � qui verifient` ´4

² :x , x � 0,

² 2 :x , F x � 0,
4Ž .

x x1 1, 0� .
x x2 2, 0

Comme la derniere equation implique x q	1 	 x q	1 � x q 3	1 	 x q 3	1 � 0,` ´ 1 2 1 2
Ž .le systeme 4 est equivalent a` ´ `

x1	q 	 x1	q 	 x1	q � 0,3 4 5

x1	q 3 	 x1	q 3 	 x1	q 3 � 0,3 4 5

x x1 1, 0� .
x x2 2, 0

On a vu que les solutions des deux premieres equations, dans le plan �` ´ 2
d’equations x � x � 0, sont les points rationnels sur � 2 de la courbe H.´ 1 2 q
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Ž .Les solutions du systeme 4 sont donc`

x � � x ,1 1, 0

x � � x ,2 2, 0

x � 
 x ,3 3, A

x � 
 x ,4 4, A

x � 
 x5 5, A

Ž . F 2
ou x , x , x sont les coordonnees d’un point A de H , et � et 
` ´3, A 4, A 5, A

2sont dans � avec � � 0. Ce systeme admet donc comme solution dans �`q 4
� 4la reunion des D � A ou D est la droite joignant L au point´ `A A 0

A 
 H F 2
.

9.1.2. Les poles de cˆ 0

Soit E le sous-espace de � defini par x � 0.´4 2

LEMME 9.3. L’ensemble des poles de c est egal a E 
 Y � H. L’espaceˆ ´ `0
3 2Ž .Ž .E 
 Y est constitue de q 	 1 q 	 1 droites in�ariantes par F qui se´

coupent sur les points de E 
 Y . Par chaque point de E 
 Y passent q 	 10 0
droites de E 
 Y.

Demonstration. On cherche l’ensemble des x 
 Y tels que c ait un´ 0
pole ou encore que x � 0. On a donc le systeme dans �ˆ `2 4

² :x , x � 0,

² 2 :x , F x � 0,

x � 02

ou

² � �:x , x � 0,

² � 2 �:x , F x � 0

� Ž � � � � .ou x est le point de coordonnees x : x : x : x dans E.` ´ 1 3 4 5
On est donc ramene a une situation qu’on on a deja vue au section 6´ ` ´ `

2 � � �relatif au groupe A . Notons ici Y , Y , PP ce qui est note Y, Y , PP dans´3 1 1 1 1
�le section 6. Le systeme precedent a pour solution le sous-schema Y` ´ ´ ´ 1

2� � Ž .de Y relatif au groupe A . Dans l’etude de la filtration de Y lemme 6.2´3
� � F 3� � Ž .Žon a montre que le sous-schema Y est la reunion de PP � q 	 1 q´ ´ ´1 1

.	 1 droites de � . La derniere partie du lemme est alors la consequence` ´3
du lemme 6.2.
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9.2. Le morphisme f
cp 0� �Ž .On designe par f l’application composee X s , s Y � .´ ´ 1 2 1

9.2.1. Le comportement de f sur les courbes HA

�1Ž .Pour chaque point x de Y , soit H � p x la courbe hermitienne0 x
image reciproque de x par l’application p.´

PROPOSITION 9.1. Si A est un point defini sur � 2 de la courbe H, la´ q
fonction rationnelle f est reguliere et non nulle sur un ou�ert de H .´ ` A

La demonstration va se faire apres celle de plusieurs lemmes.´ `
Considerons l’application qui envoie BB dans G�
 ou 
 est le sous-´ ˆ

groupe parabolique

� � � � �
0 � � � �

.0 0 � � �
0 0 � � �� 0
0 0 � � �

Ž .Les elements de G�
 correspondent aux drapeaux V , V . On definit le´ ´ ´1 2p2 �

morphisme p : G�
 G�P par passage aux quotients.2
Ž .Considerons la variete X w de Deligne et Lusztig associee au groupe´ ´ ´ ´1

2Ž .SL 5, k , a l’endomorphisme F , et a l’element w � s s s s du groupe de` ` ´ ´ 1 2 4 3
Ž .Weil W de SL 5, k . On montre comme dans la proposition 2.3 que c’est

une variete lisse, irreductible, de dimension 4, stable par GF 2
et definie sur´ ´ ´ ´

s s1 2 �Ž .2� . Si B est un element de X s s , par definition B FB. Donc´ ´ ´q 1 2s s s s s s4 3 1 2 4 32 2� �Ž .FB F B, puisque F s s � s s . Par consequent B F B´1 2 4 3
w 2� Ž .d’apres la proposition 2.1, autrement dit B F B donc B 
 X w .` 1

Notons X s s et X w les images de X s s et X w dans G�
.Ž . Ž . Ž . Ž .2 1 2 2 1 2 1
Alors le diagramme suivant est commutatif.

p2 �Ž .X s s � X s s � X s s YŽ . Ž .1 2 1 2 2 1 2
c�0
 
 
 


p c2 0� �Ž .X w � X w � X w � �Ž . Ž .1 1 2 4 1
c0

�
�
 
 


p2 �� �

BB � BB � G�
 G�P �4

Ž .2LEMME 9.4. L’image reciproque dans X w d’un point de � � parŽ .´ 2 4 q
p est isomorphe a � .`2 3
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Demonstration. En effet on montre, comme dans la demonstration de´ ´
la proposition 5.2, que l’image reciproque du point M est formee de´ ´

Ž .l’ensemble des drapeaux V , V ou V correspond a M, c’est-a-dire de` ` `1 2 1
5l’ensemble des plans de k contenant une droite donnee passant par´

l’origine. Elle est donc isomorphe a � .` 3

Ž .2Notons H l’image reciproque dans X w du point M de � � .Ž .´2, M 2 4 q

Soit c l’application1

c : � � �1 4 1

x3
x � .

x2

Ž .LEMME 9.5. Soit M � 1 : 0 : 0 : 0 : 0 . La fonction rationnelle composeé
des applications

p c2 1� �

X w � �Ž .2 4 1

est reguliere sur un ou�ert de H � � , et ses zeros forment un plan H´ ` ´2, M 3 2, M , 0
dans H .2, M

Demonstration. Soit le sous-groupe´

� � � � �
0 � � � �

B � 0 0 � � �
0 0 0 � �� 0
0 0 0 0 �

dans BB. On definit un voisinage affine UU � �10 de B dans BB � G�BB en´
prenant les gBg�1 avec

1 0 0 0 0
x 1 0 0 02

x x 1 0 0g � .3 8

x x x 1 04 9 14� 0
x x x x 15 10 15 20

On a

w 2 2�1 �1 q �q�

gBg 
 X w � gBg g Bg .Ž .1
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On verifie que´

� q 2 q 2
x � x � x x � x ,Ž .3 3 8 2 2

2 2q qx � x � x x � x ,Ž .4 4 9 2 2

2 2q qx � x � x x � x ,Ž .5 5 10 2 2

2q q�1 � 2x � x � x x � x ,gBg 
 X w �Ž . Ž .9 9 14 8 81
2 2q qx � x � x x � x ,Ž .10 10 15 8 8

2 2q qx � x � x x � x ,Ž .15 15 20 14 14
2q� x � x .20 20

Dans ce voisinage UU, les applications

p2 �

BB � G�
 �4

deviennent

UU � �10 � �7 � �4

x , x , x , x , x , x , x , x , x , x � x , x , x , x , x , x , xŽ . Ž .2 3 8 4 9 5 10 14 15 20 2 3 8 4 9 5 10

� x , x , x , x .Ž .2 3 4 5

Ž .L’image de B dans � est egale a M � 1 : 0 : 0 : 0 : 0 . L’image reciproque´ ` ´4
7 Ž .de M dans � est donc egale a 0, 0, x , 0, x , 0, x ou x , x , x sont´ ` `8 9 10 8 9 10

dans � . On aq

x q 2 � x � x x q 2 � xŽ .3 3 8 2 2

d’où

x x 1 � x q 2�1Ž .3 8 2� .2q �1x 1 � x2 3

ŽLa fonction g � x �x est donc reguliere au voisinage de x , x , x , x ,´ `3 2 2 3 8 4
. Ž .x , x , x � 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0 , et egale a x sur l’image reciproque de M.´ ` ´9 5 10 8

Soit f � c � p le relevement de c a X w .Ž .` `2 0 2 0 2

LEMME 9.6. Soit A un point defini sur � 2 de la courbe H. La fonction´ q
rationnelle f est reguliere sur un ou�ert de H � � , et les zeros de f´ ` ´2 2, A 3 2
forment un plan H dans H .2, A, 0 2, A
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Demonstration. Il existe un element´ ´ ´

a a a a a1, 1 1, 2 1, 3 1, 4 1, 5

0 1 0 0 0
1 0 0 0 0

a a a a a4, 1 4, 2 4, 3 4, 4 4, 5� 0
a a a a a5, 1 5, 2 5, 3 5, 4 5, 5

Ž .du groupe SL 5, k qui transforme

� la fonction rationnelle x � x �x en la fonction rationnelle x �x ,3 2 1 2

� Ž . Ž .le point A � 0 : 0 : x : x : x en M � 1 : 0 : 0 : 0 : 0 ,3, A 4, A 5, A

� Ž .le vecteur � � x , x , x , x , x avec x � 0 enB 1, B 2, B 3, B 4, B 5, B 2, B
Ž .0, x , x , �, � .2, B 1, B

Le lemme se deduit alors du precedent, et on a´ ´ ´
x x x x � x x1, B 1, 0 1, B 1, 0 2, B 2, 0

f V , V � � �Ž .2 1 2 x x x x2, B 2, 0 2, B 2, 0

si V correspond a A et V est engendre par les vecteurs` ´1 2

� � 0, 0, x , x , x ,Ž .A 3, A 4, A 5, A

� � x , x , x , x , x .Ž .B 1, B 2, B 3, B 4, B 5, B

LEMME 9.7. La fonction rationnelle f n’est pas nulle sur H .2 A

Demonstration. Les points H correspondent aux sous-espaces V tels´ A 2
� � Žque V � V � V � V . Or V est engendre par � � 0, 0, x , x ,´1 2 2 1 1 A 3, A 4, A

. � Ž .x donc V est l’ensemble des points x , x , x , x , x de V qui5, A 1 1 2 3 4 5
verifient x x q 	 x x q 	 x x q � 0, et H 
 V � est l’ensemble´ 3 3, A 4 4, A 5 5, A 2, A, 0 1

des points de V qui verifient´
x x1 1, 0q q qx x 	 x x 	 x x � 0 et � .3 3, A 4 4, A 5 5, A x x2 2, 0

Ž .Donc l’espace des V , V tels que V soit engendre par � et que´1 2 1 A
� ŽV � H 
 V est l’espace projectif associe au quotient H 
´2 2, A, 0 1 2, A, 0

�.V �V . C’est une droite projective, et une courbe hermitienne ne peut1 1
pas etre contenue dedans.ˆ

Le diagramme

�

Ž . Ž .X s s X s s1 2 2 1 2

� �f f2
�1
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est commutatif. On en deduit que f est reguliere et non nulle sur un´ ´ `
ouvert de H .A

9.2.2. Les zeros de f´
On appelle ‘‘transformee birationnelle’’ d’une courbe C sur Y la courbe´

�1ˆ ˆ � �C definie par C � p C 
 Y Sh, p. 251 . Pour un diviseur premier CŽ .´
Ž . Žsur la surface X s , s ou sur Y, notons � la valuation du diviseur C cf.1 2 C

� �.Har, p. 130 .

LEMME 9.8. L’ensemble des zeros de f est constitue, pour chaque point A´ ´
defini sur � 2 de la courbe H, par les points:´ q

ˆ1. des transformees birationnelles D des droites D definies dans le´ ´A A
lemme 9.2;

2. des courbes hermitiennes H pour chaque point x sur D 
 Y quix A 0
n’est pas situe sur H.´

Demonstration. C’est clair.´
Ž .Soit DD � div f le diviseur des zeros de f. Donc´	

ˆDD � � f D 	 � f H 	 � f H .Ž . Ž . Ž .ˆÝ ÝD A H x H LA x L 0ž / 0
2F Ž .x
 D 
Y �A�LA 0 0A
H

9.2.3. Les poles de fˆ
LEMME 9.9. Les poles de f forment le rele�ement de E 
 Y � H par p.ˆ ` 1

Ce rele�ement est constitue` ´
3 ˆŽ .Ž .1. de q 	 1 q 	 1 droites non concourantes D transformees bira-´

Ž .tionnelles des droites D formant E 
 Y cf. lemme 9.3 ;1

2. des courbes hermitiennes H pour chaque point x sur E 
 Y quix 0
n’est pas situe sur H.´

Demonstration. C’est clair.´
� Ž .Soit DD � div f le diviseur des poles de f. Doncˆ�

� ˆDD � � � f D � � f H .Ž . Ž .ˆÝ ÝD H xx
x
E
Y �HD�E
Y 01

9.3. Calcul de �aluations

On considere la droite D de � definie par les equations` ´ ´4

x � � x ,1 1, 1

x � 0,2

x � �,3
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x � 
 x ,4 4, 1

x � 
5

q	1 q	1pour �, 
 
 � , et ou x et x sont fixes et verifient x � x � �1.` ´ ´q 1, 1 4, 1 1, 1 4, 1

On a D � E 
 Y � Y.1

ˆ Ž . Ž .LEMME 9.10. La �aluation du di�iseur D est donnee par � f � � c´ D̂ D 0
� �1.

Demonstration. La surface Y est non singuliere en codimension 1, donc´ `
Ž � �.la fonction � est bien definie cf. Sh, p. 152 . Elle est de plus definie´ ´D

Ž . Ž .localement d’ou l’egalite � f � � c .` ´ ´ D̂ D 0
Plaçons-nous dans le sous-espace affine � de � defini par l’equation´ ´4 4

x � 1. Les equations de Y sont donc´5

x q	1 	 x q	1 	 x q	1 	 x q	1 � �1,1 2 3 4

x q 3	1 	 x q 3	1 	 x q 3	1 	 x q 3	1 � �1.1 2 3 4

On considere le sous-espace E de Y defini par x � 0. Les equations de la` ´ ´2
droite D deviennent

x � � x ,1 1, 1

x � 0,2

x � �,3

x � x .4 4, 1

ŽChoisissons un point P de D qui ne soit pas singulier c’est-a-dire`
.2� � � . Alors au voisinage de P, on peut prendre comme coordonnee´q

locale en P sur Y les fonctions: � � x � � x et � � x . En effet soit1 1 1, 1 2 2
� l’ideal des fonctions regulieres nulles en P, et soit � � x � � et´ ´ `P 3 3
� � x � x . Alors montrons que � et � s’expriment en fonction de �4 4 4, 1 3 4 1

2et � modulo � . En effet les equations de Y s’ecrivent´ ´2 P

q	1 q	1 q	1q	1� 	 � x 	 � 	 � 	 � 	 � 	 x � �1,Ž . Ž . Ž .1 1, 1 2 3 4 4, 1

q 3	1 3 q 3	1 q 3	1q 	1� 	 � x 	 � 	 � 	 � 	 � 	 x � �1Ž . Ž . Ž .1 1, 1 2 3 4 4, 1

ou encore

� �q x q 	 � �q 	 � x q � 0,1 1, 1 3 4 4, 1 2mod � .3 3 Pq q q q� � x 	 � � 	 � x � 0,1 1, 1 3 4 4, 1
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Comme le determinant �q x q � x q �q 3
est non nul si � � � 2 , le systeme´ `4, 1 4, 1 q

est resoluble en � et � .´ 3 4
Exprimons c en fonction de ces coordonnees locales. On a´0

x x � 	 � x x � 	 � x x � x �Ž .1 1, 0 1 1, 1 1, 0 1 1, 1 2, 0 1, 0 2
c � � � � � .0 x x � x x �2 2, 0 2 2, 0 2, 0 2

D’autre part, D est definie localement par l’equation � � 0. Donc´ ´ 2

� c � � � 	 � x x � x � � � x � � �1.Ž . Ž . Ž .Ž .D 0 D 1 1, 1 2, 0 1, 0 2 D 2, 0 2

Ž .PROPOSITION 9.2. La �aluation � f de C en f est constante quand CC
parcourt respecti�ement

� les droites formant les poles de f ,ˆ
� les courbes hermitiennes H formant les poles de f.ˆx

Demonstration. Le stabilisateur de f dans GF contient le sous-groupe´
de GF forme des matrices´

1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 .

0 0 SU 3ž /� 0
0 0

Ž .Point 1. Montrons que la valuation � f de C en f est constanteC
quand C parcourt les droites formant les poles de f.ˆ

Les images par p de ces droites sont formees des droites de E dans Y .´ 1
On a demontre dans le lemme 9.10 que pour q 	 1 droites passant par´ ´

Ž . Ž .le point 0 : 0 : 0 : x : 1 de H on a � f � �1. Le stabilisateur de fˆ4, 1 D
dans GF permute les points de H. Donc ces droites sont les q 	 1 droites
D qui passent par un point de H. Ces droites sont distinctes car elles ne

Ž 3 .Ž .contiennent qu’un point de H. On obtient donc q 	 1 q 	 1 droites,
c’est-a-dire toutes les droites de E 
 Y .` 1

Ž .Point 2. Montrons que la valuation � f de C en f est constanteC
quand C parcourt les courbes hermitiennes H formant les poles de f.ˆx

Ces courbes sont contractees par p en les points des droites de E dans´
Y qui ne sont pas dans H, donc elles sont contractees sur E 
 Y � H.´1 0

Ž .Il suffit de montrer que le groupe SU 3 opere transitivement sur E 
`
Y � H.0
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Ž . Ž . Ž . Ž2 2Le groupe SU 3 opere sur l’espace E � � � � de coordonnees` ´q 3 q
Ž ..x : x : x : x par1 3 4 5

1 x0 0 0 1

0 x3� .
x0 SU 3ž / 4� 0� 0 x50

L’espace E se decompose en une reunion disjointe E � E � E ou E´ ´ `� � �

Ž .est l’ouvert x � 0 et E est defini par x � 0. Le groupe SU 3 opere sur´ `1 � 1
Ž .2E � � � par� 2 q

001 0 0 0
xx0 33

� � .0 g g xx 44� 0 � 0 � 0� 0xx0 55

Ž . Ž .2Donc le groupe SU 3 opere sur E � � � par l’action projective` � 3 q
Ž . Ž .3

2naturelle. Le groupe SU 3 opere sur E � � par` � q

111 0 0 0
xx0 33

� � .0 g g xx 44� 0 � 0 � 0� 0xx0 55

Ž . Ž .3
2Donc le groupe SU 3 opere sur E � � par l’action affine naturelle.` � q

Ž .Montrons que le groupe SU 3 a deux orbites dans E 
 Y : H � E et0 �

Ž . Ž . Ž 3 .Ž 2 .E 
 Y � H � E 
 Y . L’ensemble E 
 Y a q 	 1 q 	 1 points;0 � 0 0
l’ensemble E 
 Y � H a q3 	 1 points. Donc l’ensemble E 
 Y � �3

2� 0 � 0 q

�Ž . q	1 q	1 q	1 4 2Ž 3 .
 x , x , x � x 	 x 	 x 	 1 � 0 a q q 	 1 points.3 4 5 3 4 5
Ž . � Ž . � 4 Ž .3

2 2Le groupe SU 3 � A 
 SL 3, � � AA � 1 opere sur � et il`q q

conserve la surface hermitienne affine x q	1 	 x q	1 	 x q	1 	 1 � 0. Il3 4 5
Ž .suffit donc de montrer que le groupe SU 3 opere transitivement sur les`

points rationnels sur � 2 de cette surface. Il suffit pour cela de calculer leq
Ž .stabilisateur d’un point de cette surface, par exemple le point � , 0, 0 avec

� q	1 � 0. On trouve qu’il est egal au groupe forme des matrices´ ´

aaq 	 bbq � 1,�1 0 0 q qcc 	 dd � 1,�qui verifient0 a b ´ q qac 	 bd � 0,ž / �0 c d ad � bc � 1.
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Donc, si b � 0 le systeme a q 	 1 solutions,`

b � 0 � c,
aa � 1,
d � aq .

a 2ŽSi � � est quelconque il prend alors q � q � 1 valeurs puisqueb
q .�� � �1 , le systeme a q 	 1 solutions:`

�1qbb � 1 	 �� ,Ž .
a � �b ,
c � �bq ,
d � aq .

Ž .Ž 2 . Ž .Ž .En tout on a donc q 	 1 1 	 q � q � 1 � q q 	 1 q � 1 solutions.
Donc il y a

�SU 3 q3 q2 � 1 q3 	 1Ž . Ž . Ž .
�

�stabilisateur de �1, 0, 0 q q 	 1 q � 1Ž . Ž . Ž .

� q2 q3 	 1 points dans l’orbite,Ž .

donc autant de points que dans E 
 Y .� 0

Ž .9.4. Multiplicites d’intersection dans le groupe des di�iseurs de X s , s´ 1 2

9.4.1. Multiplicite d’intersection de D et de H´
Soit D une courbe rationnelle dans X s , et H une courbe hermi-Ž .1 x

tienne dans X s .Ž .2

ŽPROPOSITION 9.3. Si D � X s et H � X s se coupent, on a D,Ž . Ž .1 x 2
.H � 1.x

Demonstration. Il suffit de montrer que les courbes D et H se´ x
coupent transversalement en un seul point sur la surface X et pour cela il
suffit de montrer que les images de ces courbes se coupent transversale-
ment en un seul point sur la variete BB � G�B.´ ´

Soit M 
 D 
 H . Le point M est sur la variete BB et correspond donc´ ´x
Ž .a un sous-groupe de Borel B , c’est-a-dire a un drapeau V , V , V , V .` ` `M 1 2 3 4

Ž .La courbe H correspond par la proposition 8.4 a un ensemble de`x
Ž .drapeaux qui sont tous de la forme V , �, �, V , donc a un ensemble de`1 4

sous-groupes de Borel contenus dans un sous-groupe parabolique PH x
Ž .correspondant au drapeau V , V . La droite D correspond a un ensemble`1 4
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Ž .de drapeaux qui sont tous de la forme �, V , V , � , donc a un ensemble`2 3
de sous-groupes de Borel contenus dans un sous-groupe parabolique PD

Ž .correspondant au drapeau V , V . On a2 3

P 
 P � B ,D H Mx

ce qui montre que le point M est unique. De plus, dans l’algebre de Lie`
� 
 � � �D H Mx

ou � , � et � sont les algebres de Lie de P , P et B . Par` `D H M D H Mx x

consequent, l’espace tangent a la droite D et l’espace tangent a la courbe´ ` `
H sont distincts. Donc la droite D et la courbe H se coupent transver-x x

Ž . Ž � �.salement et D, H � 1 cf. Har, p. 357 .x

9.4.2. L’auto-intersection d’une droite dans X s et d’une courbeŽ .1
hermitienne dans X sŽ .2

PROPOSITION 9.4. L’auto-intersection d’une droite dans X s est donneeŽ . ´1
par

D , D � � f q2 .Ž . Ž .H x

FDemonstration. Soit D une droite de X s . Comme G opere transi-Ž .´ `1
Ž .tivement sur les droites dans X s , l’auto-intersection ne depend pas de la´1

Ž .droite. On peut donc supposer que p D est une droite dans E 
 Y .1
On a

DD, D � 0,Ž .
DD

� , D � �� f D , D � � f H , D .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .ÝD H xx
Ž . Ž .x
p D 
 Y �H0

Ž .D’ou, d’apres les propositions 9.2 et 9.3 et le lemme 9.10, D, D �` `
2 Ž .q � f , ou x est un point de E 
 Y � H.`H 0x

PROPOSITION 9.5. Si x 
 Y l’auto-intersection d’une courbe hermitienne0
H dans X s est donnee parŽ . ´x 2

q 	 1
H , H � .Ž .x x � fŽ .H x

Demonstration. Soit H une courbe hermitienne dans X s . CommeŽ .´ x 2
FG opere transitivement sur les droites dans X s , l’auto-intersection neŽ .` 2

depend pas de la courbe hermitienne. On peut donc supposer que x 
 E´

 Y � H. On a les relations suivantes0

DD, H � 0,Ž .x

DD
� , H � � � f D , H � � f H , H .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ýx D x H x xx

Ž .x
p D �E
Y1
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D’ou, d’apres les propositions 9.2 et 9.3 et les lemmes 9.3 et 9.10,` `

� f H , H � 1 � q 	 1.Ž . Ž . ÝH x xx
Ž .x
p D �E
Y1

PROPOSITION 9.6.

D2H 2 � q2 q 	 1 .Ž .

Demonstration. Cela resulte des deux propositions precedentes.´ ´ ´ ´

F9.5. Les di�iseurs sur X in�ariants par G

Ž . Ž . Ž .Notons dans ce paragraphe X � X s , s et X � X s s . Soit Pic X1 2 1 2

le groupe de Picard de X. Rappelons la definition du morphisme de´
groupes

2� : Pic X � H X , �Ž . Ž .��

Ž � � �.cf. Har, p. 454, §3.8; SGA, expose Cycle . Soit C un diviseur premier de´
2 2Ž . Ž .X ; la restriction H X, � � H C, � � � definit une forme´�� �� ��

2Ž . Ž .lineaire sur H X, � donc par dualite de Poincare un element � C de´ ´ ´ ´ ´��
2Ž . Ž .H X, � . On prolonge cette application � a Pic X par linearite. La` ´ ´��

forme d’intersection devient le cup-produit

� � 4C , C � � C � � C 
 H X , � � � .Ž . Ž . Ž . Ž .�� ��

Ž .PROPOSITION 9.7. Les sommes Ý� D ou D parcourt les droites dans`
Ž .X s et Ý� H ou H parcourt les courbes hermitiennes dans X sŽ . Ž .`1 2

F2 GŽ .constituent une base de H X, � .��

Demonstration. L’inclusion X s � X s � X induit une applicationŽ . Ž .´ 1 2
lineaire´

2 2 2H X , � � H X s , � � H X s , �Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .�� 1 �� 2 ��

d’ou une application`
F F FG G G2 2 2H X , � � H X s , � � H X s , �Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .�� 1 e 2 ��

en passant aux espaces des elements invariants par GF.´ ´
iŽ . Ž . Ž . Ž .Posons Z � X s � X s � X s � X s � X e . Notons H X laŽ . Ž .1 2 1 2 c

iŽ .cohomologie ��-adique de X a supports propres en dimension i et H � �`
iŽ . Ž Ž ..H �, � . La suite exacte longue associee a la paire Z, X e donne´ `��

H 1 X e � H 2 X s � H 2 X s � H 2 Z � H 2 X e .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž . Ž .c 1 c 2
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Ž . 1Ž Ž .. 2Ž Ž ..Le schema X e est de dimension 0, donc H X e � H X e � 0. Par´
consequent´

H 2 X s � H 2 X s � H 2 Z .Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .c 1 c 2

Ž Ž ..Considerons la suite exacte longue associee a la paire X s , X e :Ž .´ ´ ` 1

1 2 2 2H X e � H X s � H X s � H X e .Ž . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .Ž . Ž .c 1 1

1Ž Ž .. 2Ž Ž ..Comme on a encore H X e � H X e � 0, on a

2 2H X s � H X s .Ž . Ž .Ž . Ž .c 1 1

De memeˆ
2 2H X s � H X s .Ž . Ž .Ž . Ž .c 2 2

Finalement

2 2 2H Z � H X s � H X s .Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .1 2

Ž .Considerons maintenant la suite exacte longue associee a la paire X, Z´ ´ `

2 2 2 3H X � H X � H Z � H X .Ž . Ž . Ž . Ž .c c

Si on prend les invariants sous GF, on obtient

FF F FGG G G2 2 2 3H X � H X � H Z � H X .Ž . Ž . Ž . Ž .c c

iŽ .G F iŽ F . Ž � �.Or H X � H G � X cf. Sr, p. 53 et par la proposition 2.2c c

GF � X s s � GF � x 
 G � x�1F x 
 Bs s B �B � Bs s B�B.Ž . Ž .� 41 2 1 2 1 2

2Ž .G F
Ce dernier espace est un espace affine de dimension 2, donc H X �c

3Ž .G F
H X � 0. Par consequent´c

F FG G2 2H X � H Z .Ž . Ž .

La variete X s est reunion disjointe de droites D pour D � X s .Ž . Ž .´ ´ ´1 1
2 2Ž . Ž .L’espace H X s , � est donc somme des espaces H D, � deŽ .1 �� ��

dimension 1. Le groupe GF permute transitivement ces composantes.
Ž .Donc Ý � D forme une base de l’espaceŽ .D � X s1

G F
FG2 2H X s , � � H D , � � � .Ž . Ž .Ž . �1 �� �� ��ž /

Ž .D� X s1
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Ž .De meme Ý � H forme une base de l’espaceˆ Ž .H � X s2

G F
FG2 2H X s , � � H H , � � � .Ž . Ž .Ž . �2 �� �� ��ž /

Ž .H� X s2

Par consequent´
F F FFG G GG2 2 2 2H X � H Z � H X s � H X sŽ . Ž . Ž . Ž .Ž . Ž .1 2

et c’est un espace vectoriel de dimension 2.

9.6. Di�iseur canonique

Ž .9.6.1. Calcul de la classe fondamentale � K de X

Soit K le diviseur canonique de la surface X. Sa classe est invariante
par GF. Donc

� K � � � D 	 � � H . 5Ž . Ž . Ž . Ž .Ý Ý
Ž . Ž .D� X s H� X s1 2

� �La formule d’adjonction Har, chapitre V, proposition 1.5, p. 361 implique

�2 � D. D 	 K , 2Ž . D.K � �D � 2,
d’où 2 22 H .K � q � q � 2 � H .q � q � 2 � H . H 	 KŽ .

Donc
� D � � K � �D2 � 2,Ž . Ž .
� H � � K � q2 � q � 2 � H 2 .Ž . Ž .

Ž .Ce qui donne, en utilisant 5

�D2 	 � q2 	 1 � �D2 � 2,Ž .
� q3 	 1 	 �H 2 � q2 � q � 2 � H 2 .Ž .

Ž .D’apres les calculs d’auto-intersection faits plus haut et en posant � f` H x

� � ,
D2 � ��q2 ,

H 2 � � q 	 1 ��Ž .
on peut resoudre les equations en � et �. On obtient´ ´

q4 � � q� � 2� 	 q3 	 q2 � q � 1
� K � � DŽ . Ž .Ý5q � 	 � Ž .D�X s1

q 	 1 q4 � � q2 � � q2 	 2 q � 2Ž . Ž .
	 � H .Ž .Ý5q 	 1 Ž .H�X s2
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Comme � � 1, on verifie que � 	 0 et � 	 0 pour q � 2.´

9.6.2. Consequences´
Ž .THEOREME 9.1. La surface X s , s est minimale.´ ` 1 2

Ž .Demonstration. Si C est un diviseur premier sur la surface X s , s ,´ 1 2
on a

K , C � � D , C 	 � H , C � 0Ž . Ž . Ž .Ý Ý
Ž . Ž .D� X s H� X s1 2

et par la formule d’adjonction, en notant g le genre de la courbe C:

K , C � 2 g � 2 � C 2 .Ž .

Ž .Si la surface X s , s n’etait pas minimale, elle contiendrait une courbe´1 2
� .exceptionnelle de premiere espece Har, chapitre V, §5 , c’est-a-dire une` ` `

courbe rationnelle C telle que C 2 � �1. On aurait donc

K , C � 2 g � 2 � C 2 � �1.Ž .

Ž .C’est impossible. Donc la surface X s , s est minimale.1 2

Ž .THEOREME 9.2. La surface X s , s est de type general.´ ` ´ ´1 2

Demonstration. On a´

1 22 2 7 6 5 4 3K � q 	 1 � 2 q � 4q 	 3q � 4q 	 2 qŽ . Ž .Ž�

	� 2 q6 	 4q5 	 8q4 � 12 q3 	 14q2 � 12 q 	 8Ž .
�3q4 	 4q3 � 3q2 ..

Donc K 2 	 0 pour q � 2 et � � 1.
Comme on a aussi K.C � 0 pour tout diviseur primitif, la dimension de

Ž � �.Kodaira � de X est egale a 2 theoreme 5.4 de B-H c’est-a-dire que la´ ` ´ ` `
Ž .surface X s , s est de type general.´ ´1 2

10. CAS 2F4

10.1. Le groupe 2F4

Supposons p � 2. Soit G un groupe semi-simple defini sur � 2 dont le´ q
systeme de racine est de type F . Le graphe de Dynkin de ce systeme de` `4
racine est le suivant.
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Soit s les elements de S qui correspondent aux racines simples � .´ ´i i
Supposons q2 � 22 m	1. Il existe alors un endomorphisme F de G qui

conserve les sous-groupes B et T et qui, dans l’ensemble des caracteres de`
T , transforme une racine simple courte en un multiple d’une racine simple
longue:

� � 2 m	 1� si � est courte,
� � 2 m� si � est longue.

F 2 � �Le groupe G est un groupe fini de type F . Voir C2, 1.19 .4

Ž .10.2. La fonction zeta de X � X s , sˆ 1 2

Ž . 2THEOREME 10.1. La fonction zeta de X � X s , s sur � est donnee´ ` ˆ ´1 2 q
par

n n1 32 2 3 6 2' '1	 2 qt�q t 1	 2 q t	q tŽ . Ž .
Z t �Ž . m m m m1 2 3 42 2 4 2 2 4 2 41�t 1�q t 1	q t 1	q t 1�q t	q t 1�q tŽ . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .

4 6'Ž . Ž .Ž .a�ec n � n � 1� 2 q q � 1 q 	 1 et1 3

1
6 16 14 13 12 10'm � q 	 1 4q 	 3q 	 2 q 	 6q 	 qŽ . Ž1 4

3�2 9 8 6 5 4 2'�2 q 	 q � 2 q 	 2 q 	 3q 	 4q 	 8 ,.
1 24 2 4 2 4 3 2' 'm � q q � 1 q � q 	 1 q 	 2 q 	 q 	 2 q 	 1Ž . Ž . Ž .2 12

� q4 	 23�2q3 	 4q2 	 23�2q 	 1 ,Ž .
1 2 24 2 2 4 2m � q q � 1 q 	 1 q � q 	 1Ž . Ž . Ž .3 4

4 3 2' '� q 	 2 q 	 q 	 2 q 	 1 ,Ž .
1 2 2 24 2 2 4m � q q � 1 q 	 1 q 	 1 .Ž . Ž . Ž .4 3
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Demonstration. D’apres la section 4,´ `
� � �Z 2 s 2 s� F Fs st � t log Z � X s s t 	 X s tŽ . Ž . Ž .Ý Ý1 2 1Z s�1 s�1

� �
2 s 2 sF Fs s	 X s t 	 X e t .Ž . Ž .Ý Ý2

s�1 s�1

D’apres le theoreme 4.1, si T est un tore de Coxeter de G, on a` ´ `
F� � �G2 s �1F s 12X s s t � t 1 � t� .Ž . Ž .Ý Ł1 2 jF� �T js�1

� � � F � � F �D’apres L1, table, p. 106 , G � T est egal a` ´ `

� F � 24 2 6 8 12G q q � 1 q 	 1 q � 1 q 	 1Ž . Ž . Ž . Ž .
�F 4 3 2' '� �T q � q 2 	 q � q 2 	 1

� q24 q2 � 1 q4 	 1 q6 	 1 q8 � 1Ž . Ž . Ž . Ž .
4 3 2' '� q 	 q 2 	 q 	 q 2 	 1 .Ž .

Les � sont donnes par´j

i � 1 �i � 1
2 2 2 2 2 2 21, q , q , �q , iq , �iq , �� q , �� q , q ,' '2 2

i � 1 �i � 1
3 3 4q , q , q' '2 2

ou � est une racine primitive troisieme de l’unite.` ` ´
Ž .Le calcul des X s se fait grace a l’argument d’induction de Lusztigˆ `i

Ž .proposition 2.6 . On definit les classes de conjugaison invariantes par F´
� 4de sous-groupes paraboliques PP et PP associes aux classes s , s et´1 2 1 4

� 4 � �s , s comme dans le paragraphe 2.3.1. D’apres C2, chapitre 2 ,`2 3

� F � � F F � 12 6 4PP � G �P � q 	 1 q 	 1 q 	 1 ,Ž . Ž . Ž .1 1

� F � � F F � 12 6 2PP � G �P � q 	 1 q 	 1 q 	 1 .Ž . Ž . Ž .2 2

Ž . �Ž � .F FDonc, d’apres la proposition 2.6, X s est isomorphe a � X s ,` `1 G � P 11

d’où
� �

2 s 2 s� �F Fs F F s� �X s t � G �P X s t .Ž . Ž .Ý Ý1 1 1
s�1 s�1

� � �Ž � .F 2 s
� s 2Le calcul de Ý X s t est le meme que dans le cas de A .ˆs�1 1 4
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Ž . �Ž � .F FDe meme X s est isomorphe a � X s , d’ouˆ ` `2 G � P 22

� �
2 s 2 s� �F Fs F F s� �X s t � G �P X s t .Ž . Ž .Ý Ý2 2 2

s�1 s�1

D’apres le theoreme 4.1, si M est un groupe de type 2B et T un tore de` ´ ` 2 2 2
Coxeter de M , on a2

�1 �1F� � �M i � 1 i 	 12 s 2 �1� � F s 4X s t � t 1 � t 1 � tq 1 	 tqŽ . Ž .Ý 2 F ž / ž /' '� �T 2 22s�1

�12� 1 � tq .Ž .
� �D’apres L1, table, p. 106 on a`

� F � 4 2 4M q q � 1 q 	 1Ž . Ž .2 4 2 2 '� � q q � 1 q 	 q 2 	 1 .Ž . Ž .F 2 '� �T q � q 2 	 12

Ž . F FEnfin X e � G �B d’où

� �
2 sF s F F s� �X e t � G �B tŽ .Ý Ý

s�1 s�1

avec

� F F � 2 4 6 12G �B � 1 	 q 1 	 q 1 	 q 1 	 q .Ž . Ž . Ž . Ž .
COROLLAIRE 10.1. Les nombres de Betti sont

4 6'b � 2 q q � 1 q 	 1 ,Ž . Ž .1

22 20 19 18 15' 'b � q 	 2 q 	 2 q 	 2 q � 2 2 q2

14 13 11 10' '	 q 	 2 q 	 2 q 	 q

9 6 5 4 2' '� 2 2 q 	 2 q 	 2 q 	 2 q 	 q 	 2.

Le nombre de points definis sur � 2 de la surface de Deligne et Lusztig est´ q

2F 12 6 4 2� �X � q 	 1 q 	 1 q 	 1 q 	 1 .Ž . Ž . Ž . Ž .

10.3. La �ariete Y´´
On remarque que la variete X n’atteint pas la borne de Weil et Deligne.´ ´

Mais on va modifier legerement la definition de X pour obtenir une´ ` ´
variete Y qui atteigne une borne maximale relative.´ ´
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La variete X contient le sous-schema X s qui est la reunion disjointeŽ .´ ´ ´ ´1
� F F � Ž .de G �P courbes isomorphes a � cf. proposition 2.6 .`1 1

PROPOSITION 10.1. Il existe une surface Y et un homomorphisme p de X
dans Y tels que chaque courbe isomorphe a � dans X s soit en�oyee par pŽ .` ´1 1
sur un point de Y et que

p: X � X s � Y � p X sŽ . Ž .Ž .1 1

soit un isomorphisme.

� �Demonstration. D’apres Har, remarque 5.7.2, p. 417 .´ `
Remarque 10.1. Y est une surface eventuellement singuliere.´ `
LEMME 10.1. Soit f : Z � Z un morphisme de �arietes algebriques defini´´ ´ ´0

�1Ž .2sur � et P un point rationnel tel que f : Z � f P � Z � P soit unq 0
�1Ž .isomorphisme et que f P soit isomorphe a � . Alors` 1

�Z F s � �Z F s 	 q2 s .0

Demonstration. C’est clair.´
Ž .PROPOSITION 10.2. La �ariete Y �erifie une formule de type 1 .´´ ´

2 s 2 sF � FSoit N � �X s s , N � �Y . D’apres le paragraphe 3.2, la for-Ž . `s 1 2 s
mule donnant Z permet de calculer les valeurs des � , donc la valeuri, j
des N .s

On a

� 2 s � F F �N � N � q G �Ps s 2

b b1 2
4 s s 3 s s 2 s s 2 s F F� �� 1 	 q � q 	 q � 	 q � � q G �PŽ . Ý Ýj , 1 j , 2 2

j�1 j�1

� 1 	 q4 s 	 q s 	 q3 s S � q2 sS�Ž . 1, s 2, s

b i s � � F F �en posant S � �Ý � et S � S 	 G �P .i, s j�1 j, i 2, s 2, s 2

2THEOREME 10.2. La �ariete Y a le nombre maximum de points sur �´ ` ´´ q

Ž .parmi les �arietes �erifiant une formule du type 1 , a�ec le meme nombre b´´ ´ ˆ 1
et des sommes S et S au plus egales a celles de Y.´ `2, 1 2, 2

Demonstration. D’apres le calcul de la fonction Z,´ `

N � 1 	 q2 1 	 q4 1 	 q6 1 	 q12 ,Ž . Ž . Ž . Ž .1

24 6 12N � 1 	 q 1 	 q 1 	 q ,Ž . Ž . Ž .2
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et

N � � N � 1 	 q4 1 	 q6 1 	 q12 q2 � 1 	 q4 1 	 q6 1 	 q12 ,Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .1 1

N � � N � 1 	 q4 1 	 q6 1 	 q12 q4 � 1 	 q4 1 	 q6 1 	 q12 .Ž . Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .2 2

Ž .Utilisons les ‘‘formules explicites’’ cf. le paragraphe 3.3 en prenant � 1'� 2 �2, � � 1�4, d’où2

'2 1
f � � 1 	 2 cos � 	 cos 2� � 0,Ž .� ž /2 4

2 4'2 t 1 t
	 t � 	 .Ž .� �1 2 �22 4t 	 t t 	 t

'Ž .D’apres la valeur de la fonction Z, on a � � � �1 � i � 2 donc` j, 1

'�1 � i �1 	 i b 21
S � �n 	 � et S � 0.1, 1 1 1, 2ž /' ' 22 2

D’autre part

1
� �4 2S � N � 1 � q 	 q S ,Ž .1, 1 1 2, 13q 	 q

1
� �8 4S � N � 1 � q 	 q S .Ž .1, 2 2 2, 22 6q 	 q

Donc, d’apres la proposition 3.2, le nombre maximal de points N � que` max
peut avoir une surface avec le meme nombre b et des sommes S et Sˆ 1 2, 1 2, 2
au plus egales a celles de Y est donne par´ ` ´

�b 11� ��1 nN � 1 	 q � � � S 	 	 qŽ . Ž .Ž . Ýmax � n 2, n ��n n2 q 	 q1

' '2 2 1
�� S � S1, 1 2, 1�12 2 q 	 q

1 1
�� S 	 	 qŽ .2, 2 ��2 24 q 	 q

� N � � 1 	 q�1Ž . Ž .1 �

d’apres les formules plus haut. Pour la valeur de � choisie, on obtient donc`
une egalite´ ´

N � � N � .1 max
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Donc la variete Y a le nombre maximum de points, parmi les surfaces qui´ ´
ont le meme nombre b et des sommes S et S au plus egales a cellesˆ ´ `1 2, 1 2, 2
de Y.

APPENDICE

On decrit dans le tableau I des surfaces Y qui sont obtenues comme´
completions des surfaces de Deligne et Lusztig d’un groupe de type donne.´ ´
On donne dans le tableau II le nombre de points et les nombres de Betti
de ces surfaces Y.

Tableau I

Type Description de la surface Y

Ž .A � Plan projectif �2 q 2
Ž .C � Surface hermitienne tordue2 q

2 Ž .2A � Surface hermitienne3 q
2 Ž . Ž .2A � X s , s4 q 1 2
2 Ž . Ž .2F � X s , s4 q 1 2

Tableau II

Ž .Type N Y b b1 2

2Ž .A � q 	 q 	 1 0 12 q
2 3 2Ž . Ž .Ž .C � q 	 1 q 	 1 0 q � q 	 q 	 12 q

2 3 2 3 2Ž . Ž .Ž .2A � q 	 1 q 	 1 0 q � q 	 q 	 13 q
2 2 3 2 8 6 4 2Ž . Ž .Ž . Ž .Ž .2A � q 	 1 q 	 1 q q � 1 q 	 1 q 	 q 	 q 	 q 	 24 q

5Ž .� q 	 1
2 12 6 4 22 20 19 18' 'Ž . Ž .Ž . Ž .2F � q 	 1 q 	 1 2 q q � 1 q 	 2 q 	 2 q 	 2 q4 q

4 2 6 15 14 13' 'Ž .Ž . Ž .� q 	 1 q 	 1 � q 	 1 �2 2 q 	 q 	 2 q
11 10 9 6' '	 2 q 	 q � 2 2 q 	 2 q
5 4 2'	 2 q 	 2 q 	 q 	 2
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