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0. G~NGRALITBS 

0.1 D~~FINITION. Nous appellerons suite s-additive une suite S de 
nombres entiers positifs >O strictement croissants: 

telle que: 

(a) les 2s premiers termes sont don& et forment la base de cette 
suite; 

(b) pour )2 > 2s, U, est le plus petit nombre entier plus grand que 
u,-~ et tel que l’kquation 

u, = ui + uj (ui,ujES,Ut # Uj, i #j) 

ait exactement s solutions. (Dam tout ce qui suit s a 1; pour s = 0, 
c’est-h-dire les suites non-additives, voir 4.) 
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0.2 11 est Cvident que la condition (a) est nkessaire pour que le terme 
u2s+l existe. 

II faut de plus que I’on ait: 

Alors 

u2s+1 = u, 4 us+1 = G-1 + us+2 

= us-2 + u,+3 **- = u2s + u,. 

0.3 Pour que la suite continue au-de18 de uzS+l , il faut que l’une des 
s + 1 conditions suivantes soient remplies: 

u2s+2 = u2s+1 + Ul = u2s + u2 

= U.&-l + 24, = ... = us--1 + us+3 = us + us+2 9 

ou: 

u2s+2 = u2s+1 + Ul = u2s + u2 

= UC&.-l + 243 = *** = us-1 + us+3 = us+1 + us+2 9 

ou: 

u2s+2 = u2s+1 + Ul = u2, + u2 

= uzs-l + u3 = *-* = 4 + %+a = us+1 + us+1, 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

ou: 

u2s+2 = u2s+1 + Ul = u2s + u3 

= U&q-l + up *** = u, + u,+3 = %+1 -i- us+2 9 

ou: 

uzs+a = u2s+1 + u2 = U28 + u3 

= u2+1 + u4 *** = us + us+3 = us+1 + us+2 * 

On obtient ainsi s +’ 1 types de bases, composkes des s premiers multiples 
d’un nombre donnt u et des s premiers termes de la progression arithmk- 
tique, v &ant un autre nombre don&: U, v + u ... v + (S - 1)~. 
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0.4. Ces s + 1 types sont dorm& par le tableau suivant: 

A - u, 2u, 3u, 4u, **. (S - l)u, su, D, v + u **. v + (s - 2)u, IJ + (S - l)u, 

B,-uu,2u,3u,4u,~~~(s-l)u,u,su,v+u~~~v+(s-2)u,u+(s-l)u, 

Bz - u, 2u, *** v, (s - l)u, z, + u, su +** v + (s - 2)u, u + (s - l)u, 
.., . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

B,~~,u,v,2u,u+u,3u,v+2u~~~su,v+(~-l)u, 

C-v,u,v+u,2u,v+2u,3u~~~v+(s-l)u,~u. 

0.5. Toute suite est done don&e par les trois nombres s, u, u 

(s > 0; u, u > 1; V # u, 2u )..., su). 

0.6. On voit que si u et u ont un facteur commun, tous les nombres de 
la suite sont des multiples de ce facteur. On ne considtrera done que des 
suites telles que u = 1, v = 1 ou (u, u) = 1. 

0.7. Pour s = 1, il n’existe que des suites de type A (ou C: identiques) 
(autrement dit, u et u sont quelconques) 

pour u = 1, il n’existe que des suites de type A, 

pour u = 2, il n’existe que des suites de type A et une seule de type B. 

0.8. Nous appellerons suite naturelle s-additive, celle pour laquelle 
u = (S + 1)~. C’est done la suite (s, 1, s + 1) identique 21 (s, 2, 1). 

Pour u 3 3 et s > 1, on dtmontre le theoreme: 

0.9. T&O&ME. Pour u >, 3 et s > 1, toute suite s-additive est identique 
ci la progression 2, + nu, avec un terme supplbmentaire ui = 2u -I- (2s - l)u, 
d’indice i = 3s + k + 1 (k &ant dorm& par ku < u < (k + 1)~). 

Comme il est facile de se rendre compte, ce terme est represente s fois; 
d’autre part, il ne fournit aucune contribution susceptible de perturber la 
suite. En effet ces contributions sont de la forme 2u + pu ou 3u + qu et ne 
peuvent etre Cgales a u + nu, sans que u soit multiple de u ou u egal 2; 
de plus, le nombre de chacune de ces contributions plus grandes que 
2v + (2s - 1)~ est suptkieur a s. 

EXEWLE. 

(3, 3, 10) : [3,6,9, 10, 13, 161, 19,22,25,28,31, 34, 35(!), 37,40 *a* 

(3, 3, 11) : [3, 6, 9, 11, 14, 17],20,23,26, 29, 32, 35, 37(!), 38,41 **a 

58za/Iz/r-3 
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Ne sont done “interessantes” pour s > 1 que les suites pour lesquelles 
u= letu=2. 

1. cusu= 1 

1 .O. GPntralitb 

Nous Ctudierons a part les suites naturelles (s, 1, s + l), mais le 
theoreme suivant s’y applique Bgalement. 

1.0.1. THI~OR~ME. Une base normale &ant don&e (1, 2, 3 ..*, s, v, 
vfl ... v + s - l), les 3~12 + v + 1 premiers termes (pour s pair), 
[(3s + 1)/2] + v + 1 (pour s impair) de la suite sont: 

l(l)s - u(l) 2v,2v + 2(2) 2v + s (pour s pair; 2v + s + 1, pour s impair) 
d’indices: l(l)s, s + l(1) s + v + 1, s + v + 2(2)(3s/2) + v + 1 (pour s 
pair; [(3s + I)/21 + v + 1, pour s impair). 

D~~MONSTRATION. La base &ant don&, on a vu que v + s existe. On a 
en effet s fois: 

v+s=(V+s-l)+l =(v+s-2)+2~~~=(v+s-s)+s. 

On a de mBme s fois: 

v+s+1=(v+s)+1=(v+s-l)+2~~~=(v+s-s+l)+s. 

De m@me pour v + s + 2 et ainsi de suite jusqu’a v + s + n qui sera 
represent6 s + 1 fois et n’appartiendra done pas a la suite. 

Table I 

1 2---s*> u+1 2!+2---c+ s -1 Z'fS u+s+l---------------- 20 

3;;~s+l Vfl x+2 1~+3---rfs v+s+l v+s+2------------21~+1 

(A) ‘\\\, 
\v+.s v+s+l v+s+2---2~+2s 21+2s+1--------- 2L.fS 

2Ufl 2u+2---------2t’+s-1 21~fs+l---------3L’ 

2”i+_3_ _ 

(8) ---___ 
----____ 

---_ ---_ 
---- 4L. - 1 

On voit que 22: + 1 est represent6 s fois dans la partie (A) 

et une fois dans la partie (B). Done 2v + 1 n’appartient pas a la suite. 



SUR LES SUITES S-ADDITIVES 35 

Par contre 2v + 2 est reprCsent6 (s - 1) fois dans (A): 

2v + 2 = (2v) + 2 = (2v - 1) + 3 = *** = (2u - s + 2) + s 

et une fois dans (B) 

2v + 2 appartient done & la suite. 

Comme dans (B) 

2v + 1 2v + 2 sont reprCsentCs 1 fois, 

2v + 3 2v + 4 sont reprCsentCs 2 fois, 

2v + 5 2v + 5 sont reprCsent6.s 3 fois, 

et que dans (A) 

2v + 1 est reprkent6 s fois, 

2v + 2 est reprbentk s - 1 fois, 

2v + 3 est reprkentt s - 2 fois, 

2v +. s est reprbent6 1 fois, 

on voit que seuls les nombres pairs 2v + 2, 2v + 4 apparaitront dans la 
suite demandBe jusqu’h 2v + s (pour s pair) [2v + s + 1 pour s impair] 
puisque dans B 2v + s sera rep&sent6 s/2 fois [(s + I)/2 pour s impair], 
dans A une fois et dans les contributions (C) apporthes par les nouveaux 
termes (s - 2)/2 fois ((s - 1)/2 pour s impair). Mais 2v + s + 2 sera 
reprksentt s/2 + 1 fois ((s + 3)/2 resp.) dans B, 0 fois dans A et s/2 fois 
((s + 1)/2 resp.) par les contributions (C) des nouveaux termes. Quant & 
2v + s + 1, il est reprtsent6 s/2 + 1 fois dans B et s/2 fois par (C) 
((s + 3)/2 et (s + 1)/2 resp.). 

Nous avons done maintenant le tableau II (pour s pair). 

1.0.2. TH~~ORI~ME. Pour s pair > 2, le terme d’indice (3s/2) + v + 2 
est 6gal B 3v + 1 pour 2s + 2 > v > s + 2 et B 4v - s pour v > 2s + 2. 
Pour s impair 23, le terme d’indice (3s + 1)/2 + v + 2 est Cgal h 3v + 1 
pour v impair; h 3v + 2 pour v pair, 2s + 2 > v > s + 2; g 4v - s - 1 
pour v pair 22s + 2. 
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Table II 

(B) 

1.0.2.1. DJ~MONSTRATION POUR s PAIR. On a dans (B) le nombre de 
reprksentations suivantes: 

2v+s+l 2v+s+2 2v+s+3 2v+s+4 2v+s+5 2v+s+6 

v-s=2 ;+1 ;+1 ;+1 

v-s=3 ;+1 ;+I ;+2 $fl 

v-s=4 ;+1 ;+1 ;+2 4+2 ;+2 

v-s=5 ;+1 ;+1 ;+2 ;+2 ;+3 4+2 

et dans (C) 

v-s=2 
i 

S S 

z -- 2 l 

v-s=3 s_ S S S 
z -- 2 2 1 2-l 

v-s=4 
; ; 

S S 
-- -- 
2 l i-1 2 2 

v-s=5 s_ S S S s S 
z -- 1 2-l -- 2 -- 2 2 2 2 2 
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Ou encore en sow-entendent [(s/2) +] devant chaque quantite figurant 
dans le tableau ci-dessous: 

B C 
111 . . . . . . . . . . . 0 O-l 
1121.......... 0 O-l-l 
11222 . . . . . . . . . 0 O-l-l-2 
1122232 **..**O O-l-l-2-2 
1122333 ......O O-l-l -2-2-3 
11223343 --.--O O-l-l-2-2-3-3 
112233444*...0 O-l-l-2-2-3-3-4 
1122334454...0 O-l-l-2-2-3-3-4-4 

En additionnant les deux tableaux on obtient ((s +) sous entendu devant 
chaque terme): 

1 1 0 
1 1 1 0 
1 1 1 1 0 
111110 

On voit done qu’on a s pour 2v + s + IZ lorsque v - s = n - 1, c’est-a- 
direlorsque2v+s+n = 3v+ 1. 

Lorsque v = 2s on a une contribution de (v/2) = s dans (B) et de 1 
dans (C) pour 3v; et de (v/2) = s (B) et 0 dans (C) pour 3v + 1. 

Lorsque v = 2s + 1 on a une contribution de (v + 1)/2 = s + 1 dans 
(C) et 0 dans (C) pour 3v; et de [(v + 1)/2] - 1 = s dans (B) et 0 dans 
(C) pour 3v + 1. 

A partir de 3v + 2, la contribution de (C) est nulle, mais il y a celle de 
(D). On a: 

09 CD) (B + D) 
3v + 2 s 1 s+1 
3v + 3 S 1 s+l 
3v + 4 s-l 2 s+l 
3v + 5 S-l 2 s+l 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
4v S S S - 

5 
z z 

4v - 2 1 4 ;+1 

4v s - 1 1 2 ;+1 
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Le terme suivant 2v + s est done alors 4v - S. 

1.0.2.2. D~~MONSTRATION POUR s IMPAIR. En sous-entendant [(s/2) + ] 
dans (B) et (C) et en tenant compte de (D) on a le tableau suivant pour 
2v + s + 2, 2v + s + 3 ... 

(B) C) 03 
v--s=2 81 Q-4 00 

3 ##Q-k +-g-&-g 0001 

4 QQ9Q &- +-i-g 0000 

5 $Q$$i$# +- g-&-$-g-g 000001 

6 QQg+gg :-&-$-g-g-$ 000000 

Ce qui donne done comme terme d’indice (3s + 1)/2 + v + 2 pour v 
impair: 3v + 1 et pour v pair: 3v + 2. 

Pour v = 3s on a: 

3v = 6s 3v + 1 3v + 2 

1 

(B) s s-l 

Contribution de (c) 1 s 
03 0 0 P 

s 

Pourv=2s+l: 

3v = 6s 3v + 1 

@I s+l S 

63 1 0 

03 0 0 - 

Pour v = 2s + 2: 

3v = 6s 3v+ 1 3v+2 3v+3 --- 4v-s-1 

(B) sfl s+l 
s-l S S 

2 
PI 0 0 1 1 - s+l 

2 
S 

(C) n’apportant plus aucune contribution. 
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1.1. Etude de’tailibe des suites (s, 1, v), v > s + 1, 

1.1.1. SUITES ~-ADDITIVES. Elles se poursuivent indefiniment puisqu’il 
y a toujours au moins un terme represent& une seule fois a savoir 
u, + u,-~ . Quoique nous reservions pour 1.2 l’etude des suites naturelles, 
signalons ici que pour v = 2, nous avons la suite signalee et Ctudiee 
par S. M. Ulam (cf. C. S. Ogilvy, Mathbmatiques de demain, trad. 
fr., Paris, 1966, p. 75). Elle donne l’impression de grande “irregula- 
rite.” 

1, 2, 3, 4, 6, 8, 11, 13, 16, 18, 26, 28, 36, 38, 47, 48, 53, 57, 62, 69, 72, 77, 
82, 87, 97, 99, 102, 106, 114, 126, 131, 138, 145, 148, 155, 175, 177, 180, 
182 --* 

1.1 .1.2. Pour v = 3, les premiers termes sont: 

1, 3, 4, 5, 6, 8, 10, 12, 17, 21, 23, 28, 32, 34, 39, 43,48, 52, 54, 59, 63, 68, 
72, 74, 79, 83, 98 (!), 99, 101, 110, 114 a.. 

Apres 83 la suite est perturbee car pour 88, s = 2 (54 + 34 = 83 + 5). 
Ensuite 92 (=88 + 4) ne peut plus apparaitre, etc. 

1.1.1.3. Pour v >, 4, la suite est alors: 

1, v (1) 2v, 2v + 2, 4v, 4v + 2 (1) 5v - 1, 5v + 1, 7v + (3) (1) 8v + 1, 
1Ov +2, llv+2, 13v + 4 (1) 1421 + 1, 16v + 2, 17v +2, 19v + 3, 
2Ov + 2,22v + 3,23v + 4,25v + 4,25v + 5,26v + 3,28v + 4,31v + 5 
(1) 32v + 3, 34v + 5, 38~ + 6, 4Ov + 5, 4Ov + 8, 43v + 7, 43v + 8, 
4411 + 6,46v + 7,49v + 8 (1) 49v + 10, 51v + 12 ... 

1.1.2. SUITES Z-ADDITIVES. Les petites valeurs de v donnent des 
suites qui semblent distributes au hasard. 

Plus v augmente, plus la suite tend vers: 

1, 2, v(l), 2v, 2v + 2, 4v - 2,4v + 1, 5v, 6v - 1, 6v + 2, 6v + 4, 6v + 5, 
6v + 7, 6v + 8, 6v + 10, 6v + 11 a.. 

Par “tend”, il faut entendre que pour v fixe, la suite a un nombre 
de termes k donne par la formule ci-dessus, et que pour v + 1 la 
suite en a au moins k; et que plus v augmente, plus ce nombre k 
augmente. 
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On a (le premier terme diffkrent &ant en italique) pour u croissant >3. 

1, 2, 4 (1) 8, 10, 13 ... 

1, 2, 5 (1) 10, 12, 26 a.. 

1, 2, 6 (1) 12, 14, 22, 24, 25, 30, 35, 38, 40, 45 .a. 

1, 2, 7 (1) 14, 16, 26, 28, 29, 35, 41, 44, 46, 47, 52 **a 

1, 2, 8 (1) 16, 18, 30, 32, 33, 40, 47, 50, 52, 53, 56 **a 

1, 2, 9 (1) 18, 20, 34, 36, 37, 45, 53, 56, 58, 59, 61, 63 .** 

1, 2, 10 (1) 20, 22, 38, 40, 41, 50, 59, 62, 64, 65, 67, 68, 73 a.* 

1, 2, 11 (1) 22, 24, 42, 44, 45, 55, 65, 68, 70, 71, 73, 74, 77 .a. 

1, 2, 12 (1) 24, 26, 46, 48, 49, 60, 71, 74, 76, 77, 79, 80, 82, 87 ... 

1, 2, 13 (1) 26, 28, 50, 52, 53, 65, 77, 70, 82, 83, 85, 86, 88, 89, 94 .a. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

1.1.3. SUITES ~-ADDITIVES On a pour u croissant >4 

1 (1) 3, 5 (1) 10, 12, 14, 16 ..a 

6 (1) 12, 14, 16, 20 ... 

7 (1) 14, 16, 18, 22 .a. 

8 (1) 16, 18, 20, 30, 32, 34 (1) 37, 39 ..* 

9 (1) 18, 20, 22, 34, 36, 38 (1) 41, 43 .** 

10 (1) 20, 22, 24, 38, 40, 42 (1) 45, 52, 65, 68 (1) 70, 72 ..a 

11 (1) 22, 24, 26, 42, 44, 46 (1) 49, 57, 71, 74 (1) 76, 78 .+. 

12 (1) 24, 26, 28, 46, 48, 50 (1) 53, 62, 77, 80 (1) 82, 84 (1) 86 ..a 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

Ces suites “tendent” vers: 

1 (1) 3, 21 (1) 2U, 2u + 2, 2u + 4, 4v - 2, 40, 4v + 2 (l), u4 + 5, 5u + 2, 
6u + 5, 6v+ 8 (1) 6v+ 10, 6v + 12 (1) 62~ + 14 ... 

1.1.4. SUITES hDDITms. (hi SUik natudk & fink comme nous le 
verrons plus loin.) Les suites 4-additives sont bgalement finies pour 

ZJ = 8 dernier terme 25 d’indice 16, 

v = 12 dernier terme 69 d’indice 26, 

v = 13 dernier texme 75 d’indice 27, 

v = 17 demier terme 142 d’indice 42. 
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Toutes les autres semblent se poursuivre indkfiniment et tendent vers: 

1, 2, 3, 4, v (1) 2v, 2v + 2, 2v + 4, 4v - 4, 4v - 2, 4v, 4v + 1) 5v + 1, 
5vf6, 5v+11~~~5v+5n+l ***6v-4, 6v-3, 6v-1, 6v+l, 
6v + 3, 6v + 4, 6v + 6, 6v + 7, 6v + 9, 6v + 12, 6v + 14 9.0 

1.1.5. SUIT= S-ADDITIVES. (La suite naturelle semble se poursuivre 
indbfiniment comme nous le verrons plus loin.) 11 en est de mbme pour 
v = 9; elle est finie pour v = 7, 8, 10 et 11 et pour toute valeur > 12: 

v = 7 dernier terme 48 indice 25, 

v = 8 dernier terme 28 indice 19, 

v = 10 dernier terme 32 indice 20, 

v = 11 dernier terme 65 indice 30, 

v > 12 dernier terme 6v + 1 indice v + 19. 

1.1.6. SUITES S-ADDITIVES, s > 6 (voir Appendice II). 

1.1.6.1. CONJECTURE. Pour tout s > 6 et v > s + 2, toutes les suites 
s-additives sont finies. 

Table III 

l-----sv 2v 4v - s 

(A) 

(B) 

\ \ \ 2v+l 
I 
\ I 
\ I 

: 
1 

2v+s 
\ 
‘,zu+l 3v 

\ 
‘\ 

: \ 
‘1 

4vfl 

4tJ+2 4v+4-------4v+s 

\ \ 
: 

4u - 1 

4y3------ 4VfSf2 

-.._ 03 
-.._ -4u+2s -2 

4v-s-k1 

09 
4c 

!?!I-S 

(‘3 

&J-s 

w-s+2 

(W 

6v 
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On peut dtmontrer le theorbme suivant: 

1.1.6.2. TH~ORBME. (A): Pour s pair 26 et v > 2s + 2, la suite est 
finie et son dernier terme est kgal d 4v + 1 (d’indice 2s + 21 + 3) 

1 (1) 2v, 2v + 2 (2) 20 + s, 4v - s (2) 4v, 421 + 1 

(B): pour s impair 2 11 et v 3 2s + 2, la suite estfinie et son dernier terme 
est &gal ci 4v + 5 (d’indice 2s + v + 6) 

1 (1) 0, 2v + 2 (2) 2v + s + 1, 4v - s + 1 (2) 427, 4v + 2 (I) 421 + 5. 

1.1.6.2.1. Dbmonstration pour s pair 36. Nous avons vu que pour 
u > 2s + 2 on doit avoir 4v - s (Tableau III). 

(On voit que ce n’est possible que parce que 4v - s > 3v + s, c’est-a-dire 
v > 2s.) 

Quel est le terme suivant ? 

Contributions dans 

09 03 (F) (B + D + F) 

4v-SSl 5 S 5 1 ss 1 

-+4v-s+2 --1 
; 

S 
z 1 S 

Puis 

4v-s+3 --I 
; ; 

--+4v-s++ ; --2 2 

Et ainsi de suite jusque 

-+4v-2 1 ; 

4v - 1 1 ; 

-+ 4v 0 
i 

-+4v+1 0 ; 

2 s+l 

2 S 

-- 3 l S 

i 
s+l 

; 
S 

S 
z 

s 
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Puis 

4v + 2 0 ; ;+1 SS1 

4v 
+ 3 

0 -- s 2 
l 

f 
s-l 

4v 
+ 

4 0 -- ; 
l 

4 
S-1 

4v 
+ 

5 0 -- 4 
l 

-- "2 
2 s-3 

ti partir 4w + 6, il faut tenir compte de (E) pour les nombres pairs: 

CD) (El (F> 

4v + 6 g-2 1 -- S 
2 

l s-2 

4v + 7 i-3 0 -- S 
2 

2 s- 5 

4v + 8 
S -- 2 3 1 

S -- 2 2 s- 4 

4v + 9 -- ; 4 0 -- ; 3 s-7 

4v + 10 
S 
-- 4 2 

S -- 
2 2 3 s-5 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

4v + 1 est done le dernier terme et la suite est finie. Tous les termes 
suivants sont A une “distance” de 4v + 1 plus petite que s et les con- 
tributions apportkes par (E) infkrieures, la contribution maximum dans (E) 
&ant celle de 4v + s + 2 Cgale A s/4 ou (s - 2)/4 (suivant que s = 0 ou 
2 mod. 4). 

1.1.6.2.2. Cus od s impair 211 (Tableau IV) 

On aura: 

@I CD) (Q (B + D + E) 

4v-s+t - s+l - s+l 2 2 0 s+1 

+4v-ss3 s-l - __ s+ 1 
2 2 

0 S 

4v-ss4 - s-l sfl - 2 2 1 s+1 

--+4v-s+5 s-3 - - s+l 
2 2 

1 S 
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et ainsi de suite jusque: 

4v + 1 

+ 4vf2 

-+4v+3 

+4v+4 

-+4v+5 

l----------&l 

(A) 

2v+s 

3v 3vi-2 3o+s+1 5v- Sfl 

113) iD) G) 

I 

4vil 4v+l 

QUENEAU 

s+l 

2 

sfl 
2 

s+l 
2 

S-l 
2 

s-l 
2 

s-3 
2 

Table IV 

S-l 

2 

s+l 
2 

S-1 

2 

s+l 
2 

s+1 
2 

s+3 
2 

2,+2-- ------ ---&fgfl 

((3 

2v?-d-2 2u+2s+l 

40-l-2 4v+s+1 

4v+6-------4v+s+3 

03 

4v+2s 

42, - s + 1 

(F) 

4v+l 

6v-SC 1 

6u-s+3 

W) 

&J+2 
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A partir de 4v + 6, il faut tenir compte des contributions de (E). 

CD) (El (F) (D + E + F> 

41, + 6 

4v + 7 

4v + 9 

4v+ 10 

s-3 
2 

1 

s-5 
2 

0 

s-5 
2 1 

s-7 
2 0 

s-7 
2 2 s-l 

2 
s-2 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

On voit que l’apport de (E) est au maximum de (s - 1)/4 ((s + 1)/4 resp.) 
suivant que s = 1 (3 resp.) mod. 3 et ne compensera pas le “rapproche- 
ment” avec 4v + 5. 

11 faut montrer maintenant qu’il n’y a dans (G) (ni dans H) aucun 
nombre represent6 s fois; en effet la plus grande diagonale donne 
(s + 7)/2 contributions de 4v - s + 1 a 4v et 4 de 4v + 2 a 4v + 5. 11 
faut que: 

0 + 1)/2 + 4 -=c s 

soits > 11. 
D’autre part, comme v >, 2s + 2 alors 5v - s + 1 > 4v + s + 3 et 

s’il y a des contributions de (F) a un nombre de (G) elles seront <s. 
De mdme s’il y a des contributions de (E) a un nombre de (G), le total 
sera <s qui doit etre 211 et <(v - 2)/2, conditions qui Bliminent la 
possibilite que des contributions de (E) a (G) puissent Cgaler s, comme on 
peut s’en assurer d’apres le tableau suivant. (On remarquera d’ailleurs 
que, si v est impair, dans (E) les contributions concernent des nombres 
pairs et dans (G) des nombres impairs.) 

E&r, dans (I), a plus forte raison, il ne peut y avoir de nombre 
represente plus de (s + 5)/4 fois (en tenant compte de l’imparite des 
ultiemes et p&mltiemes termes). Voir le tableau V. 
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Table V 

s&l,,,’ 
2,) 

fois 
/ CC) 

,I’ 
2v+s;2 2u+2s+l 

3v+2 
3u/+,s +I , 

,,//<” (D) 

“4v+2s 

4v-s-1 4u 4v+2 4u+3 4uf4 4u+5 
-. 

(F) 

5u-Sfl 

&I- s+3----6v+,2 6uf4 6u+7 

,I’ 

//’ 
’ (H) 

/’ 
,I’ I’ 

/’ 

& --------------------6vfs+6 
*-. 

-\ '. &J+st6 

---._ 
'\ 

'.,. (1) 
'. 

'. '. 
'. '\ 

'-. 8v+9 

1.1.6.3. L’examen des tableaux de 1’Appendice II peut suggker un 
certain nombre des conjectures. Par exemple: 

Ccart u - s pour s > impair valeur du dernier terme 

3 5 4s + 8 

4 11 8s + 2 

5 11 4s+ 12 

6 9 4s + 20 

7 7 4s+ 16 

8 9 4s + 26 

9 9 4s + 20 

10 13 4s + 32 

11 11 4s + 24 
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11 faudrait se garder cependant des gtneralisations trop hatives. Par 
exemple pour u - s = 7 et s pair, on a pour valeur du demier terme: 

s=6 52 

8 60 

10 68 
12 76 
. . . . . 

Ce qui suggke 4s + 28, mais on a ensuite: 

14 87 
16 97 
. . . . . 

11 faudrait examiner chaque valeur separement; et, par exemple pour 
0 - s = 4, s pair 36, on a bien, pour tout s, pour valeur du dernier 
terme 4s + 9. 

1.2. Shies s-additives naturelles (s, 1, s + 1) = (s, 2, 1) 

1.2.0. Nous traitons maintenant le cas ou u = 1 et v = s + 1, c’est- 
a-dire le cas oti la base est formee des 2s premiers nombres naturels. 

1.2.1. Comme on peut s’en assurer facilement, d’aprbs le tableau VI, 
les termes suivants sont 2s + 1, 2s + 2 puis 2s + 4 (2) 4s + 4. 

Tableau VI 

l--------------- 2s +2 2s+4 2 + 6--------- 4s f4 

‘\, (Sfl) as+3 
\ \ (s) 2.+4 

‘1 \ (s) ?.s+5 
\ \ \ 

‘\ 
\ 

‘\, ( 2) 4s +1 

‘41 ) 4s+2 

(1) h-+3 

4s+6 4s+d------,l) 6s+6 

a 

$,+ 10 ____________ sis pair; 

‘\ 
1 (s+l) sisimpair 
I 

‘\\ 
I 
I 

‘\ 
‘\ 

(1) as+4 

‘\(l) 
q 

8s + 6 
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Le terme suivant est done 4s + 7 (quelie que soit la valeur de s); puis 
4s + 9 ... jusque 6s + 7. 

1.2.2. Les 4s + 4 premiers termes de toute suite s-additive naturelle 
sont done: 1 (1) 2s + 1, 2s + 2 (2) 4s + 4, 4s + 7 (2) 6s + 7. 

1.2.3. Examinons alors les contributions apportkes aux nombres 
>6s + 7 par (B), (C), (D). On a 

B C D 

s s+l 
6s+8 - - 

( 1 2 2 

6s + 9 0 

6s+ 10 ; 

6s+ 11 0 

8s + 4 1 

8s + 5 0 

8s + 6 1 

8s + 7 0 

8s + 8 0 

8s + 9 0 

s-t1 

s+l 

S 

S 

0 

0 

0 

1 

B+C+D 
0 4 

s-l s+2 

0 3 

s-l s+l 
0 1 

S s+l 

On voit que le plus petit terme suivant (d’indice 4s + 5) sera: 

8s + 8 si s=l, 

8s + 6 si s=3, 

8s + 4 si s=4, 

8s + 2 si s=6, 

8s si s = 7, 

ou: 

pour s = 0 (mod. 3) s = 3 s=6 s=9 s = 12 *** 
(2s + 3) 8s+6 8s+2 8s-2 8s-6 .+-lo 3 , 

pours=1 (mod.3) s= 1 s=4 s=7 s = 10 

8s + 8 8s + 4 8s gs-4 . ..4 (5s;7). 
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Dans (D) on a: 

ss+ 11 s+ 1, 
8s + 13 s, 

8s+ 15 s- 1. 

On voit done que lorsque s 3 2 (mod. 3), il n’y a pas de nombres ayant 
moins de s + 1 representations dans (B) et (C). Le terme suivant est done 
dans ce cas 8s + 13. 

Nous avons calcule les series s-additives naturelles pour s < 16 (voir 
Appendice I); on peut conjecturer: 

1.2.4. CONJECTURE. Pour s = 2 (mod. 3), les suites sont itinies. 
Pour s = 0 et s = 1 (mod. 3) et s > 3, les suites sont finies. 

Nous allons examiner chaque cas separtment. 

1.2.4.0. s E 0 (mod. 3). La suite se poursuit ainsi (pour s # 3): 

244#+6 = 8s + U(2) z&+12 = 26s ; 33 . 

Pour que l’on ait cette suite, il faut que: 

26s ; 33 Z 8s + 15, 

c’est-a-dire s > 6 
La suite naturelle 3-additive est done irreguliere; on a uls = 44 (et 

non 39). 

1.2.4-l. s E 1 (mod. 3). Quelque soit s, on a 

u4*+l3 = 
20s + 34 

3 * 

uls+, = 8s + 17(2) ulss+ll = 26s ; 31 . 

La suite est done finie. 
Pour qu’il en soit ainsi, il faut que: 

26s ; 31 2 8s + 17, 

c’est-a-dire s >, 10. 
Les suites naturelles l-, 4-, 7-additives sont done ir&ulikes. 
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Pours = l,onau,, = 26 et non 25 et la suite se poursuit indefiniment 
(puisqu’on pourra toujours avoir pour u,+~ : u,+~ = u, + unwz qui n’a 
jamais qu’une seule solution). 

Pour s = 4, on a uz3 = 47; puis 48, 49, 51, 53, 60, 80 et la suite s’arrete 
B 85. 

Pour s = 7, il n’y a pas de terme au-de18 d’ uqS+6=34 = 58. 

1.2.4.2. s = 2 (mod. 3). La suite (1) se poursuit ainsi: 

8s + 13 (2) 10s + 13, 12s + 19 (2) 14s + 19 a.. 4ps + 6p + 1 (2) 

4ps + 2s + 6p + 1 “’ jusqu’h un terme uk puis la suite est “perturbke”. 
Le dernier terme rkgulier est: 

pour s = 2(mod. 6) uk = 13s + 17, k = ‘ls 2’ lo , 

pour s = S(mod. 6) tlk = 4s2 + 2s - 3, k = s2 + 2s + 3. 

Le premier terme irrkgulier u~+~ = uk + 1. Les termes suivants sont 
rkguliers de z4k+2 = &fI + 3 A: 

pour s = 2 (mod. 6) 

uz = 14s+ 21, Z=k+;+l=6s+6, P = 4, 

pour s = 5 (mod. 6) 

z/t = 4.9 + 4s - 5, I=k+s-l=s2+3s+2, 

Les “perturbations” suivantes sont plus laborieuses A 
question est poske de savoir si elles peuvent aboutir B 
suite ou si celle-ci se poursuit indkfiniment. 

p=s-1 

ddterminer; la 
un arr&t de la 

Pour s = 2, la sCrie est perturbke aprb &+2 = 47, car on a 

k + 2 z (I” + 14) = 6s + fj. 
2 

1.2.5. PROPORTION IMPAIRS/PAIRS DANS LES SUITES NATLJRELLES 
S-ADDITIVES FINIES. 

nombres impairs nombres pairs 

s=4 15 15 

sb6 s = O(mod. 3) 

s = l(mod. 3) 

7s + 3 
3 

7s - 1 
3 

2s + 3 

2s + 4 

Pour s croissant, la proportion impairs/pairs tend done vers 716. 
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2. cAsu=2 

2.0. En ce cas u est >1, car comme nous l’avons vu (s, 2, 1) = 
(s, 1, s + l), soit la suite naturelle deja Btudiee; et ZJ est impair d’apres 
0.6. car: (s, 2, 2n) = 2(s, 1, n). 

2.1. Le theoreme 0.9 s’applique ici partiellement; la suite est identique 
a une progression arithmetique de raison 2 jusqu’a un terme d’indice 
3s + (v - 1)/2 et de valeur u + (v + 4s - 3). Le terme suivant est pair 
et Cgal a 2(u + 2s - I), mais ce terme est perturbant. Pour s > 1, la 
progression reprend avec 2u + 4s - 1 jusqu’a 3v + 4s - 2; puis les 
nombres impairs continuent par blocs d’s termes jusqu’a la perturbation 
apportee par I’absence du terme 5v + 8s - 4; Ies blocs impairs s’arretent 
ou continuent par blocs d’l a s + 1 au maximum, jusqu’a un s + 2 ieme 
terme pair a partir duquel ou bien la suite se termine, ou bien des termes 
impairs reapparaissent et la suite semble se poursuivre indefiniment. 

EXEMPLE DES DEUX CAS: 

(3,2,9) : [2,4,6,9, 11, 131, 15 (2) 27, 28, 29 (2) 35, 39 (2) 43, 47 (2) 51, 
55 (2) 53,63, 100 I 

(4,2,9) : [2,4,6,8,9,11, 13,151 17 (2) 31,32,33 (2) 39,43 (2) 49,53 (2) 59, 
63 (2) 69, 110, 118, 120, 126, 128, 132, 134, 135, 136 *a. 

On peut Cmettre la conjecture suivante: 

2.2. CONJECTURE. Le dernier terme impair (d.t.i.) prkedant le 
s + 2 itme terme pair dune suite (s, 2, v), u impair, s > 1 est don&e par 
le tableau VII: s est en abscisse et les colonnes donnent les valeurs pour 
u=(2s+2)n+1,(2s+2)n+3*~~(2s+2)n+2s+l. 

A 8 se lit: 5v + 8. 
B 16 se lit: 70 + 16. 
Par exemple pours = 4, on a: 

valeur d.t.i. avant indice (non indique par 
v s + 2ibme terme pair le tableau VII) 

(n > 1) 1On + 1 5v + 26 22n + 37 
(n 2 0) 1on + 3 7v + 40 26n + 31 

- 1On + 5 5v + 26 18n + 26 

10n + 7 70 + 50 26n + 45 

- 1On + 9 5v + 24 18n + 33 
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Pour s = 2 et z, = 3, le s + 2ieme terme impair est Cgal a 17 et son 
indice est 10. 

2 3 4 

l-t---r A8 A18 A26 

B16 B28 B40 

B22 Al8 A26 

I 8 11 12 14 15 

- 

A50 A58 A82 A90 A98 A106 

876 B88 2 El24 B136 B148 B150 

A50 A58 A82 A90 A98 A106 

1 B36 1 B50 A50 A58 A82 A90 A98 A106 

1 A24 A50 A58 A82 A90 A98 A106 

B92 Blot A82 A90 A98 Al06 

A50 A56 4 A82 A90 A98 Al06 

A50 A58 8148 B162 A98 A106 

A58 A62 A88 B176 B190 

A82 A90 A98 A102 

A82 A90 A98 A106 

A82 A90 A98 A106 

A90 A98 A106 

A98 A106 

A106 

Table 

2.3. Pour s = 1, la suite (1, 2, v) “tend” vers: 

2, 2’ (2) 2v + 1, 2v + 2, 2v + 3 (2) 3v, 3v + 4 (4) 

5v + 2, 5v + 4, 5v + 10, 5v + 12, 5v + 18,5v + 20,5v + 26 ,... 

7v + 2, 7v + 6 (pour v = 1 mod. 4) 

7v + 4, 7v + 12 (pour v z 3 mod. 4) 

Elle en differe au terme d’indice 8 pour v = 3, au terme d’indice 2v + 5 
pour v >, 5. 

VII 

2.4. De plus pour v = 5, 7 et 9, nous avons trouvb que ces suites sont 
des multi-progressions arithmetiques (voir ci-dessous 4.2). On a, en 
utilisant la notation expliquee ci-dessous, 4.2: 

(1, 2, 5) = 126n + [5 (1) 15, 19, 23, 27, 29, 35, 37, 41, 43, 45, 49, 51, 55, 
61, 67, 69, 71, 79, 83, 85, 87, 89, 95, 99, 107, 109, 1191 @ 2, 12 

(1, 2, 7) = 126n + [7 (1) 21, 25, 29, 33, 37, 39, 45, 47, 53, 61, 69, 71, 73, 
75, 85, 89, 101, 103, 1171 02, 16 

(1,2, 9) = 1778n + [444 termes] @ 2,20 (voir Appendice III). 
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3.cAsu>3 

3.1. Comme nous l’avons vu (0.9), pour s > 1, toute suite s-additive 
avec u > 3 est une progression arithmetique avec un terme supplementaire. 
Restent done les suites (1, u > 3, v > 4) que nous nous proposons 
d’etudier dans un prochain travail. 

4. SUITES O-ADDITIVES 

4.1. Bien des suites de nombres entiers sont non-additives (a com- 
mencer par la suite des nombres impairs); nous reserverons la denomination 
de suite O-additive aux suites construites recursivement a partir dune base 
don&e 0 < u < V. 

U, = U, u2 = u, ug *a* U, Ctant calculCs, u,+~ sera le plus petit nombre 
>a, tel que l’equation: 

%a+1 = ui + uj i(Ui ) uj E s, ui # uj ) i # j) 

n’ait pas de solution. Les premiers termes seront done: 

u,o,v+ l,u+2 *** v + u - 1, v + 2u **a 

4.2. Les suites O-additives se trouvent Ctre ce que nous appellerons des 
multiprogressions arithmetiques, c’est-a-dire l’union ordonnte de progres- 
sions arithmetiques de m&me raison: 

an + b, , an + 6, ,..., an + bk (n = 0, 1 a..) 

ce que nous noterons: 

an + Lb,, b, s-e bK1 (0 < b, < b, --a =C bl, < a). 

De plus, il se trouve que, dans les suites O-additives, certains termes de ces 
progressions manquent (en nombre f?ni) et que d’autres (en nombre 
Cgalement fini) lui sont adjoints. Les termes adjoints figureront aprts le 
crochet] precedes du signe @ et les termes disjoints du signe 0. 

EXEMPLE. Soit la suite (0,6, 10): 

6, 10 (1) 15, 30 (1) 35, 51 (1) 56, **a 

Elle sera notee: 

21~1 + [9 (1) 141 @ 6, 15 0 9 
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ce qui est rendu manifeste par la disposition suivante: 

6 . 10 11 12 13 14 15 

30 31 32 33 34 35 . 
51 52 53 54 55 56 . 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

On remarquera qu’une m&me suite peut &tre reprksentee de plusieurs 
faqons diffkrentes; par ex. la suite ci-dessus par: 

42n + [9(l) 14,30(1)35] @ 6, 15 0 9 

Mais on peut toujours kventuellement simplifier, car: 

les termes adjoints et disjoints restant les mbmes. Soit la suite (0,3,8): 

3 8 9 10 14 15 16 

20 21 . 27 . 32 33 * 

38 39 44 45 * 50 51 * 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

not&e: 18n + [2, 3, 8, 9, 14, 151 @ 10, 16 0 2,26. Elle pourra kgalement 
&tre reprksentke par: 6n + [2, 31 @ 10, 16 0 2,26: 

3 * 

8 9 10 

14 15 16 

20 21 * 
. 27 - 

32 33 - 

38 39 - 

. . . . . . . . 

4.3. SUITES (0, 1, v). Si ZJ est impair, on a: 

(0, 1,2k + 1) : 2n + [l] 0 3 (2) 2k - 1. 
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Si v est pair, on a: 

to, 1,2> : 3n + PI 0 2, 
(0, 1,4) : 12n + [l, 4,6, 111 @ 8, 

(0, 1,6) : 9n + [l, 6,8] @ 12, 
(O,l,v>8):(4v+3)n 

+ [l, 3, v (2) 2v - 2,2v + 5 (2) 3v + 1,4v, 4v + 210 2v, 2v + 3 @ 3. 

4.4. SUITES (0,2, v). 

4.4.0. Soit v = r (mod. 4), r = 0, 1,2,3 et r’ = -3, f3, +9, +7 
pour r resp. = 0, 1,2,3 c’est-a-dire r’ = -i(4r3 - 12r2 - 10r + 9). On 
conjecture que la raison de la multiprogression correspondant a une 
suite (0,2, v) est donnee par la formule: 

3(v - r) + r’ pour v > 4. 

(Pour v = 3, on a 6n + [2, 31 @ 4.) Pour les autres elements de la multi- 
progression, on a: 

4.4.1. v E 0 (mod. 4) (v > 20) 

[2, 13 (4) v + 1, v + 4, v + 5, v + 8, v + 9, v + 12 (4) 2v, 2v + 3 (4) 3v - 51 

@v, v+13(4)2v-3 

@ 18 (4) v - 3,3v + 10 (4) 4v - 10. 

4.4.2. v = 1 (mod. 4) (v > 9) 

[2(4)v-3,v,v+1,v+4,v+5~~~2v-5,2v-4,2v-l(4)3v-2] 

@ 6 (4) v - 3 (valable aussi pour v = 5 avec 0 0). 

4.4.3. v = 2 (mod. 4) (v > 10). 

[2 (4) v, v + 1, v + 4, v + 5, v + 8, v + 9 ..* 

2v-2,2v- 1,2v+3(4)3v+ 1]@2v+2@6(4)v-4 

(valable aussi pour v = 6 avec 0 0). 

4.4.4. v = 3 (mod. 4)(v > 19). 

[2,7 (4), v, v + 4, v + 5, v + 9 (4) 2v + 2,2v + 3 (4) 3v - 41 

@ v + 1, v + 8 (4) 2v - 3,4v + 6 

0 7 (4) v - 4, 3v - 5 (4) 4v - 10, 6v + 3 (valable aussi pour 

v = 15, mais v + 5 n’existe pas entre les crochets et figure aux termes 

adjoints). 
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4.5. SUITES (0, u > 3, v). 

4.5.0. Pour u > 4 et 21 > 224, on peut conjecturer une formule g&n&ale 
pour la raison. 

Soit k Bgal h 2 pour u pair et h 3 pour u impair. 
Soit I le plus grand entier contenu dam: 

2v-u-k 
I= [ 4u I* 

Alors la raison est don&e par: 

2v + (21$ 1) rJ - 1. 

Cette formule est aussi valable pour u = 3, sauf lorsque v = 6 (u + n) 
(n = 0, l,...). 

4.5.1. Les autres Blbments obCissent B des lois qu’il ne nous a Ctt 
possible de dhterminer que pour les petites valeurs de v. 

u 2 2, v = u + 1 : 3un + [u (1) 2u - l] @ 2u. 

u>3,u+2~v<2u-l:(2u+v-l)n+[v-l(l)u+v-2] 

@)u,u+v-l@v-1. 

u > 3, v = 2u : (5u - I)n + [u - 1, u, 2u + 1 (1) 3u - 2,4u] 

@2u,3u- 1 @u- 1. 

u > 3, v = 2u + 1 : (5u + 1)n + [u - 1, u, 2u + 2 (1) 3u - 1,4u + 1, 
4u+2]@2u+1,3uOu-1. 

u 2 4, v = 2u + 2 : (5u + 3)n + [u - 1, u, 2u + 3 (1) 3u, 4u + 2, 

4u 3]@ 2u + + 2,3u 1 + 0 u - 1. 

u > 6, v = 2u + 3 : (5~ + 5)n + [u - 2 (1) u, 2u + 4 (1) 3u, 42~ + 3 (1) 

4~ + 61 
@2u+3,3u+1,3u+2,8u+6 

0 u - 2, u - 1,6u + 3, llu + 8. 

u > 8, v = 2u + 4 : (5u + 7)n + [u - 3 (1) u, 2u + 5 (1) 3u, 4u + 4 (1) 
4u+ 81 

@ 2u + 4,3u + 1 (1) 3u + 3,8u + 8 

@u - 3 (1) u - 1,6u + 4,6u + 5, llu + 11. 
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u > 10, v = 2u + 5 : (5u + 9)n + [u - 4 (1) u, 2u + 6 (1) 3u, 
4u + 5 (1) 4u + lo] 

@ 2u + 5,3u + 1 (1) 3u + 4,th.d + 10 
@ u - 4 (1) u - 1,6u + 5 (1) 6u + 7, llu + 14. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

u > 8, v = 3u - 3 : (9u - 7)n + [u - 3 (1)u + 1, 3u - 3 (1) 4u - 7, 

5u-2(1)6u-7,8u-10(1)8u-7] 

0 4u - 6 (1) 4u - 4,5u - 3,6u’- 6,12u - 13 

0 u - 3 (1) u - 1, u - 1,824 - 10,8u - 9, 
1ou - 10,17u - 17. 

u 2 6, v = 3u - 2 : (9u - 5)n + [u - 2 (1) u + 1,3u - 2 (1) 4u - 5, 

5u - 1 (1) 6u - 5,8u - 7 (1) 8u - 51 

@4u-4,4u-3,5u-2,6u-4,13u-9 
0 u - 2, u - 1, u + 1,8u - 7,lOu - 7,171~ - 12. 

u > 4, v = 3u - 1 : (9u - 3)n + [u - 1 (1) u + 1, 3u - 1 (1) 4u - 3, 

5u (1) 6u - 3, 8u - 4, 8u - 31 
0 4u - 2,5u - 1,6u - 2 

0 u - 1, u + 1,lOu - 4. 

u > 3, v = 3u : (9u - 1)n + [u, u + 1,3u (1) 4u - 2,5u + l(1) 6u - 1, 

8u-2,8u-1]@4u-1,5u~u+1. 

u > 3, v = 3u + 1 : (9u + 1)n + [u, u + 1,3u + 1 (1) 4u - 1, 

5u + 2 (1) 6u, 8u, 8u + l] 
04u,5u+ 1 ou+ 1. 

u > 3, v = 3u + 2 : (9u + 3)n + [u, u + 1,3u + 2 (1) 4u, 

5u + 3 (1) 6u + 1,8u + 2,8u + 31 

@4u+1,5u+2@u+l. 

u > 4, v = 3u + 3 : (9u + 5)n + [u, u + 1,3u + 3 (1) 4u + 1, 

5u + 4 (1) 62~ + 2,8u + 4,8u + 51 

@4u+2,5u+3@u+l. 

u>5, v=3u+4:(9u+7)n+[u,u+1,3u+4(1)4u+2, 
5u + 5 (1) 6u + 3,8u + 6,8u + 71 

@ 4u + 3, 5u + 4 0 u + 1. 

. . . . ...* . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
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u > 3, v = 4u - 1 : (llu - 3)n + [u, 24 + 1,4u - 1 (1) 5u - 3, 

6u (1) 7~4 - 2, 10~ - 4, IOU - 31 
@5u-2,6u- 1 ou+ 1. 

u33, u=4u:(llu- 1)n + [u - I, u, 4u + 1 (1) 5u - 2, 

62.4 (1) 7u - 2, 8u, IOU - 2, 10~ - I] 
@ 424,5u - 1,7u - 1 0 u - 1,12u - 2. 

24 > 4, v = 4u + 1 : (llu + 1)n + [u - 1, u, 3u - 1,4u + 2(l) 5u - 1, 

6u + 1 (1) 7u - 1,8u + 1,8u + 2, 

lOu, IOU + l] 
@ 424 + 1,5u,7u 0 u - 1,3u - 1,12u. 

2.4 > 5, v = 4u + 2 : (llu + 3)n + [u - 1, u, 3u - 1, 3u, 4u + 3 (1) 5u, 

6u + 2 (1) 7u, 8u + 2 (1) 8u + 4, 

IOU + 2,lOu + 31 
@4u+2,5u+1,7u+l 

0 24 - 1,3u - 1,3u, 12u + 2. 

~26, u=4u+3:(11u+5)n+[u-2(1)u,3u-2(1)3u,4u+4(1)5u, 

6u + 1 (1) 7u, 8u + 3 (1) + 8u + 6, 

1ou + 3 (1) 1ou + 51 

@ 4u + 3, 5u + 1, 5u + 2,8u + 1,8u + 2, 

16u + 6, 18u + 6,29u + 11 
@ u - 2,u - 1,3u - 2 (1) 3u, 1ou + 3, 12u + 3, 

12~ + 4,14u + 3,21u + 8,23u + 8,25u + 8, 

34~ + 13,36u + 13. 

u >, 8, v = 4u + 4 : (1 lu + 7)n + [u - 3 (1) u, 3u - 3 (1) 3u, 
4u + 5 (1) 5u,6u + 4 (1) 7u, 

8u + 4 (1) 8u + 8, 

1ou + 4 (1) 1ou + 71 
0 4u + 4, 5u + 1 (1) 5u + 3, 7u + 1 (1) 7u + 3, 

16~ + 8,182~ + 8,14u + 9,29u + 15 
0 u - 3 (1) # - 1,3u - 3 (1) 3u, 1ou + 4,lOu + 5, 

12~ + 4 (1) 12u + 6, 14~ + 4,141~ + 5, 
21u+ 11,23u+ 11,23u+ 12,25u+ 12, 

25~ + 12, 34u + 18, 36~ + 18. 
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u >, 6, 2, = 5u - 2 : (15~ - 5)n + [u - 2 (1) u, 3u - 2 (1) 3u + 1, 

5u - 2 (1) 6u - 5,7u - 2 (1) 8u - 5, 

9u - 1 (1) 1ou - 5,12u - 7 (1) 

12u - 5,14u - 7 (1) 14u - 51 

@ 6u - 4,6u - 3, 8u - 4, 8u - 3, 9u - 2, 

1Ou - 4,21u - 9,23u - 9,36u - 14 

0 u - 2, u - 1, 3u - 2 (1) 3u + 1,12u - 7, 

14u - 7,14u - 6, 16u - 7, 18~ - 7,27u - 12, 

29~ - 12, 31~ - 12,42u - 17,44u - 17. 

u 2 4, u = 5u - 1 : (15~ - 3)n + [u, 3u, 3u + 1, 5u - 1 (1) 6u - 3, 

7u - 1 (1) 8u - 2,9u (1) 1Ou - 3, 

12u - 4, 12u - 3, 14u - 31 

0 6u - 2,9u - 1,lOu - 2 0 3u, 3u + 1. 

u > 3, u = 5u : (152~ - 1)n + [u, 3u, 3u + 1, 5u (1) 6u - 2,7u (1) 8u - 1, 

9u + 1 (1) 1ou - 1,12u - 2,12u - 1, 

14u-l]@6u-l,9u~3u,3u+1. 

u > 3: u = 5u + 1 : (15~ + 1)n + [u, 3u + 1, 5u + l(1) 6u - 1, 
7u + (1) 8u, 9u + 2 (1) lOu, 12u, 

12u + 1, 14u + l] 

@ 6u, 9u + 1 0 3u + 1. 

u > 3, u = 5u + 2 : (15~ + 3)n + [u, 3u + 2 (1) 6u,7u, + 2 (I) 8u + 1, 

9u+4(1)1ou+ 1,12u+2, 

12u + 3,14u + 31 

@ 6u + 1,9u + 2,9u + 3,24u + 6 

0 3u + 2,18u + 5,33u + 8. 

u>,6, v=5u+3:(15u+5)n+[u,3u+3,5u+3(1)6u+1, 

7u + 3 (1) 8u + 2,9u + 6 (1) 

1ou + 2,122J + 4,12u + 5,14u + 51 

@ 6u + 2,9u + 3 (1) 9u + 5,24u + 8,24u + 10 

0 3u + 3,18u + 8,33u + 13. 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ., . . . . . . 
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u > 5, u = 6~ - 1 : (17~ - 3)n + [u, 6~ - 1 (1) 7~ - 3, 8u - 1 (1) 

9~ - 2,lOu - 1 (1) 11~ - 6, 

11~ - 2,14u - 4,14u - 3,16u - 31 

@ 7~ - 2, 11~ - 5 (1) Ilu - 3,28u - 8,28u - 6 

0 4. 

u > 4, u = 6 : (17~ - 1)n + [U - 1, U, 524 - 3, 5u - 2, 6~ + 1 (1) 

7~ - 2, 8~ (1) 9~ - 2, 10~ (1) 11~ - 4, 

12u, 14~ - 2,14u - 1, 16~ - 2,162~ - l] 

@ 6u, 72~ - 1,9u - 1, llu - 3 (1) 11~ - 1,28u - 4, 

28~ - 2 

@ u - 1,5u - 3,5u - 2, 162~ - 2, 18~ - 2,22u - 4, 

22~ - 3,35u - 3,39u - 5,39u - 4,56u - 6. 

4.6.1. Pour u = ku, k = 2p + 1, il est permis de conjecturer que, pour 
24 > 3, p > 1, on peut exprimer la suite (0, u, (2p + 1)~) par: 

([6p + 31 u - 1)n + [u, 3u, 5u .*. (2~ - l)u, 

VP - lh + 1, 

(2P + eJ (1) (2P + 2) u - 2, 
(2p + 3)~ (1) (2p + 4)~ - 2 ... (4p - l)u(1)4pu-2, 

(4P + QJ + 1, (4P + 2)u - 1, 

(4~+4)u--2,(4~+4)u- 1, 

(4p + 6)~ - 1, (4p + 8)~ - 1 ... (6p + 2)~ - 11, 

0 (2P + 2)u - 1, (4p + l)u, 
0 3u, 5U *-* (2p - l)u, 

@ (2p - l)u + 1. 

Ce qui donne bien, par exemple pour p = 1, comme alors 

ligne 1:2p- 1 = 1, 
ligne3:4p-1 =2p+l, 

ligne 6 : 4p + 6 > 6p + 2 = 4p + 4 done 4, 
ligne 8 : 2p - 1 < 3, done 4. 
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(9u - l)n + [u, 

u+ 1, 
3u (1) 4u - 2, 
5u+1,6u-1, 
8u-2,8u- 11, 

@4u - 1,4u, 

ou+ 1. 

6.4.2.1. Pour k = 2p, on peut infkrer que l’on a pour (0, u, 2pu) et 
u 24: 

([6p - l] u - 1)n + [u - 1, u, 
5u - 3, 5u - 2, 7u - 3, 7u - 2 -** (2p - 1)U - 3, 

(2p - 1)u - 2, 

2PU + 1 (1) (2P + lb - 2, 

(2P + 2)u (1) VP + 3)u - 2, 

(2~ + 4)~ (1) (2~ + 5)~ - 4, (2~ + 6)~ (1) 
(2p + 7)u - 4 *-. (4p - 2)u (1) (4p - 1)u - 4, 

4PU, 

(4p + 2)u - 2, (4P + 2)u - 1, (4P + 4)u -2, 
(4p + 4)u - 1 *.. (6~ - 2)u - 2, (6~ - 2)~ - 11. 

Cette formule est valable pour tout p, en remarquant que: 

les termes de la ligne 2 n’apparaissent qu’avec p = 8(2p - 1 = 5), 

les termes de la ligne 4 n’apparaissent qu’avec p = 2, 

les termes de la ligne 5 n’apparaissent qu’avec p = 3(4p - 2 = 2p + 4), 

les termes de la ligne 7 n’apparaissent qu’avec p = 2(4p + 2 = 6 p- 2), 

4.6.2.2. Pour les termes adjoints, on peut conjecturer qu’on aura pour 
u>4etp>5: 

02PU,(2P + lb - 1, 

(2P + 3)u - 1, 
(2P + 5)u - 3 (1) (2P + 5)u - 1, 

(2p + 7)u - 3 (1) (2P + 7)u - 1, 
(2p + 9)u - 3 (1) (2p + 9)u - 1 *** (4p - 1)u - 3 (1) (4p - 1)u - 1, 

(SP + 4)u - 4, 
(Sp + 8)u - 4, (8~ + 10)~ - 4 .*. (lop - 2)u - 4, 
(14~ + 7)u - 5, (14~ + 9)u - 5 ..* (16~ - 3)u - 5. 
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Pour p = 1, on ne prend que les termes de la ligne 1, 

Pour p = 2, on ne prend que les termes des lignes 1 et 2 

Pour p = 3, on ne prend que les termes des lignes 1, 2, 3 et 6 

Pour p = 4, on ne prend que les termes des lignes 1, 2, 3, 4, 6 et 7 

Pourp = 5,4p - 1 = 2p + 9, lop - 2 = Sp + 8 et 16p - 3 = 14p + 7. 

4.6.2.3. Pour les termes disjoints, on peut conjecturer qu’on aura pour 
u > 4 et p 2 5 (en posant (6p - 1)~ - 1 = I?): 

~u-l,u-l++,u-l+22R, 

5u - 3,5u - 3 + R, 5u - 3 $2R, 5u - 3 + 3R, 

5u - 2,5u - 2 + R, 5u - 2 + 2R, 

7u - 3,7u - 3 + R, 7u - 3 + 2R, 

7u - 3 + 3R, 

7u - 2,7u - 2 f R, 

9u - 3,9u - 3 + R, 9u - 3 f 2R, 9u - 3 + 3R, 

9u - 2, 9u - 2 + R, 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

(2p - 1)~ - 3, (2p - 1)u - 3 + R, (2~ - 1)~ - 3 + 2R, 
(2p - 1)~ - 3 + 3R, 

(2p - 1)~ - 2, (2p - 1) u - 2 + R, 

(4p - 4)u - 2, 

(4p + 6)~ - 2, (4p + 6)~ - 2 + R, 

(4p + 8)u - 2, (4~ + 8)~ - 2 + R, 

(6p - 2)~ - 2, (6p - 2)u - 2 + R. 

Pour p = 1, on ne prend que le premier terme de la ligne 1, 

Pour p = 2, on ne prend que les deux premiers termes de la ligne 1, 

Pour p = 3, on ne prend les termes des que lignes 1, 2, 3 et 12, 
Pour p = 4, on ne prend les termes des que lignes 1, 2, 3, 4, 12 et 13. 

Pour p = 5 les lignes 10 et 11 sont identiques aux lignes 7 et 8 et la ligne 14 
li la ligne 16. 
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5. GI~NI~ALISATIONS DIVERSES (s 2 1) 

5.1. SUITES f(n)-ADDITIVES. Nous avons consid& des suites avec s 
constant, on peut aussi considkrer des suites S telles que, une base B 
&ant donnde, u, est le plus petit entier plus grand que u,-~ tel que 
l’tquation: 

u, = ui + uj (ui # uj 7 ui 5 uj E Sy uw 4 B) 

ait exactement f(n) solutions. Par exemple soit la fonction: 

1 4Q) =p- 1, 
42P + 1) = P, 

la suite &)-additive de base (1,2) est la suite des nombres entiers. 

5.2. SUITES (s, k)-ADDITIVES. Une base B &ant don&e, soit une suite S 
telle que u, est le plus petit entier plus grand que u,-~ et 4 B tel que: 

ait exactement s solutions. (11 faut que k > 2). 

EXEMPLE. SUITE (2, 3)-ADDITIVE NATURELLE. Base (1,2,3,4, 5)-suite: 
8,9,10,11,25,28,29,49.** 

5.3.1. fkJITF5 S'-ADDITIVES. Une suite s’ d’entiers positifs strictement 
croissants (ul > 0): 

est dite St-additive si: 

(1) une base de 2s’ entiers positifs est donnke; 

(2) pour n > 2s’ + 1, u, est le plus grand entier compris entre u, + 1 
et u,-~ + u,-~ et tel que 1’Bquation: 

u, = 2.4, + Ug (Ui # Uj , i # j, U( 9 uj E S’) 

ait exactement s’ solutions. 

5.3.2. SUITES s'-ADDITIVES NATURELLES. La base est formCe des 2s’ 
premiers nombres entiers. 
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Pour s’ = 1, on a le plaisir de retrouver les nombres de Fibonacci. 

Pour s’ = 2, la suite obCit & la loi de rkcurrence: 

%a+1 = u, + l&.-a = 24,-l + l&-z . 

Pour n > 5(u, = 5), on a: 

n-5 
u, = 6 + 1 ui . 

1 

Pour s’ > 2, les suites s’-additives naturelles sont Gnies. 

Pours’ pair >2, on a la suite: 

1 (1) 2s’ + 1, 2s’ + 2 (2) 4s’ + 1, 4s’ + 4 (4), 6s’ + 4. 

Pour s’ impair, les premiers termes sont: 

1 (1) 2s’ + 1,2s’ + 2 (2) 4s’ + 1,4s’ + 4 (4) 6s’ + 2. 

Puis: 

pours’ = 3 : 22,29,33,42,49,62,71,91, 104, 133, 153, 195,224,286,328, 
348, 481. 

pour s’ = 5 : 34, 36, 45, 49, 53, 60, 64, 77. 

pour s’ = 7 : 46, 48, 50, 61, 65, 69, 73, 75, 90. 

pour s’ > 9 : 6s’ + 4 (4) 10s’ + 3, 10s’ + 5 

pour s’ pair z-2, la strie s’arr&te au terme d’indice 

( 
7s’ + 4 

2 1 

pour s’ impair 39 la shie s’arrete au terme d’indice 

( 
9s’ + 5 

2 1 

APPENDICE I: SUITES NATIJRELLES 

s=l 1 (1) 4,6 (2) 8, 11 (2) 13, 16, 18,26, 28,36, 38,47,48, 53, 57,62, 
69,72, 77, 82, 87, 97, 99, 102 --- 

= 2 1 (1) 6, 8 (2) 12, 15 (2) 19, 29, 31, 33, 43,47, 51, 54, 58, 68, 69, 
78, 79, 86, 95, 99, 110, 113, 117, 133 --- 
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s=3 1 (1) 8, 10 (2) 16, 19 (2) 25, 30,44, 46,48, 50, 55, 65, 73, 74, 77, 
84, 86, 91, 95, 97, 114, 122, 123, 126 a.. 

= 4 1 (1) 10, 12 (2) 20,23 (2) 31,36,38,47, 48,49, 51,53, 60,80,85 I 

ZZY. 5 1 (1) 12, 14 (2) 24,27 (2) 37, 53 (2) 63,79 (2) 89, 105 (2) 107, 108, 
111, 113, 115, 121, 131, 132, 139, 141, 145, 161 .a- 

= 6 1 (1) 14, 16 (2) 28, 31 (2) 43, 50,63 1 

= 7 1 (1) 16, 18 (2) 32, 35, (2) 49, 56, 58 I 

= 8 1 (1) 18,20 (2) 36, 39 (2) 55, 77 (2) 83,91 (2) 93, 115 (2) 121, 122, 
125 (2) 133, 144, 155, 157, 158, 163 (2) 171 *** 

= 9 1 (1) 20, 22 (2) 40,43 (2) 61, 70, 87, 89 1 

= 10 1 (1) 22, 24 (2) 44, 49 (2) 67, 76, 78, 97 I 

= 11 1 (1) 24,26 (2), 48, 51 (2) 73, 101 (2) 123, 151 (2) 223,251 (2) 273, 
301 (2) 323, 351 (2) 373, 401 (2) 423, 451 (2) 473, 501, 503, 
504 -** 

= 12 1 (1) 26,28 (2) 52, 55 (2) 79,90, 111, 113, 115 I 

= 13 1 (1) 28,30 (2) 56,59 (2) 85,96,98, 121,123 I 

= 14 1 (1) 30,32 (2) 60, 63 (2) 91, 125 (2) 153, 187 (2) 199,200,203 (2) 
217,236 --- 

= 15 1 (1) 32, 34 (2) 64,67 (2) 97, 110, 135, 137, 139, 141 I 

= 16 1 (1) 34, 36 (2) 68, 71 (2) 103, 116, 118, 145, 147, 149 I 

APPENDICE II: TABLEAU DES SUITES-ADDITIVES 

5<s<15 
u=l 

(9 < v < 20 pour s = 7) 

s = 5 1 (1) 5,7 (1) 14, 16 (2) 20,22 (2) 28, 32, 35 (2) 39,48 I 

8 (1) 16, 18 (2) 22,26 (2) 28 I 

9 (1) 18, 20 (2) 24, 28 (2) 30, 34, 37,40,41, 43, 48, 5 I, 55, 
59,62, 67, 69, 78, 80, 92, 93,94, 98 -a- 

10 (1) 20,22 (2) 26,32 I 
11 (1) 22, 24 (2) 28, 34,40 (2) 44,47,48,49, 51, 55,65 I 

1 12 13 (1) (1) 24,26 26,28 (2) (2) 30, 32, *, *, 44 48 (2) (2) 48, 52, 54 50 (1) (1) 57, 53,63,71,73 68,77, 79 I I 
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

SSza/12/1-s 
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s = 6 1 (1) 6, 8 (1) 16, 18 (2) 22, 25 (2) 29, 33, 34, 36, 39, 41, 44, 52, 56, 

61 I 
9 (1) 18, 20 (2) 24, 28 (2) 32, 35, 36, 39, 44, 52, 54, 56, 57, 

59,61,64 1 

10 (1) 20,22 (2) 26, 31, 33 I 

11 (1) 22,24 (2) 28, 34, 36,41 I 

12 (1) 24,26 (2) 30, 37 I 

13 (1) 26,28 (2) 32,40,47, 48, 50, 52 I 

14 (1) 28, 30 (2) 34, 50 (2) 56, 57 I 

15 (1) 30, 32 (2) 36, 54 (2) 60, 6 1 I 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

s = 7 1 (1) 7,9 (1) 18,20 (2) 26,28 (2) 36,40,43 (2) 49, 62 I 

10 (1) 20,22 (2) 28, 32 (2) 36 I 

11 (1) 22,24 (2) 30, 34 (2) 38,42,45,46, 52, 54, 57,59,70, 

74 I 
12 (1) 24,26 (2) 32,38,40 I 

13 (1) 26,28 (2) 34,40,42,49 I 

14 (1) 28, 30 (2) 36,44 I 

15 (1) 30, 32 (2) 38,46, 54 (2) 58, 60,63 (1) 65, 81, 85, 87 I 

16 (1) 32, 34 (2) 40, 58 (2) 64, 66 (1) 69, 84, 100 I *, 

17 (1) 34, 36 (2) 42, 62 (2) 68, 70 (1) 73, 89,97 (1) 103, *, 
108,130,132 I 

18 (1) 36, 38 (2) 44, 66 (2) 72,74 (1) 77, 94, 106 (1) 109, *, 
114, 134,136 I 

19 

I 20 

70 109 

(1) (1) 120, 40,42 38,40 146, (2) (2) 148 46, 48, I *, c, 74 (2) (2) 76,78 80, 82 (1) (1) 81, 85, 99, 104, 115 (1) (1) 115, 121, 
126, 150, 152 I 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

s = 8 1 (1) 8, 10 (1) 20,22 (2) 28, 31 (2) 37,41,42,44,47, 49, 51 I 

11 (1) 22, 24 (2) 30, 34 (2) 40, 43 (2) 49 I 

12 (1) 24,26 (2) 32, 37 (2) 41 I 

13 (1) 26, 28 (2) 34,40 (2) 44,49 (1) 52, 66, 68 I 

14 (1) 28, 30 (2) 36,43,45 I 
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15 (1) 30, 32 (2) 38,46,48, 55 (1) 58,60 1 

16 (1) 32,34 (2) 40,49 I 

17 (1) 34, 36 (2) 42, 52,61,62,64 (2) 68 1 

I 18 19 (1) (1) 38,40 36, 38 (2) (2) 46,68 44,64 (2) (2) 72,73 76,77 I 1 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

s = 9 1 (1) 9, 11 (1) 22,24 (2) 32, 34 (2) 42,44,48, 51 (2) 59,74 I 

12 (1) 24,26 (2) 34,38 (2) 44 I 

13 (1) 26,28 (2) 36,40 (2) 46, 50, 53, 54, 56,70,72,78 I 

14 (1) 28,30 (2) 38,44 (2) 48 I 

15 (1) 30, 32 (2) 40,46 (2) 50, 56 I 

16 (1) 32, 34 (2) 42, 50 (2) 52 I 

17 (1) 34, 36 (2) 44, 52 (2) 54,62 I 

18 (1) 36,38 (2) 46, 56 I 

19 (1) 38,40 (2) 48, 58, 68 (2) 76, 79 (1) 81 I 

1 20 21 (1) (1) 40,42 42,44 (2) (2) 50, 52, *, *, 72 76 (2) (2) 80, 84, 82 86 (1) (1) 85, 89, 105, 110, 113 119 I I 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

s = 10 1 (1) 10, 12 (1) 24, 26 (2) 34, 37 (2) 45,49,51, 52, 55 (2) 59, 63 I 

13 (1) 26,28 (2) 36,40 (2) 48, 51, 52, 53, 57, 59,70 I 

14 (1) 28,30 (2) 38,43 (2) 49 I 

15 (1) 30, 32 (2) 40,46 (2) 52, 57 (1) 60,63 I 

16 (1) 32,34 (2) 42,49 (2) 53 I 

17 (1) 34, 36 (2) 44, 52 (2) 56, 63 (1) 68 I 

18 (1) 36, 38 (2) 46, 55 (2) 57,66 I 

19 (1) 38,40 (2) 48, 58 (2) 60,69 (1) 72,74,76, 81 (2) 85 I 

20 (1) 40,42 (2) 50,61 I 

21 (1) 42,44 (2) 52,64 I 

1 22 23 (1) (1) 44,46 46,48 (2) (2) 54,78 56,82 (2) (2) 92,93 88,89 I I 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 



68 QUENEAU 

s = 11 1 (1) 11, 13 (1) 26,28 (2) 38,40 (2) 48, 56, 58, 61 (2) 71 I 

14 (1) 28, 30 (2) 40,44 (2) 52 I 

15 (1) 30, 32 (2) 42, 46 (2) 54, 58 61,62, 64,67, 74, 80, 86, 
90 I 

16 (1) 32, 34 (2) 44, 50 (2) 56 I 

17 (1) 34, 36 (2) 46, 52 (2) 58,64 I 

18 (1) 36, 38 (2) 48, 56 (2) 60 1 

19 (1) 38,40 (2) 50, 58 (2) 62, 70 I 

20 (1) 40,42 (2) 52, 62 (2) 64 I 

21 (1) 42,44 (2) 54,64 (2) 66,67 I 

22 (1) 44,46 (2) 56,68 I 

23 (1) 46, 48 (2) 58, 70, 82 (2) 92, 94 (1) 97 I 

24 (1) 48, 50 (2) 60, *, 86 (2) 96, 98 (1) 101 1 

25 (1) 50, 52 (2) 62, *, 90 (2) 100, 102 (1) 105 I 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

s = 12 1 (1) 12, 14 (1) 28, 30 (2) 40,43 (2) 53, 57 (1) 59,63, (2) 71 I 

15 (1) 30,32 (2) 42,46 (2) 56, 59 (1) 60,63 (2) 69,75,88 I 

16 (1) 32,34 (2) 44,49 (2) 57 I 

17 (1) 34, 36 (2) 46,52 (2) 60, 65 (1) 68,71,73, 90,96 I 

18 (1) 36, 38 (2) 48, 55 (2) 61 I 

19 (1) 38,40 (2) 50, 58 (2) 64,71 (1) 76 I 

20 (1) 40,42 (2) 52,61 (2) 65,74 I 

21 (1) 42,44 (2) 54, 64 (2) 68,77 (1) 82, 84 I 

22 (1) 44,46 (2) 56,67 (2) 69, 80, 81 I 

23 (1) 46,48 (2) 58,70 (2) 72, 83 (1) 86, 88 (2) 92 I 

24 (1) 48, 50 (2) 60, 73 I 

25 (1) 50,52 (2) 62,76 I 

I 26 27 (1) (1) 52, 54, 54 56 (2) (2) 64, 66,96 92 (2) (2) 108, 104, 109 105 1 1 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

s = 13 l(1) 13, 15(1)30,32(2)40,42(2)60,64,69(2)79,98 1 

16 (1) 32, 34 (2) 44,45, 50 (2) 60 1 
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17 (1) 34,36 (2) 48,52 (2) 62,66,69,70,72,75, 77,84, 
96,98,104,106 I 

18 (1) 36, 38 (2) 50, 56 (2) 64 I 

19 (1) 38,40 (2) 52,58 (2) 66,72 I 

20 (1) 40,42 (2) 54,62 (2) 68 I 

21 (1) 42,44 (2) 56,64 (2) 70,78 I 

22 (1) 44,46 (2) 58,68 (2) 72 I 

23 (1) 46,48 (2) 60,70 (2) 74, 84 I 

24 (1) 48, 50 (2) 62,74 (2) 76 I 

25 (1) 50, 52 (2) 64,76 (2) 78,90 I 

26 (1) 52, 54 (2) 66,80 I 

27 (1) 54, 56 (2) 68,82,96 (2) 108, 111, 112, 113 I 
28 (1) 56, 58 (2) 70, *, 100 (2) 112, 114 (1) 117 I 

29 (1) 58,60 (2) 72, *, 104 (2) 116, 118 (1) 121 I 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 

s = 14 1 (1) 14, 16 (1) 32, 34 (2) 46,49 (2) 61,65, 66,68,71 (2) 81 I 

17 (1) 34,36 (2) 48, 52 (2) 64,67 (2) 79 I 

18 (1) 36, 38 (2) 50, 55 (2) 65 I 

19 (1) 38,40 (2) 52, 58 (2) 68,73 (1) 76,79 (2) 83,90, 92, 
95,110 I 

20 (1) 40,42 (2) 54,61 (2) 69 I 

21 (1) 42,44 (2) 56,64 (2) 72,79 (1) 84, 87 I 

22 (1) 44,46 (2) 58,67 (2) 73, 82 I 

23 (1) 46,48 (2) 60,70 (2) 76, 85 (1) 92 I 

24 (1) 48, 50 (2) 62,73 (2) 77 I 

25 (1) 50, 52 (2) 64,76 (2) 80,91 (1) 96, 98, 100 I 

26 (1) 52,54 (2) 66,79 (2) 81 I 

27 (1) 54,56 (2) 68,82 (2) 84,97 (1) 100, 102 (2) 108 I 

28 (1) 56, 58 (2) 70,85 I 

29 (1) 58,60 (2) 72,88, 103 (1) 104, 106 (2) 116 I 

30 (1) 60,62 (2) 74, *, 106 (1) 120, 121 I 

31 (1) 62,64 (2) 76, *, 110 (1) 124, 125 I 

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . ..a 
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s = 15 1 (1) 15, 17 (1) 34, 36 (2) 50, 52 (2) 68, 72, 75 (2) 89 1 

18 (1) 36,38 (2) 52, 56 (2) 68 1 

19 (1) 38,40 (2) 54, 58 (2) 70,74,77,78, 80, 83,85, 87, 

96,104,112,114,116,120,122 1 

20 (1) 40,42 (2) 56,62 (2) 72 1 

21 (1) 42,44 (2) 58,64 (2) 74, 80 I 

22 (1) 44,46, (2) 60,68 (2) 76 I 

23 (1) 46,48 (2) 62,70 (2) 78, 86 I 

24 (1) 48, 50 (2) 64,74 (2) 80 I 

25 (1) 50, 52 (2) 66,76 (2) 82,92 I 

26 (1) 52, 54 (2) 68, 80 (2) 84 I 

27 (1) 54, 56 (2) 70, 82 (2) 86, 98 I 

28 (1) 56, 58 (2) 72, 86 (2) 88 I 

29 (1) 58, 60 (2) 74,88 (2) 90, 104 I 

30 (1) 60,62 (2) 76,92 I 

31 (1) 62, 64 (2) 78,94, 110 (2) 124, 127 (1) 129 1 

32 (1) 64,66 (2) 80, * 114 (2) 128, 130 (1) 133 I 

33 (1) 66, 68 (2) 82, * 118 (2) 132, 134 (1) 137 1 

APPENDICE III: SUITE (1, 2, 9) 

1778n + [9 (2) 27,31 (4) 47,49,55,57,63,65,69,71,73,77,79,81,85,87, 

101, 103, 107, 109, 117, 119, 123, 125, 129, 131, 133, 135, 139, 

141, 145, 147, 151, 155, 157, 161, 163, 167, 169, 175, 181, 187, 

195, 197, 199, 207, 209, 211, 213, 217, 227, 231, 237, 239, 241, 

243, 245, 251, 253, 255, 259, 263, 271, 275, 277, 283, 285, 287, 

289, 295, 303, 307, 315, 317, 319, 321, 327, 329, 331, 333, 337, 

341, 343, 345, 349, 353, 355, 361, 365, 367, 373, 381, 383, 387, 

389, 391, 401, 407, 411, 413, 415, 417, 419, 427, 429, 433, 437, 

447, 453, 455, 467, 469, 471, 475, 477, 479, 481, 483, 485, 489, 

495, 499, 503, 509, 511, 513, 519, 521, 529, 533, 535, 537, 541, 

543, 545, 547, 553, 557, 559, 563, 567, 569, 571, 577, 583, 585, 

589, 597, 599, 601, 605, 607, 617, 621, 623, 627, 629, 631, 633, 
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635, 641, 647, 651, 655, 657, 659, 667, 669, 675, 679, 681, 683, 

685, 689, 691, 693, 699, 703, 709, 713, 715, 717, 723, 725, 727, 

733, 737, 739, 741, 745, 753, 755, 759, 765,767, 769, 771, 775, 

777, 785, 789, 795, 805, 807, 815, 817, 819, 821, 823, 827, 829, 

831, 833, 837, 841, 847, 851, 857, 859, 867, 869, 877, 887, 897, 

899, 901, 903, 905, 917, 921, 925, 927, 929, 931, 933, 935, 941, 

943, 947, 951, 955, 957, 959, 963, 965, 971, 973, 977, 983, 991, 

997, 999, 1001, 1011, 1013, 1015, 1019, 1031, 1035, 1037, 1051, 

1053,1057,1059,1061,1063,1065,1067,1069,1073,1075,1079, 

1083,1087,1093,1099,1101,1107,1109,1111, 1119,1127, 1131, 

1133,1135,1137,1147,1149,1153,1157,1159,1161,1163,1165, 

1169,1171,1177,1181,1185,1187,1191,1193,1195,1201,1203, 

1207,1209,1213,1221,1227,1233,1235,1237,1239,1247,1249, 

1251,1255,1259,1261,1263,1265,1269,1275,1277,1281,1285, 

1287,1295,1301,1303,1307,1309,1311,1313,1321,1327,1331, 

1341,1343,1345,1351,1353,1355,1357,1359,1363,1371,1375, 

1379,1381,1391,1393,1399,1411,1419,1421,1423,1425,1427, 

1429,1439,1443,1447,1459, 1461,1467,1469,1471,1473,1475, 

1477,1481,1483,1485,1489,1493,1497,1499,1503,1509,1511, 

1517,1523,1525,1527,1531,1533,1535,1543,1547,1549,1553, 

1563,1565,1569,1571,1583,1589,1603,1605,1607,1623,1627, 

1629,1631,1633,1635,1637,1639,1641,1647,1651,1655,1659, 

1667,1669,1675,1677,1687,1695,1707,1709,1711,1713,1727, 

1731,1747,1749,1767] @ 2,20 


