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Let k be an algebraically closed field of characteristic p > 0: Let m 2 N; ðm; pÞ ¼ 1:

We study Fp-vector spaces of logarithmic differential forms on the projective line

such that each non-zero form has a unique zero at 1 of given order m � 1: We

discuss the existence of such vectors spaces according to the value of m: We give

applications to the lifting to characteristic 0 of ðZ=pZÞn actions as k-automorphisms
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INTRODUCTION

Soit p un nombre premier et k un corps algébriquement clos de
caractéristique p: Soit m un entier premier à p; l’objet de cet article est
d’étudier les Fp-espaces vectoriels de dimension n51 de formes différentielles
logarithmiques sur P1

k (i.e. de la forme df
f

pour f 2 kðP1Þ), dont les éléments
non nuls ont un seul zéro d’ordre ðm � 1Þ en 1: Un tel espace vectoriel sera
noté Emþ1;n: Dans cette étude, nous nous intéressons principalement au cas
où n est égal à 2. Nous donnons également des résultats en ce qui concerne
les espaces vectoriels de dimension supérieure.

Nous commençons par expliciter les conditions imposées aux formes
différentielles, et nous donnons quelques exemples afin d’illustrer la richesse
et la complexité de tels objets.

Si Emþ1;2 est un espace vectoriel comme au-dessus, un lemme élémentaire
montre que m þ 1 2 pZ et donne une première idée sur la répartition des
pôles des formes différentielles non nulles de Emþ1;2: Nous indiquons une
généralisation pour n52: Comme il est classique d’exprimer à partir de
l’opération de Cartier le fait qu’une forme différentielle soit logarithmique,
nous aboutissons à des conditions algébriques nécessaires et suffisantes pour
l’existence d’espaces Emþ1;n; qu’il est cependant difficile d’exploiter.
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Nous montrons le théorème suivant qui traite du cas particulier où p ¼ 2
et donne une paramétrisation de tous les espaces Emþ1;2:

TheŁ oreØ me 1. Supposons p ¼ 2 et posons m þ 1 ¼ 2n:
Soit x1; . . . ; xn 2 k deux à deux distincts, et uav 2 kn: Alors il existe f1ðz

Þ ¼
Qn

i¼1ðz � xiÞðz � yiÞ et f2ðzÞ ¼
Qn

i¼1ðz � xiÞðz � ziÞ avec x1; . . . ; xn; y1;
. . . ; yn; z1; . . . ; zn deux à deux distincts, tels que les formes differentielles o1 :
¼ df1

f1
et o2 :¼ df2

f2
soient de la forme:

o1 ¼
udzQn

i¼1ðz � xiÞðz � yiÞ
et o2 ¼

vdzQn
i¼1ðz � xiÞðz � ziÞ

:

Ainsi F2o1 þ F2o2 est un Emþ1;2:
Réciproquement, tout espace Emþ1;2 est de cette forme.

Lorsque pa2 nous décrivons les Emþ1;2 seulement pour m petit.

TheŁ oreØ me 2. On considère le cas p53:

1. Supposons que m þ 1 ¼ p: Alors il n’existe pas d’espaces vectoriels

Emþ1;2:

2. Supposons que m þ 1 ¼ 2p: Alors il existe un espace vectoriel Emþ1;2 si

et seulement si p ¼ 3:

3. Supposons que m þ 1 ¼ 3p: Alors il n’existe pas d’espaces vectoriels

Emþ1;2:

La démonstration de ce théorème ne fait pas appel à l’opération de
Cartier mais à une analyse algébrique des équations sur les résidus aux
pôles, ce qui la rend technique. La conclusion dépend d’un lemme (Lemme
10) d’algèb́re élémentaire dont nous n’avons pas vu trace dans la littérature.

Nous donnons également des exemples de tels espaces vectoriels de
dimension quelconque en suivant une construction due à Matignon (cf.
[Ma]).

Le théorème 2 a des applications dans le relèvement à la caractéristique 0
d’action de groupes. En effet, considérons un automorphisme s d’ordre p du
disque ouvert p-adique. On lui associe naturellement le modèle minimal
semi-stable qui déploie les points fixes de s: La fibre spéciale de ce modèle
est un arbre de droites projectives et des formes différentielles logarith-
miques apparaissent sur les composantes terminales de cet arbre. Lorsque
l’on étudie des actions de ðZ=pZÞ2 sur le disque ouvert p-adique, ce sont
alors des espaces vectoriels de telles formes différentielles qui peuvent
apparaitre. L’application principale est le théorème suivant, qui donne de
nouvelles obstructions au relèvement d’actions de groupe et justifie ainsi
l’introduction des espaces Emþ1;n:
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TheŁ oreØ me 3. Soit G ¼ ðZ=pZÞ2; p53 et R un anneau de valuation

discrète dominant l’anneau des vecteurs de Witt de k: Supposons que G est un

groupe de k-automorphismes de k½½z�� et que chacune des sous-extensions

d’ordre p de k½½z��G a un conducteur égal à p (i.e
8s 2 G � fIdg; vzðsðzÞ � zÞ ¼ p). Alors, on ne peut pas relever G en un

groupe de R-automorphisme de R½½Z��:

Le second interêt des espaces Emþ1;n réside dans le théorème suivant:

TheŁ oreØ me 4. On considère un Emþ1;n et une base o1; . . . ;on de cet

espace, chaque oi s’écrivant dfi

fi
: Soit z une racine primitive p-ième de l’unité et

R ¼ WðkÞ½p� ou pm :¼ l :¼ z� 1; on note K ¼ FracðRÞ: Alors on peut

trouver Fi 2 R½X � relevant fi tels que le produit fibré des revêtements de P1
K

donnés par les équations Y
p
i ¼ FiðXÞ induisent après normalisation un

revêtement de P1
K galoisien de groupe ðZ=pZÞn

ayant bonne réduction

relativement à la valuation de Gauss T :¼ p�pX : La fibre spéciale du modèle

lisse correspondant est un revêtement étale, galoisien de groupe ðZ=pZÞn; de la

droite affine A1
k:

1. PRÉSENTATION ET APPROCHE DU PROBLÈME

Soit p un nombre premier, m un entier strictement positif, et k un corps
algébriquement clos de caractéristique p: On fixe une fois pour toutes un
point 1 de la droite projective P1

k:

DeŁ finition. On note Emþ1;n un Fp-espace vectoriel de dimension n51
de formes différentielles logarithmiques sur P1

k; dont les éléments non nuls
ont un seul zéro d’ordre ðm � 1Þ en 1:

1.1. Espaces Emþ1;1. Nous allons exhiber quelques exemples d’espaces
Emþ1;1 (il est en effet légitime de s’interroger sur l’existence de tels objets
avant de considérer des espaces de dimension supérieure).

Soit Fpo un espace Emþ1;1 et z un paramètre de P1
k � f1g tel que z ¼ 0

n’est pas pôle de o: Ainsi

o ¼ df

f

avec

f ¼
Ymþ1

i¼1

ðz � xiÞhi
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et xi 2 kn; xiaxj; hi 2 Z� pZ;
Pmþ1

i¼1 hi ¼ 0 mod p: Le ðm þ 1Þ-uplet ðhiÞi est
appelé une donneé d’Hurwitz. Remarquons que f est définie à une
multiplication près par une puissance p-ième et que hi ¼ resxi

omod p:
De plus, o a un seul zéro d’ordre m � 1 en 1; donc 9u 2 kn tel que:

o ¼
Xmþ1

i¼1

hi

z � xi

dz ¼ uQmþ1
i¼I ðz � xiÞ

dz

Remarquons que les conditions imposées sur o entra#ıınent que mepZ: En
effet, supposons que m 2 pZ: Vu que degðf Þ 2 pZ; on aurait alors que
degðf 0Þ ¼ �1 mod p; ce qui est impossible.

Si on exprime la forme o en fonction du nouveau paramètre x :¼ 1
z

propice au développement formel, on obtient:

o ¼
Xmþ1

i¼1

hixi

1 � xix
dx ¼ uxm�1Qmþ1

i¼1 ð1 � xixÞ
dx:

Ainsi l’existence d’un Emþ1;1 est équivalente à l’existence d’une solution du
système: Pmþ1

i¼1 hix
‘
i ¼ 0 pour 14‘4m � 1;Q

iojðxi � xjÞa0;

xi 2 k; hi 2 Z� pZ:

8><
>: ð*Þ

Remarque. Si on fixe les hi 2 Z� pZ; et si on voit ce système comme un
système en les inconnues xi; alors ce système est invariant par homothétie et
translation. Cette remarque est essentielle; dans la preuve du Théorème 2,
on sera amené à plusieurs reprises à effectuer une translation ‘‘adéquate’’ sur
les xi:

Par la suite, nous serons amenés à regarder le cas où m þ 1 2 pZ:
Examinons donc le premier cas m þ 1 ¼ pðp > 2Þ: Si on fixe x0 et x1; alors
les équations traduisent le fait que le point ðx2; . . . ; xmÞ appartient à une
sousvariété fermée de Am�1

Fp
� VðDÞ de dimension 0 (avec D ¼

Q
24iojðxi �

xjÞ; cf. [Gr-Ma 2]). Dans le cas où une telle variété est non vide on dit que les
hi sont une donnée d’Hurwitz. Dans [He] Prop 3.18, Henrio donne un critère
suffisant sur les hi pour être une donnée d’Hurwitz. Malheureusement, dans
le cas m þ 1 ¼ p (et plus généralement dans le cas m þ 1 2 pZ), ce critère ne
fournit que des ðm þ 1Þ-uplets ðhiÞi où tous les hi sont égaux ðhi ¼ 1; 8iÞ:
Néanmoins on peut exhiber d’autres exemples de données d’Hurwitz grâce à
la remarque suivante:

On écrit p � 1 ¼ d1d2 comme produit de deux entiers supérieurs où égaux
à deux (il convient de choisir p > 3 pour que cela soit possible). Supposons
que l’on connaisse une donnée d’Hurwitz ðhiÞ04i4d1

(donnée par exemple
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par le critère d’Henrio). On a alors un polynôme f de la forme:

f ¼
Yd1

i¼0

ðz � xiÞhi

et tel que o :¼ df
f
¼ udzQd1

i¼0

ðz�xiÞ
:

Après translation éventuelle, on peut supposer que x0 ¼ 0 et donc:

o ¼ u dz

zPðzÞ avec PðzÞ :¼
Yd1

i¼1

ðz � xiÞ:

L’idée est alors de faire un changement de variables z :¼ QðtÞ tel que Q0ðtÞ
divise f ðQðtÞÞ: Nous allons donner deux exemples de tels changements de
variables et préciser dans chaque cas les données d’Hurwitz obtenues.

Exemple 1. Prenons le changement de variables z :¼ td2 : On obtient
alors la forme différentielle logarithmique:

d2u dt

tPðtd2Þ:

La détermination des données d’Hurwitz correspondantes est fournie par le
calcul des résidus de cette forme différentielle. On trouve alors le p-uplet:

d2h0; h1 � � � h1|fflfflfflffl{zfflfflfflffl}
d2 fois

; . . . ; hd1
. . . hd1|fflfflfflfflfflffl{zfflfflfflfflfflffl}

d2 fois

:

Exemple 2. Posons cette fois-ci z ¼ QðtÞ ¼ td2�1ðt � aÞ; où a est choisi
tel que ðt � d2�1

d2
aÞ divise z � x1 (i.e. Q0ðtÞ divise f ðQðtÞÞ). Soit P1ðzÞ et PaðtÞ

tels que PðzÞ ¼ ðz � x1ÞP1ðzÞ et z � x1 ¼ PaðtÞðt � d2�1
d2

aÞ2: On obtient alors
la forme suivante:

o ¼ d2u dt

tðt � aÞPaðtÞðt � d2�1
d2

aÞP1ðtd2�1ðt � aÞÞ
:

Cette fois-ci, la donnée d’Hurwitz prend la forme:

h0; ðd2 � 1Þh0; h1 � � � h1|fflfflfflffl{zfflfflfflffl}
d2�2 fois

; 2h1; h2 � � � h2|fflfflfflffl{zfflfflfflffl}
d2 fois

; . . . ; hd1
� � � hd1|fflfflfflfflfflffl{zfflfflfflfflfflffl}

d2 fois

:

Ces quelques exemples montrent qu’il existe des formes différentielles
ayant les propriétés susdécrites. En fait, des calculs menés sur ordinateur
(pour de petites valeurs de p) montrent que beaucoup de p-uplets sont des
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données d’Hurwitz. La question de déterminer quels sont les p-uplets ðhiÞ
convenables est déja en soi un problème intéressant et difficile.

Remarque. Dans ce qui précède, on a utilisé soit le paramètre z; soit le
paramètre x ¼ 1

z
: En fait, chacune de ces deux écritures a son interêt propre.

La première est agréable à manipuler quand il s’agit de faire un
développement formel et d’exprimer les équations en les xi: La seconde
est plus appropriée pour des changements de variables, voire des calculs de
résidus. Par la suite, il nous arrivera de privilégier l’une des deux écritures
selon les besoins.

1.2. Conditions combinatoires pour les Emþ1;n ðn52Þ. En ce qui concerne
les espaces Emþ1;2; on a un lemme combinatoire qui précise l’arrangement
des pôles des formes différentielles non nulles:

Lemme 5. Soit un espace vectoriel Emþ1;2; alors m þ 1 2 pZ: De plus si on

note ðo1;o2Þ une base de cet espace, alors ces deux formes différentielles ont

exactement p�1
p
ðm þ 1Þ pôles en commun.

Démonstration. Soit ðo1;o2Þ une base de l’espace vectoriel en question.
On note ðm þ 1 � lÞ le nombre de pôles communs à o1 et o2 (on a donc
04l4m þ 1). On note x0; . . . ; xm les pôles de o1; et h0; . . . ; hm les résidus en
ces pôles. De même pour o2; on les note xl; . . . ; xlþm et h0

l; . . . ; h0
lþm les

résidus correspondants (on convient de poser hi ¼ 0 pour i > m et h0
i ¼ 0

pour iol).
Soit c 2 P1ðFpÞ; c ¼ ½a; b� (en coordonnées homogènes); alors o :¼ ao1 þ

bo2 a exactement m þ 1 pôles. Donc, il existe exactement l valeurs de i pour
lesquelles ahi þ bh0

i ¼ 0: On a alors partitionné les ðm þ 1 þ lÞ points xi en
p þ 1 ensembles de l points. Ainsi ðm þ 1 þ lÞ ¼ ðp þ 1Þl et m þ 1 ¼ lp: On
vérifie aisément que le nombre de pôles communs à o1 et o2 est celui
annoncé. ]

On peut montrer une généralisation dans le cas des espaces vectoriels
Emþ1;n:

Lemme 6. On conserve les notations précédentes. Considérons un espace

vectoriel Emþ1;nðn52Þ; alors m þ 1 2 pn�1Z: De plus, si ðo1; . . . ;onÞ est une

base, alors ces n formes différentielles ont exactement
ðp�1Þn�1

pn�1 ðm þ 1Þ pôles en

commun.

Démonstration. La démonstration se fait par récurrence sur n: On prend
donc un Fp-espace vectoriel Emþ1;n engendré par n formes différentielles
linéairement indépendantes ðo1; . . . ;onÞ: L’hypothèse de récurrence aux
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rangs inférieurs dit que pour j formes différentielles ðjonÞ parmi les oi; ces j

formes ont exactement
ðp�1Þj�1

pj�1 ðm þ 1Þ pô1es en commun. Notons T le
nombre total des pôles apparaissant dans les formes différentielles o1; . . . ;
on et l le nombre de pôles communs à toutes ces différentielles. On note
également Ni1i2...ik le nombre de pôles communs aux formes différentielles
oi1 ; . . . ;oik : Alors, on a la relation:

T ¼
Xn

k¼1

ð�1Þkþ1
X

i1oi2o���oik

Ni1i2...ik

¼ðm þ 1Þ
Xn�1

k¼1

ð�1Þkþ1
Ck

n

p � 1

p

� �k�1

þð�1Þnþ1l

¼ðm þ 1Þ p

p � 1

� � Xn�1

k¼1

ð�1Þkþ1
Ck

n

p � 1

p

� �k

þð�1Þnþ1l

¼ � ðm þ 1Þ p

p � 1

� �
1 � p � 1

p

� �n

�1 � ð�1Þn p � 1

p

� �n� �
þ ð�1Þnþ1l

¼ðm þ 1Þ p

p � 1

� �
1 þ ð�1Þn p � 1

p

� �n

� 1

p

� �n� �
þ ð�1Þnþ1l:

On note x1; . . . ; xT les pôles et hj;i le résidu (éventuellement nul) de la
forme différentielle oj au point xi: Soit ½a1; . . . ; an� 2 Pn�1ðFpÞ; alors on a:

a1h1;i þ � � � þ anhn;i ¼ 0

pour exactement ðT � ðm þ 1ÞÞ valeurs de i: D’autre part, si on considère un
point xi; il est pôle de toutes les formes différentielles sauf celles de la forme
a1o1 þ . . .þ anon; avec a1h1;i þ � � � þ anhn;i ¼ 0 (ce qui fait pour chaque i un
total de ðpn�2 þ pn�3 þ � � � þ 1Þ formes différentielles modulo la multi-
plication par un élément de Fn

pÞ: En résumé, l’ensemble des pôles x1; . . . ; xT

est la réunion de ðpn�1 þ pn�2 þ � � � þ 1Þ ensembles de ðT � ðm þ 1ÞÞ
éléments, chaque élément étant inclus dans exactement ðpn�2 þ pn�3 þ � � � þ
1Þ de ces ensembles. On a donc la relation:

Tðpn�2 þ pn�3 þ � � � þ 1Þ ¼ ðT � ðm þ 1ÞÞðpn�1 þ pn�2 þ � � � þ 1Þ

et donc:

T ¼ ðm þ 1Þðpn � 1Þ
ðp � 1Þpn�1

:
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En comparant avec l’expression de T déjà calculée précédemment, il vient:

ðm þ 1Þp
p � 1

pn � 1

pn
� 1 þ ð�1Þn p � 1

p

� �n

� 1

p

� �n� �� �
� ð�1Þnþ1l ¼ 0;

ðm þ 1Þp
p � 1

ð�1Þnþ1 p � 1

p

� �n� �
� ð�1Þnþ1l ¼ 0;

ðm þ 1Þðp � 1Þn�1

pn�1
� l ¼ 0:

Finalement m þ 1 2 pn�1Z et l ¼ ðp�1Þn�1

pn�1 ðm þ 1Þ: ]

1.3. Conditions algébriques sur Emþ1;n. Soit z un paramètre de P1
k � f1g:

Nous allons montrer la proposition suivante:

Proposition 7. Soit o1;o2 deux formes différentielles sur P1
k: Alors Fp

o1 þ Fpo2 est un Emþ1;2 si et seulement si il existe deux polynômes A et B avec

degðiA þ jBÞ ¼ m þ 1

p
; 8½i; j� 2 P1ðFpÞ;

tels que:

o1 ¼
A dz

ApB � ABp
et o2 ¼

B dz

ApB � ABp

et ððAp � ABp�1Þp�1Þðp�1Þ ¼ �1:

Démonstration. Supposons que Fpo1 þ Fpo2 est un Emþ1;2: On sait
d’après le Lemme 5 que m þ 1 ¼ lp et que l’ensemble des pôles est
partitionné en p þ 1 ensembles de l pôles. Plus précisément, on écrit que:

* o1 a ses pôles en les points x0; . . . ; xlp�1

* o2 a ses pôles en les points xl; . . . ; xlðpþ1Þ�1
* quitte à renuméroter, on peut supposer que o1 þ io2 (pour i variant

de 1 à p � 1) a des pôles en tous les xj sauf pour li4j4lði þ 1Þ � 1:

On note PjðzÞ ¼
Qlðjþ1Þ�1

k¼lj ðz � xkÞ: Alors o1 et o2 s’écrivent:

o1 ¼
uP0ðzÞ dzQp

j¼0 PjðzÞ
; o2 ¼

vPpðzÞ dzQp
j¼0 PjðzÞ

où u et v sont des constantes non nulles.
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On a alors deux écritures pour o1 þ io2:

o1 þ io2 ¼
ðuP0ðzÞ þ ivPpðzÞÞ dzQp

j¼0 PjðxÞ
¼ ðwiPiðzÞÞ dzQp

j¼0 PjðzÞ

où wi est une constante non nulle.
On a donc uP0ðzÞ þ ivPpðzÞ ¼ wiPiðzÞ: En identifiant les termes domi-

nants de chaque expression, on trouve wi ¼ u þ iv et donc uP0ðzÞ þ ivPpðzÞ
¼ ðu þ ivÞPiðzÞ:

Le rapport u
v
n’est pas dans Fp: En effet, si u

v
¼ �i 2 Fp; alors ðu þ ivÞPi ¼

0 ¼ uðP0 � PpÞ et donc P0 ¼ Pp; ce qui implique que les xj ne sont pas
distincts.

Posons a ¼ u
v
: Alors:

o2 ¼ v
Yp�1

j¼0

ða þ jÞ
ðaP0 þ jPpÞ

dz ¼ vðap � aÞ
ðaP0Þp � aP0P

p�1
p

dz

et

o1 ¼ ao2
P0

Pp

¼ vðap � aÞ
ðaP0Þp�1

Pp � P
p
p

dz:

Soit a 2 k tel que apvðap � aÞ ¼ 1 et posons A :¼ aaP0; B :¼ aPp: Vu que
aeFp; on a:

degðiA þ jBÞ ¼ m þ 1

p
; 8½i; j� 2 P1ðFpÞ;

Il reste maintenant à exprimer le fait que les formes différentielles:

A dz

ApB � ABp
et

B dz

ApB � ABp

sont logarithmiques. Pour exprimer cette condition, on peut exprimer la
relation Coi ¼ oi; où la lettre C désigne l’opération de Cartier. Rappelons
de quoi il s’agit; si on considère une forme différentielle o; alors on peut
l’écrire:

o ¼ ðf p
0 ðzÞ þ zf

p
1 ðzÞ þ � � � þ zp�1f

p
p�1ðzÞÞ dz:

On définit Co ¼ fp�1 dz: Une condition nécessaire et suffisante pour que o
soit logarithmique est que Co ¼ o (dans le cas de formes différentielles sur
P1; la preuve est élémentaire). Remarquons que cette condition de Cartier
peut également s’exprimer de la façon suivante: si on a o ¼ f dz alors o est
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logarithmique si et seulement si:

f ðp�1Þ ¼ �f p:

A l’aide de cette opération, on va montrer que les hypothèses ‘‘o1 est
logarithmique’’ et ‘‘o2 est logarithmique’’ sont équivalentes.

Supposons en effet que B dz
ApB�ABp est logarithmique. En écrivant que:

B dz

ApB � ABp
¼ BðApB � ABpÞp�1 dz

ðApB � ABpÞp

on voit que la condition donnée par l’opération de Cartier s’exprime par
l’égalité:

ðBðApB � ABpÞp�1Þðp�1Þ ¼ �Bp:

A partir de cette expression, on en tire:

ðApBðApB � ABpÞp�1Þðp�1Þ ¼ � ApBp;

ðððApB � ABpÞ þ ABpÞðApB � ABpÞp�1Þðp�1Þ ¼ � ApBp;

ðABpðApB � ABpÞp�1 þ ðApB � ABpÞpÞÞðp�1Þ ¼ � ApBp;

ðABpðApB � ABpÞp�1Þðp�1Þ ¼ � ApBp;

ðAðApB � ABpÞp�1Þðp�1Þ ¼ � Ap

et la dernière égalité entra#ııne que A dz
ApB�ABp est logarithmique.

On peut donc résumer ces conditions en disant que:

ððAp � ABp�1Þp�1Þðp�1Þ ¼ �1: ð* *Þ

Inversement si on a:

o1 ¼
A dz

ApB � ABp
et o2 ¼

B dz

ApB � ABp

avec A;B vérifiant les conditions de la proposition, on montre facilement
que les formes io1 þ jo2 (pour ði; jÞa0) sont logarithmiques et n’ont qu’un
seul zéro d’ordre ðm � 1Þ en 1: ]
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Remarque 1. L’équation différentielle ð * * Þ est difficile à manipuler. En
effet, si on la développe, il apparait des dérivées k-ièmes de puissances de A;
A étant lui-même de degré l (la résolution n’apparait simple que dans le cas
où l ¼ 1 ou p ¼ 2).

On peut donner une autre formulation de la condition ð* * Þ en termes de
congruence : puisque f :¼ Ap � AB p�1 2 k½z�; o1 est logarithmique si et
seulement si ðf 0Þp�1 ¼ 1 modulo f :

Remarque 2. On a une formulation similaire du problème pour les
Emþ1;nðn53Þ: Pour cela, on reprend les notations du Lemme 6. On note P un
polynôme qui n’a que des racines simples qui sont les pôles des formes
différentielles oi: Alors chaque forme oi peut s’écrire oi ¼ Qi

P
dz où Qi est un

polynôme avec pour seules racines simples les points xi où oi n’a pas de
pôles. Pour chaque valeur ½a1; . . . ; an� 2 Pn�1ðFpÞ; le polynôme a1Q1 þ � � � þ
anQn a exactement ðT � ðm þ 1ÞÞ racines simples (toujours parmi les pôles
des formes différentielles), et chaque point xi est racines d’exactement ðpn�2

þpn�3 þ � � � þ 1Þ de ces polynômes. On a donc la relation:

Pðpn�2þpn�3þ���þ1Þ ¼ g
Yn

i¼1

Yp�1

ji�1¼0

� � �
Yp�1

j1¼0

ðQi þ ji�1Qi�1 þ � � � þ j1Q1Þ

où g est une constante.
Quitte à multiplier P par une constante, on peut supposer g ¼ 1: La

condition sur les oi pour être logarithmique s’exprime en disant que les
formes:

Ppðpn�3þpn�4þ���þ1ÞQiQn
i¼1

Qp�1
ji�1¼0 � � �

Qp�1
j1¼0ðQi þ ji�1Qi�1 þ � � � þ j1Q1Þ

sont logarithmiques. On reconnait au dénominateur le déterminant de
Moore des polynômes Q1 � � �Qn (cf. [Go]), ce qui généralise la forme que
l’on avait pour n ¼ 2; en effet, ApB � ABp est le déterminant de Moore de A

et B:
Remarque 3. On a vu précédemment que lorsqu’on disposait d’un Emþ1;2

engendré par deux formes o1 et o2; les coefficients u et v ‘‘associés’’ étaient
linéairement indépendants sur Fp: On peut généraliser ce résultat aux
espaces Emþ1;n: soit un espace Emþ1;n engendré par les formes différentielles
o1; . . . ;on: Comme on l’a vu juste au-dessus on peut écrire oi ¼ Qi

P
dz; on

choisit de prendre P unitaire et on note ui le terme de plus haut degré de Qi:
Montrons que les ui sont linéairement indépendants sur Fp:
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Soit a :¼ ða1; . . . ; anÞ 2 Fn
p � f0g; définissons oa :¼ a1o1 þ � � � þ anon:

Alors:

oa ¼ a1Q1 þ � � � þ anQn

P
dz :¼ Qa

P
dz:

La forme oa doit avoir le même nombre de pôles que les oi; donc le
polynôme Qa a le même degré que les Qi: En particulier le coefficient de plus
haut degré de Qa est non nul. Donc a1u1 þ � � � þ anuna0:

Remarque 4. Soit F : P1
k ! P1

k donnée par FðtÞ ¼ at þ PðtpÞ avec a 2 kn

et P 2 k½t� (i.e. F est un revêtement étale de P1
k � f1gÞ: Si F est un Emþ1;n

engendré par les formes différentielles o1; . . . ;on (avec oi ¼ dfi

fi
) alors FnF

est un Eðmþ1ÞdegF;n (où FnF désigne le Fp-espace vectoriel engendré par les

formes
dðfi8FÞ

fi8F
).

2. RÉSULTATS ET APPLICATIONS

A défaut de pouvoir exploiter la condition ð* * Þ décrite ci-dessus, nous
allons explorer les relations algébriques entre pôles et résidus.

2.1. Un cas particulier: p ¼ 2. Le cas p ¼ 2 appara#ııt comme un cas
particulier dans la mesure où toutes les données d’Hurwitz sont égales à 1.

TheŁ oreØ me 8. Supposons p ¼ 2 et posons m þ 1 ¼ 2n:
Soit x1; . . . ; xn 2 k deux à deux distincts, et uav 2 kn: Alors il existe

f1ðzÞ ¼
Qn

i¼1ðz � xiÞðz � yiÞ et f2ðzÞ ¼
Qn

i¼1ðz � xiÞðz � ziÞ avec x1; . . . ;
xn; y1; . . . ; yn; z1; . . . ; zn deux à deux distincts, tels que les formes différentielles

o1 :¼ df1
f1

et o2 :¼ df2
f2

soient de la forme:

o1 ¼
udzQn

i¼1ðz � xiÞðz � yiÞ
et o2 ¼

vdzQn
i¼1ðz � xiÞðz � ziÞ

:

Ainsi F2o1 þ F2o2 est un Emþ1;2:
Réciproquement, tout espace Emþ1;n est de cette forme.

Démonstration. Vue la forme demandée pour o1; il faut que f 0
1 ¼ u et

donc que f1 soit de la forme:

f1 ¼ ðqðzÞÞ2 þ uz

où q ¼ zn þ q1zn�1 þ � � � þ qn est un polynôme de degré n à coefficients dans
k: De même, on a f2 ¼ ðrðzÞÞ2 þ vz où r ¼ zn þ r1zn�1 þ � � � þ rn est un
polynôme du même type. Déterminons donc les polynômes q et r:
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Remarquons que f1ðxiÞ ¼ ðqðxiÞÞ2 þ uxi ¼ 0 ce qui donne le système:

xn
1 þ q1xn�1

1 þ � � � þ qn ¼ ffiffiffiffiffiffiffi
ux1

p
;

..

.

..

.

xn
n þ q1xn�1

n þ � � � þ qn ¼ ffiffiffiffiffiffiffi
uxn

p
:

8>>>>>><
>>>>>>:

Vu que les xi sont distincts, ceci est un système de type Vandermonde, ce qui
donne une solution pour les q1; . . . ; qn (et donc pour les y1; . . . ; ynÞ: De plus,
puisque f 0

1ðzÞ ¼ u; f1 n’a que des racines simples (donc les x1; . . . ; xn;
y1; . . . ; yn sont deux à deux distincts).

On obtient de façon identique que les coefficients du polynôme r sont
obtenus par résolution d’un système de Vandermonde. Ceci fournit les
points zi (et de même on a que les x1; . . . ;xn; z1; . . . ; zn sont deux à deux
distincts). Il reste à vérifier que les y1; . . . ; yn; z1; . . . ; zn sont distincts deux à
deux.

Soit a une racine commune à f1 et f2: Alors:

ðqðaÞÞ2 þ ua2n�1 ¼ ðrðaÞÞ2 þ va2n�1 ¼ 0:

Donc ðvq2 þ ur2ÞðaÞ ¼ 0 ¼ ð ffiffiffiffiffi
vq

p þ
ffiffiffiffiffi
ur

p
Þ2ðaÞ: Or le polynôme ð ffiffiffiffiffi

vq
p þ

ffiffiffiffiffi
ur

p
Þ

est de degré n et a donc au plus n racines (qui sont en fait les xi). Finalement
les points x1; . . . ; xn; y1; . . . ; yn; z1; . . . ; zn sont distincts deux à deux. ]

2.2. Démonstration du résultat principal

. TheŁ oreØ me 9. On considère le cas p53:

1. Supposons que m þ 1 ¼ p: Alors il n’existe pas d’espaces vectoriels

Emþ1;2:
2. Supposons que m þ 1 ¼ 2p: Alors il existe un espace vectoriel Emþ1;2 si

et seulement si p ¼ 3:
3. Supposons que m þ 1 ¼ 3p: Alors il n’existe pas d’espaces vectoriels

Emþ1;2:

Démonstration. Dans les trois cas, la démonstration se fait par
1’absurde et on considèrera donc à chaque fois un espace vectoriel
répondant au problème. Soit z un paramètre de P1

k � f1g tel que z ¼ 0
n’est pas pôle de o1 et o2: On utilise alors dans la démonstration le
paramètre x :¼ 1

z
:

Le cas m þ 1 ¼ p:
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On note toujours ðo1;o2Þ une base d’un espace vectoriel Emþ1;2: Ces deux
formes s’écrivent:

o1 ¼
df1

f1
¼
Xp

i¼0

h0
ixi

1 � xix
dx; h0

0 ¼ 0; h0
ia0 si ia0;

X
i

h0
i ¼ 0;

o2 ¼
df2

f2
¼
Xp

i¼0

hixi

1 � xix
dx; hp ¼ 0; hia0 si iap;

X
i

hi ¼ 0

et tous les xi sont distincts.
La forme o1 s’écrit aussi:

o1 ¼
uxp�2Qp

i¼1ð1 � xixÞ
dx avec ua0:

En identifiant les termes en xk des développements formels des deux
expressions de o1; on trouve que:

Xp

i¼1

h0
ix

k
i ¼ 0 si k4p � 2 et

Xp

i¼1

h0
ix

p
i ¼ u

Xp

i¼1

xi:

Or
Pp

i¼1 h0
ix

p
i ¼

Pp
i¼1 ðh0

ixiÞp et vu que ua0; il suit que
Pp

i¼1 xi ¼ 0: En
appliquant le même raisonnement à o2; il vient que

Pp�1
i¼0 xi ¼ 0: Ainsi

x0 ¼ xp; ce qui fournit la contradiction attendue.

Supposons maintenant que m þ 1 ¼ 2p:
D’après le Lemme 5 on a 2p þ 2 pôles que l’on peut partitionner en p þ 1

couples. On les note x0; y0; . . . ; xp; yp: Alors, après renumérotation
éventuelle, on a que:

* o1 þ io2 a des pôles en tous les points sauf en xi et yi (i varie de 0 à
p � 1).

* op a des pôles en tous les points sauf en xp et yp:

On peut écrire:

o1 ¼
Xp

i¼0

h0
ixi

1 � xix
þ k0

iyi

1 � yix

� �
dx avec h0

0 ¼ k0
0 ¼ 0;

o2 ¼
Xp

i¼0

hixi

1 � xix
þ kiyi

1 � yix

� �
dx avec hp ¼ kp ¼ 0:

Etape 1. Montrons que xi þ yi est une constante indépendante de i:
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On pose si ¼ xi þ yi et pi ¼ xiyi: Alors PiðzÞ ¼ z2 � siz þ pi; on a donc,
d’après le paragraphe 1.3, les relations suivantes:

si ¼
as0 þ isp

a þ i
et pi ¼

ap0 þ ipp

a þ i

et aeFp:
Le même argument que dans le cas m þ 1 ¼ p montre que:

Xp

i¼1

ðxi þ yiÞ ¼ 0 et
Xp�1

i¼0

ðxi þ yiÞ ¼ 0:

On en déduit donc que s0 ¼ sp; puis finalement que si ¼ cste; au vu de la
relation ða þ iÞsi ¼ as0 þ isp:

On posera si ¼ s dans la suite et AiðkÞ ¼ hix
k
i þ kiy

k
i pour k50:

Etape 2. Montrons par récurrence sur l que:

Xp�1

i¼0

pl
iAiðkÞ ¼ 0; 04k42p � 2 � 2l:

* l ¼ 0: La relation annoncée est vraie, car la condition imposant à o2

d’avoir un zéro d’ordre ð2p � 2Þ en zéro est:

Xp�1

i¼0

AiðkÞ ¼ 0; 04k42p � 2:

* Supposons le résultat vrai au rang l: On part de l’égalité:

Xp�1

i¼0

pl
iðAiðk þ 2Þ � sAiðk þ 1Þ þ piAiðkÞÞ ¼ 0 8k50:

Alors pour 24k þ 242p � 2 � 2l (i.e. 04k42p � 2 � 2ðl þ 1ÞÞ; on a

Xp�1

i¼0

pl
iAiðk þ 2Þ ¼ 0

et

Xp�1

i¼0

spl
iAiðk þ 1Þ ¼ 0:
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Donc:

Xp�1

i¼0

plþ1
i AiðkÞ ¼ 0 8k42p � 2 � 2ðl þ 1Þ:

On aboutit donc à:

Xp�1

i¼0

pl
iAið0Þ ¼ 0 pour 14l4p � 1; ð1Þ

Xp�1

i¼0

pl
iAið1Þ ¼ 0 pour 14l4p � 2: ð2Þ

Etape 3. Montrons que Aið0Þ ¼ 0 et qu’il existe b dans kn tel que
Aið1Þ ¼ bða þ iÞp�2 pour 04i4p � 1:

On sait que pi ¼ pp þ aðp0�ppÞ
aþi

¼ b þ c
aþi

en posant b ¼ pp et
c=aðp0 � ppÞa0: Le système (1) implique en particulier que:

Xp�1

i¼0

Aið0Þ
ða þ iÞl

¼ 0 pour 14l4p � 1

Posons FðXÞ ¼
Pp�1

i¼0
Aið0Þ
Xþi

: Alors a est une racine de F d’ordre au moins
égal à ðp � 1Þ: Puisque

Pp�1
i¼0 Aið0Þ ¼ 0; le numérateur de F est de degré

au plus ðp � 2Þ; on en déduit que F est nul et donc que Aið0Þ ¼ 0 pour
04i4p � 1:

De même le système (2) implique que:

Xp�1

i¼0

Aið1Þ
ða þ iÞl

¼ 0 pour 14l4p � 2:

Posons GðXÞ ¼
Pp�1

i¼0
Aið1Þ
ðXþiÞ: Alors a est une racine de G d’ordre au moins

égale à ðp � 2Þ: Le numérateur de G étant de degré au plus ðp � 2Þ; on a que
G est de la forme:

GðXÞ ¼
Xp�1

i¼0

Aið1Þ
ðX þ iÞ ¼

bðX � aÞp�2

X p � X

où b est une constante non nulle (en effet, b ¼ 0 impliquerait que Aið1Þ ¼ 0
et, puisque Aið0Þ ¼ 0; on aurait hi ¼ ki ¼ 0Þ: Après identification des
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coefficients dans cette décomposition en éléments simples, on aboutit à:

Aið1Þ ¼ bða þ iÞp�2:

En résumé, on a:

* Aið0Þ ¼ 0 donc ki ¼ �hi:
* Aið1Þ ¼ 2hixi ¼ bði þ aÞp�2:
* si ¼ 0; après translation éventuelle sur les xi; yi (on voit en effet que

les deux relations précédentes restent inchangéés après translation).
En particulier xia0:

On a donc un système:

hixi ¼ b
2
ði þ aÞp�2

�x2
i ¼ b þ c

aþi

xi 2 k; 04i4p � 1:

(

Remarquons que ce système traduit à lui seul les conditions imposées par le
problème considéré. On calcule:

h2
i x2

i

x2
i

¼ �
ðb
2
Þ2ði þ aÞ2ðp�2Þ

b þ c
aþi

¼ �
ðb
2
Þ2ði þ aÞ2p�3

bða þ iÞ þ c
¼ h2

i

donc,

1 ¼ ð�1Þ
p�1
2

ðb
2
Þp�1ði þ aÞð2p�3Þp�1

2

ðbða þ iÞ þ cÞ
p�1
2

; 04i4p � 1:

Ainsi si HðXÞ :¼ ðb
2
Þp�1ðX þ aÞð2p�3Þðp�1

2
Þ � ð�1Þ

p�1
2 ðbðX þ aÞ þ cÞ

p�1
2 ;

HðX Þ ¼ 0 mod X p � X : En particulier le coefficient de X p�1 dans HðX Þ
modulo X p � X est nul. Or on a le:

Lemme 10. Soit n un entier supérieur ou égal à 2 et p un nombre premier

congru à 1 modulo n. Alors le coefficient de X p�1 dans ðX þ aÞðnp�ðnþ1ÞÞðp�1
n

Þ

mod X p � X est:

C2
qða � apÞq�2

avec q :¼ ðn�1Þpþðnþ1Þ
n

:
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Démonstration. Remarquons tout d’abord que:

ðnp � ðn þ 1ÞÞ p � 1

n

� �
¼ pðp � 3Þ þ ðn � 1Þp þ n þ 1

n
¼ pðp � 3Þ þ q:

On a donc:

ðX þ aÞðnp�ðnþ1ÞÞðp�1
n

Þ ¼ ðX p þ apÞp�3ðX þ aÞq

¼ðX þ apÞp�3ðX þ aÞq mod ðX p � XÞ:

Supposons que p � 1 > n; dans ce cas qop: Notons T le coefficient de X p

dans 1’ expression ðX þ apÞp�3ðX þ aÞq; alors:

T ¼
Xq

j¼2

Cj
qC

p�1�j
p�3 aðq�jÞðapÞðp�3�ðp�1�jÞÞ

¼
Xq

j¼2

Cj
qC

p�1�j
p�3 aðq�jÞðapÞðj�2Þ

¼
Xðq�2Þ

j¼0

Cjþ2
q C

j
p�3aðq�2Þ�jÞðapÞj:

Regardons le terme C
j
p�3 modulo p: On a:

C
j
p�3 �

ð�3Þð�4Þ � � � ð�ðj þ 2ÞÞ
j!

� ð�1Þjðj þ 1Þðj þ 2Þ
2

� ð�1Þj
C2

jþ2:

Donc:

Cjþ2
q C

j
p�3 �

qðq � 1Þðq � 2Þ � � � ððq � 2Þ � j þ 1Þ
j!ðj þ 1Þðj þ 2Þ

� ð�1Þjðj þ 1Þðj þ 2Þ
2

�ð�1Þjqðq � 1Þ
2

� ðq � 2Þ � � � ððq � 2Þ � j þ 1Þ
j!

�ð�1Þj
C2

qC
j

ðq�2Þ:
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Finalement:

T ¼C2
q

Xðq�2Þ

j¼0

ð�1Þj
C

j

ðq�2Þa
ððq�2Þ�jÞðapÞj

¼C2
qða � apÞðq�2Þ:

Il reste à examiner le cas où p � 1 ¼ n: Dans ce cas q ¼ p et

ðX þ apÞp�3ðX þ aÞq ¼ ðX þ apÞp�2 mod ðX p � X Þ:

Le coefficient de X p�1 dans l’ expression ðX þ apÞp�3ðX þ aÞq vaut donc 0, il
co.ııncide avec C2

q ¼ C2
p mod p: ]

Si on regarde ce lemme pour n ¼ 2; on voit que le coefficient de X p�1 dans

HðX Þ modulo X p � X est ðb
2
Þp�1

C2
pþ3
2

ðap � aÞ
p�1
2 : Pour p > 3; on a C2

pþ3
2

a0

et donc ap ¼ a; ce qui entraine a 2 Fp (ce qui est impossible).

Remarque. Précisons ce qui se passe dans le cas p ¼ 3:
Posons a1 ¼ h0x0 ¼ b

2
a et a2 ¼ h1x1 � h0x0 ¼ b

2
: Alors h2x2 ¼ b

2
ða � 1Þ ¼

a1 � a2: On sait enfin que h0
1x1 þ h0

2x2 þ h0
3x3 ¼ 0; donc h0

3x3 ¼ �a2 (on
utilise le fait que h0

1 þ h1 ¼ 0 et h0
2 þ 2h2 ¼ 0). L’ensemble des huit points

fxi; yig est donc l’ensemble:

fe1a1 þ e2a2; ðe1; e2Þ 2 F2
3=fð0; 0Þgg

Supposons enfin que m þ 1 ¼ 3p:
On généralise les notations du cas précédent en prenant maintenant

xi; yi; zi pour les pôles et hi; ki; li les résidus correspondants. On
posera:

* xi þ yi þ zi ¼ s ¼ cste (même argument que dans le cas m þ 1 ¼ 2p).
* xiyi þ yizi þ xizi ¼ mi:
* xiyizi ¼ pi

* AiðkÞ ¼ hix
k
i þ kiy

k
i þ liz

k
i :

Etape 1. Montrons que mi est constant:
On raisonne par l’absurde et on suppose un instant que mi est non

constant. Cela permet après une translation sur les xi; yi; zi; de se ramener à
p0 ¼ pp puis à pi constant (on notera p0 cette constante).
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On a encore cette fois-ci les relations:Xp�1

i¼0

AiðkÞ ¼ 0 pour 04k43p � 2;

mi ¼
am0 þ imp

a þ i
et pi ¼

ap0 þ ipp

a þ i
¼ p0a0:

Comme précédemment, on part de l’égalité:

Aiðk þ 3Þ � sAiðk þ 2Þ þ miAiðk þ 1Þ � p0AiðkÞ ¼ 0 8k50

qui en sommant sur tous les i donne:Xp�1

i¼0

ðAiðk þ 3Þ � sAiðk þ 2Þ þ miAiðk þ 1Þ � p0AiðkÞÞ ¼ 0 8k50

et donc: Xp�1

i¼0

miAiðkÞ ¼ 0 pour 14k43p � 4: ð3Þ

Il suit de même pour k52:Xp�1

i¼0

ðmiAiðk þ 2Þ � misAiðk þ 1Þ þ m2
i AiðkÞ � p0miAiðk � 1ÞÞ ¼ 0 ð4Þ

et donc que : Xp�1

i¼0

m2
i AiðkÞ ¼ 0 pour 24k43p � 6:

Une récurrence comme dans l’étape 2 du cas m þ 1 ¼ 2p montre que l’on a
plus généralement:Xp�1

i¼0

ml
iAiðkÞ ¼ 0 pour l4k43p � 2 � 2l: ð5Þ

On a alors en particulier que:Xp�1

i¼0

ml
iAiðp � 1Þ ¼ 0 si 14l4p � 1:

et Xp�1

i¼0

ml
iAiðpÞ ¼ 0 si 14l4p � 1:
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Sachant que mi ¼ am0þimp

aþi
; et gr#aace à un argument analogue à celui du cas

m þ 1 ¼ 2p (i.e on exhibe un polynôme de degré au plus p � 2 ayant un zéro
d’ordre au moins p � 1), on a que:

Aiðp � 1Þ ¼ AiðpÞ ¼ 0:

Or AiðpÞ ¼ Aið1Þp; donc Aið1Þ ¼ 0: L’expression (4) évaluée en k ¼ 1 donne

alors
Pp�1

i¼0 miAið0Þ; i.e., la relation (3) pour k ¼ 0: Ceci entra#ııne que la

relation (5) est encore vraie pour l � 14k43p � 2l � 2: On a doncPp�1
i¼0 ml

iAiðp � 2Þ ¼ 0 si 14l4p � 1 et donc par la même construction

Aiðp � 2Þ ¼ 0:
Finalement, on a Aiðp � 2Þ ¼ Aiðp � 1Þ ¼ AiðpÞ ¼ 0; d’où hi ¼ ki ¼ li ¼ 0

par résolution du système linéaire, ce qui est absurde.
On a donc mi ¼ cste ¼ m0: La même manipulation que dans le cas

m þ 1 ¼ 2p (Étape 2) donne les relations:

Xp�1

i¼0

Aið0Þpl
i ¼ 0 pour 14l4p � 1;

Xp�1

i¼0

Aið1Þpl
i ¼ 0 pour 14l4p � 1;

Xp�1

i¼0

Aið2Þpl
i ¼ 0 pour 14l4p � 2;

et on en tire de la même facon que Aið0Þ ¼ Aið1Þ ¼ 0 et Aið2Þ est de la forme
bði þ aÞp�2 (l’argument est le même: on écrit qu’un polynôme de degré au
plus p � 2 a une racine d’ordre p � 1 ou p � 2 selon les cas). On distingue
alors deux cas:

1er cas: p ¼ 3: Puisque Aið0Þ ¼ hi þ ki þ li ¼ 0 on a hi ¼ ki ¼ li ¼ �1 ¼
eiÞ: On obtient Aið2Þ ¼ bði þ aÞ ¼ eiðx2

i þ y2
i þ z2

i Þ; et Aið1Þ ¼ 0 ¼ xi þ yi þ
zi: D’où:

ðxi þ yi þ ziÞ2 ¼ x2
i þ y2

i þ z2
i þ 2m0;

0 ¼ eibði þ aÞ þ 2m0

c’est-à-dire eiði þ aÞ est une constante. Il existe au moins deux valeurs de ei

égales ce qui donne la contradiction attendue.
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2ème cas: pa3: On se ramène à s ¼ 0 (par translation). On a:

1 1 1

xi yi zi

x2
i y2

i z2
i

0
B@

1
CA hi

ki

li

0
B@

1
CA ¼

0

0

bði þ aÞp�2

0
B@

1
CA

et donc,

hi ¼
bði þ aÞp�2

D
ðzi � yiÞ;

ki ¼
bði þ aÞp�2

D
ðxi � ziÞ;

li ¼
bði þ aÞp�2

D
ðyi � xiÞ

où D désigne le déterminant de Vandermonde de la matrice écrite plus haut.
Il suit que:

hikili ¼
b3ði þ aÞ3ðp�2Þ

D2

et

hiki þ hili þ kili ¼
b2ði þ aÞ2ðp�2Þ

D2
ððzi � yiÞðxi � ziÞ þ ðzi � yiÞðyi � xiÞ

þ ðxi � ziÞðyi � xiÞÞ

¼ b2ði þ aÞ2ðp�2Þ

D2
ðm0 � ðx2

i þ y2
i þ z2

i ÞÞ

¼ 3
b2ði þ aÞ2ðp�2Þ

D2
m0:

1er sous-cas: m0a0: Alors hiki li
hikiþhiliþkili

¼ 1
3m0

bði þ aÞp�2 2 Fp: Donc ð i
a
þ

1Þp�2 2 Fp: Posons A ¼ 1
a
; alors ðAi þ 1Þpðp�2Þ � ðAi þ 1Þp�2 ¼ 0 8i 2 Fp:

Posons FðXÞ ¼ ðAX þ 1Þpðp�2Þ � ðAX þ 1Þp�2; alors:

FðXÞ ¼ ðApX þ 1Þp�2 � ðAX þ 1Þp�2 ¼ 0 mod ðX p � X Þ:

D’où Ap ¼ A et donc a 2 Fp ce qui est absurde.
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2ème sous-cas: m0 ¼ 0: Dans ce cas x3
i ¼ pi ¼ b þ c

aþi
; avec b ¼ pp et c ¼

aðp0 � ppÞ: On a la même relation pour yi et zi; donc yi ¼ jxi; zi ¼ j2xi; avec
j3 ¼ 1; ja1 (quitte à échanger yi et zi on peut supposer que j ne dépend pas
de i).

* Si jeFp; alors:

hixi þ kiyi þ lizi ¼ 0;

xiðhi þ kij � ð1 þ jÞliÞ ¼ 0;

ðhi � liÞ þ jðki � liÞ ¼ 0:

Donc hi ¼ ki ¼ li: Comme Aið0Þ ¼ hi þ ki þ li ¼ 0 et que pa3; on
obtient une absurdité.

* Donc j 2 Fp et p � 1 mod 3: Des égalités Aið0Þ ¼ Aið1Þ ¼ 0; on tire le
système linéaire en hi; ki; li:

hi þ ki þ li ¼ 0;

hi þ jki � ð1 þ jÞli ¼ 0

(

ce qui permet par exemple d’exprimer ki et li en fonction de hi:

ki ¼ ��ð2þjÞ
2jþ1

hi ¼ mhi;

li ¼ 1�j
2jþ1

hi ¼ lhi

8<
:

m; l 2 Fp (indépendants de i). Donc:

hix
2
i þ kiy

2
i þ liz

2
i ¼ bði þ aÞp�2 ¼ Aið2Þ;

hix
2
i ð1 þ mj2 þ lj4Þ ¼ bði þ aÞp�2;

hix
2
i ¼ b0ði þ aÞp�2

en posant b0 ¼ bð1 þ mj2 þ lj4Þ�1: Puisque x3
i ¼ b þ c

aþi
; il suit que:

h3
i x6

i

x6
i

¼ b03ði þ aÞ3ðp�2Þ

ðb þ c
aþi

Þ2
¼ b03ði þ aÞ3p�4

ðbða þ iÞ þ cÞ2
¼ h3

i
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donc,

1 ¼ b0p�1ði þ aÞð3p�4Þp�1
3

ðbða þ iÞ þ cÞ2
p�1
3

:

Posons GðXÞ ¼ b0p�1ðX þ aÞð3p�4Þðp�1
3

Þ � ðbðX þ aÞ þ cÞ2
p�1
3 : Alors GðXÞ ¼

0 mod X p � X : En particulier le coefficient de X p�1 dans GðXÞ modulo X p �
X est nul.

On peut appliquer le Lemme 10 pour n ¼ 3; (notons que p � 1 mod 3); le

coefficient en X p�1 de GðXÞ modulo X p � X est b0p�1C2
2pþ4

3

ðap � aÞ2
ðp�1Þ

3 : Or,

C2
2pþ4

3

a0 donc ap ¼ a; et donc a 2 Fp; d’où la contradiction. ]

Dans tous les cas, il n’y a pas de E3p;2 pour p > 2:

2.3. Exemples d’espaces vectoriels Emþ1;n. On peut expliquer la construc-
tion qui se trouve dans [Ma] d’actions de ðZ=pZÞn sur le disque ouvert p-
adique par la présence cachée d’espaces Emþ1;n: Explicitons cela.

Dans cette construction, on utilise le fait que la forme o :¼ u dz
zp�1�a (a 2 kn

et u ¼ a
xi
; où xi est une des racines du polynôme zp�1 � a) est logarithmique,

et la Remarque 4 du paragraphe 1.3.
On se donne un entier n supérieur ou égal à 2. Considérons les formes

différentielles suivantes:

oj ¼
uj dzQ

ðe1;...;enÞ2f0;...;p�1gn

eja0

ðz �
Pn

i¼1 eiaiÞ

où uj est une constante que l’on va montrer pouvoir choisir
‘‘convenablement’’ pour que la forme wj soit logarithmique. On a:

o1 ¼
u1 dzQ

ðe1;...;enÞ2f0;...;p�1gn

e1a0

ðz �
Pn

i¼1 eiaiÞ

¼ u1 dzQp�1

j¼1

Q
ðe2;...;enÞ2f0;...;p�1gn

ðz � ja1 þ
Pn

i¼2 eiaiÞ
:
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Notons

Ad1ðzÞ ¼
Y

ðe2;...;enÞ2f0;...;p�1gn

z �
Xn

i¼2

eiai

 !

Alors Ad1 est un polynôme additif; o1 s’écrit alors:

o1 ¼
u1 dzQp�1

j¼1 Ad1ðz � ja1Þ

¼ u1 dzQp�1
j¼1 ðAd1ðzÞ � jAd1ða1ÞÞ

¼ u1 dz

Ad1ðzÞp�1 � Ad1ða1Þp�1
:

On peut écrire Ad1 sous la forme a1z þ P1ðzpÞ; car Ad1 est additif (cf.
Remarque 4 du paragraphe 1.3). En particulier, Ad 0

1ðzÞ ¼ a1: Posons QðzÞ ¼
Ad1ðzÞp�1 � Ad1ða1Þp�1 et calculons Q0ð

Pn
i¼1 eiaiÞ pour ei 2 f0; . . . ; p � 1g;

e1a0:

Q0
Xn

i¼1

eiai

 !
¼ � a1Ad1

Xn

i¼1

eiai

 !p�2

¼ � a1

Xn

i¼1

eiAd1ðaiÞ
 !p�2

¼ � a1ðe1Ad1ða1ÞÞp�2:

Posons alors u1 ¼ �a1Ad1ða1Þp�2: Alors:

o1 ¼
u1dz

QðzÞ ¼
X

ðe1;...;enÞ2f0;...;p�1gn

e1a0

u1 dz

Q0ð
Pn

i¼1 eiaiÞ
ðz �

Pn
i¼1 eiaiÞ

¼
X

ðe1;...;enÞ2f0;...;p�1gn

e1a0

e1 dz

ðz �
Pn

i¼1 eiaiÞ
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ce qui prouve que o1 est bien logarithmique. De même, on peut trouver
uj pour que oj soit logarithmique; oj s’écrit alors:

oj ¼
X

ðe1;...;enÞ2f0;...;p�1gn

eja0

hspsp ¼ 0:16 >
ej dz

ðz �
Pn

i¼1 eiaiÞ
:

Des considérations de degré montrent que le déterminant de Moore
Dðu1; . . . ; unÞ est un polynôme en les ðaiÞ14i4n non nul. Ainsi si ða1; . . . ; an

Þ 2 kn � VðDðu1; . . . ; unÞÞ; alors ðu1; . . . ; unÞ sont Fp-linéairement indépen-
dants (c’est la condition ð * Þ de [Ma]).

Sous cette dernière condition, montrons que ho1; . . . ;oni est un Emþ1;n:
Puisque Dða1; . . . ; anÞ ¼ Dða1; . . . ; an�1ÞAdnðanÞ et que un ¼ �Dða1; . . . ;
an�1Þp�1

AdnðanÞp�2a0; il suit que a1; . . . ; an sont Fp-linéairement
indépendants.

Soit ðb1; . . . ; bnÞ 2 Fn
p � f0g; alors b1o1 þ � � � þ bnon a un zéro d’ordre

m � 1 à l’infini et m þ 1 ¼ pn � pn�1 pôles qui sont les:Xn

i¼1

eiai; avec b1e1 þ � � � þ bnena0

( )
:

En résumé, si ða1; . . . ; anÞ vérifie la condition ð* Þ de [Ma], on définit:

oj :¼
uj dzQ

ðe1;...;enÞ2f0;...;p�1gn

eja0

 
z �

Qn
i¼1

eiai

!:

Alors ho1; . . . ;oni est un Emþ1;n:

Remarque 1. Si on reprend les arguments de la remarque 4 du
paragraphe 1.3, on peut construire par changement de variables d’autres
exemples d’espaces Emþ1;n:

Remarque 2. Pour chaque exemple d’espaces Emþ1;n ainsi construits, on
constate que m þ 1 est un multiple de pn�1ðp � 1Þ: Il est tentant de penser
(cf. Théorème 9) que cette condition est nécessaire.

2.4. Applications. Le problème de l’existence de ces espaces Emþ1;n est
intimement lié aux actions de ðZ=pZÞn sur le disque ouvert p-adique.

2.4.1. Action de ðZ=pZÞn
sur le disque ouvert p-adique. (Pour plus de

précisions sur les rappels qui vont suivre, on renvoie à [Gr-Ma 1, Gr-Ma 2].)
Soit R un anneau de valuation discrète dominant l’anneau des vecteurs de

Witt de k: Soit D0 ¼ SpecðR½½Z��Þ et s un automorphisme d’ordre p agissant
sur D0 et ayant m þ 1 points fixes. On note D0 le modèle semistable minimal
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qui déploie les m þ 1 points fixes en des points lisses et distincts dans la fibre
spéciale D0;s: La fibre spéciale est alors un arbre de droites projectives, on
montre que les spécialisations des points fixes se trouvent dans les
composantes terminales de l’arbre. Notons D0

0 :¼ D0=hsi: Les fibres
spéciales D0;s et D0

0;s sont alors homéomorphes via le morphisme de passage
au quotient par s:

Considérons une composante terminale E0 de D0
0;s; alors des espaces

Emþ1;1 apparaissent quand on analyse la dégénerescence du mp-torseur induit
par s sur le disque fermé correspondant à la composante E 0: Précisément, si
on note x0; . . . ; xm les points fixes de s qui se spécialisent dans la
composante E 0; on montre qu’il existe f 2 kðE0Þ telle que ord1f ¼ 0 et
df a son diviseur à support dans fxigi [ f1g; ordxi

df ¼ hi � 1ðmod pÞ;
ord1df ¼ m � 1 (et

P
hi ¼ 0Þ; cf. [Gr-Ma 2, Théorème III.3.1]). Après un

changement de paramètre, on voit que f est de la forme:

Ym
i¼0

ð1 � xixÞhi

et

df

f
¼
Xm

i¼0

hixi

1 � xix
dx ¼ uxm�1Qm

i¼0 ð1 � xixÞ
; u 2 kn:

La géométrie la plus simple qui peut intervenir est la géométrie
équidistante, i.e la fibre spéciale D0;s est réduite à une droite projective.
Dans la cas où saId mod m (où m est l’idéal maximal de R), la distance
mutuelle entre les points fixes est jz� 1j

1
m; elle est donc déterminée par le

conducteur de l’extension.
Plus généralement, on peut définir des données combinatoires et

différentielles sur les autres composantes (cf. [Gr-Ma 2]). Henrio a établi
dans [He] la réciproque, c’est-à-dire, reconstruire un automorphisme d’ordre
p à partir de ces données.

Nous nous proposons dans ce qui suit d’aborder sous le même angle
l’action du groupe G :¼ ðZ=pZÞn: Dans le cas d’une action de G sur le disque
ouvert p-adique, la description des données combinatoires et différentielles
est plus délicate. Nous allons examiner ici le cas de la combinatoire la plus
simple, i.e. le cas où le lieu de branchement du G-torseur correspondant est
équidistant.

On se donne donc un G-torseur au dessus de SpecR½½T �� :¼ SpecR½½Z��G:
On a ainsi n revêtements p-cycliques SpecR½½Zi�� ! SpecR½½T �� donnés par
les équations Z

p
i ¼ fiðTÞ (où fi 2 R½T �). Considérons une extension de

SpecR½½T �� p-cyclique intermédiaire; elle est donnée par une équation du
type Y p ¼ f e1

1 � � � f en
n avec ðe1; . . . ; enÞ 2 Fn

p � f0g: L’hypothèse faite sur le lieu
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de branchement (géométrie équidistante) impose alors que ce revêtement a
pour conducteur m þ 1: En particulier la forme différentielle logarithmique
associée à ce revêtement a m þ 1 pôles distincts et un zéro d’ordre m � 1 à
l’infini. On obtient donc ainsi un espace Emþ1;n:

Nous remarquons aussi qu’une action de ðZ=pZÞn sur R½½Z�� induit en
réduction (i.e. modulo m) une action de ðZ=pZÞn sur k½½z�� (qui peut être
triviale).

2.4.2. Construction de ðZ=pZÞn
-torseurs à partir d’espaces Emþ1;n. Dans

un premier temps, nous allons montrer qu’un espace Emþ1;n donne naissance
à une action de ðZ=pZÞn sur le disque ouvert p-adique (nous précisons
également le ðZ=pZÞn-torseur obtenu en réduction modulo m).

Plus précisément, on a le théorème suivant:

TheŁ oreØ me 11. On considère un Emþ1;n et une base o1; . . . ;on de cet

espace, chaque oi s’écrivant dfi

fi
: Soit z une racine primitive p-ième de l’unité et

R ¼ WðkÞ½p� où pm :¼ l :¼ z� 1; on note K ¼ FracðRÞ: Alors on peut

trouver Fi 2 R½X � relevant fi tels que le produit fibré des revêtements de P1
K

donnés par les équations Y
p
i ¼ FiðXÞ induisent après normalisation un

revêtement de P1
K galoisien de groupe ðZ=pZÞn

ayant bonne réduction

relativement à la valuation de Gauss T :¼ p�pX : La fibre spéciale du modèle

lisse correspondant est un revêtement étale, galoisien de groupe ðZ=pZÞn
de la

droite affine A1
k:

La démonstration suit les méthodes utilisées dans [Ma]. Nous allons
l’adapter au cas qui nous préoccupe.

Nous montrons d’abord le lemme suivant:

Lemme 12. Soit o1; . . . ;on une base d’un espace Emþ1;n; soit ðxiÞ14i4T la

réunion des pôles de oj pour 14j4n et ðxiÞi2Ij
les pôles de oj : Chaque oj

s’écrit
dfj

fj
avec fj ¼

QT
i¼1 ð1 � xixÞhij et hij ¼ 0 pour ieIj: Soit Xi 2 WðkÞ des

relèvements de xi pour 14i4T : On pose FjðXÞ :¼
QT

i¼1 ð1 � XiX Þhij :
Alors il existe Q̂jðX Þ; R̂jðX Þ; ŜjðXÞ 2 WðkÞ½X � et Uj 2 WðkÞ inversible tels

que:

FjðXÞ ¼ ð1 þ XQ̂jðX ÞÞp þ UjX
mð1 þ XR̂jðXÞÞ þ pŜjðXÞ ð*Þ

Démonstration. On a:

f 0
j ¼ ujx

m�1QT
i¼1 ð1 � xixÞ

YT
i¼1

ð1 � xixÞhij ¼ ujx
m�1ð1 þ xrðxÞÞ
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où rðxÞ est un polynôme dans lequel on a regroupé tous les termes de degré
supérieur. Le polynôme fj est donc de la forme:

fj ¼ ð1 þ xqðxÞÞp þ ujx
m

m
ð1 þ xr̃ðxÞÞ:

Donc Fj qui est un relèvement de g s’écrit:

Fj ¼ ð1 þ XQ̂jðX ÞÞp þ UjX
mð1 þ XR̂jðX ÞÞ þ pŜjðXÞ: ]

Démonstration du théorème. L’approximation ð* Þ du Lemme 12 n’est a
priori pas suffisante pour garantir que les Fj satisfassent le théorème. On va
améliorer cette approximation en utilisant l’automorphisme de Frobenius.
L’action du Frobenius inverse sur k½t� est définie de la façon suivante: si
f :¼

P
aix

i 2 k½t� alors on pose f F�1

:¼
P

a
1=p
i xi: Cette opération commute

avec la dérivation (i.e. ðf F�1Þ0 ¼ ðf 0ÞF�1

Þ: On peut donc étendre cette action
aux formes différentielles que l’on considère. En particulier, si on a un
espace Emþ1;n engendré par les n formes différentielles o1; . . . ;on alors on en
déduit que le Fp-espace vectoriel engendré par les formes oF�1

1 ; . . . ;oF�1

n est
encore un espace Emþ1;n:

On choisit une des fonctions fj (que l’on appelle f dans la suite pour ne
pas surcharger les notations; de la même façon on notera hi à la place de hij).
Nous allons montrer qu’il existe des Xi relevant xi tels que la fonction F

définie par F :¼
QT

i¼1 ð1 � XiX Þhi soit de la forme:

FðXÞ ¼ ð1 þ XQðX ÞÞp þ UpX mð1 þ XRðXÞÞ þ pX
ðmþ1Þ

p SðXÞ þ p2TðXÞ

avec QðX Þ;RðXÞ;SðXÞ;TðX Þ 2 WðkÞ½X � et U 2 WðkÞ inversible.
Soit yi 2 k tels que y

p
i ¼ xi; prenons Yi 2 WðkÞ relevant yi: Posons:

FðXÞ :¼
XT

i¼1

ð1 � Y
p
i X Þhi :

Il est clair que F relève f : Vérifions que F est de la forme annoncée. On a:

FðX pÞ ¼
YT
i¼1

ð1 � ðYiX ÞpÞhi

¼
Yp�1

j¼0

YT
i¼1

ð1 � zkYiX Þhi :

Or, on a ð
QT

i¼1ð1 � yixÞhiÞ ¼ f ðxÞF�1

; donc
QT

i¼1 ð1 � yixÞhi vérifie les
hypothèses du Lemme 12 et il existe Q̂ðX Þ; R̂ðXÞ; ŜðX Þ 2 WðkÞ½X � et
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U 2 WðkÞ inversible tels que:

YT
i¼1

ð1 � YiðzjXÞÞhi ¼ð1 þ zjXQ̂ðzjXÞÞp þ UðzjX Þmð1 þ zjXR̂ðzjX ÞÞ

þ pŜðzjX Þ

ce que l’on peut écrire aussi:

YT
i¼1

ð1 � YiðzjX ÞÞhi ¼ð1 þ zjXQ̂ðzjXÞÞpð1 þ UðzjX Þmð1 þ zjXR̃ðzjX ÞÞ

þ pS̃ðzjX ÞÞ

avec R̃ðX Þ; S̃ðXÞ 2 WðkÞ½½X ��: Ce qui donne:

FðX pÞ ¼
Yp�1

j¼0

ð1 þ zjXQ̂ðzjX ÞÞp

�
Yp�1

j¼0

ð1 þ UðzjXÞmð1 þ zjXR̃ðzjXÞÞpS̃ðzjX ÞÞ

que nous regardons modulo p2: On a:

Yp�1

j¼0

ð1 þ zjXQ̂ðzjX ÞÞp 2 1 þ X pWðkÞ½X p�

et

Yp�1

j¼0

ð1 þ UðzjXÞmð1 þ zjXR̃ðzjXÞÞpS̃ðzjXÞÞ

¼
Yp�1

j¼0

ð1 þ UðzjXÞmð1 þ zjXR̃ðzjXÞÞÞ þ p
Xp

j¼0

ðS̃ðzjX Þ

�
Y

k2f0;...;p�1g
kaj

ð1 þ UðzkX Þmð1 þ zkXR̃ðzkX ÞÞÞmod p2:

Remarquons que la dernière somme appartient à ðz� 1ÞWðkÞ½½z;X �� \
WðkÞ½½X �� ¼ pW ðkÞ½½X ��; donc:

p
Xp

j¼0

ðS̃ðzjXÞ
X

k2f0;...;p�1g
kaj

ð1 þ UðzkXÞmð1 þ zkXR̃ðzkXÞÞÞ ¼ 0 mod p2:
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Enfin, on a: Yp�1

j¼0

ð1 þ UðzjX Þmð1 þ zjXR̃ðzjXÞÞÞ

� ð1 þ UpX pmð1 þ X pR̃pðX ÞÞÞmod ðz� 1Þ

ainsi que:Yp�1

j¼0

ð1 þ UðzjX Þmð1 þ zjXR̃ðzjX ÞÞÞ

2 WðkÞ½½X p�� \ ð1 þ X mWðkÞ½½X ��Þ ¼ 1 þ ðX pÞð½
m
p
�þ1Þ

WðkÞ½½X p��:

Donc FðX Þ est de la forme annoncée.
Nous allons montrer que l’équation Y p ¼ FðX Þ définit une courbe ayant

bonne réduction sur R relativement à la valuation de Gauss en T :¼ l
�p
m X :

En effet, si on pose Y ¼ lZ þ 1 þ XQðX Þ et T :¼ l
�p
m X alors l’équation

Y p ¼ FðXÞ donne en réduction:

zp � z ¼ uptm:

Encore une fois, on a l’égalité des genres des fibres géométriques et spéciales,
ce qui assure la bonne réduction.

On obtient ainsi n revêtements Y
p
i ¼ FiðX Þ ð14i4nÞ de P1

K qui ont
simultanément bonne réduction pour la même valuation de Gauss
(l’équation en réduction est z

p
i � zi ¼ uit

mÞ: On considère le produit fibré
de ces revêtements, après normalisation il induit un revêtement C ! P1

R

galoisien de groupe ðZ=pZÞn: De plus, la fibre spéciale Cs est intègre car les ui

sont linéairement indépendants sur Fp (cf. Remarque 3 du paragraphe 1.3).
Il reste à voir que ce revêtement a bonne réduction sur R.

On écrit m þ 1 ¼ qpn�1; q 2 Nn: Le degré de la différente spéciale du
compositum des n extensions z

p
i � zi ¼ uit

m est:

ds ¼ðm þ 1Þðp � 1Þð1 þ p þ � � � pn�1Þ

¼ qpn�1ðp � 1Þð1 þ p þ � � � pn�1Þ:

Notons dZ le degré de la différente du revêtement CZ ! P1
K : Ce revêtement

n’est ramifié qu’en les points qui sont des relèvements des pôles des formes
différentielles, i.e. au plus T ¼ qð1 þ � � � þ pn�1Þ points (voir la démonstra-
tion du Lemme 6). Les groupes d’inertie étant cycliques d’ordre p; on
obtient:

dZ4pn�1ðqð1 þ p þ � � � þ pn�1ÞÞðp � 1Þ ¼ ds:
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On obtient la bonne réduction en appliquant le critére local de bonne
réduction donné dans [Gr-Ma 1]. ]

Remarque. Si on regarde cette derniére action en réduction modulo
1’idéal maximal de R, on trouve un ðZ=pZÞn-torseur au dessus de k½½t��
donné par les équations:

z
p
1 � z1 ¼ u1tm;

..

.

zp
n � zn ¼ untm

8>><
>>:

où les ui sont Fp-indépendants, car attachés à un espace Emþ1;n (cf.
Remarque 3 du paragraphe 1.3).

2.4.3. Déformation des ðZ=pZÞ2-torseurs. On s’intéresse ici à la
déformation de ðZ=pZÞ2-torseurs au dessus de Spec k½½t�� avec une géométrie
équidistante; ceci impose de ne considérer que des extensions de k½½t�� pour
lesquelles les sous-extensions intermédiaires ont des conducteurs égaux.

Dans le cas m þ 1 ¼ p; on sait d’après [Gr-Ma 2] Théorème III.3.1 que la
géométrie qui apparait est équidistante. Ainsi on a le théorème suivant
corollaire du Théorème 9:

TheŁ oreØ me 13. Soit G ¼ ðZ=pZÞ2; p53 et R un anneau de valuation

discrète dominant 1’anneau des vecteurs de Witt de k: Supposons que G est un

groupe d’automorphismes de k½½z�� et que chacune des sous-extensions de

k½½z��G; d’ordre p a un conducteur égal à p: Alors, on ne peut pas relever G
en un groupe d’automorphismes de R½½Z��:

Démonstration. On rappelle le critère de relèvement donné par [Gr-Ma
1, Théorème I.5.1]. Pour qu’il y ait relèvement, il faut et il suffit que :

‘‘Etant donné deux extensions intermédiaires de la forme k½½z��G1 ; k½½z��G2 ;
on puisse relever chacune de ces extensions en R½½Z��Gi=R½½Z��G telles que ces
deux derniers revêtements aient exactement ðp � 1Þ points de branchement
en commun.’’

Supposons que le relèvement soit possible et traduisons ce qui doit se
passer au niveau de la fibre spéciale D0;s: Les équations des deux
revêtements intermédiaires sont de la forme Y

p
1 ¼ F1ðXÞ et Y

p
2 ¼ F2ðXÞ:

On a mop; donc pour chacune de ces extensions, D0;s est une droite
projective sur laquelle on a m þ 1 points équidistants qui correspondent aux
spécialisations des points fixes par 1’automorphisme d’ordre p correspon-
dant (cf. [Gr-Ma 2, Théorème III.3.1]). On a donc des fonctions f1; f2 (qui
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sont les réductions de F1 et F2Þ de la forme :

f1 ¼
Yp

i¼0

ð1 � xixÞhi ; h0 ¼ 0; hia0;
X

hi ¼ 0;

f2 ¼
Yp

i¼0

ð1 � xixÞh0i ; h0
p ¼ 0; h0

ia0;
X

h0i ¼ 0

telles que df1 et df2 aient les conditions sur leurs diviseurs énoncées
précédemment. Cette écriture traduit déjà le fait que l’on a ðp � 1Þ points de
branchement en commun (leurs spécialisations sont x1; . . . ; xp�1Þ:

Posons o1 ¼ df1
f1

et o2 ¼ df2
f2
: Toute autre extension intermédiaire est

donnée par une équation de la forme Y p ¼ f e1
1 f e2

2 ; ððe1; e2Þ 2 F2
p � fð0; 0ÞgÞ;

donc donne naissance à une différentielle oj ¼ e1
df1
f1
þ e2

df2
f2

qui a aussi p pôles
distincts et un zéro d’ordre m � 1 en 0.

On voit donc que dans le cas m þ 1 ¼ p; la possibilité de relever 1’action
du groupe G implique 1’existence d’espaces Ep;2; ce qui est démenti par le
Théorème 9. ]

Remarque 1. Dans [Be], Bertin donne des obstructions au relèvement
d’actions de groupe. Le Théorème 13 donne de nouvelles obstructions qui
sont de nature différentielle.

Remarque 2. Le Théorème 13 utilise juste le premier résultat du
Théorème 9. Pour les cas m þ 1 ¼ 2p ou 3p; on ne peut pas énoncer un
théorème analogue car on n’a pas forcément une géométriquement
équidistante. On peut juste dire dans ces cas-là que si le relèvement est
possible, il doit faire apparaitre une géométrie plus complexe.

Enfin nous considérons le cas où p ¼ 2 avec cette fois-ci un conducteur
quelconque. On a alors le théorème suivant:

TheŁ oreØ me 14. On considère une action de G ¼ ðZ=2ZÞ2 comme groupe

d’automorphismes de k½½t�� dans laquelle chacune des sous-extensions de k½½t��G
d’ordre 2 a même conducteur (on note m þ 1 ¼ 2n ce conducteur). Alors on

peut déformer cette action en une action de G sur R½½T ��; où R ¼ WðkÞ½l
1

2n�1�:

La démonstration se trouve dans [It] et suit des indications de M.
Matignon. Nous la redonnons avec quelques modifications.

On a tout d’abord besoin du lemme suivant:

Lemme 15. Soit X1; . . . ;Xn 2 WðkÞ deux à deux distincts et U 2 WðkÞn:
Alors il existe Xnþ1; . . . ;X2n (avec XiaXj dès que 14ioj42nÞ et
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QðXÞ;RðX Þ 2 WðkÞ½X � tels que:

FðXÞ :¼
Y2n

i¼1

ð1 � XiXÞ ¼ ðQðXÞÞ2 þ UX 2n�1 þ 2RðXÞ

et tels que le revêtement de SpecðWðkÞ½X �) donné par Y 2 ¼ FðXÞ ait bonne

réduction.

Démonstration. Notons xi la réduction de Xi modulo l’idéal maximal de
WðkÞ: D’après le Théorème 8, on peut trouver xnþ1; . . . ; x2n tels que:

f ðxÞ :¼
Y2n

i¼1

ð1 � xixÞ ¼ ðqðxÞÞ2 þ ux2n�1

(où u est la réduction de U). Choisissons des relèvements Xi de xi et posons:

F̃ðX Þ :¼
Y2n

i¼1

ð1 � XiXÞ:

F̃ est aussi de la forme:

F̃ðXÞ ¼ Q2ðX Þ þ 2RðXÞ þ UX 2n�1

avec Q ¼ 1 þ a1X þ � � � þ anX n 2 WðkÞ½X �; R ¼ b1X þ � � � þ b2n�1X 2n�1 2
WðkÞ½X �: Ecrivons F̃ en fonction du paramètre T :¼ ð�2Þ�

2
2n�1X :

F̃ðTÞ ¼Q2ðð�2Þ
2

2n�1TÞ þ 2ðb1ð�2Þ
2

2n�1T þ � � � þ b2n�1ð�2Þ2T2n�1Þ

þ ð�2Þ2UT2n�1:

Posons Y ¼ �2Z þ Q; si le coefficient ðb1ð�2Þ
2

2n�1T þ � � � þ bmð�2Þ2TmÞ est
nul modulo 2, alors on a en réduction:

ðð�2ÞZ þ QÞ2 � Q2

ð�2Þp ¼UTm;

Z2 � Z ¼UTm:

Ceci est suffisant pour avoir la bonne réduction. En effet, le revêtement

d’équation Y 2 ¼ F̃ðXÞ est ramifié en 2n points (nombre de racines de F̃),

donc le genre de la fibre générique est ð2n�2Þð2�1Þ
2

(formule d’Hurwitz), c’est-à-

dire le même que celui de la fibre spéciale.
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On va donc chercher à modifier F̃: On écrit F̃ðXÞ ¼
Q2n

i¼1ð1 � XiXÞ:
Posons

FðXÞ ¼
Y2n

i¼1

ð1 � XiX � 2eiX Þ

où ei ¼ 0 si i4n et ðei; i > nÞ sont des constantes à déterminer pour avoir
bonne réduction.

FðX Þ ¼
Y2n

i¼1

ð1 � XiXÞ 1 þ 2
X2n�1

i¼1

eiX

1 � XiX

 !
mod ½4�

¼ ðQ2 þ 2RÞ 1 þ 2
X2n

i¼1

eiX

1 � XiX

 !
þ UX 2n�1 mod ½4;X 2n; 2X 2n�1�

¼Q2 þ 2 Q2
X2n

i¼1

eiX

1 � XiX
þ R

 !
þ UX 2n�1 mod ½4;X 2n; 2X 2n�1�

¼Q2 þ 2 Q2X
X2n

i¼1

eið1 þ XiX þ � � � þ ðXiX Þ2n�2Þ þ R

 !

þ UX 2n�1 mod ½4;X 2n; 2X 2n�1�:

On va donc s’arranger pour que le terme

Q2X
X2n

i¼1

eið1 þ XiX þ � � � þ ðXiX Þ2n�2Þ þ RÞ

soit nul modulo 2. Remarquons tout d’abord que si k5n; alors les termes en
X k (écrits en fonction du paramètre T) sont nuls modulo 2. Il suffit donc de
voir que l’on peut choisir les ei de telle façon que les termes en X k ð14k

4n � 1Þ de l’expression:

Q2X
X2n�1

i¼1

eið1 þ XiX þ � � � þ ðXiX Þ2n�2Þ þ RÞ

soient nuls. Soit ak le k-ième terme de la série de Taylor de ð�RQ�2Þ (i.e.
ð�RQ�2Þ ¼

P
k51 akX kÞ: Alors la condition que l’on vient d’énoncer se

ramène au système:

X2n

i¼nþ1

eiX
k
i ¼ �ak pour 04k4n � 2
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qui a des solutions puisque c’est un système de Vandermonde avec des
équations en moins. ]

Revenons à la démonstration du théorème. Considérons une ðZ=2ZÞ2-
extension k½½z��=k½½t�� telle que les sous-extensions intermédiaires Ci aient le
même conducteur m þ 1 ¼ 2n: Après un changement de paramètre t; on
peut supposer que C1 et C2 sont données par les équations:

C1 : y2
1 þ y1 ¼ u

t2n�1;

C2 : y2
2 þ y2 ¼ pðtÞ

t2n�1

(

avec u 2 kn et pðtÞ ¼ 1 þ p1t þ � � � þ p2n�2t2n�2: D’après [Gr-Ma 1, Th I.5.1],
il faut pouvoir relever C1 et C2 de façon à ce que ces deux revêtements aient
exactement n points de branchements en commun.

Posons t0 ¼ tðpðtÞÞ
�1

2n�1: Alors les deux extensions intermédiaires sont
données par:

C1 : y2
1 þ y1 ¼ u

t2n�1;

C2 : y2
2 þ y2 ¼ 1

t
02n�1:

(

Soit T un paramètre du disque ouvert relevant t et T 0 :¼ TðpðTÞÞ
�1

2n�1 un
paramètre relevant t0 (et PðTÞ est un relèvement de pðtÞÞ: Si on écrit T 0 ¼
tðTÞ; alors t définit un automorphisme du disque ouvert Spec WðkÞ½½T ��:
Notons X ¼ 2

2
2n�1T�1: Alors t induit un automorphisme sur le disque fermé

Spec WðkÞffX�1gg (rappelons que que les éléments de WðkÞffX�1gg sont
les séries formelles de la forme

P
n50 anX

�n avec limn!1 an ¼ 0Þ: Ce qui

donne tðX�1Þ ¼ X�1Pð2
2

2n�1X�1Þ
�1

2n�1 et t est l’identité en réduction. Soit

C̃2: Y 2
2 ¼ 1 þ 4

T
02n�1 un relèvement de C2 que l’on peut reécrire en choisissant

de nouveaux paramètres:

ðY 0
2Þ

2 ¼ 1 � ðX 0Þ2n�1 ¼
Y2n

i¼1

ð1 � X 0
i X

0Þ:

Les idéaux ð1 � X 0
i X

0Þ définissent des points distincts dans Spec WðkÞ
ffX�1gg: Posons ð1 � XiX Þ :¼ t�1ð1 � X 0

i X
0Þ: On applique alors le lemme

précédent aux points X1 � � �Xn; ce qui permet d’obtenir un revêtement
d’équation:

C̃1: ðY 0
1Þ

2 ¼ AðXÞ2 þ 2BðX Þ þ UX 2n�1
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qui a bonne réduction et qui a n points de branchement en commun

avec C̃2: Le relèvement souhaité est alors donné par la normalisation de

C̃1 �W ðkÞ½½X �� C̃2:

Remarque. Dans le cas p > 2 une généralisation du Théorème 2.14 est
un problème ouvert. On s’aperçoit déjà au vu du Théorème 9 que la
condition p=m þ 1 n’est pas suffisante: il faut en plus l’existence d’espaces
Emþ1;2:
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