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1. Dans [3], H. Dye dtmontre qu’un groupe a croissance polynomiale 
qui opere librement sur un espace mesure (X, p) en preservant une mesure finie 
p definit une relation d’equivalence hyperfinie 99 dont les classes sont les orbites 
de l’action du groupe. I1 donne d’abord une methode permettant de construire 
des ensembles mesurables support d’une relation d’equivalence de type I fini. 
Sa demonstration utilise une technique-cocycles 5. valeurs dans les projecteurs 
de L”(X, p)-specifique de l’action libre. L’hypothese de croissance permet 
ensuite de montrer que certaines des relations d’equivalence ainsi construites 
engendrent 9. 

Pour appliquer cette methode a la solution de la question analogue pour les 
feuilletages (posee dans [I]), il faut s’affranchir de l’hypothese d’action libre 
d’un groupe. Nous constaterons d’abord directement ($3) que la construction 
de Dye fournit des ensembles support d’une relation d’equivalence de type I 
fini. L’estimation de la croissance simultanee de chaque orbite sera faite par 
un raffinement de la construction de Dye “subordonnant” celle-ci B la vitesse de 
croissance de chaque orbite ($6). 

2. Dans [4], J. F. Plante definit le type de croissance du feuilletage 
d’une variete compacte: etant don&e une transversale T au feuilletage constituee 
par la reunion disjointe des transversales Ti a des ouverts feuilletants Ui re- 
couvrant la variete, l’holonomie est engendree par les homeomorphismes partiels 
de cette transversale, yi,j definis pour les couples (i, i) tels que Ui n Uj # o . 
On pose alors: 

9i.&) = Yi,M 
pour u E Dom.(y,,j), 

944 = Yi.44 pour U E Im.(yi.j), 

3&> = u pour u E C(Dom. yi,?U Im. Y$,~). 

fisj est une bijection bimesurable de T (fig. 1). Soit F l’ensemble des pi,j . 
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FIG. 1. Graphe de Fiaj . 

L’action de F sur la transversale engendre la relation d’kquivalence des feuilles 
SW T. La croissance du feuilletage est alors definie par la fonction: 

gr(u, n) -= Card. F*u pour (u, n) E T x N. 

Supposons que pour chaque point II de T, la fonction g,(u, .) soit major-be 
par un polyn6me. II existe alors sur la transversale T une mesure p invariante 
par holonomie (voir [4]). On se propose de montrer ici que la relation d’equi- 
valence des feuilles sur I’espace mesure (T, p) est une relation d’equivalence 
hyperfinie. Cettc propriete d’hyperiinitude dun fcuilIetage ne dCpend pas du 
choix du recouvrement (Vi) de la variCtC (voir [l]). 
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La demonstration est faite pour des mesures sur T relativement invariantes 
qui interviennent plus naturellement dans les feuilletages. On a done modifie 
l’hypothtse de croissance pour prendre en compte le module de la mesure. 
On notera d le graphe de la relation d’equivalence des feuilles sur T. 

3. Soit y une transformation mesurable de T dont le graphe r(y) est 
un sous-ensemble analytique de 9’. Le graphe de l’action de y sur U est par 
definition (CT :< CT) n r(y) pour U sous-ensemble analytique de T. Soit K un 
sous-ensemble fini de telles transformations; on note r(K) = UveK r(y). 

On appelle relation d’equivalence engendree par l’action de K sur U la relation 
d’equivalence analytique mesurable engendree par le sous-ensemble analytique 
r(K) n (L’ x U) de h. 

On rappelle enfin que les transformations bijectives et bimesurables de T 
dont le graphe est dans 9%’ forment la groupe plein de W. 

PROPOSITION. Soit K un sous-ensemble fini du groupe plein de 92, S un sous- 
ensemble fini de transformations mesurables de T dont le graphe est dans 92 et T7 
un sous-ensemble analytique de T. On pose: 

C = n 8-l 0 S et u = CPU C(S - C)V. 
BEK 

Alors, Faction de K sur U engendre une relation d’.6quivalence telle que le cardinal 
de ses classes d’equivalence soit major6 par le cardinal de C. 

Demonstration. Soit u E U, il existe y E C et w E V tels que u = yv. On va 
montrer que I’orbite de u par l’action de K restreinte a U est dans Cv. Si w 
appartient a cette orbite, il existe: 

(&L,....,, E K” avec 13~~9-r ... 13,(u) E U, pour i 

variant de 1 a n. La methode de demonstration du lemme 4.1 de [3] Ctablit de 
proche en proche que OiOiPl ... Bry E C. 

4. Dans [2], A. Connes introduit et utilise la notion de mesure transverse 
sur un groupo’ide mesurable: 9 Ctant muni de la structure de groupoi’de me- 
surable, si 8 est un homomorphisme mesurable de 8 dans Rf, une mesure p sur 
T est dite relatizfement invariante de module 6 si dp(r(y)} = 6(y) dp{s(r)}. 

DEFINITION. Un ensemble mesurable U de T est dit K-separe’ si Vy E K, 
~~~K,yUn~U={v~Ytelque3u~Uavecyu=7u=v)otiKestun 
ensemble de transformations mesurables de T. 

PROPOSITION. Supposons KJini et tel que r(K) C W. Soit TV une mesure sur T 
relatizwnent inzrariante de module 6. Alors: 
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(b) si U est K-separe’, on a l’&alitk darts (a). 

Demonstration. On a: 

y.ll(~tl&ns-l(u, (y) a lKu(*) 

avec 1’CgalitC si U est K-&pa&. Or: 

Is c 
r~r~‘(u)lr(K)ns-‘(U) 

(Y)l 444 

5. PROPOSITION. Soit U un sous-ensemble mesurable de T, TV une mesure 
sur T relativement invariante et k’ un sous-ensemble fini du groupe plein de 99. 
Alors, il existe V sous-ensemble mesurable de U, qui soit K-separh et qui &rife 
p{U n “(KW)) = 0. 

Demonstration. Remarquons d’abord que d&s que U n’est pas nkgligeable, 
on peut trouver par extraction successive selon tous les couples d’kkments de K, 
un sous-ensemble mesurable de U qui soit K-sCparC et non nkgligeable. Alors, 
on conclut qu’un sous-ensemble mesurable de U, maximal parmi les K-&parks 
(a un ensemble p-nkgligeable prb) vCrifie la propriCtC u(U n ‘(K2V)} = 0. 

6. Soit TV une mesure transverse sur T, relativement invariante de module 
6. On pose pour u E T et n E N, 

g& 4 = C 6(Y)- 
vsrw”)ns-‘(IL) 

DEFINITION. On dit que le feuilletage est ti Ccroissance polynomiale en u 
element de T, si l’application n E N +gr(u, n) est majoke par un polyn6me. 

T&OR&ME. Soit p une mesure sur T relativement invariante de module 6. Si 
pour p presque tout u, le feuilletage est ci 6 croissance polynomiale en u, ii est hyperfini 
(i.e., la relation d’equivalence 52 sur (T, TV) est hyperjnie). 

LEMME 1. Si le feuilletage est cl 6 croissance polynomiale en 21, on a: 

lim g&nh, 4 - g&n - l)h, 4 

g&h, 4 

= o quel que soit h E N. 
n-rxi 
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En effet, si 1’CgalitC ci-dessus n’ttait pas vraie, on aurait: 3h E N, &, VNE N, 
3n > N, g,(&h, u) 3 n l g~(nh, u) ce qui est contradictoire avec la croissance 
polynomiale. 

LEMME 2. Avec les hypothkses du thboordme, quels que soient h entier positif 
et E Gel posit& il esiste U sous-ensemble mesurable de T tel que PL(~U) < E 11 p 11 
et que l’action de Fh SW U engendre me relation d’bquizalence dont les orbites sont 
finies. 

Dtkzonstration du lemme 2. On pose: ,O,, = (u E T tels que g,(2nh, u) - 
g,((2n - l)h, u) < (</2)g,(nh, u)} et on pose P, = Q,, A cQ,l-l 17 ... n ‘0, , 

done U,M P, = LN Qn . D P ‘a r&s le lemme precedent, on a ~(~6,~~ P,) = 0. 
Done il existe un entier positif p tel que: 

Soit S l’ensemble des transformations 0 de T telles que: 

S est un ensemble fini de transformations mesurables de T dont le graphe est 
inclus dans 3. Plus precisement: si n < p et si u E P, , on a F(S) n s-l(u) = 
r(F*nh n s-l(u)). Done T, C P, > SV?, = FPnkV,, . 

On veut maintenant construire une suite lVij (j entier variant de 1 a q, et 
q < p) (fig. 1) de sous-ensembles mesurables de T telle que 

(a) Vij C Pij , 
(b) Vij est Fijk-&part, 

(c) FW/ij u FikhVij = z, 

(d) CL (~lP~U’(~WhV~j)) =O. 

Pour ce faire, on pose d’abord i, = p et on choisit un sous-ensemble de P, 
mesurable, Vn qui soit Fib-&pare et tel que P(P~ n c(F~~~V,)) = 0. Soit ia le 
plus grand des indices i tels que p(Pi n C(FzphVp)) # 0. On choisit alors un 
sous-ensemble de P,i n c(F2phVD), Viz qui soit Fizk-sCparC et tel que p(Pi, n 
c(FW vi ,)) = 0. On continue ce pro&de de choix ltgitime par la proposition 5 
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FIG. 2. La vitesse de croissance de Gp(nh) determine le dkcoupage des P, . 
-+ Les F2*VS remplissent (entourb d’un trait gras). 
-+ Les FWi sont disjoint (hachurks). 

tant que tous les Pi ne sont pas remplis par les saturks par l’action de F2ijh 
des Vi, prCcCdemment choisis. 

On pose alors V = Uycl Vi,, C = fiesF, B-‘S et U = CV n “(S - C)V, 
comme dans la proposition 3. 11 reste p(‘U). On a: 

CL(“~) < d(S - C)Vl + d”(SVl, or 

p{(S - C)V) < i p((F*ljh - F’2y-l-l’h) Vi,}, 
j=l 

DLmonstration du thkoordme. Pour h entier et E = 1/2h, soit U, un ensemble 
fourni par le lemme prCcCdent. On pose W, = flhqn U,, ; I’action de Fn sur W,, 
engendre une relation d’kquivalence tinie. La &union monotone de ces relations 
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d’kquivalence est la trace sur W, de la trace relation d’tquivalence 9f. Or, 
d’aprb le lemme de Borel-Cantelii, p(“((J W,)} = 0. 

7. Remarque. La dbmonstration prCcCdente s’applique sans change- 
ment aux relations d’kquivalence ‘% transversale” (dkfinies dans [2]) finement 
engendrbes et de croissance polynomiale relativement ?I leur gtnkrateur. 
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