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1 

Soient 8, 8, deux espaces de Hilbert separables, A?(&, 8,) l’ensemble des 
operateurs lineaires born& de d dans 8, et 0, E U(C?, 8,) pour tl = 0, l,...; 
supposons que pour tout h E D = {A E dZ; 1 X 1 < l} la serie 

est convergente et de plus I\ @(A)[/ < 1; on dit alors que la fonction operatorielle 
(8, 8, , $(A)} est une fonction analytique contractive; elle est ‘pure” si 
Ij O(0) e II < II e 11 pour tout e E 8, e # 0.l 

Pour une fonction analytique contractive pure (8, fS+* , O(A)} envisageons 
l’opkateur T d&ini par 

T*(w @ v) = esif(u(eit) - u(O)) @ e-%(t) 

dans l’espace H = Y+ 0 G oti AL+ = H2(6,) @ A!?(1), 

G = {Ou @ Au; ueHZ(b)} et d(t) = [I - O*(eit) O(eit)]1/2. 

Rappelons que si T admet un sous-espace invariant H,(C H) alors la fonction 
{CT’, 8, , O(h)} admet une factorisation reguliere O(A) = O,(X) O,(X) les facteurs 
(8, 9, 0, (A)) et {g, 8, , O,(h)} Ctant des fonctions analytiques contractives 
telles que le sous-espace HI et son complement orthogonal H, = H @HI 
aient les representations suivantes: 

HI = (0,~ @ .F(d,u,, @ ) v ; u E H2(9’Q v f d,L2(d), 0:~ + d,v J- H2(6)}, 

H2 = (u @ Z-l(v @ 0); u E H2(d’,), zi E d2L2(F), 0:~ + d,v 1 H2(cF)). 

1 Pour toutes les notions qui ne sont pas explicitement dkfinies, ainsi que pour les 
notations utilisCes nous renvoyons le lecteur & la monographie [HI. 
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Le problkme de l’existence d’un complkment direct du sous-espaces H1 , 
lui aussi invariant a T, a CtC rCsolu dans [2] sous la forme suivante: 

THI’ZO&ME.” Soit (8, 8, , O(h)} we fonction analytique contractive pure, 
O(h) = O,(A) O,(X) une ac orisation rkgulihe et HI le sous-espace de H invariant f t 
ci T correspondant 2 cette factorisation. Pour qu’il existe un sous-espace H’ C H, 
invariant h T et tel que H = H,, + H’ (somme directe) il faut et il su@ qu’il 
existe des fonctions analytiques bornkes {a, , 9, @(A)> et (9, &, Y(A)} telles que 

@(A) O,(X) + O,(h) Y(h) = I, . (1) 

Le but de la note prksente est de prkiser les conditions dans lesquelles 
le complkment direct H’ est univoquement dCterminC. Nous dkmontrerons 
le suivant 

THBO&ME 1. Pour que le sous-espace HI correspondant & la factorisation 
rLgulit%e @(A) = O,(h) @,(A) admette un seul complhnent direct invariant iz T, 
il faut et il sufit que les conditions suivantes soient vka@es: 

(i) pour presque tout t E [0, 2n] on ait 

A,(t) = [I - Of(eit) @l(eit)]1/2 = 0 ou A,, = [I - O,(t+) Oz(&)]‘+ T 0; 

(ii) quels que soient les fonctions analytiques borties (8, , 9, Qn,(A)>, 
{St, 6, Q,(A)} vhifiant Q,O, = O,Q, il existe une fonction analytique born&e 
{8* , &,9(A)} telle que 

Q, = O,F et f2, = F8, . (11) 

Avant de passer g la dkmonstration, nous allons faire quelques remarques 
concernant les conditions (i) et (ii). 

La condition (i) est naturelle, car elle implique directement les facteurs 
0, et 0, de la factorisation de 0 correspondant au sous-espace HI . 

La condition (ii) suggkre que les facteurs O,(X) et O,(h) sont premiers entre 
eux: elle est Cquivalente a la suivante condition: 

(ii’) quels que soient les couples de fonctions analytiques bornkes (Q$ , Qpl) 
et (oz , Y.J vh$ant la relation (I) il existe une fonction analytique bornf!e 
(8, , 6, F(h)} telle que 

cDz = @, f O,F et Y2 = YI-FFO,. (II’) 

Pour dkmonstrer cette kquivalence notons tout d’abord que si (@$ , Yi), 
i = 1,2 vCrifient (I) alors (Dz - $) 0, = O,(Y, - ul,), done en tenant compte 
de (ii) on obtient (II’). 

* Dans la suite nous allons faire souvent appel B certains rbultats intermtdiaires de la 
dkmonstration de ce tht!ortme. Pour ces rtsultats et leurs dkmonstrations cf. [Z, 41. 
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Soit maintenant (@, Y) une paire de fonctions analytiques bornees verifiant 
(I) et soient {&, , F, -Q,(h)} et {g, 8, Q,(h)} telles que J&O, = O,Q, ; alors 
(@ + Sz, , Y - Sz,) verifient aussi la relation (I), done d’apres (II’) on a 

c’est-a-dire (II). 

Q, = O,F et 12, =FO,, 

Notons aussi que dans le cas ou les fonctions analytiques contractives 

V,K @,(U et (g,b, , @,(4) sont des fonctions scalaires, cette condition 
est verifiee, car, d’apres la relation (I), les facteurs 0, et 0, sont premiers entre 
eux, done l’egalite .Q@, = Or& subsiste si et seulement si Q, = O,F et 
Q, = 0,F ou F(h) est une fonction scalaire analytique .bornCe. 

Done dans le cas oh les fonctions analytiques contractives 0, et 0, sont des 
fonctions scalaires 1’CgalitC (I) entraine la condition (ii). Dans le cas general 
cette question reste ouverte. 

L’auteur tient a remercier a C. Foiag d’avoir suggere cette forme du 
theoreme 1, pour des discussions et conseils utils. 

De m&me, l’auteur remercie a B. Sz.-Nagy dont les remarques et indications 
ont contribue hautement a la redaction de cette note. 

2 

Dans la demonstration du theoreme a l’aide d’un couple de fonctions 
(@(A), Y(X)) qui verifient la relation (I) on a mis en evidence un complement 
direct saris savoir s’il est unique. La question que nous allons resoudre dans cet 
alinCa est de trouver les conditions dans lesquelles a un couple de fonctions 
(@(A), Y(h)) il correspond un seul complement direct H’ dans H invariant a T. 
Dans ce but soit H’ un complement direct invariant a T et soit P la projection 
de H sur H’ parallele a HI ; HI et H’ &ant invariants a T on a TP = PT, 
done par [l] l’operateur P a la representation 

P=P+Y\H 

oh P+ est la projection orthogonale de X+ sur H, Y est don& par 

y= A O [ I B C 

oh A( .): 8, --+ 8, est une fonction operatorielle analytique bornee, B( *): 8, + 

db et C(.): ds -+ db sont des fonctions mesurables born&es telles que 

A@ = @A,, BO+CA =AA, 

oh A,,( .): d + d est analytique bornee. 
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En dkmontrant la nCcessitC de la relation (I) nous avons montrk que 

A(h) = I - O,(X) @(A), c / Z-1((0) 0 fllLyq) = 0, 

Bu = Z-l(--d,@u @ v’), u E Hz(&,), v’ E d,Lg(b), (“) 

cz-yo, 0 q) = Z-‘(a, @ 21”)) zJ2 E d,L2(F), Vl , d E Ll,L2(cq, 

B&u + CZ-‘(d,u @ 0) = dYu, 24 E Hyq. 

Nous dhignons 
71’ = yl(v) et v” = q12(v). 

- - 
Les opkrateurs v1 : H2(6,) -+ d,L2(&) et v2 : d.&2(S) + d,L2(d) sont linCaires, 
bornCes, ils commutent avec la multiplication par eit et, en vertu de la relation 
(*) ils vkrifient la condition 

9JlP24 + v2@24 = 4% u E H2(9). 

En posant 

f(u) = r?+(u) - d,Y@,*u, u E HZ@*), 

~ g(u) = y2(4 - 4Y~2u, 24 E O,LyF), 

nous obtenons des opkrateurs linkaires born& f et g qui commutent avec la 
multiplication par eit et qui, de plus, vkifient la relation 

f (Q24 + gP24 = 0, u E HyF). (2) 

Envisageons les fonctions opkratorielles 

A(h) = I - O,(h) @(A), 

Bu = Z-‘[--d,@u @ (d,Y@,*u +f(u))], 24 E H2(~*), (4) 

cz-l(v, 0 01) = Z-l[v, 0 (4YA2v2 + g(fJ2))1, 

u2 @ v,1 E d,L2(2q 0 d,L2(B) 

et l’opkrateur P don& par P = P+Y oti 

y/ O [ 1 B C’ 

LEMME 1. L’ophateur Y a les suivantes prop&t&: 

(i) YG C G, 

(ii) P+(Y - Yz) = 0, 

(iii) P+Y / HI = 0 et (I - P+Y) ST+ C HI @ G. 

On peut prouver ces CgalitCs en rCpCtant la dkmonstration donnCe dans [2]. 
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En posant H’ = P+Y(H) on montre facilement, en utilisant (i), (ii) et (iii), 
que H’ est un sous-espace ferme, invariant a T tel que 

H = HI + H’. 

Remarque 1. Pour le couple (@(A), y(A)) des fonctions don&es, le sous- 
espace H’ ne depend que du choix des operateurs f et g. 

Remarque 2. 11 existe toujours tel couple d’operateurs f et g, a savoir f = 0, 
g = 0. 

PROPOSITION 1. A un couple de fonctions (Q(h), Y(Y(h)) qui vhifent la relation 
(I) il correspond un seul complbment direct invariant 2 T si et seulement si pour 
presque tout t E [0,27;] 

d,(t) = 0 ou d*,(t) = 0. 

Dbmonstration. Remarquons tout d’abord que l’unicid du complement H’ 
est Cquivalente a I’unicitC de la projection P. 

- - - 
Soient f: H2(B,) + d,L2(B), g: d,Lyq --+ d,L2(b) des operateurs lineaires 

born& qui commutent avec la multiplication par eit et qui vCrifient (3). 
Montrons tout d’abord que g = 0 et f doit etre une fonction operatorielle 

analytique bornee. Dans ce but envisageons les operateurs Y et Yr definis par 

Y=Ao et [ 1 B C 
Oh 

A(h) = I - O,(h) @i(h), 

Bu = Z-1(--d,@u @ d,Y@,*u), u E H2(8,) 

B,u = Z-l[--d,@u @ (d,Y@,*u + f(u))], u E H2(6,) 

cz-yv, @ Vl) = z-yv, @ d,YLl,v,), 

zJ.2 @ Vl E Ll,L2(2q @ fllP(E) 

CP(7J2 0 Vl) = WV2 0 @,Yd,v, + g(v,))l, 

02 @ Vl E d,P(F) @ Ll,L2(b). 

En tenant comple de I’unicid de la projection P on trouve que P+Y = P+YI 
et done Y - Y, : X, ---f G; mais alors cf. [l, th. 21 on a 

sW3r 12-S 
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oti F(.): H2(6,) -+ H2(&) est une fonction operatorielle analytique bornee. 
On a done 

OF = 0, AF = B, - B et c, - c = 0. 

De la derniere relation on trouve g = 0 et des deux premieres on deduit 
O,O,F = 0, A&F = 0, AIF = f; de ces dernieres relations on trouve O,F = 0 
done A,F = F d’oh f = F, done f est une fonction operatorielle analytique 
bornee. 

Pour tout operateur lineaire borne Q: L2(6,) + L2(&) qui commute avec 
multiplication par eit soit 

f = 4QA., et g = -A,&@, . 

Les operateurs f et g ainsi consider& sont lineaires, born&, commutent avec 
la multiplication par eit et de plus 

A,QAJ9,u = A,QO,A,u, 

done ils verifient la relation (3). 

u E P(9), 

Mais alors g = 0 et f est analytique bornee pour tout Q. En choisissant Q, 
e+Q,... nous obtenons A,QA*, = 0 pour tout Q d’oti il resulte que A,(t) = 0 
ou A*,(t) = 0 pour presque tout t E [0, 27~1. 

Ceci acheve la demonstration de la necessite de la condition de la propriete 1. 
Nous allons demonstrer, dans la suite, la suffisance en utilisant la geometric 

de la dilatation isometrique minimale. 
Pour cela soient TI et T, des contractions ayant comme fonctions caracte- 

ristiques les parties pures des fonctions (8, F’, O,(h)} resp. (9, 6, , O,(h)); 
de m&me soient UI et lI~‘a les dilatations unitaires minimales, XI et Xa les espaces 
des dilatations unitaires minimales, R, et R,, les sous-espaces residue1 et x 
residue1 de TI resp. T, . 

A l’aide de f et g definissons l’operateur J2, : X+, = H2(6,) @ A2L2(F) + 

0 @ A&2(b) don& par 

Q+(u 0 4 = 0 0 ( f (4 + g(+) 
operateur qui a la propriete Q+lJ,, = Ur,sZ, et qui peut &tre prolong6 de 
man&e unique a %a , prolongement note par Q. La suffisance du theoreme 
r&ultera de la proposition suivante qui presente un inter& en soi-m&me: 

PROPOSITION 2. Pour que le seul couple d’opkrateurs lim’aires bomb qui com- 
mutent ci la multiplication par eit et qui vh$ient la condition (3) soit le couple 
f = 0, g = 0, ilfaut et il su$it que A,(t) = 0 ou A*,(t) = 0 p.p. pour t E [0, 2~1. 

En effet, soit Sz l’operateur induit par f et g, operateur defini sur X2 a valeurs 
dans R,. De la condition (3) on deduit Sz 1 MJ9.a) = 0 ce qui Cquivaut a 

Q I M(=q = 0, 
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Done la condition de 1’CnoncC est Cquivalente a la propriete: le seul operateur 
Q: X, + R, lineaire, borne, tel que QU, = U,Q et Q j M(9,) = 0 est l’opera- 
teur nul. Mais puisque Xs = AI(&) @ R,, il r&&e qu’il n’existe pas 
d’operateurs non nuls Q: R,, - R, avec la propriete QU, = lJ$ et done 
B l’exception eventuelle d’un ensemble de mesure nulle pour tout t E [0, 27;) 
on a 

d,(t) = 0 ou A*,(t) = 0. C.Q.F.D. 

En vertu de la propriete precedente et de la remarque 2 la suffisance est 
Cvidente et la demonstration de la proposition 1 est ache&e. 

3 

Dans cet alinea on se propose de completer la demonstration du theoreme 1. 
Pour demontrer la rkcessite il reste a montrer que la condition (ii’) est verifiee. 

Pour cela soient (@,(A), yi(h)) (; = 1, 2) d eux couples de fonctions analytiques 
bornees telles que 

W) @2(4 + @1(3 Yi(4 = 19 (i = 1,2) 

et soient Pi les operateurs d&finis par 

Pi = P+Y, ) yi = [;I Eil 

Oil 

,4,(A) = I - O,(h) G&i), 

Biu = Z-l( --d,cDiu @ d,Y@,*u), u E W(6,), 

CJ-yw, @ wl) = z-yet, Q3 LllYid2W2), q 0 Wl E d,L2(9) @ A,L2(&) 

(i = 1, 2). On peut montrer que les operateurs P+Y, ont les proprietes 

(i) P+YzP+ = P+Yi , P+( Yi - Yi2) = 0, 

(ii) P+Y,(H, &I G) = {0), (I - P+YJ / HI = IH, . 

De ces proprietts on deduit que H’ = P,Y,(S+), i = 1,2, done PLYI = 
P+Y2 d’oh (Yr - Yz) X+ C G. 

Mais alors, par [l, th. 21, il existe {6- , 8, F(A)} analytique bornee telle que 

OF 0 
‘1 - ‘2 = dF 0 [ 1 
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d’oh on trouve facilement le systeme suivant: 

O&D2 - D1) == OF, 

A&, - Q1) = A,O,F, 

A,(Yl - ul,) 0; = A,F, 

A,(Yl - ul,) A, = 0. 

Les deux premieres relations conduisent a 1’CgalitC 

Q2 - O1 = O,F 

c’est-a-dire la premiere relation (II’). 
Ensuite, de la derniere relation on trouve 

A,(lu, - YJ AZ2 = 0 
ou 

A,(Yl - Y,) = A,(lu, - ‘jr/,) O,*O, . 

et en tenant compte de la troisieme relation on obtient 

A,(lu, - Y2) = AIF@, . (5’) 

Remarquons qu’a partir de la premiere relation (II’) demontree auparavant, 
on trouve 

O,(Y: - YJ = O,FO, . (5”) 

En effet @@, + @,Ya = I done (@, + O,F) 0, + 0,Y2 = I d’oh I - O,Yi + 
C&F@, + 0,Y2 = I et (5”). 

Les relations (5’) et (5”) impliquent la derniere relation (II’) et la necessite est 
demontree. 

Pour montrer la suffisance de nos conditions, soient H’ et H” deux com- 
plements directs du sous-espace HI : il leur correspond par le thCorCme [2] 
deux couples de fonctions (Qbi(X), Y$(X)) (i = 1, 2) verifiant la condition (I). 
Mais alors en tenant compte de la seconde condition, il existe une fonction 
{&* , 8, F(X)} analytique bornee telle que 

(P, = Q1 + 0,F et Y2 = Y, -FFO,. 

Soient P, = P+Yl et Pz = P+Y, les projections de H sur H’, resp. H”, 
paralleles a H, . Alors, 

oti Ai , Bi , Ci (; = 1, 2) sont don&s par les formules (4). Mais, avec la propo- 
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sition 2, de la condition (i) il resulte f = 0, g = 0 dans les formules (4) done 
Ai, Bi et Ci ont la suivante forme 

Ai(h) = I - O,(h) @&I), 

B,u = Z-l(-A,@,u @ A,Y@,*u), u E H2(6,), 

cjz-yv, @ ZlJ = z-‘(v, @ A,YjAcp.J, 02 @ Vl E A,L2(9q @ A,L2(b) 

(i = 1,2). Par la suite un calcul simple nous donne 

A, - A, = OF, B, - B, = AF, Cl - c, = 0 

done P+Yl = P+Y2 d’oh H’ = H”. 
Ainsi la preuve du theoreme 1 est ache&e. 

4 

Dans cet alinCa nous allons presenter un exemple et en appliquant les resultats 
precedents, on va donner des precisions supplementaires sur le theorkme de 
decomposition des contractions de classe C,, . Pour ceci soit {&‘, 8, , O(X)) 
une fonction analytique contractive exterieure qui admet le multiple scalaire 
S(X), done il existe une fonction {8* , 8, Q(X)} analytique borrke telle que 

Q(X) O(h) = S(A) I& et O(X) L?(h) = S(h) I@* 

oh S(h) + 0 est une fonction scalaire analytique bornee. 
Dans la monographie [H] on a dCmontrC que si 01 C C = {h E a=; / h 1 = I> 

est un ensemble borelien du cercle unite, il existe une factorisation r&guli&re 
O(h) = O,,(h) Or,@) qui a les suivantes propriCk%: 

(b) 02,(eit) O,,(&) = I p.p. t E (a) 

(c) les factkurs (8, F, O,,(h)} et (9, 8, , O,,(h)} admettent de m&me 
les multiples scalaires S,,(X) et S,,(h), c’est-a-dire qu’il existe des fonctions 
P, 4 -%(W et (8, ,F, Q2,441 analytiques bornees telles que 

@la% = s&J 3 Qld8 @,a(4 = ho) I& 2 

@2&9 Q2aGv = s2&v I&* ? Q2ra @2,(4 = S,,@) Is= , 

pour tout X E D = {A E C; 1 h 1 < 1). Les fonctions S,,(h) et S,,(X) sont donnkes 
par les formules 

U4 = x exp [& S,., * ln I S(eit)l dt] (I X I < l), 
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Si I’on note par H, le sous-espace invariant correspondant & la factorisation 
rkgulikre O(h) = O,,(X) O,,(h) on a dkmontrk dans [2] qu’il existe un ensemble 

o C C = (A E C; 1 h j = 1) de mesure nulle tel que pour tout arc OL = A^B C C 
pour lequel A, B $ u, on a: 

H = H, + H,, (a.’ = C\a). 

Soit done (8, 8, , O(h)) une fonction analytique contractive pure extkieure 

qui admet le multiple scalaire S(A) et soit LY = a C C un arc tel que A, B 6 u. 
On a la suivante 

PROPOSITION 3. Le sous-espace HE, est l’unique complbment de H, invariant 
ci T. 

En effet, notons que dans la dkmonstration de la relation H = HE r H,, 
nous avons montrb qu’il existe des fonctions u,(h), u,(h) ci H, telles que 

44 SI,(4 + us@) u4 = 1. 

Pour vkrifier (ii) soient (8, , 9, A,(X)}, (9, 8, A,(A)} des fonctions analytiques 
bornCes telles que @,A, = A,@, ; on peut montrer facilement les CgalitCs 

4 = (G4J2 + wv4cJ @,ci ? 

De m&me A,Jt) = 0 pour p.p. t E (01’) et d,,(t) = 0 pour p.p. t E (ar), mais 
en tenant compte du fait que O,,(A) admet un multiple scalaire on a 
(en appliquant le thkorkme 6.5 de [H, ch. V’j) d,,,(t) = 0 pour t E (a). Done 
A,(t) = 0 ou A,,(t) = 0 pour p. tout t E [0, 27~1, d’oh (i). 
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