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1

Soient &, &, deux espaces de Hilbert séparables, .#(&, &) 'ensemble des
opérateurs linéaires bornés de & dans &, et 0, L(&, &) pour n =0, 1,...;
supposons que pour tout A€ D = {Ae C; [A| < 1} la série

o) = ¥ xe,
n=0

est convergente et de plus || (1) < 1; on dit alors que la fonction opératorielle
{€,8&,0(\)} est une fonction analytique contractive; elle est ‘pure” si
[O0)e|l < | ei pourtoutec &, e # 0.

Pour une fonction analytique contractive pure {&, &, O(A)} envisageons
Popérateur T défini par

T*u @ v) = e~(u(et) — u(0)) D e**o(t)
dans Pespace H = A, © Gou A, = HYE,) D ﬂz(_é»)’
G = {@u @ Au; ueHZ(é”)} et A(t) = [I — @*(eit) @(eit)]],/z.

Rappelons que si 7' admet un sous-espace invariant H;(C H) alors la fonction
{¢€, &, B(A)} admet une factorisation réguliére @A) = @,(X) ©,(A) les facteurs
{€, F,0,(N)} et {F,E,, O,(N)} étant des fonctions analytiques contractives
telles que le sous-espace H, et son complément orthogonal H, == H © H,
aient les représentations suivantes:

H, = {6,u ® Z7Y(du,D v); ue HX(F),ve 4, LXF), Ofu + d v | H¥S)},
H,={u®ZYv ®0); uc HXS ), ve 4,LAF), Ofu + 4,0 | HYF)}.

! Pour toutes les notions qui ne sont pas explicitement définies, ainsi que pour les
notations utilisées nous renvoyons le lecteur 4 la monographie [H].
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246 RADU 1. TEODORESCU

Le probléme de 'existence d’un complément direct du sous-espaces H,,
lui aussi invariant 4 7, a été résolu dans [2] sous la forme suivante:

TutoreME.2 Soit {£, &, , O\)} une fonction analytique contractive pure,
O()) = O,(X) O,(A) une factorisation réguliére et H, le sous-espace de H invariant
a T correspondant a cette factorisation. Pour qu’il existe un sous-espace H' C H,
invariant a T et tel que H = Hy + H' (somme directe) il faut et il suffit qu’il
existe des fonctions analytiques bornées (&, , F, D(A)} et {F, &, W(N)} telles que

D) O,()) + 6,(1) P() = 15 . ey

Le but de la note présente est de préciser les conditions dans lesquelles
le complément direct H’ est univoquement déterminé. Nous démontrerons
le suivant

TukorEME 1. Pour que le sous-espace H, correspondant a la factorisation
régulicre O) = O,(X) O,() admette un seul complément direct invariant a T,
il faut et 1l suffit que les conditions survantes soient vérifides:

(i) pour presque tout t € [0, 27] on aut
4,0) = U = O 0,91 — 0 ou 4, = [ — B,(e) B(e)2 = O;

(i) quels que soient les fonctions analytiques bornées {& , F, 24(A)},
{F, &, XN} vérifiant 2,0, = 0,2, il existe une fonction analytique bornée
{4, &, F(A)} telle que

Q,=0F e 0 =F6,. (11

Avant de passer i la démonstration, nous allons faire quelques remarques
concernant les conditions (i) et (ii).

La condition (i) est naturelle, car elle 1mp11que directement les facteurs
O, et ®, de la factorisation de @ correspondant au sous-espace H, .

La condition (ii) suggére que les facteurs @,(A) et @,(A) sont premiers entre
eux: elle est équivalente 2 la suivante condition:

(i') quels que soient les couples de fonctions analytiques bornées (P, , Py)
et (D,,¥,) vérifiant la relation (1) il existe ume fonction analytique bornée
{€, &, F(A)} telle que

O, = b, +OF e W,—W —F0,. (1)

Pour démonstrer cette équivalence notons tout d’abord que si (D;, ¥)),
i = 1, 2 vérifient (I) alors (@, — @,) O, = O,(¥; — ¥,), donc en tenant compte
de (ii) on obtient (IT").

2 Dans la suite nous allons faire souvent appel 4 certains résultats intermédiaires de la
démonstration de ce théoréme. Pour ces résultats et leurs démonstrations cf. {2, 4].
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Soit maintenant (@, ¥) une paire de fonctions analytiques bornées vérifiant
(1) et soient {€, , F, 2,\)} et {F, &, (N} telles que 2,0, = 6,2, ; alors
(D + 2,, ¥ — Q) vérifient aussi la relation (I), donc d’apres (II') on a

Q,=6F e Q =F0,,

c’est-a-dire (11).

Notons aussi que dans le cas ou les fonctions analytiques contractives
{6, F, 0,0} et {F,E,,B0,(A)} son
est vérifiée, car, d’aprés la relation (I), les facteurs @, et @, sont premiers entre
eux, donc légalité 2,0, = 0,8, subsiste si et seulement si 0, = O,F et
2, = O,F ou F(}) est une fonction scalaire analytique .bornée.

Donc dans le cas ou les fonctions analytiques contractives @, et @, sont des
fonctions scalaires 1’égalité (1) entraine la condition (ii). Dans le cas général
cette question reste ouverte.

L’auteur tient & remercier a2 C. Foiag d’avoir suggéré cette forme du
théoréme 1, pour des discussions et conseils utils.

De méme, I’auteur remercie 3 B. Sz.-Nagy dont les remarques et indications

ont contribué hautement A la rédaction de cette note.

fanctions scalaires  cette 1t
LIULIDS OJOuvaiqll \40, AL 9 A v Denu}tlen

2

Dans la démonstration du théoréme 4 l'aide d’un couple de fonctions
(D(N), P(N)) qui vérifient la relation (I) on a mis en évidence un complément
direct sans savoir s’il est unique. La question que nous allons resoudre dans cet
alinéa est de trouver les conditions dans lesquelles 2 un couple de fonctions
(P(A), (1)) il correspond un seul complément direct H' dans H invariant a 7.
Dans ce but soit H' un complément direct invariant a T et soit P la projection
de H sur H' paralltle 3 H, ; H, et H' étant invariants 3 T on a TP = PT,

donc par [1] lopérateur P 2 la représentation
P=PY\H
ou P, est la projection orthogonale de ¢, sur H, Y est donné par

S

B C

ou A(-): &4 — &4 est une fonction opératorielle analytique bornée, B('): &, —
A& et C(-): A€ — A& sont des fonctions mesurables bornées telles que

A® = 04,, BO - C4 =44,

ot Ay(-): & — & est analytique bornée.
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En démontrant la nécessité de la relation (I) nous avons montré que
ARQ) = 1 — 6,(3) O(), C | Z{0} © 4,L%8)) = O,
Bu = 7Y (—4,Du @ V'), ue HYEL), v e A, L¥E), (¥)
CZ Y v, D v,) = Z7Hv, @ "), v, € L,LAF), v, , v" € 4, L¥6),
BB+ CZ Y 4 ®0) = AWy, ue HY(F).
Nous désignons
Uo=giv) et 9 = gy(2).

Les opérateurs g, : H¥(&,) — 4,L¥E) et @, : 4L F ) — 4,L% &) sont linéaires,
bornées, ils commutent avec la multiplication par ¢% et, en vertu de la relation
(x) ils vérifient la condition

P1(Os) + po(dsu) = 4, ¥4, ue H(F).

En posant
flu) = @u(u) — 4,¥O0Fu,  ueH¥E,),

gu) = @) — 4 Wdgu,  uedIXF),

nous obtenons des opérateurs linéaires bornés f et g qui commutent avec la
multiplication par e et qui, de plus, vérifient la relation

(@) + g(dw) =0, ueHYF). @
Envisageons les fonctions opératorielles
AQ) = I — 6,()) D),
Bu = Z[~4,0u @ (4¥0%u + fW)],  weHYEW),
CZY v, D v) = Z7 v, @ (4,¥ 450, + g(va))],
vy ® v, € L,IAF) ® 4,IXE)

et Popérateur P donné par P = P, Y ou

A 0]'

Y:[B C

LemMe 1. L’opérateur Y a les suivantes propriétés:
(i) YGCG,
() PUY— Y% =0,
(i) P.Y|H =0a(I—PY)# CH ©G.

On peut prouver ces égalités en répétant la démonstration donnée dans [2].
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En posant H' = P Y(H) on montre facilement, en utilisant (i), (i) et (iii),
que H’ est un sous-espace fermé, invariant a T tel que

H-—=H +H.

Remarque 1. Pour le couple (®$(A), ¥(A)) des fonctions données, le sous-
espace H' ne dépend que du choix des opérateurs f et g.

Remarque 2. 1l existe toujours tel couple d’opérateurs f et g, 4 savoir f = 0,
g=0

ProposITION 1. A un couple de fonctions (D(X), (X)) qui vérifient la relation
(1) il correspond un seul complément direct invariant a T si et seulement si pour
presque tout t € [0, 2n)

4,() =0 ou  Ad,E)=0.

Démonstration. Remarquons tout d’abord que !'unicité du complément H’
est équivalente a 'unicité de la projection P.

Soient f: H{& ) — 4, LXS), g: 4,LA(F) — 4,L¥&) des opérateurs linéaires
bornés qui commutent avec la multiplication par ¢ et qui vérifient (3).

Montrons tout d’abord que g = 0 et f doit étre une fonction opératorielle
analytique bornée. Dans ce but envisageons les opérateurs Y et Y, définis par

[y

B c ¢ Yl:[A 0]

B, G

ou

AQ) = I — 0,()) B(N),
Bu = Z-Y(—4,0u @ 4,¥0}u), ue HYEY)
Byu = Z7[—4,Pu @ (4,¥0Fu + f(u))], ue HXE,)
CZ v, @ v,) = Z Vv, ® 4,¥450,),

v ® v, € LIF) © LINE)
C1Z7 (v, @ vy) = Z v, D (4,¥ 4y, + g(v,))],
vy @ vy € LLAF) @ 4,L8).

En tenant comple de l'unicité de la projection P on trouve que P.Y = P ¥,
etdonc ¥ — Y : ] — G; mais alors cf. [1, th, 2] on a

Yl—-Y:[@F 0]

AF 0

580/31/2-8
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ou F(-): HY&,) — H¥&) est une fonction opératorielle analytique bornée.
On a donc

OF =0, AF=B,—B e C, —C=0.

De la derniére relation on trouve g = 0 et des deux premiéres on déduit
0,0.F =0, 4,0,F =0, 4, F = f; de ces derniéres relations on trouve &,F = 0
donc 4,F =F d’ou f = F, donc f est une fonction opératorielle analytique
bornée.

Pour tout opérateur linéaire borné Q:L¥&,) — L&) qui commute avec
multiplication par et soit

f=4,04,, et g = —4,00,.

Les opérateurs f et g ainsi considérés sont linéaires, bornés, commutent avec
la multiplication par e et de plus

4,04,,0u = 4,00,4u,  ue HYF),

donc ils vérifient la relation (3).

Mais alors g = 0 et f est analytique bornée pour tout Q. En choisissant Q,
e~Q,... nous obtenons 4,04,, = 0 pour tout Q d’ou il résulte que 4,() =0
ou 4,,(t) = 0 pour presque tout ¢ € [0, 2x].

Ceci achéve la démonstration de la nécessité de la condition de la propriété 1.

Nous allons démonstrer, dans la suite, la suffisance en utilisant la géométrie
de la dilatation isométrique minimale.

Pour cela soient T et T, des contractions ayant comme fonctions caracté-
ristiques les parties pures des fonctions {&, %, 6,(A)} resp. {F, &, Ox(A)};
de méme soient U, et U, les dilatations unitaires minimales, ¢, et J; les espaces
des dilatations unitaires minimales, R; et R,, les sous-espaces résiduel et x
résiduel de T, resp. T, .

A T'aide de f et g définissons Uopérateur 2 : A, = H¥E,) @ ALY F) —
0 @ 4,L¥ &) donné par

Q@) =00 (fu) + &)

opérateur qui a la propriété Q,U,, = U, 2, et qui peut étre prolongé de
maniére unique & J;, prolongement noté par . La suffisance du théoréme
résultera de la proposition suivante qui présente un intérét en soi-méme:

ProposiTiON 2. Pour que le seul couple d’opérateurs linéaires bornés qui com-
mutent & la multiplication par e et qui vérifient la condition (3) soit le couple

f=0,g =0, i faut et il suffit que 4,(t) = 0 ou d,,(t) = 0 p.p. pour t [0, 2n].

En effet, soit £2 'opérateur induit par f et g, opérateur défini sur ¢, a valeurs
dans R, . De la condition (3) on déduit 2| M (%) = 0 ce qui équivaut 2
QML) =0,



CONTRACTIONS EN SOMME DIRECTE 251

Donc la condition de ’énoncé est équivalente 2 la propriété: le seul opérateur
Q: A; — R, linéaire, borné, tel que QU, = U, et 2| M(%£,) = 0 est 'opéra-
teur nul. Mais puisque J; = M(%,) @ Ry, il résulte qu’il n’existe pas
d’opérateurs non nuls £2: R,, — R, avec la propriété QU, = U2 et donc
i Pexception éventuelle d’'un ensemble de mesure nulle pour tout # e [0, 2]
ona

A1) =0 ou At =0. C.QF.D.

En vertu de la propriété précédente et de la remarque 2 la suffisance est
évidente et la démonstration de la proposition 1 est achevée.

3

Dans cet alinéa on se propose de compléter la démonstration du théoréme 1.

Pour démontrer la nécessité il reste 3 montrer que la condition (i) est vérifite.
Pour cela soient (P(A), F;(A)) (i = 1, 2) deux couples de fonctions analytiques
bornées telles que

20 0N + BN ¥ = Is  (=1,2)

et soient P; les opérateurs définis par

4, 0
P, =PY, Y = [Bz- Cz-]
ou
A, = I — 6,()) D),
Bu = Z-—8,Du D A¥,0Fu), ueHYE,),
CiZ v, D vy) = Z7 (v, D 4,¥,d,0,), vy @ v, € L,LHF) @ 4,LXE)

( = 1, 2). On peut montrer que les opérateurs P, Y, ont les propriétés
(iy P.Y,P, =P)Y,, P(Y;,— Y3 =0,
(i) P,Y(Hi®G)={0, (I—-PY) H =I.
De ces propriétés on déduit que H' = P .Y (X)), i = 1,2, donc P.Y, =
P.Y,dou(Y;, —Y,) A . CG.
Mais alors, par [1, th. 2], il existe {& . , &, F(A)} analytique bornée telle que

Y, — Y, = [@F O]

4F 0
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d’ot on trouve facilement le systéme suivant:
0P, — D,) = OF,
AP, — D) = 4,0,F,
A(¥, — ¥,) O = A/F,
4P, — ¥y 4, =0.
Les deux premiéres relations conduisent a |’égalité
D, — O, = OF

c’est-a~dire la premiére relation (II").
Ensuite, de la derniére relation on trouve

4,(¥, — ¥y 4, =0

ou

4,(F, —¥,) = 4V, — ¥y) @;@2 .
et en tenant compte de la troisiéme relation on obtient
4,(¥, — ¥,) = 4,F6, . (5"

Remarquons qu’a partir de la premiére relation (II') démontrée auparavant,
on trouve

0,(¥;, — ¥y) = 6,56, . (5

En effet 0,0, + 0,¥, = [ donc (P, + 6,F) 6, + O,¥, =Idoul — 6,¥, +
O,FO, + O, = I et (5").

Les relations (5') et (5”) impliquent la derniére relation (I1') et la nécessité est
démontrée. .

Pour montrer la suffisance de nos conditions, soient H’ et H” deux com-
pléments directs du sous-espace H, : il leur correspond par le théoréme [2]
deux couples de fonctions (Py(A), Pi(A)) (f = 1, 2) vérifiant la condition (I).
Mais alors en tenant compte de la seconde condition, il existe une fonction
{€«, &, F(A)} analytique bornée telle que

®, =0, - OF et ¥, =¥, —F0,.

Soient P, == P.Y, et P, = P Y, les projections de H sur H’, resp. H",
paralleles & H, . Alors,

A4, 0]

Yl:'[B1 C, 5 0]

et Y, = [Bz c,

ou 4;, B;, C; (i == 1, 2) sont donnés par les formules (4). Mais, avec la propo-
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sition 2, de la condition (i) il resulte f = 0, g = O dans les formules (4) donc
A;, B, et C; ont la suivante forme

AiR) = I — 6,() D,}),
Bu = Z7Y(~4,Qu @ 4,¥;0;u), ue HYE,),
CiZ (v, @ vy) = Z7 (v, @ 4, ¥ dyvy), vy D vy € AL LAF) © 4 LA(E)

(i = 1, 2). Par la suite un calcul simple nous donne
4, —A,=06F, B —B,=4F, (C,—C(C;=0

donc P, Y, =P, Y,dou H = H".
Ainsi la preuve du théoréme 1 est achevée.

4

Dans cet alinéa nous allons présenter un exemple et en appliquant les résultats
précedents, on va donner des précisions supplémentaires sur le théoréme de
décomposition des contractions de classe Cy, . Pour ceci soit {&, &y, O}
une fonction analytique contractive extérieure qui admet le multiple scalaire
(%), donc il existe une fonction {£y, &, (A)} analytique bornée telle que

QN 6N =8N I, et BN Q) = S\ Iy,

ou 8(A) == 0 est une fonction scalaire analytique bornée.

Dans la monographie [H] on a démontré que si a CC ={eC;|A| =1}
est un ensemble borelien du cercle unité, il existe une factorisation réguliére
O(1) = B,,(A) O,,(}) qui a les suivantes propriétés:

@ (e) 6(e"), pp. te(w)
it it
(@) Of(e") O(e®) = PP e e
(b) Oue¥) Oy et) = I pp te@
(c) les facteurs {&, F, 6,,(A)} et {F,E, O, (A)} admettent de méme

les multiples scalaires 8;,(A) et 8,,(A), c’est-a-dire qu’il existe des fonctions
{F, €, 2, (A)} et {E , F, 2,,(N)} analytiques bornées telles que

0,8, = 8,157, Q1) 01,0 =8, (V) Ig,
@2a(A) ‘Q2cx(/\) = 82&0‘) Id’* 4 'QZm(A) @2u(A) = 82&0‘) I.?‘— ’

pour tout Ae D = {Ae C; | A | < 1}. Les fonctions §,,(}) et 8,,(}) sont données
par les formules

B = xexp [ [ LIt misena] (A<,
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i it A |
80,(A) = x exp [7#—[( ,)%m 8 dt] (A< 1),

Si lon note par H, le sous-espace invariant correspondant a la factorisation
régulitre O(A) = 6,,(2) @, (A) on a démontré dans [2] qu’il existe un ensemble
e CC={leC;|A| =1} de mesure nulle tel que pour tout arc o« = ABCcC
pour lequel 4, B¢ o, on a:

H=H, 1 H («=Cl)

Soit donc {&, £ , @(A)} une fonction analytique contractive pure extérieure

qui admet le multiple scalaire §(A) et soit a = ABC C un arc tel que 4, Béo.
On a la suivante

PROPOSITION 3. Le sous-espace H, - est 'unique complément de H, invariant
aT.

En effet, notons que dans la démonstration de la relation H = H, + H,
nous avons montré qu’il existe des fonctions #,(), ux(A) & H.. telles que

1 (A) 81,(A) + ua(A) 8g6(A) = 1.

Pour vérifier (ii) soient {&' , F, Ay(A)}, {F, &, A,(A)} des fonctions analytiques
bornées telles que ©,4; = 4,0, ; on peut montrer facilement les égalités

Ay = (1,45 + upy$2,) O,
Ay = O, (121,45 + usMay,),
d’ou (ii).
De méme 4,,(t) = 0 pour p.p. t €(«') et 4y (t) = 0 pour p.p. ¢ € (), mais
en tenant compte du fait que 6, () admet un multiple scalaire on a

(en appliquant le théoréme 6.5 de [H, ch. V]) 4,,,(t) = 0 pour ¢ & (). Donc
A,(f) = 0 ou 4 () = 0 pour p. tout £ € [0, 2], d’olt (i).
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