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Das Theorem von Hales—Jewett und Mégliche Verallgemeinerungen

KURT WOLFSDORF

In this note we discuss some generalisations of the Hales-Jewett theorem. We shall show the
impossibility of some generalisations of the Hales-Jewett theorem to the infinity.

1. EINLEITUNG

Ausgehend von den beiden Ramsey’schen Zerlegungssdtzen [5] wurde nach 1930
zunichst die Theorie der Zerlegungen von Mengen entwickelt, die wesentlich von Erdos,
Rado und spiter auch Hajnal geformt wurde.

Vor etwa 15 Jahren begannen die Untersuchungen von Zerlegungen anderer Objekte als
Mengen in groBerem Umfang. Um die Untersuchungen der Zerlegungen von Punkten
eines Graphen, Teilgraphen eines Graphen, Untergruppen von Gruppen, Teilverbdnden
von Verbinden usw. einer gemeinsamen Theorie unterzuordnen, wurde die Ramsey
Theorie entwickelt. Einen Uberblick iiber dieses Gebiet findet der Leser in dem Buch
‘Ramsey theory’ von Graham, Rothschild und Spencer [4]. Einen weiteren Einblick in diese
Theorie vermittelt auch das demnichst erscheinende Buch von Deuber, der diese Theorie
mit inizierte.

Ein zentraler Satz der Ramsey Theorie ist der Satz von Hales-Jewett. Dieser Satz besagt,
daB es zu jeder nichtleeren endlichen Menge 4 und jedem n € N ein m € N gibt, so daB es
zu jeder Zerlegung des Wiirfels A™ in zwei Zerlegungsklassen einen Unterwiirfel der
Dimension n gibt der ganz in einer Zerlegungsklasse liegt.

Dieser Satz ist deshalb so bedeutsam, weil sich viele Theoreme der Ramsey-Theorie, wie
etwa der endliche Satz von Ramsey oder der Satz von van-der-Wearden iiber arithmetische
Progressionen bei Zerlegungen von N, von ihm ableiten lassen. Der Satz von Ramsey
besitzt ¢in Analogon im Unendlichen, der Satz von van-der-Wearden hingegen nicht.
Deuber stellte nun die Frage, ob es mogliche Analoga des Satzes von Hales-Jewett im
Unendlichen gibt.

In dieser Arbeit werden einige mogliche Richtungen fiir analoge Sdtze im Unendlichen
diskutiert und es wird gezeigt, daB interessante Erweiterungen des Satzes im Unendlichen
nicht richtig sind.

NOTATIONEN

Wir bemiihen uns in dieser Arbeit um die Standard Notation. Eine natiirliche Zahl ist die
Menge aller kleineren natiirlichen Zahlen. 0 = &, 1 = {0}, 2 = {0, 1}, ..., w ist die
Menge aller natiirlichen Zahlen und damit die kleinste unendliche Kardinalzahl. i, j, k, I,
m, n, bezeichnen natiirliche Zahlen, a, b, ¢ Zahlen kleiner oder gleich w. Unter #B verstehen
wir die Menge aller Abbildungen von der Menge 4 in dic Menge B.

Eine Partition oder Zerlegung einer Menge A in a viele Zerlegungsklassen ist eine
Abbildung I'von A4 nach n. I'" (i) bezeichnet dabei die i-te Zerlegungsklasse fiiri < a. I"
bezeichnet stets eine Zerlegung.

Es seien # < w und a < o gegeben. Die Menge n bezeichnen wir fortan als Alphabet.
Ferner sei eine Menge {4]|i < a} gegeben mit n n {4|i < a} = &. Fiir jedes b > a
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definieren wir

b
[n]( ) = {f:b > (nu {4li < a})|(Vi < a),
a

') # B A <j<a-minf'(4) < minf~'(4)}.

Es sei (¢;li < a) € (0 + 1). Dann

A (¢ili < a) b
["]< ) - {f e["]( )"Vi <ol = }
a a

Offenbar ist diese Menge genau dann nicht leer, wenn die Kardinalzahlsumme
i<a ¢ < b
Es seien f € [n] () und g € “n. Dann ist /- g eine Funktion von b nach » mit

fm), f(m)en,
g), f(m) = 4.

Fiir a = 0 bezeichnen wir die Elemente aus [n] (§) = ’n als Worter iiber dem Alphabet n,
fiir a > 0 bezeichnen wir die Elemente aus [n] (2) als Parameterwdrter iiber dem Alphabet
n mit a vielen Parametern A,. Fiir jedes Parameterwort f € [n] () und jedes Wort g € “n ist
[+ g eine Belegung des Parameterwortes f durch das Wort g. Eine Belegung ist stets ein
Wort.

Mit dieser Notation 148t sich der Satz von Hales-Jewett wie folgt formulieren:

z

frgm) = {

SaTz (Hales-Jewett). (Vk,l,ne w)y(@me o)(VI:"n —» [)(3f € [n] (Z'))
Vg1, & e T (f-8) = T'(f* &)

ENDLICHE ALPHABETE

‘Wir untersuchen zunichst Zerlegungen unendlich langer Worter und betrachten Par-
ameterworter mit endlich vielen Parametern. Eine Abschwichung des Satzes von Hales—
Jewett ist

Satz 1. (Vk, L, ne o)(VI:"m - D)[3f e [M([) (Vg g € MT(f-8) = (f* &)

Wir konnen die Aussage dieses Satzes so verschirfen, daB3 jeder Parameter im Parameter-
wort f unendlich oft vorkommt.

Sa122. (Vk, L, new)(VI:°n - 1)3fe 1) ")V, g€ ‘M (f-8) = T'(f* &)

Bewels. Es sei I:“n — 1 gegeben. (I,|n € w) sei eine disjunkte Zerlegung von w in
abzdhlbar unendlich viele abzidhlbare Teilmengen.
Wir definieren nun zu jedem f € “n ein Wort f* € “n wie folgt

f(m) = f(n), fallsmel,.
Weiter definieren wir eine neue Partition I zu I', I':“n - |
r'(f)=I).

Wenden wir nun den Satz 1 auf I an, so erhalten wir ein Parameterwort f € [r] (7), so daB
fiir alle g,, g, € “n gilt I"(f- g,) = I"(f* &,). Damit aber gilt I'((f~ g,)) = T'((f* &))-
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Da wir analog zu den Wértern auch zu jedem Parameterwort 4 € [n] (') ein Parameter-
wort &’ definieren konnen und jeder Parameter A, i < k, in jedem Parameterwort mindes-
tens einmal vorkommt, gilt fiir das oben angenommene f € [r] (¢), daBf” € [n] (7)“"<¥. Da
nun (h-g) = K - g gilt fiir & €[n] (7) und g € *n, erfiillt f* den Satz.

Wir werden im folgenden Satz zeigen, daB Satz 2 nicht gilt, wenn wir das Vorkommen
eines Parameters durch eine natiirliche Zahl bestimmen. Es ist unmittelbar einsichtig, daB3
wir uns bei einem Gegenbeispiel auf den einfachsten nicht-trivialen Fall beschrianken
kénnen, in dem das Alphabet zwei Elemente hat, also die 2 und wir Parameterworter mit
einem Parameter betrachten.

Fiir Parameterworter f mit einem Parameter A sei f- i das Wort, welches aus f durch
einsetzen von i in 4 entsteht.

SaTz 3. (Ym > 0)@I:“2 - 2)(Vfe RIG)™)I(f-0) = 1 — I'(f+1).

BewEels. Die Potenzmenge P(w) von w bildet eine Boole’sche Algebra, die Menge
I = [@]*® (die Menge der endlichen Teilmengen von w) bildet ein Ideal in P(w). In
bekannter Weise wird eine Aquivalenzrelation ~, auf P(w) vermdge I definiert durch
X ~, Y genaudann, wenn [(X\Y) u (Y\X)]e I. # = P(w)/I, die Menge der Aquivalenz-
klassen, bildet eine Boole’sche Algebra und hat 2° (die Machtigkeit des Kontinuums) viele
Elemente.

Es sei (B,|v < 2“) ein Reprisentatensystem aus #. Wir definieren nun I

Es sei f€ 2. Dann ist f charakteristische Funktion einer Menge X; < w. f, sei die
charakteristische Funktion der Menge B, .

I(f)=0

Wiihle f € “2, so dass fiir jedes v < 2° gelte f # f,. Es existiert ein v < 2“ mit X, ~, B,.
Dann sei d(X,) = [B\X,| — [X\B,| = p"m + 1,0 < r < m, pe L.
Wir definieren dann
0, p,=2n, nelz,
re) =
I, pp=2n+1, nel.
Es sei nun f e [2] (7)™.
X=Xy, Y= Xs0

Wir zeigen, daB I'(f-0) =1 — I'(f-1).

Es gilt X ~, Y, da X genau m Elemente mehr hat als Y. Demnach existiert ein v < 2°
mit X ~,B, ~; Y.

Daraus ergibt sich, daB ein k existiert mit 0 < k < n, so dal3

(B, ~ X\Y| = k und I(X\B\Y| = n — k.
Mit diesen beiden Gleichungen erhalten wir
dX) = pp.om+r (IB,\X| — |X\B,])
(IBNY] — k) — (Y\B,| + (n — k)
(IB\Y| —I\B) —k —n+k
(IB\Y| — IY\B,)) — n
= ppon+r—n=4d¥) - n

Daraus ergibt sich 2|p,., < 2 } p,.,. Daraus aber folgt I'(f-0) = 1 — I'(f* 1), womit
alles bewiesen ist.
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Im folgenden untersuchen wir Zerlegungen von unendlich langen Wértern und betrachten
Parameterwoérter mit unendlich vielen Parametern.

Der folgende Satz ist eine schwache Verallgemeinerung von Satz 1. Er gilt nur fiir das
Alphabet 2 und 1408t fiir Parameterworter mit unendlich vielen Parametern nur Worter
g € “2 fur Belegungen f - g zu, die an nur endlich vielen Stellen den Wert 1 haben. Der Satz
ist dann dquivalent zum Satz von Hindman [3].

@ ({wli < w) W
[n] ( ) = {fe [n] ( ) (Vi < o)l f7'(4) < w}
w w

Satz 4. (View)(VI:*2 - l)(flfe [2](2)(<wli<w))
Vg1, 22€“2, lgr ' (D), 1&g ' (D] < )T (fr8) = T(f*g)).

BeEwEIs. Dieser Satz ist lediglich eine andere Formulierung des Satzes von Hindman.
Dieser lautet: Zu jeder Zerlegung I':[w]"“ — [ existiert eine disjunkte Familie & =
(D,|n € w) nicht-leerer Mengen, so daB fir jede endliche, nicht-leere Menge I, I’ gilt
I (Uner D) = I'(Uner D,). Diese Version des Satzes stammt von Baumgartner [1].

Es ist nun ein leichtes, aus dem Satz von Hindman diesen Satz herzuleiten.

Analog dem Satz 2 beweist man aus Satz 4 den

Sa1z 5. (Yl € 0)(VI:°2 - D)(Ffof2] )V <(Vg, g € “2, lgr' (1), lg2' D) < o)
I'(f-8) = I'(fg8))

DaB dieser Satz nicht fiir groBere Alphabete gilt, zeigt der folgende

SATZ 6. (3I':*3 - 2)(Vf € [3] (5)““<)
(g1, 2293, 1e7'({1, 2P, 185 ({1, 2} < @)
I'if-g¢) = 1-TI(fg)

BEwEIs. Wie im Beweis zu Satz 3 sei wieder (B,|v < 2“) ein Reprisententensystem fiir
P(w)/L

Zu jedem f e “3 sei Y, := f~'({1, 2}). Es existiert dann e¢in v < 2° mit ¥; ~, B,.

Wir definieren dann I':

I'(f) = Ogdw [{ne(Y\B)If(n) = 1} < |{ne(Y\B)If(n) = 2}

Es lassen sich dann zu jedem Parameterwort f € [3] (2) ((wli < @) Worter g, € {0, 1} und
g, € “{0, 2} finden mit |g;'(1)], |g;' ()| < w, so daB I'(f-g)) = Ound I'(f-g,) = 1.

Unbekannt ist, was bei Zerlegungen I” gilt, wenn wir Parameterworte mit unendlich
vielen Parametern zulassen, deren Parameter aber endlich oder unendlich oft vorkommen.

PrOBLEM 1. Sein > 3. Existiert dann zu jedem I":“n — 2einf e [n] (2), so daB fiir jedes
&, &ge’n mit |gr'({l,...,n~ 1} l&'{1,....,n -1} < 0 gilt I'(f-g)=
I'(f-g)?
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Der nachstehende Satz zeigt, daB in den Sitzen mit Parameterworten mit unend-
lich vielen Parametern die Einschrdnkungen bei den Belegungen f- ¢ mit |g~'({1, . . .,
n ~ 1})| < o notwendig ist.

Satz 7. (Yn > 1)@TI:“n - 2)(Vfoln] ())3g:, &€ T (f-8) = 1 — I'(f* &)
Bewels. Dieser Satz 14Bt sich durch eine einfache Diagonalisierung beweisen.

Es gibt 2 viele Parameterworter mit abzéhlbar unendlich vielen Parametern. Fiir jedes
Parameterwort gibt es aber auch 2 viele verschiedene Belegungen.

Sei nun (f,|v < 2°) eine Aufzihlung aller Parameterworter. Haben wir dann fiir ein
o < 2% zu jedem v < o schon 2 Belegungen f, - g} und f, - g5 gefunden mit I'(f,-g}) = 0
und I'(f, - g5) = 1, so konnen wir, da bisher nur « viele Worter beziiglich I' abgebildet
sind, zwei Worter g5 und g5 so finden, daB I"(f, - £{) und I'"(f, - g5) noch nicht definiert sind.
Dannsei I'(f,-g}) =0und I'(f,-g3) = 1.

UNENDLICHE ALPHABETE

Der Satz von Hales—Jewett gilt nicht fiir unendliche Alphabete. Das zeigt das einfache
Beispiel: Es sei m € w. Dann definieren wir I": "o — 2 wie folgt:

rGg,...,i,) =0 gdw 2max{i, ..., i,}. Ob sich die Sitze 1 und 2 fiir unendliche
Alphabete verallgemeinern allen, ist nicht bekannt.

ProBLEM 2. Es sei k > 0. Gibt es dann zu jedem I':“w — 2 ein f € [w] (¢), so daB fir
jedes gy, & € *o gilt I'(f- g,)?

Die in den Sitzen 4 bis 6 getroffene Einschrinkung, daB bei Parameterwértern f mit
unendlich vielen Parametern nur Belegungen f- g betrachtet werden mit |g~'({1, .. .,
n — 1})| < w, muB auch entsprechend fiir das unendliche Alphabet  vereinbart werden,
da Satz 7 auch fiir unendliche Alphabete gilt.

NoOTE ADDED IN PROOF

Similar results for vector-space partitions were proved by Cates and Hindman in J.
Combin. Theory, Ser. A 19 (1975), 13-25, and 20 (1976), 279-291.

In the last few years some more results were published in T. J. Carlson and S. G.
Simpson, ‘A dual form of Ramsey’s theorem, Advanc. Math. 53(3) 1984, 265-290 and
R. L. Graham, ‘Recent developments in Ramsey theory, Procs. Int. Cong. Math., 1982.
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