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INTRODUCTION

Dans la théorie classique du potentiel, Brelot, Naim, Doob ont
étudié le comportement 4 la fronti¢re de Martin des fonctions surhar-
moniques, voir [4, 12, 13, et les théorémes de Fatou correspondants].

Doob a introduit les A-processus [4]. Il se place sur un espace de
Green. Si u et k sont surharmoniques, (#/k) a une limite finie le long
de presque toute k-trajectoire partant d’un point ol /4 est finie. Si £
est harmonique minimale, il calcule la limite. Il obtient les théorémes
de Fatou 4 la frontiére de Martin et a 'intérieur.

A Dorigine de ce travail, on s’est proposé de caractériser les classes
de fonctions excessives & pour lesquelles on peut calculer la limite de
(u/h) sur les h-trajectoires.

Dans [19], Hunt fait une étude de la frontiére de Martin et des
valeurs frontiéres des fonctions excessives, il calcule la limite d’une
fonction excessive % sur les trajectoires.

Dans [17], Neveu fait le calcul en établissant la formule donnant la
loi de probabilité de x,, = lim, ., %, P p.s. conditionnelle en x,, pour
le 1-processus.

On se demande pour quelle classe de fonctions excessives £ on peut
établir cette formule pour le A-processus.

On se placera dans le cas d’un processus 2 indice continu dans le
cadre de la théorie de Dynkin [1, 2].

Dynkin a fait une construction de la frontiére de Martin compléte-
ment probabiliste, via 'espace des sorties des h-processus [1, 2].

On considére un espace métrique localement compact séparable E
et soit & son compactifié de Martin. Dans le chapitre II, on définit
la prévision et I'accessibilité du temps de vie d’un A-processus.

Etant donné, en théorie newtonienne sur R™ (n > 2), un potentiel
n(x) ayant une mesure spectrale absolument continue par rapport 4 la
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mesure de Lebesgue, le n-processus correspondant a un killing sui-
vant une loi exponentielle le Jong des trajectoires; ce processus de
killing est compleétement imprévisible.

On étudie les fonctions excessives & pour lesquelles le k-processus a
un temps de vie prévisible; c’est-a-dire: il existe une suite croissante
(7,) de temps d’arrét telle que lim,, ., 7, = {P* p.s. et 7, < [P" p.s.
puis les fonctions excessives % pour lesquelles le A-processus a un
temps de vie accessible: ¢’est-a-dire ’espace de probabilité est réunion
de parties sur lesquelles le temps de vie { est h-prévisible.

Lorsque le temps de vie { est prévisible ou accessible, les propriétés
valables pour ¢ passent 2 la limite; par exemple: si £ est h,-prévisible
et hy-prévisible par la méme suite, et si £, < by, alors &y < h, avec
Pordre fort sur les fonctions excessives théoréme 5, Section I, Cha-
pitre II.

Réciproquement, si &, < ki, entraine A, << &, , que peut-on dire du
temps de vie { du A,-processus ?

Dans le chapitre III, on établit le théoréme de Fatou: Soit A’
une fonction excessive et soit & une fonction excessive > 0, telle que
{ soit h-prévisible. En posant: p* = L,.u* 4 v ol v est étrangére a
whoon a lim, (A h) (X)) = Ly(Z) ps. P,* pour tout x tel que
h(x) < -+ oo.

Ce théoréme est évidemment faux, si & est excessive et si on ne fait
pas d’hypothése de prévisibilité: par exemple, si on considere le poten-
tiel n(x) sur R® (n > 2) (envisagé plus haut) ayant une mesure spec-
trale absolument continue par rapport 4 la mesure de Lebesgue

n(x) = Lﬂ_x_i_y_ll— k(y) dy,

le théoréme s’écrirait le potentiel n(x) est égal a la densité k(x)!

Les hypotheses a faire sur la fonction excessive £ sont donc trés
restrictives.

Dans le chapitre IV, on étudie deux notions de coeffilement
d’un ensemble & en un point 2 de 'espace des sorties obtenues avec
la fonction excessive Fykz introduite par Doob [4, Section 14] et
appelée dans [23] réduite forte, et la réduite P kz. On regarde sous
quelles conditions ces notions coincident. Puis on définit les filtres
cofins et on en déduit les théorémes de Fatou cofins.

Comme dans [4, 16], on passe de la convergence sur les trajectoires
du processus 24 la convergence selon les filtres %z (2 € %).

On obtient les théorémes de convergence 2 la frontiére et a 'inté-
rieur.

580/12/4-6
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Dans le chapitre V, on fait le lien entre le support fin des
mesures spectrales et la prévision et Paccessibilité du temps de vie.

On caractérise complétement par les propriétés du support de leur
mesure spectrale les fonctions excessives & pour lesquelles le temps
de vie { est h-prévisible ou A-accessible. On établit le rapport entre les
suites de temps d’arrét et les ensembles de N-potentiel nul et de
R-potentiel nul.

Un ensemble K est de N-potentiel nul (resp. de R-potentiel nul)
sl est de mesure nulle pour la mesure spectrale u* de tout potentiel
naturel u (resp. de tout potentiel régulier u).

p” est portée par un ensemble de N-potentiel nul est équivalent a
{ est h-prévisible (£ > 0) et u” est portée par un ensemble de R-poten-
tiel nul est équivalent a [ est h-accessible. Si les fonctions
7 — E[kz(X,)] sont presque-boréliennes, on peut remplacer dans
Pénoncé précédent: de N-potentiel nul par polaire et de R-potentiel
nul par semi-polaire.

Ceci donne des énoncés concrets des théorémes de Fatou du
chapitre I1I.

On établit la réciproque suivante: Soit 2 une fonction excessive
> 0. Si pour toute fonction excessive A’ on a:

lim (W/k)(3) =L(x) " p. p. pour x ou L = (du [du),
y;;x

alors le temps de vie { est h-prévisible.

Des caractérisations des propriétés d’un processus par les propriétés
du temps de vie ont déja été obtenues par Follmer [14] dans le cas
d’une surmartingale positive continue a droite et par Azéma [11] dans
le cas d’une surmartingale Y de la classe (D): Azéma caractérise par
les propriétés du temps de vie, le processus croissant prévisible qui
engendre Y.

NOTATIONS

On suivra [1]. E est un espace métrique localement compact sépa-
rable, #Z est la o-algébre de ses ensembles universellement mesurables
et m une mesure sur #.

Soit X = (X, {, #,, P,) un processus de Markov avec comme
fonction de transition p(t, x, I') = [r p(t, x, y)m(dy) et soit (2, #)
Iespace des événements élémentaires. A" désigne la o-algebre sur
Pespace £2 engendrée par les ensembles {w | X(w)e It > 0Te Z.
A est la o-algébre sur Q, = {{ > t} engendrée par les ensembles



THEOREME DE FATOU ET FRONTIERE DE MARTIN 421

(X;el') oW I'e# et sc[0,t]. On pose AecF, si Ae Ml et
AnLQeN.

Soient g,(x, I') = [~ e*!p(t, x, I') dt = [ g,(x, y)m(dy) les noyaux
de Green, ou g,(x, ¥) sont des fonctions positives #-mesurables. Les
opérateurs P, et G, correspondent aux noyaux p(Z, x, I') et g, (», I');
ils envoient I'ensemble I des fonctions Z-mesurables positives
dans lui-méme. On dira qu’une variable aléatoire 7 est un temps
darrét si << et V20 (r <t <{)eAH;. On suppose que:
ViZ20(r<t<{)eN équivaut a Vt =0 (r <t < )eAN;. Voir
[3, lemme 3.3, p. 101], de sorte que si (7,) est une suite de temps
d’arrét, v = sup,, ,, est un temps d’arrét.

Pour un temps d’arrét 7, on définit sur 2, = {r < {} la o-algébre

‘/V‘ .

Aed, si Aedl; Aef et Vi =0; (4;r <t <{ed,.
Z, est la o-algebre sur 2 définie par:
AeZ, si Aed etsi V= 0A;r <t < ed,.

A, est la trace de &, sur 2, .

Une fonction fde V est excessive si Vi >0 P, f < fetlim, o P, f = f.

On suppose que X est un M-processus spécial [1] et standard [3]
(donc continu & droite).

Soit y la mesure de référence (mesure standard [1]) sur la o-algébre
%. En particulier y posséde la propriété: il existe des constantes
C, < +w telles que pour toute fonction excessive /£, on ait:
(h, ) < C,y(h) pour p € w ol w est un systeéme support: [2, p. 95]:
les fonctions a support compact.

Toute fonction excessive £ nulle y p.p. est nulle 7 p.p.

On appelle ensembles de potentiel nul, les ensembles I'e # tels
que g(x, I') =0 Vx e E.

Les ensembles de m-mesure nulle sont de potentiel nul et en posant

D ={y|g(x,y) =0 mp.p.pourxekE},

on peut supposer m(D® = 0 [2, lemme 5.1]; alors les ensembles de
potentiel nul coincident avec les ensembles de m-mesure nulle.

Puisque le processus est standard, la propriété suivante est vérifiée:
(quasi-continuité a gauche)

pour toute suite croissante de temps d’arrét (7,,) pui tend vers T,
onalP,p.s.: (A)
lim X, = X, sur (v < {).

no+ ©



422 AIRAULT

Soit & une fonction excessive E;, = {x € E | 0 < h(x) < + oo}

Prt, 5, T = Z(l_x)“ fr ot %, dh(y) si xekE,
1 (%) si xeE — E,
définit une fonction de transition normale! dans (E, %).

Soit X" = (X}, {*, M}, PJ) le processus de Markov correspon-
dant a la fonction de transition p*(¢, x, I').

On peut choisir les processus X*, correspondant a toutes les fonc-
tions excessives # de facon a prendre le méme espace d’événements
élémentaires et tel que (X, (%, # ) ne dépende pas de A. On écrira
Xt = (X,,L, A, P, [1]. On omet & dans la notation X* ou P,
lorsque & = 1.

DfriNrTioN.  On définit sur la o-algebre A7 [1, 3-7] les mesures
PHA) = [ Ad)h(x) PA(A). ()

Soit & le compactifié de Martin construit dans [1] et soit z I’application
de E dans &. On suppose 4 partir du Chapitre V que ¢ est un homéo-
morphisme de E sur {(E). On pose Z, = i(X)).

Soit £ une fonction excessive y-intégrable, pour tout x€ E; . La
limite Z, = lim,, Z, existe P_* p.s.

La mesure u” définie par

W) = PYZ,eT) @)

est la mesure spectrale de A.
On a une représentation intégrale sur I'espace des sorties %: [1]

hx) = [ ki) p(de).
Pour tout x tel que A(x) < 4 o0, on a:
h(x) EM(f(Z;)) = f% f(R) k(x) pH(dz)  ou fe V(&) €)
Pour tout x € E;, , VA € A, oli 7 est un temps d’arrét, on a:
h(x) P,X(A4) = sz(x) Py(A) p'(dz), 4
PYA4) = f P*(A4) *(dz) (on intégre (4) par rapport 2 y). (5)

1 pA(¢, x, E) — 1 quand t — 0 (normalité). En effet, p(¢, %, E) = (Ph(x)/h(x) — 1
quand ¢ —» 0 pour x € E,, , et p(¢, x, I') est normale si X est un M-processus spécial.



THEOREME DE FATOU ET FRONTIERE DE MARTIN 423

Si h, et k, sont deux fonctions excessives y-intégrables et si h; < k,
PM(4) < P™(4). (6)

Soit 4 un ensemble ouvert dans le compactifié & autre que & lui-méme.
Une fonction excessive £ est harmonique dans A(2) si P, h=h
pour tout fermé I" de & contenu dans 4. 7, = inf{t > 0| Z, é T} est
le premier temps de sortie de I'. h est harmonique dans 4 équivaut
auMd)=0.
Soit D un ouvert de E. k est harmonique dans D si pour tout com-
pact I'de D, on a

P h=h

Cela équivaut a: A est harmonique par rapport a la famille des fer-
més I' = i(A) ou A est compact et 4 C D.
k est harmonique dans D équivaut & u* est portée par

Uparm(D) = {2 € % | k, est harmonique dans D}

h est harmonique entraine: P*(r, < {) = 1, Vx € E;, et K compact
de E.

Toute fonction excessive se décompose en la somme d’une fonction
harmonique:

W= f Ept(dz)
U,

harm

et d’une fonction excessive:

B = f% kat(dz) ot Upey = U — Unarm

pot

et Uparm = {2 € U | k, est harmonique}.
On a: %, = E (on a supposé que 7 était un homéomorphisme).

CuariTRE I. PROPRIETES DES A-PROCESSUS

Connaissant les propriétés du processus X, on va chercher quelles
sont les propriétés du k-processus.

Les propriétés suivantes sont conservées: normalité, continuité a
droite des trajectoires, quasi-continuité & gauche.

On ne considére que des fonctions excessives 2 y-intégrables. On
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notera H(f, w) une régularisation continue a droite de A(X(w))
voir [2].

(1) Ona
si Aed, et xeEy: h(x) PAA) = EJ1HX). (7)

On peut généraliser cette formule pour un temps d’arrét.

LemMmE 1. Soit 7 un temps d’arrét. St Ae AN, et x€E,, on a
h(x) Py"(A) = Eq[14 - H()]- ®

Démonstration. On approche 7 par une suite décroissante (7,) de
temps d’arrét étagés tels que

(r, <t <Qed, Vt=0.

COROLLAIRE.  Soit 7 un temps d’arrét. On a

) Pr(r << §) = E,JH(7)]  pour tout x € E, . 9)

(2) La quasi-continuité a gauche est conservée pour le k-pro-
cessus. On a Lemme 2.

Lemme 2. Soit (r,) une suite croissante de temps d’arrét et soit

7= lim =,.
no+ oo

Si Pyps. lim,, , X, = X, sur(r <{)VxekE alors, pour toute fonc-
tion excessive h:

Plp.s. Hfrnw X, =X, sur (1 <{)VxcE,.

LemMme 3. Soient (r,) une suite croissante de temps d’arrét et h une
fonction excessive

{ = lim 7, Pxp.s. entraine { = lim 7, Plps.Vaec K, .
7N+ © n-+ o

De plus, st H >0

o " o s o ‘
{ = ng?w 7, PEp.s. équivaut & ¢ ”llﬁrnw T, Pps
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CHAPITRE II. PREVISION ET ACCESSIBILITE
DU TEMPS DE VIE D’UN A-PROCESSUS

1. Préuvision et accessibilité

DfrFiniTION 1. Soit /& une fonction excessive. On dit que le temps
de vie { est k-prévisible (resp. fortement A-prévisible) s’il existe une
suite croissante de temps d’arrét (r,,) tels que

(1) lim,r, = {P"p.s. (resp. Pp.s.)
(2) (rn<{sur{>0Pps.

On dit que { est h-prévisible & I'aide de (r,) et que (r,) annonce {
pour k.

Remarque. D’aprés le lemme 3, Chapitre I, si 2 > 0, { est h-pré-
visible équivaut 4  est fortement k-prévisible.

TuEoOREME 1.  Soit (h;) une famille dénombrable de fonctions exces-
sives. Si [ est fortement h,-prévisible pour tout h;, alors il existe une
suite (7,,) annongant { qui est la méme pour toute fonction h; .

Démonstration. Pour tout 7 soit (7,%), la suite annongant { pour
h;.Ona

(1) {=lim,,, 7,'Pps.
(2) (mP<sur{ <OPhps.
On va construire une suite (r,) de temps d’arrét qui vérifie
Vi(r, <) sur {>O0P"ps.

et
{ =Ilmr, Pps.

Pour tout ¢ et pour tout z, il existe «, ; tel que
Plo | d({(w); T:n,i) > (12" < 9—(n+d)
Soit 7, = inf; »r‘fm_
< {PMpas.

. Z
Vi; 7y S 7g,, .

et _
' nggw Tn = L Pps.
puisque

Plw | d(Y(w), T(w)) > (1/27} < ¥ PA(, 7, ) > (1/27) < (1/27).
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Exemples de fonctions excessives h pour lesquelles { est fortement h-pré-
visible

(1) Les fonctions invariantes (Ph = h) { = + o0 P.* p.s.
Vx e E, .

(2) Les fonctions harmoniques dans E, la suite (r,) qui annonce
{ est la méme pour toute fonction harmonique &.

(3) Les fonctions harmoniques dans E — 4 ou A4 est un fermé
polaire de E, la suite (r,,) est la méme pour toute fonction % harmo-
nique dans E — 4.

En fait, on montrera le théoréme suivant

Soit & une fonction excessive. u* est portée par un polaire équivaut
a { est fortement A-prévisible.

Exemples de fonctions excessives pour lesquelles { n’est pas fortement
h-prévisible

Soit A(x) = E( ff, f(X,) dA4,) ou A, est une fonctionnelle additive
naturelle et f une fonction bornée. On a, pour toute suite de temps
d’arrét (r,) qui tend vers {P p.s., lim,, ., P(K(X, )) = 0. Donc { n’est
prévisible 4 I'aide d’aucune suite de temps d’arrét (z,).

A une suite croissante de temps d’arrét (,,) telle que { = lim,,_,, o, 7,
on associe 'ensemble

r,) ={r =LetV¥nr, < 43

DfrINITION 2. On dit que le temps de vie { est k-accessible s’il
existe une famille dénombrable de suites (7,"),, de temps d’arrét telles
que, en posant

™ = lim 7" Php.s. 2 = kn) Q,

Q, = { = [; 7» < [VR}.

On appellera 2, partie d’accession 4 { ou ensemble d’accessibilité
al.

Remarque. Q2 = \J, 2,P"p.s. équivaut a P, (2 — 2,)] = 0.

On voit que { est h-prévisible entraine { est h-accessible.

Soient 7, et 7, deux temps d’arrét tels que 7, << 7, . On note
Q(ry, 7p) Vensemble {r; = {; 7, << {}. On appelle & la classe des
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ensembles de la forme £(r, , 7,) ou 7, et 7, parcourent 'ensemble des
temps d’arrét; et soit & la o-algébre engendrée par .

TuforEME 2. ( est h-prévisible (resp. h-accessible) entraine p* p.s.
pour z, [ est k,-prévisible (resp. k,-accessible).

Démonstration. Soit (7,) une suite croissante telle que = =
lim,, 7, et soit £, = {r = {;Var, <{}. Pour tout x tel que
0 <h(x) < +oo,o0na

h(x) P;"(82) = h(x) P,z = {, Vn1, <),

Comme £, appartient 2 la tribu & et que pour tout ensemble 4
appartenant 3 % on a

h(x) P,'(4) = f k(%) Pg(A) p(dz);
on a

h(x) P,}(Qq) = f k(%) P2(Q) w(dz).

De méme, dans le cas accessible
h(x) P,* (.Q -y 9,,) = f E(x) Pk (9 -U Qn) WMdz)

puis on intégre par rapport a vy.
On voit facilement que la réciproque du théoréme 2 est fausse.

TuforEME 3. Soient h, et hy deux fonctions excessives. On suppose
que pM = f - uh2, 87 { est accessible pour hy , alors { est accessible pour
hy . De plus, les ensembles d’accession & { pour hy sont des ensembles
d’accession a { pour h, .

COROLLAIRE. S7 [ est hy-prévisible, alors { est hy-prévisible et la
suite annoncant { pour hy, annonce { pour h, .

On verra un résultat semblable concernant la prévision forte.

THEOREME 4. Si { est h-accessible, les formules

hx) P(A) = [ ki(x) PE(A) p(d2) (10)
et

P'(4) = [ P™(A) p"(dz) (11)
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sont encore valables en prenant A = (Z; e SYN[X,eI'] = étant un
temps d’arrét.

Démonstration. Si 7, et 7, sont deux temps d’arrét, on a
Hx) EMX,, € I); (X, € Ty) = EJWX); (X, € Ty); (X, € T)]
ou 7 = sup(ry, 7).

Eo[M(X2); (X € 1); (Xp, e IY)] = f E [kAX0); X; € Iy 5 X, € Ty) u(ds)

et la formule (10) est vérifiée pour B = (X, e I'l) N (X, € Iy).
Montrons que pour toute réunion finie {)}_; 2; on a

P {A N (Ql sz,.)} =[P [A A (Q Q,)] pi(dz)
par récurrence,

sur £2; ; { est prévisible, donc
PMANn Q] = f P4 0 2] w'(d2),
r p~1
Ue =2,u [CQI, N (U Q,.)]
i=1 i=1
sur £, , { est k-prévisible, donc
PY(4; 2,) = [ PH(4; 2,) (=)
C.Qp = (‘rp < C)U U ('rk” — é)
k

or

»—-1 -1
P (A; ™ < U Q,-) = ka‘ (A; < U Qi) p"(dz)
i=1 =1
et
-1 -1
P (A; =0 U Qi) = fP"z (A; nw’ =4 U 9;—) w'(dz).
=1 =1

On a donc le résultat.
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THEOREME 5. Sihy < hy et si{ est hy-prévisible et hy-prévisible avec
la méme suite de prévision, alors

P"(Z,eS) < P(Z,eS). En particulier p™ < p™.

Démonstration. Soit (7,) la suite de h;~(resp. hy)-prévision. On a,
pour toute fonction continue f

PM(f(Z) = Tim PM(f(X,)) < lim PH(f(X,)) = P(f(Z)

On applique la formule (2).

Remarque. Le théoréme 5 est faux avec ’hypothése accessible
seulement. On verra une réciproque du théoréme 5 au Chapitre VI.

2. Distribution conditionnelle de Z, par rapport
aux tribus Ny ; conséquences

THEOREME 1. Soit h une fonction excessive > 0. On suppose que {
est h-accessible. Alors, VS € #(&) et x€ E;,, on a, pour tout temps
d’arrét T

k,
ENZeeS; 0> 1 4) = [ 32X Locopda) ps PE (12)

COROLLAIRE. S7 on intégre par rapport € P}, on obtient, en prenant
T=1

VxeE,, EMNZeS;{>1t= f Pk (x) p(d2). (13)
S

Démonstration du théoréme 1. D’aprés le théoréme 4, Section 1
et la formule (10), on a

h(x) PM[Z, e S; X, eI = j k(%) PH[Z, € S; X,e T Mdz).  (14)

k) [ 1izesdP = k() 15(2) (15)
En effet, en appliquant (3) et p* = 35,, on a
k(%) PEn(Z; € S) = [ 15(2) () 8.,(3) = 1s(a0) F)

donc P¥: p.s., ona

k(%) 15(Z(w)) = ky(x) 15(2) (16)
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(15) entraine (16) car si z €S Pifk(x) — k(x) 15(Z)] =0 car
hy(x) — PA(Z, € S) kx); Si 2 ¢ S Pi(h(x) 142)) = 0.
On remplace (16) dans (14), et on obtient

hx) PMZe S; X, e T) = [ k(x) PH(X,eT)phdz)  (17)
N
or
k() PH(X € T) = h() B, [1ixens % (XJ)]. (18)

En remplagant (18) dans le membre de droite de (17), et en simplifiant
par h(x), on a

ky
PMZ.eS; X,eI] = js EMlix er1 7 (X0) wh(dz).

THEOREME 2. Soient hy et hy, deux fonctions excessives. Si ph =
f -t et si { est fortement prévisible pour hy , alors [ est fortement pré-
vistble pour h, et la suite annongant { pour h, annonce { pour hy, . On
suppose hy > 0.

BE) = M) 4,)  (seB) (u<DPYps

Démonstration. Soit (r,) une suite annongant { pour b, :
Pps.lim,, ,7, = {Pkps.ona

) P2 [J1 (X,)] = o) P (Z0) 7 P
= P((X,)) = by
donc (v, < {) P p.s.

LeMME 1. On suppose (P r-prévisible. Soit () la suite annongant
{, Prps. Alors pour toute variable aléatoire Z, Pt intégrable et
V,, &, -mesurable, on a

lim EMZ; ¢ < (| A7) = Z.

Démonstration. On rappelle que la tribu %, est définie par 4 € &,
sidedl et (At <{eAN.

On a BAZ t < 1N = luoy. EMNZ| FIEMZ | F). Liop est
une surmartingale. Donc Z, = lim,; E*[Z | #). 1.y existe. On
pose g(w) = EMZ | F]). 1(,_p-. Soit 7 un temps d’arrét, alors P, p.s.

gw) = ESMZ | F) - len -
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Comme { est P, *-prévisible a I'aide de 7,
2= Jim ENZ|Z,]
Comme Z est P,"-intégrable et V, & -mesurable

Z=17Z, Pplps.

CHAPITRE III. THEOREMES DE FaTou

THEOREME 1. Soit b’ une fonction excessive telle que u* soit absolu-
ment continue par rapport @ p* o h est une fonction excessive >0,
telle que { soit h-prévisible. En posant p* = L, - u* on a

lim (W' [B)(X,) = Ly(Z) p.s. Bt VxeE,.

Démonstration. D’aprés le théoréme 1, Section 2, Chapitre II,
Ve E,et P,2ps.ona

EMLAZ): L >t AH)] = th’(z) % (Xy) pi(dz) = “hil,‘ (X2 Lo

la limite existe P,* p.s. quand ¢ — { si PX(L,(Z;)) < +o0. La limite
est alors égale a Ly /(Z;) P,* p.s. (voir lemme 1, Section 2, Chapitre II)
or PMLy(Z)) = [Ly(2) p(dz) < + o0 [uk’ est bornée car p*'(€) =
P¥(Z, e &)] donc y p.s. PMLy(Z,)) < +00; donc

v ps. Lm (B/R)YX) = Lp(Z;), Pt ps.

Pour avoir la limite P,* p.s. Vx € E;, on fait un raisonnement ana-
logue 2 celui de [1, p. 45].

TuEOREME 2. Soit h une fonction excessive > 0. St { est h-prévi-
sible a Paide de la suite (v,) et b’ vérifie

nligrna0 PlK(X,)] =0
alors

W
lim - (X,) = 0 p.s. P,
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Démonstration.
Piflim (1 [R)(X)] = PP im_ (W/AYX,)] < lim_inf PA(K/R)X,)]
| ot @ ot

car (r, < {) Ptps.

PH( [R)(X.,)] = f Adx)h(x) PLH(W [B)(X.,)] = P[K(X,)] — 0.

DeriNiTioN 1. Soit € = (7,) une suite de temps d’arrét et soit &
une fonction excessive.
On dit que % est ¥-~harmonique si (r,, << {) P p.s. Vn.

Lemme 1 [23). Soit € = (7,,) une suite de temps d’arrét telle que
lim,, ,, o 7, = { P p.s. et soit h une fonction excessive. On pose

U(C) = {z €U tels que v, << { P** p.s.}
V(€)= U — U¥F)
Ona=

(1) € est h-prévisible a P'aide de (r,) équivaut a p* est concentrée
sur U(F).
(2) lim,,,. PA(X, )] = O équivaut a " concentrée sur ¥'(%).

DiriNiTION 2. Soit £ une fonction excessive.
On dit que % est un %-potentiel si u* est concentrée sur ¥(%).

LemME 2. Soit € une suite de temps d’arrét (r,), alors on a une
€-décomposition de Riesz: toute fonction excessive h se décompose en la
somme d’une fonction k' €-harmonique et d’'un €-potentiel h”".

Démonstration. b = (4 k, ph(dz) et h" = [, k,p™(dz).

Remarque. Soit € une suite de temps d’arrét (r,) telle que
lim 7, = { P p.s. Soient k, et h, deux fonctions excessives et soit leur
%-décomposition de Riesz, en une fonction %-harmonique et un
€ -potentiel.

hy = k' +h ou &, et h,’ sont ¥-harmoniques.
hy = by + hy

Sih, < hy,alors by < Ay .
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THEOREME 3. Soit k' une fonction excessive, soit € = (7,) une
suite de temps d’arrét telle que P p.s. lim, ., 7, = { et soit h une fonc-
tion €-harmonique. St p*’ et u® sont étrangeres, alorslim,_, h'/h(X ;) =0
p.s. Pt (h > 0).

Remarque. Si h, et h, sont excessives, alors les hypothéses sur le
processus entrainent & = inf(#, , h,) est excessive.

Le théoréme 3 résulte de ce que si A, et h, sont excessives avec
ph et phe étrangeres, et si lim,(hy/h)(X;) > 0, p.s. P, alors

lim (y/B)(X,) = O P* p.s.

En effet, k = inf(h,, h,) est excessive et soit k =k, 4 k, sa
%-décomposition de Riesz ou k; est ¥-harmonique. On a k; < &y et
ky < by donc pkr L phr et p¥r L phe (voir théoréme 5, Section 1,
Chapitre II).

Comme uM et p* sont étrangéres, on a p*¥1 = 0 donc % est un
% -potentiel, et d’aprées le lemme 1 et le théoréme 2,

lim (K/A)(X,) = O p.s. P

TuforEME 4. Soit h' une fonction excessive et soit h une fonction
excessive > 0, telle que [ soit h-prévisible. St on pose = pt' = u - p* + v
avec v* | p* et u e LYuh), alors

lim (#'/B)(X,) = w(Z) ps. P VaeEy.

Démonstration.

1) = [ halo) i(@5) = [ Rwu(z) pi(ds) + [ Ruf) H(dz)

Pour [ k,(x) u(z) u*(dz), on applique le théoréme 1 et pour [ k,(x) v*(dz)
on applique le théoréme 3, donc lim,,, (#'/h)( X)) = u(Z;) p.s. P
Cela est vrai y p.s. P.* p.s.

On conclut P* p.s. Vx € E;, en faisant un raisonnement analogue 2
celui qui termine la démonstration du théoréme 1.

On se demande si I’hypothése { est h-prévisible est nécessaire dans
le théoréme 4. On verra une réciproque au chapitre 6.
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CuapriTrRe IV. FiLTREs COFINS-COEFFILEMENT—
TutorEME DE Fatou CoFIN

On va étudier le coeffilement en un point z de I'espace des sorties
% et voir les conséquences.

1. Coéffilement

Soit A un ensemble presque borélien et w une fonction excessive.
Soit T, = inf{t > 0 tel que X, € 4}. 1l existe une fonction excessive
unique F o telle que: pour tout x vérifiant w(x) < 400, on a

Fao(x) = w(x) EF[Rs]  ob Ry= () (Tacb+1t<
0=<Ci<¢

F w a les propriétés suivantes:

(1) F,w est une minorante avec l'ordre fort de w
w—Fa=Gw ot Ga(x)=mwx)E>Sy
pour tout x tel que w(x) << 400 ol

Sy= @t <YTyeby+1t =17

1220

(2) F,w est une minorante avec 'ordre fort de P,w ot P,w
est la réduite habituelle définie par P, w(x) = E (w(X7,)).

(3) Si 4 est un ensemble fermé, F, w est harmonique dans le
complémentaire de 4. Pour la démonstration voir [23]. On appellera
la fonction F ,w réduite forte de w sur 4.

DéFINITION 1. Soit z appartenant & l'espace des sorties %. On
dit qu'un ensemble presque borélien 4 de E est faiblement coeffilé
en zsiF k, £k, .

LemMEe 1. Soit x appartenant a U, et soit A un ensemble presque-
borélien—si F k, = k, , alors F 4k, = 0.

Démonstration. Comme k, est extrémale, et que F,k, est une
minorante avec I'ordre fort de k,, on a = F k, = ak, .
Or pour tout x tel que k,(x) < 40, on a

F k(%) = k,(x) E':Z[ N (Tyeb+1t < C)]

(\E 7<4
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donc

lim L

n— £ (X;) = 1 sur les trajectoires qui reviennent une infinité de fois
i 2

dans A.

= 0 dans P'autre cas.

a=0oul,siF,k, #k,alors a = 0.

LEMME 2. Les deux propriétés suivantes sont équivalentes

(1) A est faiblement coeffilé en z.
(2) Il existe y appartenant & E; = {0 < k, < - o0} tel que

E[ N (TAoet+t<z)]=o,

0<ct<+L

c'est-a-dire, a partir d’un certain moment, les k-trajectoires p.s. sortent
de A pour atteindre z.

DfriNiTION 2. Soit 2 appartenant 4 %. Un presque borélien 4
est coeffilé en 2 si Pk, - k, .

LemME 3. Soit 2 appartenant a U et soit A un presque borélien de
E. A est coeffilé en z équivaut a Pex(T, < () < 1. Cest-a-dire, il
existe un ensemble non négligeable de k,-trajectoires qui atteignent z sans
jamais passer par A.

On va essayer de comparer ces différentes notions de coeffilement.
On a: A est coeffilé en z entraine A est faiblement coeffilé en 2.

On montrera.

Si le point 2 est polaire, alors I" est faiblement coeffilé en 2 est
équivalent a I” est coeffilé en 2.

DfFINITION 3 [23]. Soit % une famille de temps d’arrét. Une
famille dénombrable (r;),., de temps d’arrét contenue dans ¥ est dite
“dominante” si, V7 € €, il existe 7; tel que 7 < 7, .

D¥rINITION 4 [23]. On dira que € est une famille fondamentale
de temps d’arrét si € vérifie la propriété suivante: Il existe dans €

580[12{4-7
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une suite croissante dominante telle que lim,,, . 7, = {P, p.s. pour
tout x € E.

Soit € = (7).

h est ¥ harmonique si £ est €'-harmonique (Définition 1, cha-
pitre III) et /& est un €-potentiel si & est un €’-potentiel (Définition 2,
chapitre III).

LemmMe 4 [23].  Soit B un borélien. Soit € une famille fondamentale
de temps d’arrét. Si h est €-harmonique, Fgh est la plus grande minorante
€-harmonique de Pgh avec I'ordre fort.

Si A est un fermé polaire, la famille € des premiers temps de sortie
des compacts de E — A4 est fondamentale.

LEMME 5. Soit € une famille fondamentale de temps d’arrét. Soit
2 € U. On suppose que k, est €-harmonique. Soit I un ensemble finement
ouvert. On a: I' est coeffilé en z équivaut & Pr k, est un €-potentiel.

Remarque. Cette caractérisation d’un ensemble coeffilé en z est
aussi bien valable pour z appartenant a intérieur que pour z appar-
tenant i la frontiere.

Démonstration. Si k, est €-harmonique et si Pr k, est un €-poten-
tiel, on a évidemment k, £ PTTkz , donc I" est coeffilé en 2. Récipro-
quement, on a, d’apres le lemme 4:

Prk, =Frk, +p ou p est un ¥-potentiel,
Fk, = ak, ot a=0oul,
et I’ est coefilé en 2z entraine ¢ = 0, sinon
Prk, = k. Tr°9Tp+Tr:Tr

donc Pk, est un %-potentiel.

TutorEME 1. Soit € une famille fondamentale de temps d’arrét. Si
k, est €-harmonique, on a: un ensemble finement ouvert I est coeffilé en z
équivaut a I est faiblement coeffilé en z.

Démonstration. Si I' est coeffilé en z, d’aprés le lemme 4 et le
lemme 5, Frk, = 0.

Réciproquement, si Fpk, = 0, d’aprés le lemme 4, Pk, est un
%-potentiel donc I est coeffilé en z (Définition 2).
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Remarque. L’hypothése: z est polaire n’est pas nécessaire pour
que les deux notions

I' est coefhilé en z,
I" est faiblement coeffilé en z,

coincident (voir 'exemple de la translation uniforme sur R).

2. Filtres Cofins

TuforkME 1. Pour tout z appartenant ¢ % 4, = {I' C E, presque
borélien tels que E — I est faiblement coeffilé en =} forme un filtre.

Démonstration. Si Iy, C Ty et si I'; est coeffilé en z, alors I, est
coefhilé en =.

(1) sil'e¥,, pourtout Iy D I, I', appartient 4 &,

(2) soient I', et I', appartenant a ¢, , alors Iy N I'y appartient
a4 9, . En effet, la réunion de deux ensembles faiblement coeffilés en 2
est faiblement coeffilée en 2: R, 1, = R, U R, donc

FAlqukz < FA‘kz + FAzkz
siF k,=0etF k, =0, alorsF, 4k = 0.

(3) E n’est pas faiblement coeffilé en z.

COROLLAIRE. Pour tout 3 appartenant a U; si le point z appartient
@ un ensemble polaire

&, = {I' CE|T est finement fermé et £ — I coeffilé en 2}

Jorme un filtre. (On applique le théoréme 1, Section 1.)

3. Théorémes de Fatou Cofin [4, 16]

On va voir comment on passe de la convergence sur les trajectoires
du processus 4 la convergence selon les filtres (2 € %).

THEOREME 1. Soient 2 appartenant a U et v une fonction borélienne
sur &. Soit A € (— o0, ++©), on a lim,,; v(X,) = AP¥z p.s. entraine A
est limite de v en z suivant le filtre 9, .

Démonstration. Soit A, = {z e E | v(z)e]A — (1/n), A + (1/a[}. On
montre que A, appartient 4 ¥, .

A = lim o(X,) P p.s.
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entraine pour tout n, P% p.s,, il existe ¢, tel que V¢ >1¢, X,€4,,
dOflC TEMA" o 9[ ‘L t = C et FEv—A"kz —_ 0.
Théorémes de convergence

THEOREME 2. Soit h une fonction excessive >0 telle que { soit
h-prévisible et soit h' une fonction excessive

ph ==t 4P avec v* | ut et uwell(ph)

alors = lim,_,(k'/R)(y) = u(x) p* p.s. pour x appartenant a & suivant
le filtre 9, .

Démonstration. D’apres le théoréme 4, Chapitre III, on a, sauf
pour w appartenant 4 un ensemble B qui est P*-négligeable:

lim (#'/R)(X{w)) = #(Z{w))-

Soit (7,,) une suite annongant { pour A.

B = ol lim (KR (X)) # UZo))
PY(B) — [ P(B) (ds).

Donc p! p.s. P¥(B) = 0. Comme Z, = z P* p.s., lim,,(#'/R)( X)) =
#(z) Pk p.s., on conclut en appliquant le théoréme 1.

On en déduit les théoremes de convergence 4 la frontitre et 4 'inté-
rieur [4].

TuforEME 3. Soit h une fonction > 0 harmonique dans E et soit
k' une fonction excessive.

Mh.' gy e F’h At avec v* |_ p,h et u ELI(]Lh)

alors lim,_ (k' [k)(y) = u(x) u* p.s. pour x appartenant ¢ & y —>x
suivant le filtre F, .

Théoréme de convergence a I'intérieur

TutoriME 4. Soit z appartenant € E. On suppose que k, > 0 et
que {2} est polaire. Soit h' une fonction excessive. Alors lim,,_(h'[k,)(y)
existe et est finie (suivant le filtre F,).
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THEOREME 5. Soient u et v deux fonctions excessives. Alors
lim,, (u/v)(y) existe (suivant le filire &) et est finie pour p® presque
tout x appartenant a A on A est un ensemble polaire.

Démonstration. 1l suffit de montrer le théoréme lorsque 4 est un
ensemble fermé polaire.

Soit la #-décomposition de Riesz relative au polaire 4. € est la
famille des temps de sortie des compacts de & — A4.

v = o' 4 p ol v’ est ¥-harmonique et p est un %-potentiel, et en
faisant une démonstration analogue a celle du théoréme 3,
lim, , (u/v") existe et est finie, u* p.p. (suivant le filtre ). Or

. . , 1 . ,
Lim (ufv) = lim (ufo') - o) o lim (pf2’) = O p.p.

d’aprés le théoréme 2 du chapitre III, donc lim,, ,,(¢/v) = lim, _,,(u/v")
existe et est finie u?’ p.p. or u¥" = 1, p°

CHAPITRE V. CARACTERISATION DES FONCTIONS EXCESSIVES /4 POUR
LESQUELLES { EST A-PREVISIBLE OU /-ACCESSIBLE

Soit 4 un presque borélien. On note T ,(w) = inf{t > 0 | X (w) € 4}
le premier temps d’entrée dans 4.

DfriNiTION 1. On dit que 4 est polaire si P(T, < {) = 0.

DfrinrTioN 2. Un ensemble presque borélien 4 est semi-polaire
s’il est rencontré par presque toutes les trajectoires suivant un
ensemble au plus dénombrable c’est-a-dire P p.s.

A(w) = {t | Xw)e 4} est au plus dénombrable.

On suppose dans tout ce qui suit que la fonction 1 est harmonique dans
E, donc p! est portée par la frontiére.

DfriNiTION 3. On dira qu’une fonction excessive u est un poten-
tiel naturel si, pour tout x tel que u(x) < 4 o0, pour toute suite (7,)
croissante de temps d’arrét tels que lim,,, .71, = {P,p.s., on a
lim, , . Py(u(X.)) = 0.

Remarque. Si u est un potentiel naturel

(1) Lamesure spectrale u* est portée par E. En effet, u = u; -+ u,
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ol %, est harmonique dans E, (u* est portée par la frontiére) et u,
a sa mesure spectrale u¥2 portée par E. On prend (,) la suite des
temps de sortie d’une suite d’ouverts relativement compacts U, tels
que U, CU, ,etE={,U,.

On a lim, ., 7, = { P, ps. pour tout x € F puisque 1 est har-
monique dans E et

lim P(u(X,)) = lim Pu(X,)) + u(x) = 0
Vi tel que u(x) < -+ o0 et uy(x) > 0 donc uy(x) = O partout.
(2) Comme pl! est portée par la frontiere de Martin,
ltlfcl u(X;) = 0P, ps.

puisque u* est étrangere a ul. Voir théoréme de Fatou Chapitre III,
théoréme 3.

1. On se donne un potentiel naturel u

Pour tout x tel que u(x) << 4+ oo, on considére la surmartingale
X)) Loco 5 Fy 5 Pa)
On peut lui associer un processus croissant intégrable 4% tel que
o = locou(X) = ELAL | F) — AP P,pss.
Voir Meyer [6, théoréme 28, p. 156].
LeMME 1. Le processus A posséde les deux propriétés suivantes

(1) AP = AP pourt > L.
(2) lim,,p AP = A(;x)-

Démonstration. (1) Pour t > { la surmartingale
Uy = u(.Xt) 1(t<c) = 0.

On approche A par des processus croissante A%(® définis par

ave f‘ zs_-:zliw_s .
(1]

P, v, désignant une modification continue 2 droite de la surmartingale
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E,[v,.4 | Z) [6, p- 156] pour t > {, AP = A% On passe 4 la
limite quand 4 tend vers 0.

(2) lim,;, ,u(X,) = 0 entraine

: @ _ 1 @) | g
talcl,lqu‘ _telzl,ﬂ;E"[A‘ | #

Comme 1 est harmonique dans E, { est (P, p.s.) prévisible. Soit (,,)
une suite annongant { pour P, , on a

Jim, BAAS | 7 ) = Yim ELAR|7) = A7
puisque A{? est V,, Z, -mesurable.

LEMME 2. Pour toute fonction f, bornée, universellement mesurable,
ona

E, ([ £(x) 44%) = [ k)£ was).

Démonstration. 1l suffit de montrer la formule pour toute fonction
continue f. D’aprés la formule (3) (notations), on a

u(x) BT (Z0] = [ £() kl) wi(ds).

¢ . . 1 ¢
E ([ £x) adl?] = tim B, [7 [ fXX) — X, ]
—tim 3 [ BLAMOE) — (X)) s
(voir [15, théoréme 54, Chapitre IV]);
= tim 1 [ 469 EAS X o — Losmeol] s

puisque f(X,). 1¢.p est A-mesurable et f(X[). 1(n_p est A -
mesurable;

— uo) g £ [ [ 706 4]
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or

lim [ (X0 ds = 2

puisque f est continue et

Z, = I:LH;IX’

B, [ £(X) d4%] = uts) EAS @)

2. Ensembles de N-potentiel nul et ensembles polaires

Soit (&) la tribu des ensembles universellement mesurables de &.

DfrinNiTION 1. Un ensemble K e #(&) est dit de N-potentiel si,
pour tout potentiel naturel fini %, on a p%(K) = 0.

Remarque. La frontiére est un ensemble de N-potentiel nul
puisque, pour un potentiel naturel u, u* est portée par E.

On va montrer qu'il y a identité entre les ensembles presque boréliens de
N-potentiel nul et les ensembles polaires.

TutoriME 1. Soit K un ensemble presque borélien. On a K est de
N-potentiel nul entraine K est polaire entraine p(K) =0 pour tout
potentiel naturel u.

En particulier u*(K) = 0 pour tout potentiel naturel équivaut a
p*K) = 0 pour tout potentiel naturel fini.

Démonstration. (1) Supposons K non polaire. Il existe un com-
pact K; C K qui n’est pas polaire. Soit ky(x) = E(Tk, < ). hy est
un potentiel naturel fini.

Soit (7,,) une suite de temps d’arrét tels que lim,,_,, ., 7, = {P, p.s.,
on a

nl—i)inw Pac[hl(X‘r")] - nlig_nw Em[TKJ. °© 97'" + Tn < C] =0

puisque Z, = lim,,; ;. X, appartient 4 la frontiére P, p.s. u™ est
portée par K, car h; est harmonique dans E — K, . Comme k, # 0,
on a p™(K;) > 0 donc p"(K) > 0.
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(2) Supposons K polaire. Pour tout potentiel naturel u, Vx tel
que u(x) < +0, ona

B ([ 1xx) 4] 0

ou AP est la fonctionnelle associée a (u(X,). 1 p-FyP,). Donc
{ k(%) 1x(2) p*(dz) = 0 (lemme 2, Section 1).
On integre par rapport a y: y(k,) = 1 donc p%(K) = 0.

3. Ensemble de R-potentiel nul et ensembles semi-polaires

DfriNiTION 1. Une fonction excessive # est un potentiel régulier
si, pour tout x tel que #(x) < +- 00, on a, pour toute suite croissante
de temps d’arrét (T,) qui tend vers T

Tim E(u(Xr) = Efu(X1).

Remarques. (1) Un potentiel régulier est un potentiel naturel.
On prend T = (.
(2) Siu estun potentiel régulier, pour tout x tel que u(x) < + oo,
le processus croissant intégrable 4" qui engendre la surmartingale
[ pu(X)), #;, P,] est continu.

DfrINITION 2. Un ensemble K € (&) est dit de R-potentiel nul
si, pour tout potentiel régulier fini %, on a p¥K) = 0.

1l y a identité entre les ensembles presque boréliens de R-potentiel nul et
les ensembles semi-polaires.

TrEorEME 1. Soit K un ensemble presque borélien. On a K est de
R-potentiel nul entraine K est semi-polaire entraine pK) = 0 pour
tout potentiel régulier u.

En particulier, p*(K) = 0 pour tout potentiel régulier u équivaut 4
p*(K) = 0 pour tout potentiel régulier fini.

Démonstration. (1) Supposons K semi-polaire. Pour tout poten-
tiel régulier , pour tout x tel que u(x) << + o0, on a

£ ([ “1¢x) 24P = 0
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ou A" est la fonctionnelle associée a (u(X,). 1y, Z;, P,). Comme
u est un potentiel régulier, la fonctionnelle est continue. Donc

| Ru) 162 () = 0

On intégre par rapport a y: y(k,) = 1 donc p¥K) = 0.

(2) Supposons K non semi-polaire. Il existe un compact K,
contenu dans K qui n’est pas semi-polaire [15, T9, Chapitre 7]. Il
existe donc un ensemble borélien finement parfait P contenu dans K
[15, Chapitre 7, T'12].

On sait, [10] que P est le support fin d’une fonctionnelle additive
continue adaptée de potentiel borné.

Soit A, cette fonctionnelle et soit A(x) = E,(fs 1,(X}) lp d4)
h est un potentiel régulier, on lui applique le lemme 2, Section 1.
p! est donc portée par P. Donc F n’est pas de R-potentiel nul.

4. Lien entre les suites croissantes de temps d’arrét et les ensembles
de N-potentiel nul et de R-potentiel nul

On va voir comment on peut associer & une suite croissante de
temps d’arrét des ensembles de N-potentiel nul et de R-potentiel nul,
donc des ensembles polaires et semi-polaires si on fait les hypothéses
restrictives de mesurabilité (Sections 2 et 3).

ProrosiTiOoN 1. Soit x € E et soit (r,) une suite croissante de temps
d’arrét. On pose v = lim,_, 7, .

(1) L’ensemble
K, = {ze Etels que lim E,(k(X.)) > Eo(k(X,))}

est de R-potentiel nul,
(2) De plus, si + = [P, p.s., alors K_ est de N-potentiel nul.

Démonstration. (1) Montrons que K, est de R-potentiel nul,
c’est-a-dire u*(K,) = 0 pour tout potentiel régulier fini u.

Or, pour toute fonction continue f, et pour tout x appartenant & E,
ona

[ Er )5 witds) = B [[ ) a4t
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Comme A{® est continue, (puisque u est un potentiel régulier)

lim E, [ [ “Fx) a4P) = E, Il “Fx) da?|

7->-+00

— [ Bk DS )

donc
[ [fim, EfeX,)) — Ee(X)] wdz) = 0.

On en déduit: u* p.p. pour z:

Jim, E(X,)) = ELR(X)

et u¥K,) = 0.
(2) Sir=/{P,ps., E(k(X,) = 0. Montrons que ’ensemble
K, = {z € E tels que lim,,,,, E,(k,(X,)) > O} est de N-potentiel nul,
c’est-a-dire p¥(K,) = 0 pour tout potentiel naturel fini u. Le raison-
nement est analogue a celui utilisé dans (1) pour le cas des potentiels
réguliers:
Pour toute fonction continue f et pour tout x appartenant a2 E, on a

[ X )16 ) = . [[ 1K) a4P] >0 quand n— oo

(voir lemme 1, Section 1).
Donc

Tim Ey(k(X, ))f(2) p(ds) = 0
on a donc

lim E(k(X,)) =0
sauf pour z appartenant 4 'ensemble K, qui est u*-négligeable.

ProposiTION 2. Soit (7,) une suite croissante de temps d’arrét. On
pose v =lim, 7, .

(1) K ={z€E tels que lim,, ,, E(k,(X,)) > E(k(X,))} est de
R-potentiel nul.

(2) Sir = (Pp.s., alors K est de N-potentiel nul.
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Démonstration. Pour tout x € E et pour tout potentiel régulier
fini %, on a (proposition 1)

[ (Jim Bu(kdX,)) — ER(X) wtdz) = 0.
On intégre par rapport 4 y

J [ tim, EURCE)) — BGCX) i) = 0.

ProprosITION 3. Soit une famille dénombrable de suites croissantes
(&™), . Pour tout entier n, on pose

T = klig}o 6" et Q,={m" =" < [ YR}

Alors, Pensemble

K = lz € E tels que P* (U .Q,,) > 02

est de R-potentiel nul.
Démonstration. Soit K,, = {z € E tels que P%[Q2,] >0.On a

P(Q,) = lim E[k,(X, )] — E[k(X,")].

D’aprés la proposition 2, K, est de R-potentiel nul. Comme
K =), K, , K est de R-potentiel nul.

5. Lien entre les propriétés de la mesure p* d’une fonction excessive h,
et les propriétés du temps de vie { du h-processus

TuforEME 1. Soit h une fonction excessive. u* ne charge pas les
ensembles de N-potentiel nul (resp. les ensembles de R-potentiel nul)
équivaut a h est un potentiel naturel (resp. régulier).

Démonstration. (1) Cas des ensembles de N-potentiel nul. Pour
tout x tel que A(x) << + oo et pour toute suite croissante (r,,) de temps
d’arrét telle que lim,, ., 7, = {P,p.s.,ona

W) > BJHX,)]) = [ EfkiX,)] p(d2)

Jim E(X,)] = lim [ EJe(X,)] (d)
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Or, I’ensemble {z tels que lim,,,, E,(k,(X,)) > 0} est de N-poten-
tiel nul. Si u* ne charge pas les ensembles de N-potentiel nul, on a
lim, o E,(K(X.,)) = 0.

Réciproquement, soit % un potentiel naturel et soit P un ensemble
de N-potentiel nul. u*(P) = 0.

(2) Cas des ensembles de R-potentiel nul. De méme, pour tout
x tel que h(x) < + o0 et pour toute suite croissante (7,) de temps
d’arrét, on a

hx) > Efh(X.)] = [ Bk X, )] u(de)
Jlim EH(X,)] = lim EJk(X,)]'d2).

L’ensemble

{ze E] lim E,[k(X,)] > E[k(X))]}

est de R-potentiel nul.
Si u” ne charge pas les ensembles de R-potentiel nul, on a

lim E,(WX,,)) = [ Ek(X,)) p(d2) = B[h(X,)]

donc % est un potentiel régulier.
Réciproquement, soit £ un potentiel régulier et soit P un ensemble
de R-potentiel nul: u*(P) = 0.

DfrINITION 1. est complétement A-imprévisible si, pour toute
suite croissante (7,) de temps d’arrét telle que lim,, .7, = {,
P,.ps.ona

Pwh p-s. nnglw l(-r,,<l;) =0
pour tout x tel que 0 < A(x) < - 0.

DEFINITION 2. [ est complétement A-inaccessible si, pour toute
suite croissante (r,) de temps d’arrét telle que lim, ,, , 7, =7, on a
sur (7 = {):

lim 1, . =0  Pjlps.

n-++4 0

pour tout x tel que 0 << A(x) < 0.
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THEOREME 2. ( est complétement h-imprévisible équivaut a p" ne
charge pas les ensembles de N-potentiel nul.

Démonstration. p* ne charge pas les ensembles de N-potentiel nul
équivaut a4 & est un potentiel naturel. On montre: { complétement
h-imprévisible équivaut a % est un potentiel naturel.

Supposons que % soit un potentiel naturel et soit (r,) une suite
croissante de temps d’arrét telle que lim,_, .7, = (P, p.s. Vx tel
que 0 < A(x) < o0, on a lim, ., Pp(A(X; )) = 0 done

lim 1, =0  Plps.

n->+

pour tout x tel que 0 < A(x) << + 0. Réciproquement, si { est com-
plétement A-imprévisible, lim,, o, A(x) P,*(1(, .p») = O pour tout x
tel que A(x) < --co. k est donc un potentiel naturel.

TuforREME 3. { est complétement h-inaccessible équivaut a p* ne
charge pas les ensembles de R-potentiel nul.

Démonstration. 11 suffit de montrer { est complétement h-in-
accessible équivaut 2 % est un potentiel régulier. Si A est un potentiel
régulier, Vx tel que A(x) < + o0, on a

Eo[M X, )] = Eh(X.)).
Pour tout x tel que 0 < A(x) < 40
Tim_h(x) EMr, < 2) = x) EMr < D)
Comme 7, < 7,
EMr, <Lir =] = EMra <) — EMr <)
Comme A(x) # 0, on a
Jim EMr, <§r=10=0

c’est-d-dire, sur 7 = {

Jim 1.9 =0 Plps.

Réciproquement, si A(x) = 0: évident. Si 0 < A(x) < 400, on

refait la démonstration précédente a 'envers.

TrarEOREME 4. Soit h une fonction excessive. [ est h-fortement prévi-
sible équivaut a p* est portée par un ensemble de N-potentiel nul.
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Démonstration. Si { est h-fortement prévisible, il existe une suite
(7,) de temps d’arrét tels que lim,,,, 7, = {Pp.s. et (v, << {) P* p.s.
pour tout n. Donc u” p.s. pour %, on a

B(k(X,,)) = 1.

K = {z € E tels que lim,, , E(k,(X,)) > 0} est de N-potentiel nul
et u” est portée par K.

Réciproquement, soit 4 un ensemble de N-potentiel nul. Tout
compact contenu dans 4 est de N-potentiel nul, donc polaire (théo-
réme 1, Section II) et on voit facilement que si p* est portée par un
compact polaire, alors { est h-fortement prévisible.

En fait, pour tout compact K contenu dans 4, il existe une suite
(T,%), de temps d’arrét tels que

lim 7,X=¢{ P,ps. pourtout xeE

n->+ @

ol h, est la fonction excessive de mesure spectrale p™ = Iy - .
A est réunion d’une suite croissante d’ensembles compacts (K,) et
d’un ensemble p*-négligeable.
Pour tout x, ,(x) = [ k(x) 1¢ (2) p*(dz) tend vers [ k,(x) 1 uM(dz).
Pour tout entier p > 0, soit (7,?), la suite annongant { pour 4, .
On a

{ = llinw T.'Pps. e (T,F<{Pwps.Vn

D’apres le théoréme 1, Section 1, Chapitre 11, il existe une suite (7,)
qui vérifie Vp

(T, <) P"™ps. et llgrn T, ={Pp.s.
Comme h(x) = lim,,, , ,, k,(x), on tire

lim PY(T, < 0) = lim Plh(X7)] = PH(Xy,)]
Donc, Pt ps.,ona T, < (.

THEOREME 5. Soit h une fonction excessive. { est h-accessible équi-
vaut 4 u* est portée par un ensemble de R-potentiel nul.

Démonstration. [ est h-accessible entraine

p*p.s. pour z,ona P% [ﬂ (2 — .Q,,)] =0
n
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£, désignant les parties d’accession a { (voir définition 2, Chapitre II,
Section 1).
Donc p* est portée par I’ensemble

A = )z tels que P* [U .Qn] > 02

qui est de R-potentiel nul (Proposition 3, Section 4, Chapitre V).

Réciproque. Si p* est portée par un ensemble de R-potentiel nul,
alors { est h-accessible.
On utilise le lemme suivant.

LEMME. Soit h une fonction excessive. On suppose u* est portée par A
et A=), F,p"ps. (@ un ensemble p*-négligeable prés). Si { est hy -
accessible pour tout n oi hr_ est la fonction excessive de mesure spectrale
lg, p*, alors { est h-accessible.

Démonstration. A chaque F, on associe une suite d’ensembles
(KE) d’accessibilité. On a [23] pour tout n: PP}, (2 — Ki»)] =
fr, P41, (@ — KE)] (dz) = 0 donc

L P [N () (@ — K5) w'(ds) = 0.
n ¥4 1
On passe a la limite quand # — 4 oo, donc
[P=[N N @~ K] wiaz) =0
p 1

et { est h-accessible.

On en déduit, si u” est portée par A et si pour tout compact F
contenu dans 4, { est kp-accessible ol A est la fonction excessive de
mesure spectrale 1, - u*, alors { est h-accessible.

Il suffit de montrer que { est k-accessible si p® est portée par un
compact de R-potentiel nul, c’est-a-dire semi-polaire (théoréme 1,
Section 3, Chapitre V).

On utilise: Un finement fermé semi-polaire F est réunion dénom-
brable disjointe d’ensembles totalement effilés et d’un ensemble
polaire [15].

On définit la suite des détivés de F: F = ), _(F; — F;,1) U P (ol
P est polaire), F,;,; = regF; .
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F; — F,,, est réunion disjointe d’ensembles totalement effilés
F—regF =Fnief <1}; soit B,={l—1n<Lef <1—1/n-+1}

Il suffit donc de montrer u” est portée par un compact totalement
effilé entraine { est h-accessible.

Les trajectoires rencontrent K suivant un ensemble au plus dénom-
brable et discret. Soit (7,(w) la suite des temps d’arrét tels que)

(Ta(w)) = {t] X(w) € K}.

On peut supposer la suite croissante et lim,, ., T, (w) = {(w). Soit
U, une suite d’ouverts relativement compacts dans E — K tels que
U,CU,,, .- K = supp u® entraine P p.s. Zj(w) = lim,,; X{(w) € K.
On pose

Yn 'Qn+1 = {Tn <{= Tn+1}’
'QO = {TO = C};
8, ={T, < {vn).

Soit S+ le premier temps d’entrée dans U, aprés T;. La suite St
est décroissante et

(T, < =UEsn<?

n

sur (STi < {), on prend la suite (r;%)..,, des premiers temps de sortie
de U, aprés ST
On prend toutes les suites (%), , sur Ty = { Pps.

{ = klgrnoo et i <{Ptps.VE=n sur (SI <.

On a donc une famille dénombrable de suites telles que

Q=)82, Pps.

Remarque. Si on fait les hypothéses de mesurabilité restrictives
nécessaires sur les fonctions z— E[k2(X.)] (voir Section 4), on
obtient les résultats suivants: soit # une fonction excessive.

{ est h-fortement prévisible équivaut 4 p® est portée par un
polaire.

{ est h-accessible équivaut a p® est portée par un semi-polaire.

580/12/4-8
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CuaPITRE VI. RECIPROQUES

Soit h, une fonction excessive. Si pour toute fonction excessive k, ,
on a h; < h, entraine pM < ph, est-ce que pM est portée par un
polaire ?

Il suffirait de montrer: si p est une fonction excessive telle que u?
ne charge pas les polaires, alors il existe 3 > p tel que phs b pP.

Si p? ne charge pas les polaires, il existe un entier n» > 0 tel que
A, = {x| p(x) < n} vérifie u?(4,) > 0.

En effet: pour tout entier 7, soit 4, = {x | p(x) < n}; {x| p(x) = + 0}
est polaire donc uP-négligeable, donc u? p.p.ona = E = J, 4, .

LemME 1. Si uP ne charge pas les semi-polaires, il existe hy > p
telle que u™ % uP.

Démonstration. Soit n tel que pP(4,) > 0 et soit k; la fonction
excessive de mesure spectrale

ph = 1ep” 4yt

ob 4,6 = {x | p(x) = n}.
On suppose 1 harmonique dans E, donc p' est portée par la fron-
tiere. Evidemment p*s = u? Montrons que by > p

1) = [ 1) L) w7(d2) + | Rule) w7(d)
11 suffit de montrer que

K@) = [ k) nde) <

ot P, K = I [9].
Comme P, }(x) = E,{H (X;,)] < E[p(X;)] <nou

T, =inf{t > 0| X, 4,}; ona h'(x) <m

11 suffirait donc de montrer si u? est portée par un totalement effilé
et ne charge pas les polaires, il existe &3 > p tel que phs 2 u?. Ceci
est vérifié dans le cas de la translation uniforme sur R.

TuforkME 1. Soit k une fonction excessive >0 p® portée par un
polaire équivaut & . Pour toute fonction excessive b', on a:

lim (#/h)(y) = L(x) p* pp.  pour xodL = (du*[du™).
y

&
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Si u* est portée par un polaire, { est k-prévisible et on applique le
théoréme 2, Section 3, Chapitre IV.

Réciproquement, supposons que pour toute fonction excessive £,
on a:

Tim (KR)5) = L() p p-p. pour x oL = (du[d).
Si p* n’est pas portée par un polaire, alors p? = pht + phe ot uM
ne charge pas les polaires et p® est portée par un polaire [15].
uh ne charge pas les polaires entraine il existe une fonction exces-
sive p telle que ™ soit équivalente 4 p? et p est bornée [9, p. 144].
(On se place dans les hypothéses plus restrictives de Kunita-Wata-

nabe) [21].
Supposons p < ¢ ol ¢ est une constante > 0. Soit A’ = 1. On a:

}E’x 1/p > 1/e >0  etexiste u?p.p

done

Sim (1/4) = Jim, (1/p) X lim (p/A) > (1/9) Jim (p/h)

x z x x

Les limites existant u? p.p.

p? = ful avec f>0 up’p.p.
pm =oap*  avec a >0 pMp.p. donc u?p.p.
p=of p*  avec of >0 u’p.p.
donc
;E?x (1/k) >0 p?p.p.

@*

Montrons que si p! = ap? 4 v avec v | p* alors o = O p? p.p.
D’aprés I’hypothese on aurait

Jim (1/k) =0 p?p.p.

x

d’oll une contradiction.

pt=op” v =op" +op™ 4

si @ > 0 sur un ensemble non u™ négligeable, on aurait u! non portée
par un polaire, ce qui est faux.
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Remarque. Soit k une fonction excessive non nécessairement > 0.
Soit x tel que 0 << A(x) << 400 — le h-processus partant de x reste
dans I'ensemble {x | 2(x) > O}.

Si B est polaire pour le 1-processus, alors B est polaire pour le
h-processus. Réciproquement si B est polaire pour le A-processus et
si B est contenu dans ’ensemble {# > 0} alors B est polaire pour le
1-processus.

Si pour toute fonction excessive A’ telle que u”* soit absolument
continue par rapport a u®, on a:

lim (B JA)(X) = LiAZ) ps — Pt Vxe By,

ou ph = L,u”, on peut se demander si le temps de vie { du
h-processus est h-pré-visible.

En effet si 2 n’est pas strictement positive, { est h-prévisible
n’entraine pas u” est portée par un polaire pour le 1-processus.

Par exemple dans le cas de la translation uniforme sur R de vitesse 1,
si on prend k, la fonction excessive de mesure spectrale e, (masse de
Dirac au point 2), le temps de vie { du k,-processus est k,-prévisible,
mais {2} n’est pas polaire pour le 1-processus. Cependant {z} est
polaire pour le k,-processus.
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