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INTRODUCTION: CONVENTIONS ET NOTATIONS 

Introduction 

Les morphismes submersifs sont utilists en Geomttrie Algebrique pour 
les problemes de descente. En dehors de la definition don&e dans les 
E.G.A. de A. Grothendieck et J. Dieudonne [9], ces morphismes ne 
semblent avoir fait l’objet d’aucun travail. L’ttude qui suit est faite dans le 
cadre de I’Algebre Commutative. Rappelons qu’un morphisme 
Spec(A’) + Spec(A) de schtmas aflines est dit submersif s’il est surjectif et si 
la topologie de Spec(A) est quotient de celle de Spec(A’). 11 apparait rapi- 
dement qu’en dehors de proprietes get&ales Ctablies dans le debut du cha- 
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pitre I, rien de substantiel ne peut &tre dit sur ces morphismes. Cependant 
nous obtenons une classification des morphismes submersifs. Celle-ci per- 
met de degager une notion particuliere de morphismes submersifs que l’on 
a dtsigne du nom de subtrusion, ou morphisme subtrusif. La classe des 
subtrusions contient toutes les submersions utilisees en pratique. Les mor- 
phismes subtrusifs ont des caracterisations et proprittts agrtables. La 
caracttrisation fondamentale des morphismes subtrusifs est la suivante: le 
morphisme Spec(A’) + Spec(A) est subtrusif si et seulement si tout couple 
P c Q d’ideaux premiers de A se releve en un couple P’ c Q’ d’ideaux pre- 
miers de A’. Les morphismes descendant la nullite des modules ont des 
proprietes voisines de la submersivite. Dans le cas d’un anneau de base 
Noethtrien, on obtient des proprietes agreables: tout morphisme descen- 
dant la nullitt des modules est universellement subtrusif, de mCme que tout 
morphisme universellement submersif. 11 n’en est pas de mCme dans le cas 
dun anneau de base quelconque. Des techniques valuatives permettent de 
ramener l’etude des morphismes universellement subtrusifs a celle des mor- 
phismes purs. Ces derniers apparaissent done comme un exemple fonda- 
mental de morphisme subtrusif. 

On obtient alors le rtsultat principal du chapitre I caracterisant les mor- 
phismes universellement subtrusifs, en terme de la cloture integrale d’un 
ideal. Differentes applications en sont tirtes. Nous avons place dans le cha- 
pitre II des resultats de nature plutot technique: ils concernent les passages 
a la limite inductive, les changements de base et localisation des morphis- 
mes subtrusifs. Enlin, une derniere partie, gtntralisant des resultats connus 
sur les morphismes entiers injectifs, montre que les morphismes universelle- 
ment subtrusifs descendent certaines proprittes algebriques, comme la pla- 
titude des modules, avec des conditions de finitude. Ont ett ajoutts divers 
resultats de descente. 

Je tiens a remercier ici D. Ferrand pour l’aide amicale apportee pendant 
la mise au point des resultats les plus importants. 

Conventions et notations 

Dans ce travail, les anneaux sont commutatifs et unitaires. Par conse- 
quent, les morphismes d’anneaux sont unitaires, de m&me que les modules. 
De man&e g&r&ale, on utilise les conventions et notations de N. Bourbaki 
et des E.G.A. de A. Grothendieck et J. Dieudonne. Cependant contraire- 
ment aux conventions des E.G.A et en accord avec N. Bourbaki, un corps 
sera consider6 comme un anneau de valuation. Ceci permet d’tviter un 
alourdissement des textes des propositions. Le cas des corps, donnant lieu 
en general a des demonstrations triviales, sera laissi: au lecteur. 

La categoric des espaces spectraux sera designee par Spectr, pour sa dCIi- 
nition et ses proprittes on consultera le travail de M. Hiichster [ 121. 
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Une propriete topologique concernant un homomorphisme d’anneaux 
sera toujours une propriete de morphisme spectral associe. Si l’on veut spe- 
citier une propritte de morphisme spectral associt a un homomorphisme 
d’anneaux f, on fera prtctder le nom de la propriett par le prifixe a. Par 
exemple, on dira que le morphisme f est a-surjectif si le morphisme spectral 
“f est surjectif. L’adherence dune partie rtduite a un Clement x dun espace 
topologique sera notte X. Plusieurs topologies pouvant intervenir sur le 
spectre dun anneau, par exemple la topologie constructible, outre celle de 
Zariski, une propriete relative a une topologie sera indiquee par un pretixe 
precedant le nom de la propriete. Par exemple une partie fermee pour la 
topologie constructible sera dite C-fermie: l’adhtrence constructible dune 
partie X dun spectre sera notee par XC. Nous designons par S(X) (resp. 
G(X)) le sptcialise (resp. le gentrise) d’une partie X dun espace topologi- 
que. Nous appelons S-topologie sur un spectre la topologie ditinie par 
I’operation d’adhtrence qui est la specialisation. La topologie opposee sur 
le spectre dun anneau, dtfinie par M. Hochster dans [ 121, est appelee 
0-topologie. Les parties fermies pour cette topologie sont les parties quasi- 
compactes stables par gtnerisation. Nous designons l’adherence dune par- 
tie X dun spectre d’anneau, pour la 0-topologie, par XO. 

Soit A un anneau, un sous-module N dun module M sur l’anneau A est 
dit pur si l’homomorphisme N aA P + A4 QA P est injectif, pour tout 
A-module P. Un homomorphisme d’anneaux A + A’ est dit pur s’il est uni- 
versellement injectif. Les homomorphismes purs sont etudies par J. P. Oli- 
vier dans [16]. Nous dirons qu’un homomorphisme d’anneaux est de 
Nakayama s’il descend la nullite des modules: si f: A + A’ est un tel homo- 
morphisme, tout A-module A4, tel que M @ A A’ = 0, est nul. Les morphis- 
mes de Nakayama sont Studies par J. P. Olivier dans [ 161 sous le nom de 
morphismes fortement de Nakayama et par L. Gruson et M. Raynaud dans 
[23] sous le nom d’homomorphismes verifiant la condition (0). 

Enfin, rappelons la detinition dun anneau de Baer: un anneau A est dit 
de Baer si I’annulateur de tout ideal est un ideal principal engendrt par un 
idempotent. Un tel anneau est reduit et son spectre est un espace topologi- 
que extremal, i.e., l’adhtrence de toute partie ouverte est une partie ouverte. 
Les composantes irreductibles d’un anneau de Baer sont disjointes et tout 
localist en un ideal premier de cet anneau est un anneau integre. Tout 
anneau rtduit se plonge par un morphisme d’anneaux entier essentiel dans 
un anneau de Baer. Pour toutes ces proprietes, on pourra voir par exemple 
l’article de G. Picavet [ 191, ainsi que les articles cites dans les references de 
[ 191. Si A est un anneau reduit, on dtsignera par A + B(A) l’homomor- 
phisme d’anneaux de A dans son enveloppe de Baer B(A). 

Le morphisme A -+ B(A) est utilist pour faire des changements de base. 
D’autres morphismes entiers sont utilids pour faire des changements de 
base. Pour un anneau A, reduit, M. Hochster et d’autres, cf. [ll]. ont 
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construit un morphisme cloture integrale totale A + Q(A). Ce morphisme 
est entier essentiel, l’anneau Q(A) est de Baer et possede la proprittt de fac- 
torisation lintaire (propriete F.L.). Un anneau est dit avoir la propriete 
F.L. si tout polynbme unitaire a une variable sur cet anneau se factorise en 
facteurs lintaires. En fait l’anneau Q(A) est totalement integralement clos 
(T.I.C.), c’est a dire un objet injectif par rapport a la sous-cattgorie des 
morphismes entiers injectifs. 

Rappelons, au passage, un rtsultat de N. Bourbaki: un morphisme entier 
injectif entre anneaux indgres est essentiel. 

A. Besserre a construit pout tout anneau A, un morphisme que nous 
avons design6 dans [ 191 par A + Bes(A) (cf. [3]). Ce morphisme est entier 
lidelement plat et l’anneau Bes(A ) possede la propriete F.L. Les rapports 
entre Bes(A) et Q(A) ont ett etudits dans [19]. D’autres rtsultats sur 
Bes(A ) pourront paraitre dans un article prochain. 

Un morphisme d’anneaux est dit incomparable si tout couple d’idtaux 
premiers du but de ce morphisme, cornparables et se contractant sur un 
m&me ideal premier, sont Cgaux. Ces morphismes sont etudies intensive- 
ment par H. Uda dans [26]. 

Donnons, pour terminer, la formule dite des contenus: soit A un anneau, 
le contenu d’un polynome f(X) de A [X] est l’idtal c( f ) de A engendre par 
ses coefficients: on a alors la formule, pour tout couple (f(X), g(X)) de 
polynomes, de contenus respectifs c(f) et c(g): il existe un entier n 2 0 tel 
que c(f) cW+‘=c(fg) c(g)“. 

I. PROPRIBTBS GBNBRALFS DES MORPHISMES SUBMERSIFS 

1. Dt@ition des morphismes submersifs et caractkrisation topologique et 
algkbrique 

La definition suivante provient des E.G.A. de A. Grothendieck et J. Dieu- 
donnt [9]. 

DEFINITION 1. Soit f: Z’ + Z une application continue, entre espaces 
topologiques. On dit que f est submersive si: 

(a) L’application f est surjective. 
(b) Toute partie X de Z, telle que f -l(X) soit ouverte (resp. fermte) 

est ouverte (resp. fermee). 

Soit f: Z’ --+ Z une application continue, surjective, et considerons la 
topologie quotient sur Z. Un ferrne pour cette topologie est une partie X de 
Z telle que f ~ ‘(X) soit fermee dans Z’. L’adhCrence dune partie X de 2 
pour cette topologie est done donnee par .%?= n Y, ou l’intersection est 
prise sur l’ensemble des parties Y de Z, contenant X, et telles que f - '( Y) 
soit fermee. 
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Pour une partie X de Z, posons p(X) = f(f-‘o). On remarque que 
l’on a Xc p(X) c X, et que p(X) = X est equivalent a f-‘(X) est une partie 
fermee. Soit W un ordinal, tel que Card(W) > Card(p(Z)), ou 9(Z) est 
l’ensemble des parties de Z. On d&nit par recurrence transfinie la suite 
croissante de parties (X,), E w de Zpar X,=X, X,=p(X); si a=B+l, on 
pose X, = p(X,) et, si a est un element limite, X, = Uscrx Xs. 11 existe un 
plus petit element y de W tel que X, = X,, + i. 11 est alors clair que 2 est con- 
tenue dans X,. D’autre part, soient X et Y des parties de Z telles que Xc Y 
et f -l(Y) soit fermee. Puisqu’alors Y = p(Y), on voit, par recurrence, que 
X, est contenu dans Y. 11 en resulte que X, nest autre que 2. 

On pourrait prendre une suite legerement differente en definissant, lors- 
que ci est limite, X, par p(Us,, X,). On obtiendrait les m&mes resultats. 

PROPOSITION 1. Soit f: Z’ -+ Z une application continue surjective, entre 
espaces topologiques. Les assertions suivantes sont equivalences: 

(1) f est une application submersive. 

(2) Pour toute partie X de Z, les ensembles 2 et X sont egaux. 

(3) 
s-'(x). 

Pour toute partie X de Z telle que f-'(X) soit fermee, f-'(X) = 

(4) Pour toute partie X de Z, l’ensemble w est fermi. 

Preuve. Elle est a peu prb tvidente, compte tenu des remarques prtct- 
dentes. 

11 est bien connu qu’une application continue surjective qui est ouverte 
(ou fermee) est submersive. 

Dans la suite, on considere uniquement des morphismes spectraux. Si 
f: Z’ + Z est un tel morphisme et Z et Z’ sont munis de la Stopologie, on 
designera par 8 l’adherence d’une partie X de Z dans la topologie quotient 
de la S-topologie. 

PROPOSITION 2. Soit f: Z’ -+ Z un morphisme spectral surjecttf 

( 1) Le morphisme f est submersifsi et seulement si pour toute partie X 
de Z qui soit proconstructible 8= 2. 

(2) Le morphisme f est submerstf si et seulement si pour tout element 
xdeZonax=%. 

(3) Si k morphisme f est submerstfpour la S-topologie, il est submer- 
sif 

(4) Le morphisme f est S-submerstf si et seulement si pour tout tie- 
ment x de Z, on a x=x. 

Preuve. La partie (1) se dtmontre en remarquant qu’une partie X de Z 
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telle que S-‘(X) soit fermte est proconstructible. La partie (2) rtsulte de 
l’egalitt X= S(X), satisfaite pour toute partie proconstructible X de 2 et de 
ce que l’optration N est une fermeture. Supposons le morphisme f submer- 
sif pour la S-topologie. Par consequent, pour toute partie X de Z, on 
obtient les relations: R= S(X) et 2;~ 2~ X; si de plus X est proconstructi- 
ble, done 8= S(X), on voit que x= $ ce qui demontre (3). Pour achever 
la preuve de la proposition, il suflit de demontrer que, sous l’hypothbse de 
(4), le morphisme f est S-submersif, compte tenu de la proposition 1. A cet 
effet, on remarque d’abord qu’etant donnees une partie X de Z et une par- 
tie Y’ de Z’ l’ensemble f ~ ‘(X) n Y’ est vide si et seulement si Xn f ( Y’) 
l’est. Soit X une partie de Z telle que f -l(X) soit stable par generisation et 
soit Y une partie de Z, proconstructible, on va montrer par recurrence que 
f-‘(X)nm=@ t en raine Xn Y= @. Notons par (Y,) la suite de 
parties associees a Y pour la S-topologie. De f-‘(Y) = S( f I’), on 
deduit Xn Y, est vide. Supposons que pour un ~1 on ait Xn Y, = @, alors 
f-‘(X) n f -‘( Y,) est aussi vide. Puisque la partie f-'(X) est stable par 
gtntrisation, l’ensemble f-'(X) n S( f -‘( Y,)) est vide, d’ou l’on dtduit 
que Xn Y, + i = 0. Si B est limite, supposant pour tout TV < b que 
Xn Y, = 0, on obtient que Xn Y, est vide, d’ou le resultat. Supposant 
toujours que f I’ soit stable par generisation et que Xn X # 0, l’hypo- 
these de (4) montre que Xn J? # 0, d’ou f I’ n f’(x) # 0. Puisque 
f I’ est une partie stable par gtntrisation, x appartient a X. Ainsi X est 
une partie stable par gentrisation et f est submersif pour la S-topologie. 

On deduit de la proposition prtddente un resultat connu de [9]: un 
morphisme spectral surjectif generisant est submersif, puisqu’il est ouvert 
pour la S-topologie. 

Remarque. Avec les notations precedentes Xc xc c WC X, puisque 8 
est une partie proconstructible. 

2. Morphismes subtrusifs, caractkrisations topologiques 

Soit f: Z’ + Z un morphisme spectral, s’il existe un ordinal a tel que 
X, = X, pour toute partie X de Z, il parait nature1 de dire que f est sub- 
mersif d’ordre a (en prenant, bien sur, le plus petit a tel que la propriite 
soit satisfaite). Dans la suite, on se borne a etudier ceux d’ordre 1. Comme 
il se trouve que la totalite des morphismes submersifs utilids et connus le 
sont au premier ordre, nous donnerons le nom de morphisme subtrusif, ou 
de subtrusion a ce type de morphisme; cette notion se revelera assez impor- 
tante par la suite pour justifier ce neologisme. Plus precisement: 

DEFINITION 2. Soit f: Z’ + Z un morphisme spectral surjectif. On dit 
que f est subtrusif si p(X) = X, pour toute partie X proconstructible de Z. 

11 est clair qu’un tel morphisme est submersif. 
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Remarque. Si la propriete preddente est vraie pour toute partie X de 
Z, on dira que f est fortement subtrusif. Cependent cette notion servira peu 
par la suite. Elle a un sens pour des espaces topologiques quelconques. 

PROPOSITION 3. Soit f: Z’ + Z un morphisme spectral surjecttf Si le 
morphisme f est subtrusif, il est fortement submerstf du premier ordre pour la 
S- topologie. 

Preuve. Soit X une partie de Z et soit S(X) = U, E x X. Puisque la partie 
reduite a x est proconstructible, l’hypothbe de la proposition montre que 
Z=f(f-'o) et d’autre part f -‘(x)=S(f -i(x)), il en resulte que 
S(X) = f(S( f -l(X))), d’od la preuve. 

Le lemme suivant permet une caracttrisation des morphismes subtrusifs 
par les parties constructibles. 

LEMME 4. Soient A un anneau et X une partie proconstructible de 
Spec(A). I1 existe un ensemble Zpreordonne filtrant et une famille (Xi)icl de 
parties constructibles, filtrante decroissante telle que X = ni, t Xi. 

Pour toute decomposition de X en parties constructibles comme ci-dessus: 

(a) x=S(X)=ni.Is(xi)=ni.,Xi. 

(b) La partie X est fermee si et seulement si pour tout element i de I, il 
existe un element j de I tel que Xj c Xi. 

(c) Pour tout homomorphisme d’anneaux f: A’+ A on a 
“f(~;.,xi)=ni.,“f(xi). 

Preuve. La premiere assertion s’obtient en remarquant que l’on a un 
homomorphisme d’anneaux f: A + B tel que “f (Spec(B)) = X. En effet B 
peut etre pris comme une limite inductive liltrante de A-algebres de prben- 
tation finie. 11 sufht alors d’utiliser la proposition 3-4-10 de [9]. 

Supposons done pour la suite X egal a l’intersection des elements dune 
famille de parties constructibles comme ci-dessus. 11 est clair que 
S( n Xi) c n S(Xi). Soit maintenant un Clement x de l’intersection des 
S(X,), pour toute suite iI,..., i, finie d’elements de I, la famille ttant filtrante 
dtcroissante, G(x) n Xi, n . . . n X, # 0. La famille de parties procon- 
structibles {Xi n G(x)} a done la propriete d’intersection finie. 11 en resulte 
que n Xi n G(x) # 0, ce qui signifie que x appartient a S(n X,). 

Supposons la partie X fermee, de X = n Xj c Xi et de la constructibilite 
de Xi on dtduit que Xi contient l’intersection dune famille linie de parties 
Xj, par consequent il existe un element j de I tel que Xj c Xi: en effet la 
famille (Xi) est liltrante decroissante. 

La reciproque est evidente. Soit maintenant un homomorphisme d’an- 
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neaux f et montrons que n “f (X,) c of (n Xi). Pour cela soit y un Clement 
de l’intersection des parties ‘ff(X,), ce qui donne "f-'(y) n Xi # a, pour 
tout element i de I. De m$me que ci-dessus, puisque "f I’ est une partie 
proconstructible, on en deduit que fi Xi n "f -l(y) # 0, d’oti y appartient 
g uf(fl xi). 

Soient A un anneau, Z un ideal de A, de type fini, et a un element de A, 
on dbigne par Z,, la partie constructible V(Z) n D(a) de Spec(A). 

Un calcul elementaire montre que Z,,, n’est autre que V(r(Z): a). 

FROP~SITION 5. Soit f: A + A’ un homomorphisme d’anneaux, a-surjec- 
tif: 

( 1) Le morphisme "f est subtrusty si et seulement si pour toute partie 
Z,, on a “fCY(Z,J) = T,,. 

(2) Le morphisme “f est subtrusifsi et seulement si pour tout ideal Z de 
type Jini de A et tout element a de A on a: 

“f( V(r(Z. A’): f(a))) = V(r(Z): a). 

Preuve. La partie (2) est la traduction de (1 ), compte tenu du calcul de 
Gl. 

Montrons (1): pour cela on remarque, d’apres le lemme 4, qu’une partie 
proconstructible X de Spec(A) est une intersection filtrante dtcroissante de 
parties constructibles, soit X= fiXi. On en deduit que p(X) = n p(X,): en 
effet 

~(nx~)=tf(n Y~'cX,))=tf(nFG3)=n "f("f-'(Xi)), 
cette suite d’tgalites &ant obtenue par utilisation du lemme 4. 

On en deduit que "f est subtrusif si et seulement si pour toute partie con- 
structible X de Spec(A) on a p(X)=E il suffrt d’utiliser a nouveau le 
lemme 4 et la definition des morphismes subtrusifs. 

De plus toute partie constructible X est reunion !inie de parties Z,,=, soit 
X= U;= 1 Xi une telle reunion. Puisque la relation p(U;= 1 Xi) = U;=, p(X,) 
est vraie saris hypothese sur les parties Xi, on obtient finalement que le 
morphisme “f est subtrusif si et seulement si p(X) = X pour toute partie 
A’= Z,, de Spec(A). 

PROPOSITION 6. Soit f: A + A’ un homomorphisme d’anneaux tel que 
pour tout ideal Z de A’ on ait Z’ = f -‘(Z’).A’ et tel que “f soit subtrust% 
alors "f est un homeomorphisme. 

Plus generalement une submersion a-injective est un homtomorphisme. 
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Preuve. Soit Z un ideal de A, puisque V(Z) est une partie proconstructi- 
ble, on obtient “f( V(Z.A’)) = V(Z), d’ou l’on deduit que “f est fern& puis- 
que tout ideal Z’ de A’ est de la forme f - ‘(Z’). A’. D’autre part il est clair 
que f est a-injective. 

On retrouve en particulier le resultat suivant: si f: A + A’ est un Cpimor- 
phisme plat a-surjectif, alors "f est un homeomorphisme (voir [ 13, p. 4 de 
I’expose 41). 

PROPOSITION 7. Soit f: Z’ + Z un morphisme spectral surjectif, alors f 
est un morphisme subtrusf si et seulement si une des conditions suivantes est 
satisfaite: 

(1) Pour tout tlt!ment x de Z, on a Xc f(f-'o). 
(2) Pour tout couple (x, y) d’&!ments de Z tels que xc y, il existe un 

couple (x’, y’) d’Pl&ments de Z’ tels que x’ c y’ et f(x’) = x, f( y’) = y. 

Preuve. Si f est subtrusif, il est clair que (1) est satisfaite. Supposons (1) 
veriliee, en remarquant que X= S(x) et f -l(x) = S(S-l(x)) on obtient (2). 
Et rtciproquement (2) entraine (1). D’autre part (1) entraine que pour tout 
element x de Z on a X = f (f-‘(x)). 11 suflit d’utiliser alors la relation 
8= S(X) veritiee pour toute partie proconstructible X de Z, pour montrer 
que si (1) est satisfaite et X est proconstructible X= p(X). 

Remarques et exemples. (1) A insi un morphisme est subtrusif si et seu- 
lement si tout couple x c y d’eltments de Z se remonte en un couple x’ c y’ 
d’tlements de Z’. L’hypothese de surjectivite est en effet contenue dans cette 
formulation. 

(2) Un morphisme spectral f: Z --, Z, surjectif, est subtrusif dans les 
cas suivants: 

(a) le morphisme f est ouvert: pour toute partie X de Z, 
f-'(X)=f-'o. 

(b) le morphisme f est ferme: pour toute partie X de Z, 
f(S)=f(f-‘(X))=X. 

(c) le morphisme f est gtrkrisant: pour toute partie proconstructi- 
ble X de Z, f-'(s) =f-‘o, voir [9, proposition 7.3.3, p. 3391. 

(d) le morphisme f provient dun homomorphisme d’anneaux pur 
(par exemple lidelement plat): pour toute partie proconstructible X de Z, 
X= f(f-'(AC)): voir, par exemple, [16]. 

(e) le morphisme f est submersif fort du premier ordre pour la 
Stopologie: pour toute partie X de Z on a f(S(f -l(X))) = S(X), si de 
plus X est proconstructible, 8= S(X); on obtient L!?= f(f-‘o). 

(3) Soit Y la classe des morphismes spectraux submersifs (resp. Y; 
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celle des morphismes spectraux subtrusifs). Les deux classes sont stables 
par composition. D’autre part, si f et g sont des morphismes spectraux tels 
que fo g soit dans Y (resp. Yi ), alors f est dans Y (resp. dans % ). 

(4) Soient fi: A + A, et f2: A + A, deux homomorphismes d’an- 
neaux tels que l’un des deux ait son morphisme spectral submersif (resp. 
subtrusif), l’homomorphisme canonique f: A -+ A, x A, est submersif (resp. 
subtrusif). 

(5) Soit $ Z’ + Z, un morphisme spectral surjectif, il est ~videmment 
croissant. Munissons Z de l’ordre quotient canonique defini par x d y si et 
seulement si pout tout element x’ de Z’ tel que f(x’) =x, il existe un elt- 
ment y’ de Z’ satisfaisant x’ c y’ et f(y’) = y. On sait que Z muni de l’or- 
dre quotient est isomorphe a Z muni de l’ordre d&ii par l’inclusion si et 
seukment si les deux conditions suivantes sont satisfaites: 

(1) f est subtrusif. 
(2) les relations x’ c y’ et f(x’) =f(x;) entrainent qu’il existe y; E Z 

tel que xi c y; et f(y;) =f(y’). 

Voir par exemple Bourbaki, Theorie des ensembles, chapitre 3, exercices du 
paragraphe 1. 

Supposons que f soit le morphisme spectral associe a l’homomorphisme 
d’anneaux A -+ A’, la condition (2) se traduit par: soient P’ c Q’ des idtaux 
premiers de A’, se contractant en P c Q dans A, si Pi est un ideal premier 
de A’, se contractant sur P, il existe un ideal premier Q; de A’ se contrac- 
tant sur Q et tel que Pi c Q; . Supposons que f soit subtrusif, la condition 
(2) est alors equivalente A: le morphisme A --f A’ est fermi. 

Par consequent, si f est subtrusif, Z muni de l’ordre delini par la topolo- 
gie spectrale est isomorphe a Z muni de l’ordre quotient si et seulement si 
le morphisme f est ferme. 

(6) 11 est clair que si B est un anneau a spectre totalement ordonni, 
tout morphisme A + E, a-surjectif, est subtrusif. 

La caracterisation preddente des morphismes subtrusifs par la montee 
des couples ordonnes fait apparaitre la notion suivante. Soit X un espace 
spectral, on sait que le produit cartesien X2 est encore un espace spectral, 
pour la topologie produit et que la topologie constructible sur X2 est la 
topologie produit des constructibles. On d&nit T(X) comme &ant la partie 
de X2, constituee des elements (x, y) tels que y E 2, c’est a dire xc y. 

PROPOSITION 8. La correspondance X dome T(X) a2finit un foncteur 
covariant de Spectr duns Spectr. 

Preuve. Montrons d’abord que T(X) est une partie proconstructible, 
lorsque X= Spec(A), ou A est un anneau. 11 suITit de montrer que T(X) est 
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une partie fermee de X2 pour la topologie constructible. Soit (u, u) un elk- 
ment de l’adhtrence constructible de T(X) et soient UE V(Z) no(a) et 
u E V(J) n D(b), oti Z et J sont des ideaux de type fini de A et u et b des Cl6 
ments de A. 

Alors T(X) n (V(Z) n D(a) x V(J) n D(b)) n’est pas vide. 11 existe done 
un Clement (x, y) de X2 tel que y E X et x E V(Z) n D(a), y E V(J) n D(b). On 
en deduit que V(J) n D(b) n X n’est pas vide. Puisque X est contenu dans 
V(Z), de mCme V(J) n V(Z) n D(b) n’est pas vide. 11 en resulte que la famille 
de parties proconstructibles { V(Z) n V(J) n D(b)), obtenue pour toutes les 
parties constructibles comme ci-dessus, a la propriete d’intersection finie. 
On en deduit que S(o) n G(u) n S(u) = {u} n S(u) nest pas vide, d’od u E U. 
Ainsi (u, u) appartient a T(X), ce qui montre que T(X) est proconstructible. 
Soit f: X’ + X un morphisme spectral, si x’ et y’ sont des elements de X’ 
tels que x’ c y’, il est clair que f(x’) c f(y’). 11 existe done une application 
T( f ): T(X) + T(X), elle est evidemment spectrale. 

COROLLAIRE 9. Soit f: Z’ -+ Z un morphisme spectral, f est subtrusif si 
et seulement si l’une des conditions suivantes est satisfaite: 

(1) Le morphisme T(2’) -+ T(Z) est surjectif: 

(2) Pour tout dIPment x de Z, on a G(x) = f(G( f -l(x))). 

(3) Le morphisme f est subtrusif pour la O-topologie. 

Preuue. Les conditions (1) et (2) ne sont que des traductions des condi- 
tions de la proposition 7. D’autre part (3) entraine (2) puisque, pour une 
partie X de Z, p n’est autre que le generise quasi-compact de X, en parti- 
culier X0 = G(x) et G( f -l(x)) =m”, pour un Clement x de Z. Pour la 
reciproque, la 0-topologie Ctant spectrale, pour une partie proconstructible 
X de Z, on a done p= G(X) = UXEX G(x). Ainsi (2) entraine (3). 

Soit f: A + A’ un homomorphisme d’anneaux. Pour un ideal premier P 
de A, on designe par Z(P) le noyau de l’homomorphisme canonique 
g: A’ + A’ aA k(P). L’ensemble Z(P) n’est autre que celui des elements a’ 
de A’ pour lesquels il existe un Clement s de A - P tel que f(s) a’ E P. A’. 11 
est clair que P est contenu dans f -l(Z(P)). On sait que la fibre de f en P 
n’est autre que “f -l(P), l’image par “g de Spec(A’ Oa k(P)), d’oh il resulte 
que af-‘o est &gal a “h(Spec(A’/Z(P))), h: A’ + A’/Z( P) Ctant l’homomor- 
phisme canonique. 

Si on suppose de plus que l’homomorphisme f est a-surjectif, de 
f -‘(P.A’)= P on deduit f -‘(Z(P))= P. 

PROFWSITION 10. Soit f: A + A’ un homomorphisme d’anneaux. Pour que 
f soit subtrusif il faut et il suffit que pour tout idkal premier P de A, l’homo- 
morphisme A/P + A’/Z(P) soit a-surject$ 
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Preuve. L’homomorphisme f est subtrusif si et settlement si “f -‘on 
“f -l(Q) n’est pas vide, pour tout couple P c Q d’idtaux premiers de A. Par 
suite f sera subtrusif si et seulement si le produit tensoriel A’/Z(P) OAf 
(A’ @Ja k(Q)) est non nul, pour tout couple PC Q d’ideaux premiers de A. 
Soit l’homomorphisme A/P + k(Q), pour P c Q, l’homomorphisme A/P + 
A//Z(P) est a-surjectif si et seulement si le produit tensoriel 
A’IZ(P) 0 A,P k(Q) est different de zero, pour tout couple (P, Q) tel que 
P c Q. Mais A’/Z( P) 0 AIP k(Q) = A’/Z(P) OAf (A’ Oa k(Q)), d’oti la 
preuve. 

Conformtment aux definitions des E.G.A. [9], on dit qu’une propriete 
d’homomorphisme d’anneaux est universelle si elle est stable par tout chan- 
gement de base. On a ainsi la notion de morphisme universellement sub- 
mersif (subtrusif). Voici quelques exemples de morphismes universellement 
subtrusifs. 

( 1) Les morphismes universellement ouverts, a-surjectifs. 
(2) Les morphismes entiers, a-surjectifs. 
(3) Les morphismes purs. 

On a dit ausi qu’un homomorphisme A + B, d’anneaux, descend la pro- 
pritte 9, concernant les homomorphismes d’anneaux, si tout homomor- 
phisme d’anneaux A + A’, tel que B + B aa A’ vkrifie 9, vkifie 8. 
D’apres [9, p. 2561, un morphisme submersif (resp. universellement) des- 
cend les morphismes submersifs (resp. universellement submersifs). 

Les propositions prectdentes restent vraies en rempla9ant submersif par 
subtrusif. En fait la reciproque est vraie: si f: A -+ B est un homomorphisme 
d’anneaux qui descend les morphismes submersifs (resp. universellement 
submersifs, resp. subtrusifs resp. universellement subtrusifs), alors f est sub- 
mersif (resp. universellement submersif, resp. subtrusif, resp. universelle- 
ment subtrusif): en effet l’homomorphisme B + B @I A B est pur. 

On peut observer, de mCme qu’un morphisme submersif descend les mor- 
phismes ouverts (resp. fermes), qu’un morphisme submersif pour la S-topo- 
logie descend les morphismes gtntrisants. En particulier, un morphisme 
subtrusif descend les morphismes generisants, d’apres la proposition 3. 

On donne ici un rtsultat sur les car& cocartesiens d’homomorphismes 
d’anneaux, de preuve aide, qui ne semble pas connu. 

LEMME 11. Soit le diagramme commutatly d’homomorphismes dhnneaux: 

A-A’-.----+A” 

I I I B-B’- B” 
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Si le rectangle est cocartbien et si l’homomorphisme B + B’ est un Ppimor- 
phisme, alors le carre de droite est cocartesien. 

Soit f: A + A’ un homomorphisme d’anneaux et X une partie procon- 
structible de Spec(A). 11 existe un homomorphisme d’anneaux g: A + B, 
dont on peut supposer que c’est un tpimorphisme A but plat, tel que 
“g(Spec(B)) = X. Ce resultat peut i3re dtduit des constructions de J. P. 
Olivier [ 171. 

Soit B’ = B Oa A’, on disigne par g’: A’ + B’ et f ‘: B + B’ les projec- 
tions canoniques. On en deduit un diagramme commutatif d’homomorphis- 
mes d’anneaux (D): 

Si on veut specifier la partie proconstructible X, intervenant dans ce dia- 
gramme, on designera par yX, a,, etc., les differents homomorphismes ligu- 
rant dans ce diagramme et le diagramme par (D,). Puisque A’ + g’(A’) est 
un Cpimorphisme, le carre de droite est cocartesien, on le designera par 
(D’) ou (D’,), soit 

g(A) - B 
I I (D’) 

g’(A’) - B’ 

Les differents anneaux intervenant dans (D) ont des spectres veriliant: 

“gl(SpecMA))) = & “g’(Spec(B’)) = "f-'(X) 

“ao”/?(Spec(g’(A’)))=“f, “a(Spec(A’ Oa g(A))) = "f-'(x) 
Uy-l(Im “iI) = Im”i,. 

PROPOSITION 12. Soit f: A --f A’ un homomorphisme d’anneaux a-surjec- 
tif 

(1) Le morphisme f est submersif si et seulement si pour toute partie 
proconstructible X de Spec(A) telle que i,,, soit a-surjectif, i,,, est a-surjectif: 

(2) Le morphisme f est submerstf si et seulement si pour toute partie 
proconstructible X de Spec(A) telle que i,,, soit a-surjectif, /Ix est a-surjectif: 

(3) Le morphisme f est subtrustf si et seulement si pour toute partie 
proconstructible X de Spec(A), le morphisme yx est a-surjectif: 
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(4) Le morphisme f vertj?e la relation "f ~ ‘(X) = “f-‘(x) pour toute 
partie proconstructible X de Spec(A) si et seulement si le morphisme fix est 
a-surjectifpour toute partie proconstructible X de Spec(A). 

Dans ces conditions, il est subtrusif. 

Preuve. Puisque /I 0 a est un morphisme a-injectif, “f -i(X) est une 
partie fermte est equivalent a i2 est a-surjective; de mCme X est une partie 
fermee de Spec(A) est equivalent a iI est a-surjective, ce qui demontre (1). 

Pour montrer (2), supposons que i, est a-surjectif entraine p est a-surjec- 
tif; puisque f, est a-surjectif, on obtient que i, est a-surjectif. Reciproque- 
ment, si i, est a-surjectif entraine i, est a-surjectif, on remarque que i, 0 /? est 
deduit de i, par changement de base, done est a-surjectif; d’ou fl est a-sur- 
jectif. Les assertions (3) et (4) se dtmontrent de man&e analogue. 

3. Morphismes subtrusifs gentrisants 

On se propose de caracteriser les morphismes subtrusifs veritiant la con- 
dition (4) de la proposition ci-dessus: pour toute partie proconstructible X 
de Spec(A), “j” -‘(X)=“f, condition que nous designerons provisoi- 
rement par (C). Rappelons la definition don&e par G. Picavet dans [ 191: 
on dit qu’un homomorphisme d’anneaux est minimalisant si le morphisme 
spectral associe transforme tout ideal premier minimal en ideal premier 
minimal. 

On trouvera differentes caracterisations de ces homomorphismes dans 
c191. 

PROPOSITION 13. Soit f: A + A’ un homomorphisme dhnneaux a-surjec- 
t$ 

(1) Si l’homomorphisme f est universellement minimalisant, il vtrtjIe 
universellement la condition (C). 

(2) Si l’homomorphisme f verifie la condition (C), il est minimalisant. 

(3) L’homomorphisme f vertjie universellement la condition (C) si et 
seulement si il est universellement generisant. 

Preuve. Pour montrer (1 ), il suffit de montrer que l’hypothbe f est uni- 
versellement minimalisant entraine la condition (C). Soit P un ideal pre- 
mier de A et soit l’homomorphisme J A/P + Al/P. A’, l’hypothbse de (1) 
montre que f est minimalisant, de but non nul puisque f est a-surjectif. 
Soit P’ un element de Min( V(P. A’)), puisque f est minimalisant, on a 
O’(P’) = P. 11 en resulte la suite d’inclusions: 

n P’ c n P’=r(P.A’)c n P’, 
P,Ey-‘(P) P’E Min( Y(P.A’)) P’syl(P) 
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d’ou l’on dcduit que “f-‘fP) = “f -‘(V(P)). Puisque pour une partie pro- 
constructible X de Spec(A), on a X= UPEX V(P), on obtient sans peine 
“f-‘(X)=“f-l(X). s upposons maintenant que f verifie la condition (C). 
On peut supposer les anneaux A et A’ reduits. Soit P’ un element de 
Min(A’) et soit P = "f (P’), puisque P’ est minimal, pour un element a de P 
il existe un element a’ de A’ - P’ tel que a'f (a) = 0. On en deduit que Q’ -~ 
appartient a 0: f(a). Mais par hypothese “f -‘(D(a)) = D( f(a)). Puisque A 
et A’ sont des anneaux reduits, V((O:a). A’) = V(0: f(a)) ou encore 
r( (0:~). A’) = r(0: f (a)). 11 en rest&e qu’il existe un entier n tel que 
Q'"=Cf=~ f(ai)aj, Oti 62 , ,..., ap sont des elements de A tels que aa, = 0 pour 
i = i,..., p. Si pour tout i= l,..., p, a, appartenait a P, a’ serait un Clement de 
P’ ce qui est absurde. 11 existe done un Clement aj de A - P tel que aja = 0. 
Ainsi P est un ideal premier minimal. 

Pour dtmontrer la derniere assertion, compte tenu de (1) et (2) et du fait 
bien connu: un homomorphisme generisant est minimalisant, il sufit de 
montrer qu’un homomorphisme universellement minimalisant est gentri- 
sant. Soit done f un tel homomorphisme et soient PC Q des ideaux 
premiers de A et soit Q’ un ideal premier de A’ au dessus de Q. Puisque 
~homomo~hisme A/P --+ Al/P. A’ est minimalisant, un ideal premier P 
appartenant a Min( Y(P. A’)), contenu dans Q’, est necessairement au 
dessus de P. 

Remargue. Un homomorphisme d’anneaux pur, ne v&rifle pas forcc- 
ment la condition (C). On aura ainsi un exemple de morphisme universelle- 
ment subtrusif, non minimalisant. Soit l’homomorphisme d’anneaux 
f: Z --*A, oli A est le quotient de Z[X] par l’idbal I engendre par 
(X- 1)(X2 + 1) et (X- 1)(X2 + 3). L’anneau Z est integralement clos, il est 
clair que f est un homomorphisme injectif, monogene en tant que Z-alge- 
bre et fmi. D’aprb les risultats de H. Seydi [25], c’est un homomorphisme 
pur. Le spectre minimal de A contient, en dehors de (X- 1)/I, les ideaux 
premiers minimaux P parmi ceux contenant (X2 + I, X2 + 3)/f. Un tel ideal 
premier P verilie "f(P) = (2), d’ou le resultat. 

PROPOSITION 14. Soit f: A + A’ un ~omomorp~i~me diuzneaux tel que 
@yx soit un morp~ism~ submersif pour toute partie pro~on~tru~tib~e de 
Spec(A). Soit Z une partie proconstructible de Spec(A), alors Z est une par- 
tie localement fermte de Spec(A) si et seulement si “f-‘(Z) est une partie 
io~a~ement fermPe de Spec( A’). 

Les hypotheses de la proposition sont satisfaites si f est un homomor- 
phisme pur ou si f est a-surjectif et verifie la condition (C). 

Preuve. Soit Z un partie proco~structible de Spec(A), telle que “f - ‘(Z) 
soit ouvert dam "f-'(Z). Considcrons le diagramme (Dz), on observe que 
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%o “PO “i,(Spec(B’)) = “g’(Spec(B’)) =O’n Yxo “P(Spec(g’(A’))) ou 0’ est 
un ouvert de Spec(A’). Le morphisme c1 ofi etant a-injectif, on voit alors 
que “i,(Spec(B’)) est un ouvert. Le diagramme (0;) &ant cocartbien et le 
morphisme yz Ctant submersif, l’ensemble “i,(Spec(B)) est un ouvert. 11 en 
resulte que Z est ouvert dans Z, ainsi la partie Z est localement fermee. 
Que les hypotheses de la proposition soient verifites pour un homomor- 
phisme pur est demontre par J. P. Olivier dans [ 161, en effet si f est pur, y 
est pur. Si f est un homomorphisme a-surjectif et veriliant la condition (C), 
il est subtrusif. On verra un peu plus loin que cette propriete est stable par 
un changement de base surjectif. Par suite le morphisme f, est submersif. 
D’apres la proposition 12, le morphisme p est a-surjectif done un a-homeo- 
morphisme. De la relation “f, 0 “/3 = “y, on deduit que le morphisme y est 
submersif. 

4. Morphismes universellement submersifs et descente des morphismes 
d’image fermte 

Designons par 5% la classe des homomorphismes d’anneaux tels que 
l’image du morphisme spectral associe soit fermee. Cette classe est stable 
par changement de base. 

PROPOSITION 15. Soit f: A + A’ un homomorphisme dhnneaux a-surjec- 
ttf Alors le morphisme f est universellement submersif si et seulement si f 
descend universellement les morphismes de T-9. 

Preuve. Considerons le diagramme (D) relatif a une partie proconstruc- 
tible X de Spec(A). Si f descend universellement les morphismes de %%, il 
en est de m&me pour fi. Si I’homomorphisme i, est a-surjectif, il est dans 
%%, et puisque le morphisme /I est surjectif, de m&me i, 0 /3 est dans %%. 
Or l’homomorphisme iI est injectif, done dominant, puisque l’image de ?I 
est fermee on voit que i, est a-surjectif. Par suite l’homomorphisme f est 
submersif, et en raison des hypotheses il l’est universellement. Reciproque- 
ment, supposons que f soit universellement submersif. Puisque le rectangle 
exterieur du diagramme (D) est cocartesien, on a la relation 
“g’(“f ‘+‘(Spec(B))) = “f -‘(“g(Spec(B))). Si “g’(Spec(B’)) est ferme dans 
Spec(A’), la relation precedente montre que “g(Spec(B)) est ferme dans 
Spec( A). 

Remarques. (1) Soit f: A + A’ un homomorphisme d’anneaux, alors f 
est dans %% si et seulement si pour tout couple (P’, Q) de Spec(A’) x 
Spec(A ) tel que “f (P’) soit contenu dans Q, il existe un ideal premier Q’ de 
A’ tel que Q = “f(Q’). 

(2) On peut se demander, compte tenu du resultat preckdent, si un 
homomorphisme d’anneaux qui descend les morphismes entiers est submer- 
sif. Je ne connais pas la reponse. 
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5. Morphismes universellement subtrustfs: le cas d’un anneau de base de 
valuation 

PROPOSITION 16. Soit V un anneau de valuation, d’ideal maximal M, et, 
soit un homomorphisme dhnneaux V + B. Les conditions suivantes sont equi- 
valentes: 

(1) Le morphisme V + B est subtrustf (resp. universellement). 

(2) Le morphisme V + B est pur. 

(3) Le couple 0 c A4 se remonte a B. 

(4) Le morphisme V -+ B/T estfidelement plat (Test l’ideal de torsion 
de V+B). 

Preuve. 11 suflit de transcrire la proposition 1.3.1 (2eme partie) de 
L. Gruson et M. Raynaud dans [23]. 

6. Morphismes de Nakayama et submersivitd, lien avec les parties quasi- 
admissibles 

Les morphismes d’anneaux, descendant la nullite des modules (dits de 
Nakayama) ont des proprietes de submersivite, qui s’expriment, dans le cas 
dun anneau de base quelconque, a l’aide des parties quasi-admissibles dun 
spectre. Si l’anneau de base est Noethtrien, un morphisme de Nakayama 
est toujours universellement subtrusif. 

Soit f: A + B un Cpimorphisme plat d’anneaux et X l’image de “f, une 
telle partie est dite admissible (voir le travail de M. Raynaud [21]). Une 
partie admissible est quasi-compacte et stable par gentrisation. Pour la 
suite, on a besoin d’une notion voisine: 

DEFINITION 17. Soit A un anneau et X une partie de Spec(A ). On dit 
que X est une partie quasi-admissible s’il existe un homomorphisme d’an- 
neaux g: A + B tel que “g(Spec(B)) =X et tel que g(A) + B soit un epimor- 
phisme plat. 

D’aprbs le corollaire 3.2 de D. Lazard [13], une partie admissible est 
quasi-admissible. 

PROPOSITION 18. Soit f: A --f A’ un homomorphisme d’anneaux de 
Nakayama et soit X une partie quasi-admissible de Spec(A). Alors, si 
“f ~ ‘(X) est une partie fermee, X est une partie fermee. 

Preuve. Considerons le diagramme (D,), dans lequel i,: g(A) + B est 
un Cpimorphisme plat injectif. Le diagramme (D;) &ant cocartesien, ie 
morphisme i,: g’(A’) + B’ est un tpimorphisme plat. Si "f-'(X) est une 
partie fermee, le morphisme iz est a-surjectif, done tidtlement plat et un tpi- 
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morphisme. C’est done un isomorphisme. 11 en rbsulte que i2 0 /? est surjectif. 
Puisque la proprittt pour un homomorphisme dZtre de Nakayama est uni- 
verselle et puisque le diagramme compos6 des homomorphismes f ’ 0 il = 
i, o Bofi est cocartbien, on voit que i, est un homomorphisme surjectif, 
done un isomorphisme. I1 en rtsulte que X est une partie fermbe. 

COROLLAIRE 19. Soit f: A + A’ un homomorphisme dhnneaux de 
Nakayama, oti A est un anneau NoethLrien, alors f est universellement sub- 
trusif: 

Preuve. La partie rtduite B un idCal premier P d’un anneau A est une 
partie quasi-admissible de Spec(A): il suflit de considCrer l’homomorphisme 
A + k(P). Par suite, si P est un idtal premier de A tel que "f - l(P) soit fer- 
m&e, alors P est un idCal maximal de A. Soit (P, Q) un couple d%lCments 
de T(A), il existe un anneau de valuation discrete V de spectre (0, M} et 
un homomorphisme d’anneaux g: A + V tel que T( g)(O, M) = (P, Q). Puis- 
que la propriM. de Nakayama est universelle, on voit qu’on peut supposer 
l’anneau A de valuation discrkte. Le morphisme f &ant a-surjectif, “f-‘(O) 
n’est pas vide. De plus cette partie de Spec(A’) n’est pas fermke, sinon 0 
serait un idtal maximal de A. On en diduit que "f-'(O) n’est pas contenue 
dans “f-‘(O). Puisque “f-‘(o) est la rCunion des fermts V(Q’) tels que 
"f (Q’) = 0, il existe un idbal premier M’ de A’ qui ne se contracte pas sur 0 
et contenant un id&al premier Q’ au-dessus de 0. On en diduit que 
"f(M) = M et ensuite que T( f ) est surjective. Un changement de base 
A + B peut s’obtenir comme limite inductive de A-algkbres Noethiriennes 
A -+ A;. Les morphismes Aj + A’ @)A Ai sont de Nakayama, done subtru- 
sifs. 

Le proposition 3 du chapitre II montre que le morphisme B + B 8 A A’ 
est subtrusif. 

On aura plus loin des exemples de morphismes de Nakayama, non sub- 
trusifs. 

Remarque. Soit f: A + A’ un homomorphisme de Nakayama, tel que A’ 
soit un anneau plat ou vkrifie la condition minimale sur les idkaux, alors le 
morphisme f est submersif. Soit en effet le diagramme (DX) oh g: A --f B est 
un tpimorphisme d’anneaux tel que “g(Spec(B)) = X. Alors g’(A’) + B’ est 
un Cpimorphisme dont la source vCrilie les conditions ci-dessus sur l’anneau 
A’; on sait que dans ce cas, il est surjectif, d’aprts les rtsultats de J. P. 
Olivier [17] et N. Roby [24]. Puisque g(A) + g(A) @)A A’ est un homo- 
morphisme de Nakayama, on voit que g(A) + B est un isomorphisme. 11 
sufflt alors d’appliquer la proposition 12. 

Les propriCtCs suivantes des parties quasi-admissibles expliquent 
pourquoi la proposition 18 ne peut Ctre utilisbe pour une r&olution de la 
question posCe plus haut. 
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(1) Soit A un anneau, les parties Z,, de Spec(A) 06 1 est un ideal de 
type fmi et a un Clement de A sont quasi-admissibles. En effet Z,, est 
l’image du morphisme canonique A + A/I --, (A/Z),. 

(2) Les parties quasi-admissibles du spectre dun anneau A sont les 
parties X de Spec(A) telles qu’il existe un morphisme immergeant 
$ A + A’, pour lequel X= “f(Spec(A’)), comme les resultats de J. P. Olivier 
(cf. [18]) le montrent. 

Rappelons la proposition de [ 18 J: 

PROPOSITION 20. Soit S: A + A’ un homomorphisme d’anneaux. L’homo- 
morphisme f est immergeant si et seulement si une des conditions suivantes 
est saiisfaite: 

(a) Le morphisme f se factor&e en une surjection, suivie d’un ipimor- 
phisme plat injectif: 

(b) L.e morphisme f est ~niversel~ement essentiel ~~~inje~tivit~ n’inter- 
vient pas ici). 

(c) Pour tout idkal premier P de A tel que “f - l(P) ne soit pas vide, 
l’homomorphisme A, + A> est surjectif: 

(3) Les parties quasi-admissibles d’un spectre sont stables par inter- 
section. Pour cela, il suffit de montrer que si (Aijiz I,,,,,n est un ensemble 
lini de A-algebres immergeantes, il en est de meme pour A, @ A @ 
AZ@ ... 0 A A,. Puis compte term du lemme 7.2.1.1, chap. I, des E.G.A. 
[9], qu’une limite inductive liltrante de A-algebres immergeantes est une 
A-algebre immergeante. Ce dernier point est evident, compte tenu de la 
proposition 20(c). II reste done a montrer, qu’etant don&s des homomor- 
phismes immergeants f: A + B et f ‘: A + B’, l’homomorphisme 
g:A-+B@,B’ est immergeant. Or les morphismes f(A) -+ B et 
f’(A) + B’ sont des Cpimorphismes plats injectifs. On en dbduit que 
f(A) @ A f ‘(A ) -+ B @A B’ est un i?pimorphisme plat. D’autre part, il existe 
une facto~sation f(A)~~f’(A}~g(A)~B~~ B’, d’oit g(A)-,BgAB’ 
est un Cpimorphisme plat. 

(4) Stabiliti: des parties quasi-admissibles pour la reunion. 

Soient f: A -+ 3 et f ‘: A + B’ deux homomorphismes d’anneaux. D&i- 
gnons par tp: A --, B x B’ ~homomorphisme canonique, on sait que l’image 
de “cp est la reunion de “f(Spec(B)) avec “f ‘(Spec(B’)). D’autre part, il 
existe une factorisation A + q(A) -+ f(A) x f ‘(A) + B x B’. Soit l’homo- 
morphisme !F cp(A) + f(A) xf’(A), dont on fait une etude. On remarque 
d’abord que le morphisme !F est fini, injectif: en effet, posant E = (I, 0) et 
E’ = (0, 1). on voit que 

(f(a), f’(a’)) = @f(a), f ‘(a)) + E’(ffa’l, f ‘(a’)). 

481/103!2-IO 
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On en deduit que le morphisme Y est a-surjectif. Supposons de plus que Y 
soit a-injectif: si P est un ideal premier de q(A), il se releve, de man&e uni- 
que, en un ideal premier Q de f(A) xf’(A). Puisque le morphisme !ZJ est 
entier, on obtient alors f(A)xf”(A),=f(A)xJ’(A),. Mais un anneau 
local a un spectre connexe, par consequent l’homomorphisme, localise en 
P, de &A) +f(A) xS’(A), est surjectif. Nous en deduisons que l’homo- 
morphisme !ZJ est injectif et immergeant. C’est done un epimorphisme plat 
et fidelement plat, done un isom~rphisme. Ainsi ~hypoth~se YJ est a-injectif 
entraine que ‘Y est un isomorphisme. 

Supposons maintenant que l’ensemble “f(Spec(B)) n “f’(Spec(B’)) soit 
vide. Dans ce cas le morphisme Y est a-injectif. En effet un ideal premier de 
f(A) xf’(A) est du type Pxf’(A) oti P est un ideal premier de f(A), ou 
du type f(A) x P’ oh P’ est un ideal premier de f’(A). D’autre part 
~(S~(~)) (resp. ~‘(S~~(~‘))) est hom~omorphe a Spec(f(A)) (resp. 
Spec( S’(A))). On suppose maintenant que les homomorphismes f et f' 
sont immergeants et que “f(Spec(B)) n "f ‘(Spec(B’)) est un ensemble vide. 
Dans ce cas Y est un isomorphisme. Pour montrer que cp est un mor- 
phisme immergeant, il s&it de montrer que f(A) x f '(A) -P B x B’ est un 
~pimorphisme plat injectif, compte tenu de ce qui prectde. Pour ce dernier 
point, on peut utiliser sans di~cult~ la ~ara~t~risation dun ~pimorphisme 
plat injectif de N. Popescu et L. Spircu [ZO] theoreme 2.7: soit g: C+ D un 
homomorphisme d’anneaux, injectif, alors le morphisme g est un tpimor- 
phisme plat si et seulement si pour tout element d de D, il existe un ideal I 
de C tel que Z.D = D et dlc g(C). On a done dimontre la proposition sui- 
vante: 

PROPOSITION 21. Soit A un anneau, I’ensemble des parties quasi-admissi- 
bles de Spec(A) est stable par intersection. Si X et X’ sont des parties quasi- 
admissibles de Spec( A) telles que Rn F soit vide, alors X u X est une partie 
partie quasi-admissible. De plus toute partie rkduite ri un point et toute partie 
constructible Z,, est une partie quasi-a~~sib~e. 

Si les parties quasi-admissibles ttaient stables par reunion finie, tout 
morphisme de Nakayama serait submersif, puisque, les parties Z,, formant 
une sous-base de fermes pour la topologie constructible, toute partie 
proconstructible serait quasi-admissible. 

Or une partie q~si-admissible X verifie la relation X= Kn G(X), 
comme on le voit en utilisant la factorisation A -+ g(A) + B, oti le demier 
morphisme est un tpimorphisme plat injectif. Soit A un anneau ayant deux 
ideaux premiers P et Q tels que V(Q) n G(P) contienne un element R, diffe- 
rent de P et Q. Alors (P, Q 1 est different de (P, Q> A G( (P, Q} ). On a 
ainsi un exemple de partie proconstru~t~ble, non quasi-admissible et reu- 
nion de deux parties quasi-admissibles. 



SUBMERSION ET DESCENTE 547 

On sait que toute partie proconstructible X du spectre dun anneau A 
peut &tre obtenue comme image du morphisme spectral dun tpimorphisme 
a but plat, soit f: A + A’ un tel Cpimorphisme. S’il est immergeant, le mor- 
phisme i: f(A) --) A’ est un epimorphisme plat injectif, de source un anneau 
reduit, a but plat. Dans ces conditions, le spectre minimal de f(A) est 
“i(Spec(A’)), d’oi l’on deduit que X= Min(X). On va demontrer la reci- 
proque. Soit toujours une partie proconstructible X de Spec(A) et considt- 
rons l’anneau A,= nPEX k(P), on sait, d’apres J. P. Olivier [17], que 
l’homomorphisme canonique g: A -+ A, est tel que “g(Spec(A,)) = X. 
Supposons de plus que X= Min(X), et soit I l’ideal de A, intersection des 
elements de X, alors l’anneau g(A) = A/I est reduit, a spectre minimal com- 
pact. Toujours d’aprb [17], l’epimorphisme plat injectif maximal g(A) + 
M(g(A)) a un but plat. Or tout ideal premier de A, se contracte sur un 
ideal premier minimal de g(A) et, comme cet anneau est reduit, l’homo- 
morphisme g(A) + A, est plat. On en deduit que l’homomorphisme A, + 
Ax @g(a) M(g(A)), qui est un Cpimorphisme plat, est injectif. Puisque la 
source de cet epimorphisme est un anneau plat, c’est un isomorphisme. On 
obtient ainsi une factorisation g(A) + M( g(A)) --t A, oh le dernier mor- 
phisme est injectif. Puisque les anneaux A, et M(g(A)) sont des anneaux 
plats, designant par g’ l’homomorphisme A + M(g(A)), on voit que 
l’image de “g’ est X (le morphisme M(g(A)) + A, Ctant injectif, et 
M(g(A)) un anneau plat, tout ideal premier se remonte). 11 est clair d’autre 
part que le morphisme A + M( g(A)) est immergeant. 

PROPOSITION 22. Soit A un anneau et soit X une pat-tie proconstructible 
de Spec(A). Alors X est I’image du spectre d’un anneau plat par un homo- 
morphisme immergeant si et seulement si X= Min(X). Dans ce cas X est une 
partie quasi-admissible. 

Remarque. 11 est vrai, saris hypothbse, que Min(X) c X, pour toute par- 
tie proconstructible X. 

7. Exemples de morphismes de Nakayama submersifs 

PROPOSITION 23. I1 existe des morphismes de Nakayama submersifs et 
non subtrusifs. 

Preuve. Soit A un anneau de valuation et soit P un ideal premier de A, 
le morphisme f: A + A/P x A, descend la platitude, comme le montre le 
lemme 11.1.3.2 de [23]. Puisque f est injectif, il est de Nakayama. La pro- 
position 2 du chapitre I assure que f est submersif si et seulement si pour 
tout ideal premier Q de A on a V(Q) = Q. Un calcul montre que pour toute 
partie X proconstructible de Spec( A), p(X) = X n V(P) u X n G(P) A G(P). 
Soit Q un ideal premier de Spec(A); si P c Q, on obtient p(Q) = V(Q); si 
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Q < P, on obtient p*(Q) = p3(Q) = V(P) u (V(Q) n G(P)) = V(Q). Par con- 
sequent f est une submersion (d’ordre 2) mais ce nest pas en general une 
subtrusion: si l’anneau A est de valuation, non Noetherien, contenant trois 
idtaux premiers differents Q c PC R, alors Q c R ne se remonte pas a 
A/Px A,. 

Remarque. On sait que les morphismes universellement submersifs des- 
cendent les morphismes entiers. Les morphismes de Nakayama possedent 
une propriete voisine. Soit un morphisme A + A’, tel que A’ soit la limite 
inductive d’un systeme inductif tiltrant de A-algebres de type fini, les mor- 
phismes de transition ttant a-surjectifs. Soit A + B un morphisme de 
Nakayama et soit B -+ B’ le morphisme dtduit de A + A’ par changement 
de base. Si le morphisme B -+ B’ est entier, il en est de m&me pour le mor- 
phisme A -+ A’. En effet, soit A + A& une des A-algebres de type tini du sys- 
t&me, il s&t de montrer qu’elle est finie. On sait que le morphisme A& + A’ 
est a-surjectif, il en est done de m&me pour le morphisme B aA A: -+ 
B Oa A’. Par consequent, le morphisme B + B Oa A’ &ant universellement 
ferme, il en est de m&me pour le morphisme B + B Oa A:, qui est done 
entier. Puisque ce morphisme est de type tini, il est tini. Les morphismes de 
Nakayama descendant la tinitude des modules, le morphisme A + A& est 
fini. 

La proposition suivante qui s’inspire dune proposition de L. Gruson et 
M. Raynaud [23], donnera des exemples de morphismes de Nakayama 
submersifs et non subtrusifs. 

PROPOSITION 24. Soit f: A + A’ un morphisme de Nakayama, ou A est 
un anneau de valuation. Soit (P, Q) un element de T(A), alors il existe un 
couple (PI, Q,) de T(A) ou P, et QI sont des ideauxpremiers successifs tels 
que P c P, c Qz c Q et tel qu’il existe un couple (P’, Q’) de T( A’) au dessus 
de (Ply Q,). 

Preuve. Soient P et Q des ideaux premiers de A tels que P c Q, il existe 
des ideaux premiers successifs P, c Q, , tels que P c P, c Q, c Q. Puisque 
la propriete de Nakayama est universelle, on peut supposer l’anneau A de 
valuation de hauteur 1. Soit K le corps des quotients de A et soit Z le noyau 
de A’ + A’ @A K. Le morphisme Z @I A K + A’ Oa K est injectif et d’image 
nulle, d’od il resulte que Z Oa K/A = 0. Par exactitude, on obtient 
A’/Z Oa K/A # 0, sinon, le morphisme A + A’ Ctant de Nakayama, on 
aurait A = K. 

Alors, il existe un element a de A, non nul et,non inversible dans Al/Z. Le 
morphisme A + A’/Z est plat et l’anneau A’/Z est different de 0, soit un ideal 
maximal Q; de Al/Z, tel que le contracti M dans A contienne a, alors 
M # 0 et par suite M= QI . Puisque le morphisme A + A’/Z est plat et 
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puisque P, c Q, , il existe un ideal premier Pi de A’/Z contenu dans Q; et 
au-dessus de P,. En prenant les contract&s dans A’ on obtient le rbultat 
cherche. 

COROLLAIRE 25. Soit A tat anneau de valuation de hauteur n, alors tout 
morphisme de Nakayama A + A’ est submersif: 

Preuve. Soit V un anneau de valuation contenant A, contenu dans K. 
Or, il existe un element a de A, non nul, tel que K= A,. 11 en resulte que V 
existe un element P de X tel que P c Q. Soit la suite d’idtaux premiers suc- 
cessifs: PC P, c . . . c P, = Q, allant de P A Q. En vertu de la proposition 
precedente, il existe un couple P’ c Pi d’ideaux premiers de A’, au-dessus 
de P c P, . Mais P’ appartenant a "f -‘(A’), il en est de m&me pour P’, et 
done P, appartient a X. Par recurrence, on voit que Q appartient a X, i.e., 
X est fermee. 

COROLLAIRE 26. Soit A un anneau local integre, completement integrale- 
ment C/OS de dimension 1, et soit f: A + A’ un morphisme de Nakayama, 
alors f est un morphisme subtrusty 

Preuve. D’aprb [S, chap. VI, p. 178, ex. 81, il existe un anneau de 
valuation de hauteur 1 dominant A: en effet il existe un anneau de valua- 
tion V, de valuation v, contenant A, de hauteur 1 et il existe un Clement z 
de K- A, n’appartenant pas a V. Soit M l’idtal maximal de A et soit x un 
element de M, non nul; si u(x) = 0, alors x est inversible dans V. Mais si I/ 
contient A et un tel element x, on a V= K ce qui est absurde. Par suite: M 
est au-dessous de l’ideal maximal de I/. 11 s&it alors d’appliquer la propo- 
sition preddente, apres changement de base. 

LEMMFZ 27. Soit A un G-anneau integre (tel que 0 soit ouvert duns 
Spec(A)). Zl existe un ideal premier P de A, non nul, et un anneau de valua- 
tion V pour le corps des quotients K de A, de hauteur 1, d’ia%!al maximal au- 
dessus de P. 

Preuve. Soit V un anneau de valuation contenant A, contenu dans K. 
Or, il existe un element a de A, non nul, tel que K = A,. 11 en resulte que V 
est un G-anneau, dans ce cas 0 # no +O,p E speC(yj Q, montre qu’il existe un 
ideal premier de hauteur 1 dans V. Soit Q cet ideal premier, l’anneau de 
valuation V, est de hauteur 1 et le contract6 de Q dans A fournit l’ideal 
premier P cherche. 

PROPOSITION 28. Soit A un anneau, dont tout ideal premier est un G- 
ideal (i.e., pour tout ideal premier P de A, l’anneau A/P est un G-anneau). 
Soit f: A + A’ un morphisme de Nakayama, pour tout element (P, Q) de 
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T(A), il existe un Cltiment (P, Q, ) de T(A) tel que P < Q 1 c Q et tel qu’il 
existe un Pkmen t (P’, Q’, ) de T( A’) au-dessus de (P, Q 1). 

Preuve. Par passage a (A/P)g, on peut supposer que A est un G-an- 
neau. Par changement de base, on peut supposer A de valuation de hauteur 
1, auquel cas la proposition resulte de la proposition 24. 

8. Les morphismes universellement submersifs ne sont pas en g&&-al subtru- 
s$s 

Dans la totalite des cas connus, les morphismes universellement submer- 
sifs sont subtrusifs. 11 semble done nature1 de conjecturer qu’il en est tou- 
jours ainsi. Le thtoreme suivant montre qu’il en est ainsi dans le cas dun 
anneau de base Noetherien; par contre, en general, la conjecture est fausse 
comme on va le voir. 

TH~OR~ME 29. Soit A un anneau Noethkrien et soit f: A + A’ un homo- 
morphisme d’anneaux, tel que f soit universellement submersif: Alors le mor- 
phisme f est universellement subtrusif: 

Preuve. Soient P c Q des ideaux premiers de A, il existe un anneau de 
valuation discrete V de spectre (0, M} et un morphisme d’anneaux 
g: A + V tel que T(g)(O, M) = (P, Q). Par hypothbse, f ': V+ V @A A’ est 
submersif. 

Or f etant a-surjective, "f ‘-l(O) nest pas vide. De plus "f ‘-l(O) nest 
pas ferme, sinon par submersivite, 0 = M. On en deduit que "f ‘-l(O) nest 
pas contenu dans "f ’ ~ ‘(0). Puisque "f ’ - ‘(0) est la reunion des fermb 
I’( Q’) tels que "f ‘( Q’) = 0, il existe un ideal premier M’ de V OA A’ qui ne 
se contracte pas sur 0 et contenant un ideal premier Q’ au-dessus de 0. On 
en dtduit que “f ‘(M’) = M et ensuite que T( f ) est surjective. Soit mainte- 
nant, un changement de base A + B. La A-algebre B est limite inductive de 
A-algebres Ai de presentation linie, done Noethtriennes. Les morphismes 
Aj -+ Ai Oa A’ &ant universellement submersifs, sont subtrusifs, d’apres ce 
qui precede. 11 rtsulte de la proposition 3 du chapitre II que le morphisme 
B + B oA A’ est subtrusif. 

Soit A un anneau et soient s et t des elements de A. Supposons que l’on 
ait une factorisation A + A[X]/(s( 1 - 0’)) + A’ dun homomorphisme 
d’anneaux A + A’. On obtient alors un diagramme commutatif: 

A - A[X]/(s( 1 - tX)) - A’ 

I I 
h 

A/As x A,----+ A/As[X] x A, 

Le lemme suivant montre que si l’on part dun morphisme non subtrusif, 
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universellement submersif, on obtient la situation prectdente, ou de plus 
A + A’ est un morphisme universellement submersif et s et t sont des tie- 
ments non nuls ni inversibles de A, le morphisme h etant universellement 
subtrusif. Par suite, ou bien les morphismes du type A + A/As x A,, oti s et 
t sont des elements non nuls ni inversibles de A, ne sont jamais submersifs 
universellement et, alors, tout morphisme universellement submersif est 
subtrusif, ou bien il existe un morphisme de ce type universellement sub- 
mersif et l’on pourra chercher un exemple non subtrusif. 11 est done interes- 
sant d’etudier la submersivitt des morphismes A + A/As x A,. Le lemme 
qui suit, en dehors de ce qui precede, est utilise plus loin. 

LEMME 30 (D. Ferrand). Soit f: A + A’ un homomorphisme dhnneaux. 
Si le morphisme f n’est pas subtrustfet est a-surjectif, il existe un morphisme 
A -+ V, oti V est un anneau de valuation, satisfaisant: il existe des elements s 
et t de V, non nuls ni inversibles tels qu’il existe une factorisation V + V[X]/ 
(s( 1 - tX)) + V Q A A’. Si de plus f est universellement submersif il en est de 
m&me pour le morphisme V + V/ Vs x V,. 

Preuve. Soit done un morphisme f non subtrusif. 11 existe alors un 
anneau de valuation V, un morphisme A -+ V tel que, si A4 est l’ideal maxi- 
mal de V, le couple 0 c A4 ne se remonte pas a V Oa A’. On peut done 
supposer que l’anneau A est de valuation et que le couple OC M ne se 
remonte pas a A’. Soit K, le corps des quotients de A et soit Z l’ideal de tor- 
sion du morphisme A -+ A’ (i.e., le noyau du morphisme A’ + A’ Oa K). 
L’adhtrence de la fibre gtnerique est done le fermt V(Z). Par hypothese, on 
a A’= M.A’+Z; par suite, dans l’anneau A’ on deduit la relation: 

1 = x1= 1 aiai + y’, oti {a, ,..., a,} est contenu dans A4 et (a;,..., a;} dans 
A’, y’ appartenant a I. Soit t un element de A engendrant l’idtal (a,,..., a,) 
et soit s un element non nul de A tel que sy’ = 0. Finalement, il existe un 
element t de A, t E M, un Clement x’ de A’, un element s non nul de A, tels 
que s( 1 - tx’) = 0. 11 resulte de cette relation que les elements s et t ne sont 
pas nuls, ni inversibles, puique le morphisme f est a-surjectif. On en deduit 
le diagramme commutatif: 

A - A[X]/(s(l - tX)) - A’ 

I I 
h 

A/AsxA, - A/As[X] x A, 

ou la ligne du haut est une factorisation de A + A’. Le morphisme h est 
injectif et fini, done universellement subtrusif. Si de plus le morphisme f est 
universellement submersif, il en est de mCme pour le morphisme 
A+A/AsxA,. 
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LEMME 31. Soient s et t des elements d’un anneau A, tels que 
D(s) c D(t). Soit f: A + A/As x A, le morphisme canonique. Les assertions 
suivantes sont Pquivalentes: 

(a) Le morphisme f est submersif: 

(b) Pour tout ideal premier P dans D(s) on a la relation 
V(P+(s))= V(P+(s))nD(t). 

(c) Pour tout couple P c M d’ideaux premiers de A, tels que P E D(s) 
et ME V(t) on a V(s) n D(t) n V(P) n G(M) # @. 

Preuve. La condition D(s) c D(t) assure que le morphisme f est a-sur- 
jectif. Soit X une partie proconstructible de Spec(A), il est facile de voir que 
p(X), avec les notations du chapitre I, n’est autre que Xn V(s) u 
Xn D(t) n D(t). 

La proposition 2 assure que le morphisme f est submersif si et seulement 
si pour tout ideal premier P de A on a V(P) = p. Le calcul de p(P) donne 
suivant les cas: 

(a) si P appartient a V(s), alors p(P) = V(P). 

(b) si P appartient a D(s), alors p(P) = V(P) n D(t), puisque 
PE D(t). On en dtduit alors que p,(P) = V(P) n D(t) n V(P) n D(t) n V(s) 
et, ensuite, que p,(P) = p,(P), puisque pour une partie fermee Y, on a 
Y = p( Y). 11 en rtsulte que le morphisme f sera submersif si et seule- 
ment si pour tout ideal premier P dans D(s) on a V(P) n D(t) u 
V(P+ (s)) n D(t) = V(P). 

En prenant l’intersection par les deux membres de V(s), on obtient la 
condition tquivalente: V(P + (s)) = V(P + (s)) n D(t), compte tenu de la 
relation Spec( A) = V(s) u D(t). 

Par consequent (a) est tquivalente a (b). Supposons (b) satisfaite et soit 
P un ideal premier de A dans D(s), contenu dans un ideal premier M dans 
V(t). Puisque V(t)c V(s), on a P+(s) c M, et par suite V(s) n D(t)n 
V(P) n G(M) est non vide. Reciproquement, supposons la condition de (c) 
veritiee et montrons que f est submersive. Soit X une partie de Spec(A), 
proconstructible, telle que Xn V(s) = Fn V(s) et Xn D(t) = F’ n D(t), oti 
F et F sont des fermes de Spec(A). 11 s’agit de montrer que X est fermee, 
c’est a dire stable par sptcialisation. Soit P un ideal premier dans X et soit 
Q un ideal premier tel que P c Q. Si P appartient a V(s) ou si Q appartient 
a D(t), il est clair que Q est dans X. Supposons que P soit dans D(s) et Q 
dans V(t), en vertu de la condition (c), il existe un ideal premier P’ dans 
V(s) n D(t) tel que P c P’ c Q. Puisque P est dans D(t), on voit que P’ est 
dans X; de meme, puisque P’ est dans V(s), on voit que Q est dans X. Par 
consequent (c) entraine (a). 

Remarque. Les calculs precedents montrent que si le morphisme f est 
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submersif il l’est au second ordre, puisqu’alors p,(P) = p,(P), pour tout 
ideal premier P de A. 

La condition du lemme peut &tre formulee par V(P + (3)) = 
V(r( P + (s)): t). 

PROPOSITION 32. Soient s et t des elements, non nuls ni inversibles, d’un 
anneau de valuation A. Le morphisme f: A + A/As x A, est universellement 
submersif si et seulement si V(s) A D(t) est non vide. 

Preuve. Supposons f universellement submersif, alors, par a-surjectivitt 
de f, on a D(s) c D(t). Puisque D(s) n’est pas vide, il existe un ideal pre- 
mier P de A dans D(s). En vertu du lemme 31, on a la relation 
V( P + (s)) = V( P + (s)) n D(t). Puisque s n’appartient pas a P, l’ideal. P est 
contenu dans (s). La relation ci-dessus se formule alors en V(s) = 
V(s) n D(t). Soit Q un ideal premier de A tel que V(s) = V(Q). Ainsi la rela- 
tion devient V(Q) = {Q} n D(t), ce qui impose que Q soit dans D(t), id est: 
V(s) n D(t) est non vide. 

Reciproquement, supposons que V(s) n D(t) soit non vide, alors D(s) est 
contenu dans D(t). De plus si P est un ideal premier de A appartenant a 
D(s), on la suite d’egalites: 

V(P+(s))= V(s)= V(Q)={Q>nD(t)= V(Q)nD(t)= V(P+(s))nD(t). 

On en dtduit que f est submersif. Pour montrer qu’il l’est universellement, 
il suflit de montrer que dans un changement de base A + V oti V est un 
anneau de valuation, la condition: V(s) n D(t) est non vide, est conservee 
dans V, ou que D(s) = 0 ou V(s) = 0 dans V. Un morphisme A -+ V, oii 
V est un anneau de valuation se factorise en A + A/Z+ V, Z &ant un ideal 
premier de A. Ou bien D(s) est vide dans A/Z, ou bien il existe un ideal pre- 
mier P de A dans D(s) n V(Z). Dans le second cas, la condition dans A, 
soit: V(s) n D(t) est non vide, peut s’ecrire: V(s) = V(s) n D(t); puisque 
VP + (3)) n V(Z) = V( s ), on a encore V(s) = V(s) n D(t) dans A/Z. D’autre 
part le morphisme A/Z + V est injectif, entre anneaux de valuation, il est 
plat, done gtnerisant. Soit i le morphisme A/Z-+ V, si X est une partie pro- 
constructible de A/Z, on sait que “i-‘(x) =5-‘(X). Done, ou bien 
D(s) = 0 ou V(s) = 0 dans V, ou bien V(s) n D(t) est non vide dans V: le 
morphisme V + V @A B est submersif (B est l’anneau A/As x A,). 

COROLLAIRE 33. Soient A un anneau de valuation et s et t des elements 
de A, non nuls, ni inversibles, tels que V(s) n D(t) soit non vide (en particu- 
lier, la hauteur de A est au moins 2). Le morphisme A + A [X]/(s( 1 - t--Y)) 
est universellement submerstf, de presentation finie, hJibres gtomttriquement 
integres, mais il n’est pas subtrusif: 



554 GABRIEL PICAVET 

Preuue. Claire, compte term de la factorisation 

A + A[X]/(s( 1 - tX)) + A/A&4,. 

Remarque. Cet exemple montre que la condition: A est un anneau Noe- 
therien ne peut etre supprimee dans le theorbme 29. 

Le mCme corollaire, ci-dessus, montre que l’on n’a pas de theoreme, style 
E.G.A. ch. IV, Par. 8, du type suivant: soit A + B un morphisme de prben- 
tation linie limite inductive de morphismes Ai + B,, oti les anneaux Ai sont 
Noethtriens, il existe un indice i tel que Ai + Bi soit universellement sub- 
mersif, lorsque le morphisme A + B est universellement submersif. 

PROWSITION 34. Soit A un anneau et soient s et t des Clkments de Ihn- 
neau A, utrifiant D(s) c D(t) (ou G( V(t)) c V(s)), alors le morphisme 
f: A + A/AsXA, est universellement subtrusif: 

Preuve. La condition D(s) c D(t) entraine D(s) c D(t), done la a-sur- 
jectivitt de f: D’autre part, la condition est universelle: si g: A + B est un 
morphisme d’anneaux, on a la suite d’inclusions “g-‘(D(s)) = D(g(s)) c 
“g-l(D(s))cD(g(t)). 11 suflit de montrer que la condition entraine que f 
est un morphisme subtrusif. La condition D(s) c D(t) s’exprime par 
r(0): s + (t) = A. Soient P c Q des idtaux premiers de A. Ou bien s n’appar- 
tient pas a P et dans ce cas r(0): s c P c Q entraine P et Q sont dans D(t), 
ou bien, s appartient a P, done, a Q. Le deuxieme cas donne lieu a une 
preuve analogue, compte tenu de la relation G( V(t)) = Spec(A, + &. 

Remarque. Si l’anneau A est indgre, la proposition precedente a peu 
d’intCr&t. On a un exemple en prenant un anneau B et un element b de B, 
non nul et pour anneau A, l’anneau B[X]/(bX- b) et s = 5, t = X. Dans ce 
cas, le morphisme f est pur. 

PROPOSITION 35. Soit A un anneau et soient s et t des &ments de A. Le 
morphisme A + A/As x A, est universellement submersif si et seulement si 
D(s) c D(t) et pour tout entier n il existe un entier m tel que sm E (s, tn)m+‘. 

Preuve. La condition D(s) c D(t) exprime la a-surjectivite du mor- 
phisme. Soit un entier n et supposons le morphisme universellement sub- 
mersif. Considtrons le changement de base A + B, oh B = A[X]/(sX- t”). 
Dans Spec(B) on a D(s)= D(t), par consequent D(s) est ferme dans 
Spec(B). En vertu du lemme 36 suivant, il existe un entier m tel que 
sm=sm+l b, OL’I b est un Clement de B. Soit b = a, + . . . + adxd, on voit que 
.ydb = If= o aiSd- i t ni est dans (s, t”)d; multipliant l’igalitt s”’ = s*+ ‘b par 
une puissance convenable pour que m > d, on obtient alors s”’ = s”’ + ’ -dsdb 
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appartient a (s, ,‘), + ‘, dans B, done aussi dans A,. Multipliant par une 
puissance convenable de s, on obtient alors la relation dans A. 

Reciproquement, supposons que pour tout entier n, il existe un entier m 
tel que sm E (s, ,,),+ ‘. Cette condition est universelle, il nous sulllt done de 
montrer que lorsque A est un anneau de valuation elle entrame que le mor- 
phisme est universellement submersif. En vertu de la proposition 32, si 
V(s) n o(t) est non vide, il n’y a rien a prouver; si V(s) n o(t) = 0, alors il 
existe un entier n tel que t” = sa, ou a E A. La condition implique dans ce 
cas que s m = srn+ ‘b ou b E A. Par consequent D(s) est un ferme dun espace 
irreductible, done est vide ou &gal a Spec(A), c’est a dire s = 0 ou s inversi- 
ble, done aussi t. 11 est trivial que dans ces deux cas le morphisme est uni- 
versellement submersif. 

LEMME 36. Soit A un anneau et soit s un &ment de A. II y a tquivalence 
en tre: 

(1) L’ouuert D(s) est fermi. 
(2) I1 existe un entier m tel que s”’ ES”‘+ ‘A. 
(3) II existe un entier m tel que I’idt!al s”A soit idempotent. 

Preuve. Supposons D(s) fermt, et soit Z le noyau de A + A,. L’adhe- 
rence de D(s) est V(Z), done s est inversible dans A/I. 11 existe done un tie- 
ment a de A tel que sa - 1 E Z, done il existe un entier m tel que sm = ~“‘a. 
Ainsi (1) entraine (2). Si sm = smu, on voit par recurrence que sm = sm+ ‘a’, 
done que s”A est idempotent. Done (2) entraine (3). Enfin supposons (3) 
vtrifie, comme D(s) = D(s”), on peut supposer que l’ideal As est idempo- 
tent, done est engendre par un idempotent. 11 en rtsulte que D(s) est ferme. 

Remarque. Soit A un anneau et soient s et t des elements de A, tels que 
D(s) c D(t). On sait que G( V(s)) = Spec(A,+(,,) et D(t) = I’(1), oti Zest le 
noyau du morphisme A + A,. 11 existe une factorisation A + Al+(,, x 
A/Z + A/As x A,, il est facile de voir que le premier morphisme est universel- 
lement subtrusif. 

9. Le th&orPme de structure des morphismes universellement subtrusifs 

Le theoreme qui suit est fondamental pour ce paragraphe, il donne un 
critere valuatif de submersivite universelle et un crittre valuatif de subtrusi- 
vite universelle. A l’aide de ce theoreme, on va montrer que la definition, 
purement topologique, des morphismes universellement subtrusifs peut &re 
remplacee par une definition algebrique, en complete analogie avec les 
morphismes universellement fern&, qui, on le sait, sont les morphismes 
entiers. Curieusement, d’ailleurs, la definition algebrique fait intervenir la 
notion #element entier. 
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THBORI~ME 37. Soit f: A -+ A’ un homomorphisme dhnneaux. 

(a) Le morphisme A -+ A’ est universellement suhtrusif si et seulement 
sipour tout changement de base A -+ V, ou V est un anneau de valuation, le 
morphisme V + A’ Q A V est pur. 

(b) Le morphisme A + A’ est universellement submersifsi et seulement 
si pour tout changement de base A -+ V, oti V est un anneau de valuation, le 
morphisme V + V @JA A’ est submersif: 

Preuve. La partie (a) resulte de la proposition 16. Un partie de la 
preuve de (b) est Claire. Riciproquement, supposons la condition de (b) 
verifiie et soit un changement de base A + B. En disignant par g le mor- 
phisme B -+ B @A A’, si X est une partie proconstructible de Spec(B), telle 
que “g ~ ‘(X) soit fermte, pour montrer que X est fermee, il s&t de voir 
que X est stable par specialisation. Soient P c Q des ideaux premiers de B, 
tels que P soit dans X. 11 existe un morphisme d’anneaux cp: B -+ V, oti V 
est un anneau de valuation d’idtal maximal M au-dessus de Q et dont 
l’ideal 0 est au-dessus de P. Mais uq - ‘(X) est encore proconstructible, et si 
h est le morphisme V + V Oa A’, la partie “h - ‘( “cp ~ ‘(X)) est fermee. Par 
hypothese, “C+-‘(X) est fermee; puisque 0 est dans cette partie et puisque 
0 c M, on voit que M appartient a yq ~ ‘(X), bref Q appartient a 2’. 

Avant de donner les deux resultats principaux du paragraphe, voici deux 
definitions: 

DEFINITION 38. Soit Z un ideal dun anneau A, on appelle fermeture 
inttgrale de Z dans A, l’ensemble des elements b de A tels qu’il existe un 
polynome P(X) = x” + a 1 x” - ’ + . . . + a,,, ou ai est un element de I’, pour 
lequel P(b) = 0. L’ensemble des elements b precedents est designe par 1, 
c’est un ideal de A. On montre que f est l’ensemble des elements b de A tels 
quebXsoitentiersurl’anneauA,=A+ZX+Z2X2+ ... +I”x”+ . . ..Side 
plus l’anneau A est integre, I= n,, D I. V6 n A, oh { V,},, D est la famille 
des anneaux de valuation pour le corps des quotients de A. 

LEMME 39. Soit f: A + A’ un morphisme2’er injectif et soit Z un ideal 
de A, pour un element a de A, la relation a E I. A’ entraine a E f et rdciproque- 
ment. 

Preuve. Le morphisme A, + A;,A, est entier injectif. 

DEFINITION 40. Soit A un anneau et soit P(X) un polynbme de A[X], 
on dit que P(X) a des zeros valuatifs si pour tout morphisme A + V, oti V 
est un anneau de valuation, a corps des quotients algtbriquement clos, le 
polynome P(X) a un zero dans V. La condition est Cvidemment invariante, 
par changement de base. 
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TH~~oR&+E 41. Soit A un unneau et soit P(X) un polynome de A[X]. 
Soit le morphisme A + A[X]/(P(X)). L es conditions suivantes sont equiva- 
len tes: 

(a) Le morphisme est universellement subtrustf 

(b) Le polynome P(X) a des zeros valuatijk 

(c) Si P(X) = a, + * * * + a,X”, a, appartient ci m 

La preuve en sera donnte un peu plus loin par une strie de lemmes. Le 
theoreme de structure des morphismes universellement subtrusifs s’en 
deduit immediatement comme suit: 

THBOR~ME 42. Soit A + B un morphisme d’anneaux, ce morphisme est 
universellement subtrusif si et seulement si l’une des conditions tquivalentes 
s&antes est satisfaite: 

(a) Le morphisme A + B vertfie universellement: tout polynome 
P(X) = a, + . . . + a,X” de A [Xl, ayant un zero dans B, est tel que 

(b) Le morphisme A + B verifie universellement: tout polynome P(X) 
de A [Xl, ayant un zero dans B, a des zeros valuatifs. 

(c) Le morphisme A + B vtrtfie universellement: tout polynome 
aX + b de A[X], ayant un zero dans B, a des zeros valuattfs. 

Preuve. Soit P(X) un polynome de A[X] ayant un zero dans B, il 
existe une factorisation A + A [Xl/( P( X)) + B. Si le morphisme A + B est 
universellement subtrusif il en est de m&me pour A -+ A [X]/(P(X)), done 
P(X), a des zeros valuatifs. Bien entendu, ceci est vrai universellement. La 
condition (b) entraine trivialement la condition (c). Supposons (c) vraie et 
le morphisme A -+ B non universellement subtrusif. D’aprb un raisonne- 
ment deja fait (lemme 30) il existerait un morphisme A -+ V, oti V est un 
anneau de valuation que l’on peut supposer a corps des quotients algebri- 
quement clos, dans lequel il existe un element s appartenant a Y- (0) et 
un element t appartenant a l’idtal maximal de V, tels que le polynome 
s( 1 - tX) ait un zero dans V 0 A B. La condition (c) entraine alors que 
s( 1 - tX) a un zero dans V, soit s( 1 - tu) = 0 ce qui est absurde, puisque s 
est non nul et t non inversible. 

Voici la demonstration du theoreme 41, par une serie de resultats. Pour 
commencer on rappelle le lemme suivant bien connu: 

LEMME 43. Soit f: A + A’ un homomorphisme dhnneaux et soit x’ un 
element de A’. Pour que x’ soit entier sur A, il faut et il suffit que pour tout 
ideal premier minimal M’ de A’, l’element X’ de Al/M’ soit entier sur A. 



558 GABRIEL PICAVET 

Remarque. Le lemme precedent montre: soit A un anneau, le mor- 
phisme A + n A/P oti P parcourt I’ensemble des ideaux premiers de A, 
descend les morphismes entiers. En fait, il est universellement subtrusif 

LEMME 44. Soit A un anneau et soient a et b des elements de A. Le mor- 
phisme A -+ A [ X]/(aX - b) = B est pur si et seulement si il existe un element 
t de A tel que b = at. 

Preuve. 11 est clair que, dans le cas oh b = at, le morphisme A -+ B est 
pur. Supposons le morphisme pur, alors le changement de base A + A/(a) 
montre que b = at. 

LEMME 45. Soit A un anneau et soit P(X) un polynome de A[X]. Le 
morphisme A + A[X]/(P(X)) est plat si et seulement si, designant par Z le 
contenu de P(X), on a Z= Z2. En particulier, si lhnneau A est integre, le mor- 
phisme est plat si et seulement si P(X) = 0 ou Z= A. 

Preuve. C’est une consequence directe des resultats de J. Ohm et 
D. E. Rush [ 151. On peut toutefois en donner une preuve directe et tle- 
mentaire, comme suit. Puisque A[X] est plat sur A, si le morphisme est 
plat, on doit avoir pour tout ideal J de A la relation: (P(X)) n .Z[X] = 
J(P(X)). Prenons pour ideal J le contenu Z de P(X), il est clair que 
(P(x)) = ZCXI; de (P(X)) = ~(P(X)) on deduit facilement que Z= Z2. RCci- 
proquemenf si Z= f, le morphisme est plat. En effet, d’apres un argument 
classique, A [X]/(P( X)) est plat lorsque pour tout polynome Q(X) multiple 
de P(X) on a Q(X)EC(Q(X))(P(X)), c(Q(X)) dbignant le contenu de 
Q(X), voir chapitre 0. Par localisation en un ideal premier P de A, on peut 
supposer A local et Z= 0 ou Z= A: en effet le contenu se localise bien et, 
d’autre part, Z &ant un ideal de type lini est engendre par un idempotent. 
Dans le cas od Z= 0 le resultat est clair. Supposons Z= A et soit Q(X) = 
Q,(X) P(X) la formule des contenus (voir chapitre 0) montre que 
c(Ql(W) = c(Q(x)), done Q(x) apwtient g 4QW))(pW)). 

Remarque. Le lemme precedent se glneralise, par une preuve identique, 
au cas de n indttermintes: A + A[X, ,..., X,,]/( f(X,,..., X,)) est plat si et 
seulement si le contenu de f est un ideal idempotent. 

LEMME 46. Soient I, ,..., Z,, des ideaux d’un anneau A, le morphisme 
suivant:AjZ, ’ . . Z, + A/Z, x . ’ ’ x A/Z,, est subtrusif: 

Preuve. Claire. 

LEMME 47. Soit A un anneau de valuation de corps des quotients K, et 
soit une famillefinie de A-algebres {A -+ Bi}i, 1,,,,,n. Le morphisme A + n Bi 
est pur si et seulement si I’un des morphismes A + Bi est pur. 
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Preuue. La factorisation A + n Bi + Bi donne une partie de la preuve. 
Reciproquement, si le morphisme A + n Bi est pur, d’ideal de torsion Z, le 
morphisme A + n Bi/Z est fidelement plat (proposition 16). Mais l’ideal de 
torsion Z est le produit des idtaux de torsion Zi des morphismes A + Bi. Le 
morphisme A + n Bi/Zi est done fidelement plat si et seulement si l’ideal 
maximal de A se remonte a l’un des anneaux Billi, i.e., A -+ Bj/Zi est tidele- 
ment plat. Done le morphisme A --) Bi est pur. 

LEMME 48. Soit V un anneau de valuation et soit le polyn&ne P(X) = 
(c(,X-/J,)...(c~,X--~)de V[X]. Lemorphisme V-r V[X]/(P(X))=Best 
pur si et seulement si P(X) a un z&o duns V. 

Preuve. Considerons le morphisme compose 

v+ v[xlI(p(x)) + fi vCxl/(aix-Bi)~ 
i=l 

Le deuxieme morphisme est subtrusif (lemme 46). Le compose l’est done 
aussi, lorsque V--t B est pur. La proposition 16 montre encore que le mor- 
phisme compose est pur. D’aprb le lemme 47, le compost est pur si et seu- 
lement si un des morphismes V -+ V[X]/(CC~X--/?~) est pur. D’aprb le 
lemme 44 le polynbme P(X) a un zero dans V. 

LEMME 49. Soit V un anneau de valuation, soit P(X) un Pkment de 
V[X] et soit a un &!ment de V, non nul. Dksignons par P,(X) le polyname 
aP(X). Le morphisme V + V[X]/(P(X)) = B est pur si et seulement si le 
morphisme V+ V[X]/(P,(X)) = B, est pur. 

Preuve. Puisque l’ideal (PI(X)) est contenu dans l’ideal (P(X)), il est 
clair que V + B est un morphisme pur entraine V + B, est un morphisme 
pur. Rtciproquement, supposons que V + B, soit un morphisme pur. Soit 
I, l’ideal de torsion de ce morphisme, le morphisme V + B,/Z, est tidele- 
ment plat. Soit aussi Z l’ideal de torsion du morphisme V + B. Les ideaux I 
et I, sont respectivement Cgaux a J/(P(X)) et J1/( P,(X)), oti J et J, sont 
les satures respectifs de (P(X)) et (PI(X)), pour la partie multiplicative 
V- (0). Mais il est clair que J est contenu dans J,. Puisqu’on a alors une 
factorisation V -+ B/Z + B, /II, on voit que le morphisme V + B/Z est a-sur- 
jectif, done fidelement plat. 

LEMME 50. Soit A un anneau et soit P(X) = a, + a, X + . . . + a,X” tat 
t%!ment de A[X]. Si le polynbme P(X) a des ztros valuattjs, a, appartient a 

(a 1 ,..., a,). 

Preuve. Soit le changement de base A -+ Bes(A), entier, fidelement plat, 
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a but F. L. (voir chap. 0). Si le polynome P(X) a des zeros valuatifs dans 
A, il en a dans tout anneau quotient integre de Bes(A). Soit A’ = Bes(A), 
soit P’ un ideal premier de A’ et soit R le corps des quotients de Al/P’. 
L’anneau A’/P’ est inttgralement clos, a corps des quotients algtbrique- 
ment ~10s. 11 en est de mCme pour tout anneau de valuation v’ pour K’, 
contenant Al/P’. Par suite P(X) a un zero dans v’. 11 existe done un Cl& 
ment u de I” tel que P(u) = 0, d’oh l’on deduit que a, E (a, ,..., a,) V’. Cette 
proprittt, &ant vraie pour tout anneau de valuation V’, on voit que 

Q,E (a, ,...’ a,) dans A//P’. En vertu du lemme 39, il en est de m&me dans 
A/P, pourvu que P’ soit un ideal premier de A’ au-dyEridea premier 
P de A. 11 resulte du lemme 43 que a, appartient a (a,,..., a,) dans A: on a 

-----. 
a, E (61 )...) ti,) dans tout anneau A/P ou P est un ideal premier minimal de 
A; d’autre part, un ideal premier minimal de A[X] est de la forme P[X] 
od P est un ideal premier minimal de A, considerons le diagramme com- 
mutatif: 

AI - AC-J4 
g 
I I 

Oil z= (a,,..., a,) et I= (a,,..., a,) 

(AIP)i ----!!+ AIPCXI 

le morphisme g est surjectif, l’element 5,X de A/P[X] est entier sur (A/P)i 
il est done entier sur A,; done a&’ est entier sur A, (lemme 43). 

PROPOSITION 51. Soit V un unneuu de valuation et soit P(X) un poly- 
&me de V[X], P(X) = a, + . . + u,X’. Le morphisme V + V[X]/(P(X)) 
es? pur si et seulement si a0 uppurtient ci (a,,..., a,). 

Preuve. L’idial engendre par les coefficients de P(X) est monogene, si 
bien que P(X) = @(A’), oti a est un element de V et Q(X) un polyn8me 
ayant au moins un coefftcient Cgal a 1. Le morphisme V + V[X]/(P(X)) 
est pur si et seulement si le morphisme V -+ V[X]/(Q(X)) est pur, en vertu 
d’un resultat ci-dessus. D’apres le lemme 45, on sait deja que le morphisme 
V -+ V[X]/(Q(X)) est plat. 11 sera done pur si et seulement si l’ideal maxi- 
mal A4 de V se remonte a V[X]/(Q(X)). Dtsignons par B ce dernier 
anneau et soit Q(X)=b,+ . . . + b,X”, la condition s’exprime par 
M. B # B. Cette derniere condition est tquivalente a (b, ,..., 6,) c A4 entraine 
~,EM: il s&it de considerer K[X]/(Q(X)), oti K est V/M et Q(X) est 
l’image de Q(X) dans K[X]. Puisque le contenu de Q(X) est egal a V, lina- 
lement on voit que le morphisme est pur si et seulement si 6, appartient a 
(b i ,..., b,,). Si cette condition est realike, il est clair que a, appartient a 
(a 1 >..‘, a,). Rtciproquement, si a, appartient a (a, ,..., a,); ou bien a = 0 et 
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dans ce cas P(X) = 0, le morphisme est pur; ou bien a # 0 et dans ce cas b0 
appartient a (b, ,..., b,), le morphisme est pur. 

On est maintenant en mesure de donner la preuve du theoreme: 

Preuve. Si le morphisme est universellement subtrusif, pour tout chan- 
gement de base A + V, oh V est un anneau de valuation a corps algtbri- 
quement clos, le morphisme V + V[X]/(P(X)) est pur. Supposons P(X), 
de coefficient dominant a,, non nul, et considtrons le polynome 
a;- ‘P(X) = PI(X). D’apres le lemme 49, le morphisme V-r V[X]/(P(X)) 
est pur si et seulement si le morphisme I’+ V[X]/(P,(X)) est pur. Le poly- 
name PI(X) se factorise dans V en (a,X-a,)... (a,X-a,,): l’anneau V 
possede la propriete F. L., il suffit alors de factoriser le polynbme 

Q(Y)= Y”+a,-,I”-‘+a,-,a,Y’-*+ ... +a,~;-’ 

et de constater que a,, “-‘P(X) = Q(a,X). D’apres le lemme 48, le polynome 
P,(X) a un zero dans V, done aussi le polynbme P(X). 

Supposons que le polynbme P(X) ait des zeros valuatifs, d’apres le 
lemme 50, a, appartient a (a,,..., a,,). Supposons que cette condition soit 
realisee et considerons un changement de base A + V, ou V est un anneau 
de valuation. La condition a, E (al ,..., a,) se transmet a V. Compte tenu de 
la definition 38, on voit que a, appartient a (a,,..., a,); la proposition 51, 
montre alors que le morphisme, apres changement de base A + V, est pur: 
le morphisme est universellement subtrusif. 

Remarques. ( 1) Un morphisme universellement subtrusif, ttant limite 
inductive de morphismes de presentation finie, est done limite inductive de 
morphismes de presentation finie universellement subtrusifs: en effet, si 
A -+ A’ est un morphisme universellement subtrusif, ou A’ est limite induc- 
tive du systeme (Ai}, inductif tiltrant, de A-algebres de presentations hnies, 
la factorisation A + Ai -+ A’ montre que les morphismes A + Ai sont uni- 
versellement subtrusifs. 

11 serait interessant de connaitre un critere semblable a celui du theo- 
r&me 41, c) determinant quand un morphisme A + A[X, ,..., X,]/(F, ,..., F,) 
est universellement subtrusif. Une premiere observation dans cet ordre 
did&es est la suivante: soit F(X1,..., X,) un polynome de AC-X’,,..., X,,], le 
morphisme A + A[X ,,..., X,]/(F(X, ,..., A’,)) est universellement subtrusif 
si et seulement si le coefficient constant de F appartient a la fermeture 
integrale I^ dans A de l’ideal engendrt par les autres coefficients de F. La 
preuve peut se faire pour la partie directe en montrant l’analogue de la 
proposition 51. Pour la reciproque on utilise un morphisme de Kronecker 
convenable 

k: A [X, )...) X,] + A [X] 
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dtlini par k(P(X, ,..., X,)) = P(X”, X”‘, X8), oh d est un entier suffisamment 
grand pour que les coefficients de k(F) soient les m$mes que ceux de F. Le 
morphisme compose A + A [X, ,..., X,]/(F) + A[X]/(k(F)) Ctant universel- 
lement subtrusif lorsque le coefficient constant de F appartient a 1, il en est 
de mCme pour le morphisme A + A [Xi ,..., X,] l(F). 

Un morphisme de Kronecker convenable permet de ramener Etude du 
morphisme A ---* A[X, ,..., X,,]/(F, ,..., F,) A un morphisme du type A + 
A [X]/(fi(X),..., f,(X)) les coefficients des polynames Fi &ant les mCmes que 
ceux des polynbmes fi. 

(2) La proposition 51 peut s’ttendre de la maniere suivante: soit V 
un anneau de valuation et soit Z= (fi,..., f,) un ideal de V[X]. Le mor- 
phisme V+ V[X]/Z est pur si et seulement si Z est contenu dans un ideal 
principal (f) de V[X] tel que a, appartient a (a,,..., a,), si f(x) = 
u,+a,X+ ... +u,XY 

Le morphisme V-+ V[X]/Z+ V[X]/(f) et la proposition 51 donnent 
une partie de la preuve. Supposons V + V[X]/Z pur, alors le morphisme 
I’+ V[XJ/Sat(Z) est lidelement plat (proposition 16). 11 rtsulte de [lS], 
lemme 2.1 et remarque 2.2, que l’ideal Sat(Z) est principal, done de la forme 
(f), oh f=a,+ ‘.. + u,P; une application de la proposition 51 donne 
alors que a0 appartient A (a, ,..., u4). 

Cette generalisation ne se p&e pas a l’obtention dun critere agreable de 
subtrusivid universelle pour les morphismes du type A -+ A [A’]/( f, ,..., f,). 

(3) Soit le morphisme A + @;=, A[X]/(f,(x))=A[X,,..., X,J/ 
(flW,Lf,(~,)), puisque (f,WJ) est contenu dans (fi(~,),...,f,W,,)), il 
est clair que ce morphisme est universellement subtrusif si et seulement si 
pour tout indice i le polynbme fi verilie la condition: f,(O) appartient A la 
fermeture integrale de l’ideal engendre par les coefficients non constants de 
h 
10. Morphismes universellement subtrusifs purticuliers 

Nous examinons dans ce paragraphe deux types particuliers de morphis- 
mes universellement subtrusifs: 

(i) les morphismes A -+ B injectifs, entre anneaux integres ayant 
mCme corps des quotients; on en tire une application aux morphismes bira- 
tionnels. 

(ii) les morphismes quasi-finis. 

PROPOSITION 52. Soit A un unneuu intsgre, de corps des quotients K. Soit 
une fuctorisution A + B + K, oti B est un sous-unneuu de K. 

(1) Si d et B sont les ckures intkgrales des unneaux A et B, le mor- 
phisme A + B est submersif (resp. subtruslj) Iorsque le morphisme A + B est 
submersif (resp. subtrusif. 
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(2) Le morphisme A + B est universellement subtrus$ si et seulement 
si il est entier. 

Preuve. Etant donne le diagramme commutatif 

A-B 

I 1 
A - B, 

la partie (1) est tvidente. Pour montrer que le morphisme A + B est entier, 
il suffit de montrer que A = B. Supposons d’abord le morphisme A + B 
entier, alors il est clair que ce morphisme est universellement subtrusif. 
Reciproquement, supposons A + B universellement subtrusif et montrons 
que A = B. Soit V un anneau de valuation, contenant A et contenu dans K, 
il suftit de montrer que B est contenu dans V. D’aprb la proposition 16, le 
morphisme I/+ I”, dtduit de A + B, par changement de base, est pur. Soit 
Z l’ideal de torsion de V -+ I”, on sait que le morphisme I’+ V’/Z est lidele- 
ment plat. D’autre part, Z est le noyau du morphisme B @A V+ 
B Q A K = K, done V’/Z est un sous-anneau C de K. Soit A4 l’ideal maximal 
de V, il se remonte en un ideal maximal N de C. 11 existe done un mor- 
phisme V -+ C,, od C, est un sous-anneau local de K, dominant V. Par 
maximalite pour la relation de domination, les anneaux V et C, sont 
egaux. Soit b un Clement de B, son image b dans C, appartient a V, c’est a 
dire: b appartient a V. 

On pourrait donner une preuve plus rapide mais moins directe de la pro- 
position en utilisant le theoreme 42: le morphisme A + B est universelle- 
ment subtrusif si et seulement si pour tout Clement as ~ ’ de B, a appartient 
Li (ij. 

Remarque. On ne peut remplacer dans la proposition precedente uni- 
versellement subtrusif par universellement submersif. En effet, soit k + K 
une extension de corps, soient A’ = K[X], A = k + XA’ c A’. Le conducteur 
de A + A’ est l’ideal Z= XA’. Puisque A/Z= k et Al/Z= K, il resulte du 
lemme suivant que A + A’ est universellement submersive; l’anneau A’ est 
contenu dans le corps des fractions de A, mais le morphisme A + A’ n’est 
pas entier si l’extension k + K nest pas algebrique. 

LEMME 53 (D. Ferrand). Soit A + A’ un morphisme d’anneaux injectzf 
de conducteur Z; pour que le morphisme A + A’ soit universellement submer- 
slf il faut et il suffit que A/Z -+ A’/Z le soit. 

Preuve. Cela provient du fait que A + A’ x A/Z est toujours universelle- 
ment submersif. (cf. [3]). 
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L’exemple precedent donne un morphisme universellement submersif et 
non subtrusif. 

Soit k un corps et soit K = k(X), considtrons le morphisme A -+ A’, oti 
A’ = K[ [ Y]] et A = k + YK[ [ Y]]. L’anneau A est intbgre de spectre cons- 
tit& par 0, YK[ [ Y]]. Le morphisme A + A’ est clairement subtrusif et A’ 
est contenu dans le corps des quotients de A. Le morphisme A -+ A’ nest 
pas entier, puisque k + K n’est pas algebrique. Par suite, le morphisme 
A + A’ est subtrusif, mais il ne l’est pas universellement. 

COROLLAIRE 54. Soit A + B un morphisme d’anneaux universellement 
subtrustf et tel que A,,* + Bred soit birationnel. 

(a) Si l’anneau A est unibranche, le morphisme A + B est entier. 
(b) Si lhnneau A est geometriquement unibranche, le morphisme 

A -+ B est entier radiciel et I’anneau B est geometriquement unibranche. 

Preuve. Un morphisme A + B est universellement subtrusif si et seule- 
ment si il en est de mgme pour Ared + Bred. On sait que A est unibranche 
(resp. geometriquement unibranche) si et seulement si pour tout ideal pre- 
mier P de A l’henstlise (resp. hendlise strict) de A, a un seul ideal premier 
minimal. En vertu de [ 10, IV, lemme 6.15.4.11, on peut supposer A et B 
integres et que l’on a une factorisation A + B + K, oti K est le corps des 
quotients de A, auquel cas la preuve de (a) est Cvidente. 

Dans le cas (b) m&me preuve, les resultats supplementaires resultant 
directement de la proposition 6.15.5 de [lo], deja cite. 

COROLLAIRE 55. Soit A un anneau reduit a spectre minimal compact et 
soit A + B un morphisme universellement generisant, tel que ArCd -+ Bred soit 
birationnel et a-surjectif: Le morphisme A + B est alors entier, radiciel, 

Preuve. Soit le changement de base A -+ B(A), entier essentiel et oh 
O(A) est la cloture inttgrale totale de A, cf. Chapitre 0. L’anneau Q(A) est 
geomttriquement unibranche. Le morphisme A + Q(A) est minimalisant; 
cf. [19]. 11 s&lit alors de montrer que le morphisme Q(A),,, =Q(A) -+ 
(B 0~ Q(A)),, est birationnel ce qui se fait en plagiant la preuve du lemme 
6.15.4.1 de [lo], cite ci-dessus. 

PROPOSITION 56. Soit A un anneau localement Bezoutien, integre, de 
corps des quotients K et, soit une factorisation A + B + K, ou B est un sous- 
anneau de K. Le morphisme A + B est submerstf (resp. universellement, resp. 
fidelement plat) si et seulement si il est a-surjecttf 

Preuve. Soit P un ideal premier de A, le morphisme A, + B, est a-sur- 
jectif, l’anneau A, est Bezoutien, le morphisme A, -+ B, etant sans torsion, 
est Iidelement plat. 
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PROPOSITION 57. Un morphisrne f: A + A’, universellement incompara- 
ble, verifiant universellement la propriett: pour tout ideal premier P’ de A’, 
au-dessus de l’ideal premier P de A, le morphisme AJP + Al/P’ est universel- 
lement subtrusif, est un morph&me entier (et reciproquement). 

Preuve. Supposons que le morphisme f vtrifie les conditions. 11 existe 
un morphisme A + Bes(A) entier et hdelement plat, oti l’anneau Bes(A) 
v&lie la condition F.L. (voir le Chap. 0). Par changement de base, on peut 
done supposer que l’anneau A verilie la condition F.L. Soit P’ un ideal pre- 
mier de A’, audessus de P, le corps k(P) est algebriquement clos et, il 
rtsulte de [26], que le morphisme k(P) -+ k(P’) est algebrique, done un 
isomorphisme. La proposition 52 montre alors que le morphisme 
A/P + Al/P’ est entier. Pour conclure il suflit d’utiliser le lemme 43. 

On examine maintenant dans quel cas un morphisme quasi-lini est uni- 
versellement subtrusif. 

PROPOSITION 58. Soit f: A + A’ un morphisme quasi-fir& a-surjectif Le 
morphisme f est universellement subtrustf si et seulement si l’une des condi- 
tions Pquivalentes suivantes est satisfaite: 

(1) Pour tout ideal premier P de A, il existe un diagramme commuta- 
tif, que l’on peut supposer cocartesien: 

AJP - Al/P. A’ 

I I 
C- C’ 

oti le morphisme A/P + C est entier injectif et le morphisme C -+ c’ est pur. 

(2) Pour tout ideal premier P de A, il existe un diagramme commutatif 

A/P - A’/P.A’ - B 

I I 
C -+C 

oti le morphisme A/P --t C es? entier injectif et le morphisme C + c’ est fide- 
lement plat. 

(3) Pour tout ideal premier P de A, il existe un diagramme commuta- 
tif, comme dans (2), ou le morphisme A/P + C est entier inj’ecttf et le mor- 
phisme C + C’ est a-surjectif et universellement ouvert. 

De plus, si pour tout ideal premier P de A, le morphisme A/P + A’IP. A’ 
est radiciel, alors le morphisme f est universellement subtrustf si et seulement 
si il est fini. 
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Preuve. Une partie des preuves est Claire, puisqu’un morphisme est uni- 
versellement subtrusif si et seulement si pour tout ideal premier P de A, il 
en est de m$me pour le morphisme A/P + A’/P.A’ (proposition 13 du 
chap. II). 

Supposons done le morphisme quasi-Iini et universellement subtrusif. 
Supposons de plus que l’anneau A verifie la condition F.L. Soit Q un ideal 
premier de A, il existe un nombre tini d’ideaux premiers Q;, i= l,..., n de 
A’, au-dessus de Q. Soit un morphisme A/Q + A’/Qi, il est quasi-fini. Par le 
Main Theorem de Zariski, ce morphisme se factorise en A/Q --+ D + AI/Q:, 
le premier morphisme Ctant entier injectif et le deuxieme une immersion 
ouverte, injective. Puisque l’anneau A/Q est totalement integralement clos, 
et le morphisme A/Q --) D est entier essentiel, ce dernier est un isomor- 
phisme. Voir le chapitre 0. 

Par suite le morphisme A/Q + AI/Q: est un epimorphisme plat injectif 
de presentation linie. Puisque le morphisme A + A’ est subtrusif, le 
morphisme A/Q -+ JJ;= r AI/Q: est a-surjectif et comme il est plat, il est 
lidelement plat. De la factorisation A/Q -+ A’/Q. A’ + n AI/Q; on dtduit 
que le morphisme A/Q + AI/Q. A’ est pur. De plus, en vertu du lemme sui- 
vant, puisque les morphismes A/Q + AI/Q; sont des immersions ouvertes, 
le morphisme A/Q + fl AI/Q,! est universellement ouvert. 

Pour montrer (1) il sufIit de remarquer que si P est un ideal premier de 
A, se remontant en Q dans l’anneau Bes(A) = B, on a un diagramme com- 
mutatif cocarttsien 

A/P - Al/P. A’ 

I I 
B/Q - B’/Q. B’ 

od B’=BQ, A’. 
Pour montrer (2) et (3), il s&it de remarquer que si b’ est le morphisme 

A’ + B’ et g le morphisme B + B’ on a “b’(“g-r(Q)) = af-l(P). 
Enlin, si l’on suppose que pour tout ideal premier P de A, le morphisme 

A/P -+ Al/P. A’ est radiciel, si de plus le morphisme A + A’ est universelle- 
ment subtrusif, on voit que ces morphismes sont des homiomorphismes 
universels, done universellement fermes. Soit M’ un ideal premier minimal 
de A’, se contractant en P dans A, alors le morphisme A --* At/M’ est entier. 
D’aprb le lemme 43, le morphisme A + A’ est entier; comme il est de type 
lini, il est lini. 

LEMME 59. Soit {A -+ Ai}i, 1 ,_,_, n une famille finie de morphismes ouverts 
(ou fermts) (resp. universellement) alors le morphisme A --) n;=, Ai est 
ouvert (ou fermb) (resp. universellement). 
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Preuve. Soit pi la projection du produit dans Ai, alors pour toute partie 
X de Spec(n;, i Ai) on “f(x) = U;= i “f,(“p;‘(X)), od fi: A + Ai et f est le 
morphisme canonique de A dans le produit. 

Remargue. Comme exemples classiques de morphismes quasi-finis, uni- 
versellement subtrusifs on a les suivants: les morphismes finis injectifs, les 
morphismes Ctales a-surjectifs. On peut aussi rappeler la proposition des 
E.G.A. [ 10, chap, IV, p. 106, 17. 16.21: soit A + A’ un morphisme fidele- 
ment plat de presentation linie, il existe un morphisme A’ -+ A”, tel que le 
morphisme A + A” soit fidblement plat et quasi&i. Les exemples prtci- 
dents montrent qu’on ne peut espkrer ameliorer la proposition priddente: 
il existe des morphismes injectifs finis non purs ni universellement ouverts. 
D’autre part un morphisme ttale a-surjectif nest pas forcement entier. 

PROPOSITION 60. Soit f: A + A’ un morphisme universellement subtrusty, 
alors Dim(A) d Dim(A’). Si de plus f est incomparable (par exemple quasi- 
fini ou a jibres entieres), alors Dim(A) = Dim(A’). 

Preuve. Soit P, < P, < . .. < P, une chaine d’ideaux premiers de A, il 
existe un anneau de valuation V et un morphisme A + I’ tel qu’il existe une 
chaine d’idtaux premiers de V, soit 0 < Q, < . * * c Qn au-dessus de la 
chaine des ideaux Pi et telle que Q, soit l’ideal maximal de I’. Le mor- 
phisme V+ I’ @A A’ = k” est pur. Done le morphisme I’+ V’/Z’ est lidble- 
ment plat, Z’ designant l’ideal de torsion de I/+ I”/‘. Puisque ce morphisme 
est gentrisant, la chaine des Qi se remonte a V’/Z’; en effet Qn se remonte a 
V’/Z’. La chaine des Qi se remontant a I”, celle des Pi se remonte a A’. 

Supposons f incomparable, une chaine Pb < Pi < . * * < PL d’ideaux pre- 
miers de A’ se contracte en une chaine d’ideaux premiers distincts de A, 
puisque le morphisme f est incomparable. 

PROPOSITION 61. Soit f: A --* A’ un morphisme quasi-fini. Le morphisme 
f est universellement subtrusif si et seulement si il est subtrusif, universelle- 
ment pour les changements de base jidelement plats. 

Preuve. Soit le changement de base A + Bes(A), fidtlement plat, dont le 
but est un anneau F.L. (voir le chap. 0). Le morphisme deduit de f par 
changement de base est quasi-fini si f l’est. Le chapitre II, proposition 4 dit 
qu’un morphisme subtrusif et quasi&i de source un anneau veriliant la 
propritte F.L. est universellement subtrusif. Par descente lidelement plate 
par A + Bes(A), le morphisme f est alors universellement subtrusif. 

Soit iA)a,I un systbme inductif liltrant d’anneaux de limite A; soient 
pour c( E Z les morphismes cpa: A, + A et pour tl< #k CI, /3 E Z, les morphis- 
mes de transition (Pi,@: A, -+ A,. Soit P un ideal premier de A, on designe 
4PW par R. 



568 GABRIEL PICAVET 

Le lemme suivant est de dkmonstration kltmentaire: 

LEMME 62. Soit P, < P, < P, < . . < P, une chaine d’idkaux premiers de 
A,ilexistecr~Itelquepourp3cronaitP,~<P~~<...<P~~. 

Soit la fonction f: I+ R dtlinie par f(a) = Dim(A,). Soit F le filtre sur I 
dont une base est constituke par les ensembles [cr, + [. La limite infkrieure 
de la fonction f suivant le liltre F existe et c’est la plus petite des valeurs 
d’adhtrence de f suivant F, dksignons la par Lim. Inf f: Une valeur d’adh6 
rence de f ne peut $tre, clairement, qu’un entier positif ou nul, ou + co. 
Une valeur d’adhtrence a appartenant ti N est caractkide par la propriCtt: 
V/3 E Z, il existe a 2 fi tel que f(a) = Dim(A,) = a. 

PROPOSITION 63. Soit {A,},,, un systt?me inductlffiltrant d’anneaux, de 
limite A. 

Alors 

(1) Dim(A) d Lim. Inff: 
(2) Si les morphismes de transition du systt?me inductif sont subtrusifs 

(resp. universellement) il en est de m@me pour les morphismes A, + A, pour 
a E I. De plus, lorsque les morphismes de transition sont universellement sub- 
truszfi, on a Dim(A) = Lim Inff: 

Preuve. Pour montrer (1) il suffit de montrer que pour toute valeur 
d’adhkrence a de f on a Dim(A) < a. Si a est + co ou Dim(A) = +a~, c’est 
clair. Si a E N et Dim(A) = b E N, soit PO < . . . < P, une chaine d’idkaux 
premiers de A. En vertu du lemme prkckdent, il existe a EZ tel que pour 
B Z a, on ait P,, < . . . < P,,. Done il existe a E I tel que pour /3 > a on ait 
Dim(A)<Dim(A@); en vertu de la dtfinition d’une valeur d’adhkence, il 
existe y 2 a tel que f(y) = a, d’oti le rksultat. La premikre partie de (2) se 
dkmontre en remarquant que A est la limite inductive du syst&me inductif 
de A,-Algkbres {A,}B,e et en utilisant la propriM dtmontrte au chapitre 
II: une limite inductive filtrante de morphismes subtrusifs (resp. universelle- 
ment) est un morphisme subtrusif (resp. universellement). On en dkduit (cf. 
Proposition 60) que pour tout aEZ on a Dim(A,) < Dim(A) d’oti 
Dim(A) = Lim Inf J 

Soit A + A’ un morphisme injectif d’anneaux. Puisque la notion de mor- 
phisme subtrusif (resp. universellement) est stable par division i gauche et 
par passage g la limite inductive, il est clair que A + A’ est subtrusif (resp. 
universellement) s’il en est de m&me pour tout morphisme A + A 
C4 ,..., a;], od a; ,..., aj, sont des Cltments de A’. On peut se demander si ce 
qui prtdde est encore vrai en se limitant $ des algkbres monogknes 
A + A[a’]. Voici ce qui a pu &tre obtenu dans ce sens. 

(1) Soit V un anneau de valuation et soit V+ v’ un morphisme injec- 
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tif. Ce morphisme est subtrusif si et seulement si tout morphisme 
V + V[x], ou x E I/’ est subtrusif. En effet V --* v’ n’est pas subtrusif si et 
seulement si il existe un Clement s # 0 de A, un Clement t de l’ideal maximal 
de V et un element x de V’ tels que s( 1 - tx) = 0, comme le montre le 
lemme 30. 

(2) Soit A + A’ un morphisme d’anneaux injectif et soit F la famille des 
anneaux B tels que B soit sur-anneau de A et sous-anneau de A’, et tels que 
A + B soit subtrusive (resp. universellement). Cet ensemble F, muni de l’in- 
elusion est non vide et inductif, vu les proprietts de passage a la limite 
inductive des algebres subtrusives. Soit B un element maximal de cette 
famille, done tel que A + B + A’, ou A -+ B est subtrusive (resp. universel- 
lement) maximalement. 11 est clair que B est inttgralement ferme dans A’ et 
contient la fermeture integrale A de A dans A’. D’autre part le morphisme 
B -+ A’ est essentiel. Soit en effet un ideal Z’ de A’ tel que I’ n B = 0. Alors le 
morphisme B + B + I’ est pur car il a une retraction. Par consequent Z’ est 
contenu dans B, done est nul. 

On deduit de ce qui precede qu’un morphisme A + A’ injectif est subtru- 
sif (resp. universellement) si et seulement si pour tout morphisme subtrusif 
(resp. universellement) A + B, oti- B est un sous-anneau de A’, et pour tout 
element x de A’, le morphisme A -+ B[x] est subtrusif (resp. universelle- 
ment). 

II. STABILITY DES MORPHISMES SUBMERSIFS PAR CHANGEMENT DE BASE ET 
PASSAGE d, LA LIMITE INDUCTIVE 

Le fait suivant est bien connu: soient A + A’ et A + B des homomorphis- 
mes d’anneaux et soit B + B’ le morphisme deduit de A --) A’ par le change- 
ment de base A + B, le morphisme Spec(B’) + Spec( A’) x S,,,.cCAJ Spec(B) 
est surjectif, d’od l’on dtduit qu’un morphisme a-surjectif l’est universelle- 
ment. 

11 est nature1 de se poser la question suivante: peut-on remplacer le fonc- 
teur Spec par le foncteur T dans le resultat precedent? Si c’est le cas, on en 
deduira qu’un morphisme subtrusif l’est universellement. La reponse est 
positive dans certains cas, comme le montrera la suite, et, un contre-exem- 
ple montre qu’elle est negative en general. Les paragraphes suivants ttu- 
dient ces questions, ainsi que le probltme de passage a la limite inductive 
pour les morphismes subtrusifs et submersifs. 

1. La proprit% P pour un car& cocart&sien, pour un morphisme d’anneaux 

Donnons quelques notations. Si A est un anneau, pour simplifier, nous 
dbignons T(Spec( A)) par T(A). D’autre part, si A -+ A’ et A --, B sont des 
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homomorphismes d’anneaux et B’ = B @A A’, on dira que P( g $) est vraie 
si l’application canonique T(B’) + T(A’) x T(A) T(B) est surjective. Soit 
f: C + C’ un homomorphisme d’anneaux et soit (P’, Q’) un element de 
T( C’), si (P, Q) = T( f )(J”, Q’), on dira que (I”, Q’) est au-dessus de 
(P, Q). La propriete P(g $) est done vraie si et seulement si pour tout Cl& 
ment (P’, , Pi) de T(A’) et tout element (Q,, Q2) de T(B), au-dessus de 
l’element (PI, P2) de T(A), il existe un element (Q;, Q;) de T(B’) au-dessus 
de (Pi, Pi) et de (Qr, Q2). Soit A + A’ un homomorphisme d’anneaux, on 
dira que P(A A’) est vraie si P(“, $) es vraie pour tout homomorphisme t 
d’anneaux A -+ B. 

Notons, d&s maintenant, qu’une variante de la propriete P est vraie pour 
tout homomorphisme d’anneaux A -+ A’. Soit un homomorphisme d’an- 
neaux A --t B et soit B’ = B 0 A A’, si Q est un ideal premier de B au-dessus 
dun ideal premier P de A, tels que l’on ait un Clement (Pi, Pi) de T(A’) 
au-dessus de (P, P), alors il existe un Clement (Q;, Q;) de T(B’) au-dessus 
de (Q, Q) et de (Pi, P;). En effet, le morphisme canonique entre les 
fibres de P et Q, soit A’ OA k(P) + B’ Be k(Q), est tidelement plat, done 
subtrusif. 

Nous allons montrer que la propriete P est vraie, pour certains morphis- 
mes, par une serie de lemmes. Les preuves faciles ne seront pas donntes. 

LEMME 1. Si les proprietes P(i $) et P(“, “,:) sont vraies, alors la pro- 
priete P(“, $1) est vraie. 

LEMME 2. Soit A un anneau. 

(a) Pour tout ideal Z de A la propriett P(A A/Z) est vraie. 
(b) Pour tout homomorphisme d’anneaux A + B, a-inject& universel- 

lement generisant, la propriett! P(A B) est vraie. 

En particulier la proprittt P(A B) est vraie lorsque l’homomorphisme 
A -+ B est un Cpimorphisme plat ou un homomorphisme &ale radiciel (i.e., 
une immersion ouverte). 

Preuve. L’assertion (a) est Claire. Montrons (b): en utilisant les nota- 
tions du debut du paragraphe, puisque P; et Q2 sont au-dessus de Pz, il 
existe un ideal premier Q; de B’ au-dessus de P2 et Q2. Puisque l’homo- 
morphisme A’ -+ B’ est generisant, il existe un ideal premier Q; contenu 
dans Q; et au-dessus de Pi. Puisque l’homomorphisme A + B est a-injectif 
on voit que Q; est au-dessus de Qr. 

LEMME 3. Soit A --f A’ un homomorphisme d’anneaux. Pour demontrer 
que la proprietd P( atX, a<i, ) est vraie, on peut supposer que A et A’ sont des 
anneaux locaux integres, que A + A’ est un homomorphisme local injectif, les 
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idkaux premiers P, et Pi Ptant nuls et les idiaux premiers P, et Pi &ant les 
idkaux maximaux respect@ de A et A’. 

Preuve. Soit 

A-C 

I I 
A’- C’ 

un diagramme commutatif d’homomorphismes d’anneaux, qui n’est pas 
forcement cocartbien. Soient les elements (Pi, P;) de T(A’) et (Qi, Q2) de 
T(A [X] ) au-dessus de l’element (P, , P2) de T(A). Supposons que (Pi, Pi) 
soit au-dessous dun element (Pi, P;) de T(C). Alors (Pi, P;) est au- 
dessus dun Clement (Pi, P,) de T(C) et il est clair que (Pi, P,) 

est au-dessus de (P,, P2). s’il existe un element (Q,, &J de T(C[X]) au- 
dessus de (Q1, Q2) et (Pi, P2) et si la propriete P( eFX, &i,) est vraie, il 
existe alors un Clement (Q;, Q;) de T(A’[X]) au-dessus de (Q,, Q,) et 
(Pi, Pi), comme on le voit aisement. On obtient alors les conclusions du 
lemme 3, en prenant successivement les homomorphismes C = A/P, + 
C’= A’/P; et C= A.,+ Al,; = c’ et en utilisant le lemme 2 qui assure que 
dans chacun des cas la propritte P(A&, &,) est vraie. 

Remarque. 11 existe un homomorphisme d’anneaux, entier et injectif, 
entre anneaux integres, soit A + A’, tel que la propriete P( A& &,,) ne 
soit pas vraie. 

L’exemple qui suit est tire dun article de I. S. Cohen et A. Seidenberg 
[7]. Soit K un corps de caracteristique nulle et soit I l’ideal de l’anneau de 
polynomes A, = K[X, Y], engendre par le polynome Y* -X2 -X3. L’idial 
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Z est premier et l’anneau A,/Z n’est pas integralement ~10s: l’element 
t = yx -- ’ du corps des quotients de A = A,/Z est entier sur A mais n’appar- 
tient pas a A. 

Soit une nouvelle indeterminte Z et soit l’anneau A[Z], isomorphe a 
K[X, Y, Z]/( Y* - X2 - X3). Designons ce dernier anneau par B et conside- 
rons les anneaux A[t] et B[t]. 11s sont isomorphes respectivement a 
K[X, T]/( T* - 1 - X) et K[X, Z, T]/( T2 - 1 - X). Soit le carre commutatif 
d’homomorphismes d’anneaux. 

K[X, Y,z]/(Y*-x*-X3) B *K[X,Z,T]/(T*-1-X) 

ou les homomorphismes verticaux sont les canoniques et les homomorphis- 
mes u et /3 sont d&is par a(P(x, y))=P(x, tx) et /I(P(x, y, z)) = 
P(x, tx, z), avec des notations claires, les lettres minuscules designant les 
classes des indeterminees dans les anneaux quotients. Les homomorphismes 
M. et /I sont entiers et injectifs entre anneaux integres. Le diagramme est 
cocartesien car il s’identilie au diagramme: 

A - ACtI 

I I 
ACZI - ACtlCzl 

Soient dans l’anneau K[X, Y, Z]/( Y* - X2 - X3) les ideaux premiers sui- 
vants: P = (xz - y, z* - 1 - x) et Q = (x, y, z - 1 ), l’ideal Q est maximal et 
P est contenu dans Q. Soit Q’ l’idtal maximal de K[X, Z, T]/( T* - 1 -X) 
tgal a (x, t + 1, z - 1 ), alors Q’ est au-dessus de Q. D’autre part l’ideal P se 
contracte en l’ideal 0 de K[X, Y]/( Y* - X2 - X3) et l’idial Q se contracte 
en l’ideal maximal (x, y) du m&me anneau. De plus, Q’ se contracte dans 
l’anneau K[X, T]/( T* - 1 - X) en l’ideal maximal (x, t + 1). Evidemment 
(x, t + 1) se contracte en (x, y) dans l’anneau K[X, Y]/( Y* - X2 - X3). 
D’aprb l’article cite, il ne peut exister d’ideal premier P’ de l’anneau 
K[X, Z, T]/( T* - 1 - X) contenu dans Q’ et au-dessus de P. Nous avons 
done la situation suivante: les couples (0, (x, t + 1)) et (P, Q) sont au-des- 
sus du couple (0, (x,y)). Posons A’= A[t], si la proprittt P(A&, A&..) 
Ctait vraie, il existerait un couple (P’, Q”) au-dessus de (P, Q) et 
(0, (x, t + 1)). Mais un ideal premier Q” au-dessus de Q et (x, t + 1) con- 
tient ntcessairement x, z - 1 et t + 1, c’est done Q’, ce qui est absurde: en 
effet Q’ contiendrait un ideal premier P’ se contractant sur P. 
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2. La propriety P est vraie pour les morph~smes entiers ou guasi-and de 
source un anneau ayant la propriete F.L. 

LEMME 4. Soit A un anneau ayant la propriete F.L. (c’est 6 dire que tout 
polyniime unitaire de A [X] admet un zero a’ans A, cf le chapitre (0) et soit 
A -+ A’ un homomorphisme d’anneaux entier, alors la propriete 
P( A&!.,*,, aTx~.:.,x”J t es vraie, pour tout ensemble j&i ~ind~termin~es 
x x,. 1 ,..., 

Preuve. La conclusion du lemme 3 est encore vraie si l’on remplace l’in- 
determinte X par un nombre Iini d’indbterminees X, ,..., X,, . On peut done 
supposer que l’anneau A est integre, que l’homomorphisme A + A’ est 
entier injectif et que l’anneau A’ est integre, avec la situation suivante: l’ele- 
ment (0, P2) de T(A) est au-dessous des elements (0, Pi) de T(A’) et 
(Q,, Qd de UACX,,..., X,]). Mais, voir le chapitre 0, l’anneau A est alors 
integralement clos, a corps des quotients algebriquement clos, par conse- 
quent l’anneau A[X, ,..., 
A[&-, ,..., 

X,] est integralement clos et l’homomorphisme 
A’,] -+ A’[X, ,..., X,] est entier, injectif, entre anneaux intbgres. 

Get homomorphisme est done gtnerisant, en vertu du theoreme de Going- 
Down. Soit Q; un ideal premier de l’anneau A’[Xt,,... X,] au-dessus des 
ideaux Q2 et P’, il existe un ideal premier Q; de A’[XI,..., X,] contenu 
dans Q; et au dessus de Q,. Puisque Q’, se contracte en 0 dam A et puis- 
que l’homomorphisme A + A’ est essentiel (cf. chap. 0) Q; se contracte en 0 
dans A’, d’ou la preuve. 

La remarque precbdente montre que dans le cas dun anneau integre 
l’hypothese int~gralement clos pour l’anneau est nedssaire. 

LEMME 5. Soit A -+ A’ un homomorphisme d’anneaux: la propriete 
P(A A’) est vraie si et seuleme~t si la propriety P(,,,,f..,X,, a.Exz.l.,x,,) est 
vraie pour tout ensemble d’ind&erminees X, ,..., X,. 

Preuve. Une partie est tvidente. Supposons que la prop&f: soit vraie 
pour tout ensemble lini d’indetermintes X1,..., X,, et montrons que P(A A’) 
est vraie. 11 reste g montrer que la propriett P(A&, A.&,) est vraie pour 
tout ensemble d’ind~te~in~es (Xj)ir I. En effet, un homomorphisme 
A + B quelconque peut s’ecrire A + A [Xi]/& oh .J est un ideal de A [Xi 3; ii 
suffit alors d’utiliser les lemmes 1 et 2. Pour dtmontrer que la propriett est 
vraie, pour un ensemble quelconque ~ind~te~in~es, on considerera que 
A[X,] est Iimite inductive Iiltrante de ses sous-A-algebres de type fini. Pour 
cela on utilisera le lemme 6, plus general, dont la preuve sera faite un peu 
plus loin. 

PROPOSITION 1. Soit f: A + A’ un homomorphisme entier ou quasi-fini, 
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de source un anneau ayant la propridte F.L. alors la propriete P(A A’) est 
vraie. 

Preuve. En vertu des lemmes 4 et 5, il reste a montrer l’assertion con- 
cernant les morphismes quasi-finis. On sait que tout homomorphisme 
quasi-fini A -+ A’ admet une factorisation A -+ B + A’, oh A + B est un 
morphisme entier et B -+ C une immersion ouverte, d’aprbs le Main Theo- 
rem de Zariski (voir par exemple [22]). Les lemmes 1 et 2 donnent alors la 
conclusion. 

Remarques. Soient f: A + A’ et g: A + B des homomorphismes d’an- 
neaux et soit (Pi, Pi) un Clement de T(A’) au-dessus de l’element (PI, Pz) 
de T(A) et soit QI un ideal premier de B au-dessus de P,. L’ensemble 2 
des ideaux premiers Q2 de B appartenant a “g-‘(P2)n V(Q,) et tels qu’il 
existe un element (Q; , Q;) de T(B @ A A’) au dessus de (QI , Q2) et 
(P,, P2) est proconstructible. Si de plus l’homomorphisme A + A’ est 
entier, l’ensemble 2 est stable pour les specialisations de ses elements 
appartenant a “g-‘(P2)n V(Qr); Zest done ferme dans “g-‘(P,)n V(Q,). 
En effet, soient f ‘: B + B 0 A A’ et g’: A’ -+ B @ A A’ les homomorphismes 
canoniques et soient les projections p1 et p2 de 7’(B) dans Spec(B), alors 
l’ensemble Z nest autre que 

Or, toutes les applications figurant dans l’expression de Z sont continues 
pour la topologie constructible. D’autre part, si l’homomorphisme A + A’ 
est entier, le morphisme entre les tibres de Pi et Pz, soit B @A k(P,) -+ 
(B OA A’) Oar k(P;) est entier done specialisant. On en dtduit immediate- 
ment la derniere assertion. 

3. Passage a la limite inductive pour la propriete P, application a la limite 
inductive de morphismes subtrusif 

LEMME 6. Soit A -+ A’ un homomorphisme d’anneaux et soit {Ai}i,, un 
systeme inductif filtrant de A-algdbres, de limite inductive B. Si pour tout 
i E I, la propriett! P( i, Ap 6; A, ) est vraie, alors la propri&t P(< .,“;,,) est vraie. 

Preuve. Elle sera consequence d’un lemme faisant intervenir une corres- 
pondance K: Spectr --) Comp ou Comp designe la categoric des espaces 
topologiques compacts. 

On considere le diagramme commutatif suivant dans Spectr: 



SUBMERSION ET DESCENTE 575 

Soient Z, et 2, des parties proconstructibles de X (resp. Z;, Zz de X’) 
telles que u(Z&) soit contenu dans 2, pour CC= 1,2. 

On pose K(Y) = T(Y) n p-l(Z,) x p-‘(Z,). C’est un espace topologique 
compact pour la topologie constructible. On remarque que T(w)(K( Y’)) est 
contenu dans K(Y); par restriction on obtient un morphisme continu pour 
la topologie constructible K(U): K( Y’) + K( Y). Soit f: A + A’ un homo- 
morphisme d’anneaux, soit (Ai}i,, (resp. (Ai Ii, [) un systeme inductif fil- 
trant de A-algebres (resp. de A’algebres), de limite inductive B (resp. B’). 
Supposons que pour tout igf on ait un diagramme commutatif 

A - A’ 

I I 
Ai ------+ A; 

et que l’on ait un systeme inductif ~homomo~hismes d’anneaux 
(4 -+ A&s,. 

On obtient un diagramme commutatif: 

A - A’ 

I I 
3 - B’ 

Posons X= Spec(A), X’ = Spec(A’), Yi= Spec(A,), Yi = Spec(Ai), Y= 
Spec(B), Y’ = Spec(B’). Soient les morphismes spectraux p: Y--)X, 
p’: F --+ x’, p; Yi -b X, pi: Yi + x’ et V: x’ + X. Si Zr et Zz (resp. Z;, Z;) 
sont des parties proconstructibles de X (resp. X) telles que u(Z&) soit con- 
tenu dans Z,, pour a = 1,2, on peut definir des applications K( Yj) + K( Yi) 
et K(Y)+K(Y). 

LEMME 7. Si pour tout ie I l’upplication K( Y,‘) + K( Yi) est surjectiue, 
alors I’application K( Y’) -+ K( Y) est surjectiue. 

Preuue. Soient les morphismes spectraux U; Yj’ -+ Yi pour Jo I. On 
obtient un systeme projectif d’applications continues pour la topologie 
constructible, de limite projective U: Y’ + Y. Dtsignons par f;., j les morphis- 
mes de transition Yi + Yj du systeme projectif { Yj)i,l. Le systeme projec- 
tif, de morphismes de transition g, j =A: j xJ~,~, pour i 6 j, vkifie 
g, j( K( Yi)) c K( Yi). Ainsi (K( YJ > j E I est un systeme projectif de parties. 

Soit rp l’homtomorphisme canonique pour la topologie constructible de 
Y x Y sur Lim Yi x Yi, par restriction, on obtient un homeomorphisme 
cp: K(Y) + L%?K( Yi) pour la topologie constructible. La preuve est techni- 
que et sans%%ultt. De plus, les morphismes (z+>~,~ donnent naissance a 
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un systeme projectif d’applications continues K( uj): K( Y,!) + K( Y,) pour 
j E I. On obtient par passage a la limite projective un diagramme commuta- 
tif: 

K(y’) K(u) * K(Y) 
‘p’ 
I I 

‘p 
L&K(Y;)- @ K( Yi) 

Si pour tout Jo Z le morphisme K(uj) est surjectif, il en est de m$me pour 
K(u): on a, en effet, un systeme projectif d’applications continues surjectives 
entre espaces compacts, pour la topologie constructible. 

Montrons maintenant le lemme 6: soit un carre cocartesien d’homomor- 
phismes d’anneaux 

A - A’ 

I I 
B - B’ 

et soit (P;, Pi) un element de T(A’) au-dessus d’un Clement (Pr, P2) de 
T(A). Posons X = Spec( A), X’ = Spec( A’), Y’ = Spec( B’), Y = Spec( B), 
zi= {P,}, z;= {Pi}, p our i= 1,2. Alors l’application K( Y’) + K( Y) est 
surjective pour tout les quadruplets (PI, P,, Pi, Pi) comme ci-dessus si et 
seulement si la propriete P(g $ ) est vraie. Si l’on suppose que B est la limite 
d’un systeme inductif filtrant de A-algebres { Aili,,, il est clair que 
B’ = L&r A’ aA Ai, d’oti la preuve du lemme 6. 

PROPOSITION 2. Soient A + A’ et A + B des homomorphismes d’an- 
neaux, et soit B’ = B QA A’. Si la propriP& P(i $) est vraie, l’application 
canonique Spec( B’) + Spec( A’) x SpecCaj Spec( B) est subtrusive. 

Preuve. Designons par H le sous-espace de Spec(A’) x Spec(B) consti- 
tut par le produit fibre ci-dessus, il est proconstructible. Soit 
p: Spec(B’) -+ H l’application canonique, dont on sait qu’elle est surjective, 
continue. Pour terminer la preuve, il suhit de montrer que si (Pi, Q,) est 
un element de H on a V(P;) x V(Q,) n H contenu dans p(p-l(P;, Q,)). 
Cette inclusion nest autre qu’une traduction de: la propriete P($ $) est 
vraie. 

PROPOSITION 3. Un systeme inductif filtrant d’homomorphismes d’an- 
neaux, subtrusifs (resp. universellement), a pour limite un homomorphisme 
subtrusif (resp. universellement). 
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Preuue. On prend la situation suivante du lemme 7: 

x=x’=spec(z)=2,=z,=z;=z; 

et on constate que dans ce cas K(Y) = T(Y) et K( Y’) = T’( Y’). 

PROPOSITION 4. Soit f: A + A’ un homomorphisme d’anneaux vkrtjiant 
P(A A’), subtrusif. Alors I’homomorphisme f est universellement subtrust? 

En particulier, un morphisme quasi lini, subtrusif est universellement 
subtrusif, si sa source v&lie la propriete F.L. 

Preuve. Evidente. 

On n’a su dtmontrer ou intirmer la proposition suivante: P(A A’) est 
vraie pour tout homomorphisme d’anneaux A + A’, lorsque A verilie F.L. 
Remarquons, toutefois, que si A + A’ est un morphisme a-surjectif, de prt- 
sentation finie, il existe un homomorphisme A’ -+ B tel que A --t B soit 
quasi-lini, de presentation linie et a-surjectif (voir E.G.A. [lo, chap. IV, 
1967, p. 108, corollaire 17.16.51). 

Remarques. ( 1) Un systeme inductif liltrant d’homomorphismes 
d’anneaux, a-surjectifs, a pour limite un homomorphisme a-surjectif. En 
particulier un sysdme inductif liltrant de A-algebres dont les morphismes 
structuraux sont a-surjectifs a pour limite une A-algebre dont le morphisme 
structural est a-surjectif. 11 suffit de considerer le systbme projectif des 
morphismes spectraux associb et de munir les spectres de la topologie 
constructible qui est compacte. Cette remarque, qui valait la peine d’Ctre 
mise a part, complete la demonstration de la proposition 3. 

(2) On n’a pu dtmontrer pour les morphismes submersifs des 
rtsultats analogues aux prtddents. Les propositions suivantes apportent 
quelques precisions a ce sujet. 

4. Limites inductives de morphismes submers$s 

Si A est un anneau, on designera par O(A) (resp. P’(A)) l’ensemble des 
ouverts (resp. fermes) de Spec(A). 

PROPOSITION 5. Soit f: A -+ A’ un homomorphisme d’anneuux a-surjectif, 
alors le morphisme f est submersif si et seulement si 

O(A)+O(A’)=tO(A’@AA’) 

est une suite exucte d’ensembles. (De mCme avec F a la place de 0). 

La preuve en est bien connue. 

481/103/2-12 
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PROPOSITION 6. Soit {Ai + Bi}ie, un systeme inductzf fiitrant d’homo- 
morphismes d’anneaux, tels que pour tout i E I l’homomorphisme A i -+ Bi soit 
submerszf L’homomorphisme f: A + B obtenu par passage a la limite est 
a-surjectif De plus, si X est une partie de Spec(A) telle que “f -l(X) soit un 
ouvert quasi-compact, alors X est un ouvert quasi-compact. En particulier, si 
les anneaux A et B ont des spectres Noetheriens, l’homomorphisme f est sub- 
merszf 

Preuve. 11 est clair qu’un systeme inductif liltrant de suites exactes d’en- 
sembles {Ei+Fi 3 Gi}i,, a pour limite une suite exacte d’ensembles. 
D’autre part, d’aprb [ 10, chap. IV, No. 28, 1966, p. 16, theoreme 8.3.111, 
si { Ai} iEI est un sysdme inductif filtrant d’anneaux, de morphismes de 
transition & pour i 6 j, on obtient un sysdme inductif liltrant d’ensembles 
(B(Spec(A,)), “f,~‘) ou B(Spec(Ai)) est l’ensemble des parties de Spec(Ai). 
On peut restreindre ce systeme a OC(Spec(A,)), oti OC(Spec(A,)) est 
l’ensemble des ouverts constructibles de Spec(A,) (i.e., ouverts quasi- 
compacts). Dans ces conditions Lim OC( Spec( A i)) = OC( Spec( Lim A i)). 
Puisque les homomorphismes Ai aBi sont submersifs, on a dsuites 
exactes pour tout i E I: 

OC(Spec(Ai)) + OC(Spec(Bi)) 3 OC(SpC(Bi @a, Bi) 

qui donnent par passage a la limite inductive une suite exacte: 

OC(Spec(A)) + OC(Spec(B)) =t OC(Spec(B @‘A B). 

On dira qu’une propriete P d’homomorphisme d’anneaux est stable par 
division a gauche si, Ctant don& des homomorphismes d’anneaux f et g 
tels que g 0 f veritie P, alors f verilie P. 

PROPOSITION 7. Soit {A ;} iE, un systeme inductiffiltrant de A-algebres, il 
existe un A-homomorphisme surjectzf Q itl Az -+ Lim Ai. Les images dans 
Spec(A) des spectres de oi,, Ai et Lim Ai sont IesmPmes. Si les morphis- 
mes A + Ai verzfient, pour tout ie I, uzpropriete universelle qui est soit sta- 
ble par division a gauche, soit stable par composition, alors les morphismes de 
transition du systeme inductzf definissant @ ie z A, verifient cette propriett!. 

Preuve. Les morphismes de transition du systeme inductif definissant 
@ isl Ai sont donnts par les homomorphismes canoniques ais K, Ai + 
oicKz Az, ou K,et K2 sont des parties linies de Z telles que K, soit contenue 
dans K,. L’homomorphisme compose A + Ai + Lim Ai est indipendant de 
ie I. On en deduit l’existence dun homomorphis h: mitl Ai --+ Lim Ai. 
D’autre part il est clair que l’homomorphisme h est surjectif, puisq@i%n a 
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une factorisation A i + @ i E I A i + Lim A i et puisque tout element de Lim Ai 
provient dun anneau Ai au moins.ssertion concernant l’image dezl&c- 
tres dans Spec(A) est une consequence immediate de la proposition 3.4.10 
Chapitre I de [9]. 

Si pour tout i E Z, l’homomorphisme A + Ai v&lie une prop&C univer- 
selle IJ’ stable par division a gauche, l’homomorphisme A --* @ isK Ai verifie 
P pour toute partie linie K de I: en effet il existe un element j de Z tel que 
pour tout i E K on ait id j, d’oti l’existence dun homomorphisme compose: 
A + @ ieK Ai + Aj. Si les homomorphismes A -+ Ai verifient une prop&t6 
P universelle, stable par composition, on voit que l’homomorphisme 
A + @ ie K Ai veritie encore la propriete P. Dans les deux cas, puisque la 
propriete est universelle, si K, et K, sont des parties linies de Z telles que 
K, c K,, l’homomorphisme @ iE K, A i + @ ic Kz A i verilie la propritte P. 

Remarque. La propriete P pourra &re la a-surjectivite, la submersivitt 
universelle, la puretb, Nakayama, ou encore &tre universellement ouvert 
(fermt). 

PROPOSITION 8. Soit { Ai}is t un ensemble de A-algebres dont les mor- 
phismes structuraux sont a-surjectifs et universellement ouverts, alors l’homo- 
morphisme A + @ iE t Ai est a-surj’ecttf et universellement ouvert. 

Preuve. D’apres [ 10, No. 28, chap. IV, p. 14, proposition 8.3.81, les 
morphismes de transition du systeme inductif detinissant @ io, Ai etant 
universellement ouverts et a-surjectifs, il en est de m&me pour les morphis- 
mes BisK Ai + Qie, Ai, oh K est une partie tinie de I. Puisqu’il en est de 
m&me pour les morphismes A + @ ic K Ai, la preuve de la proposition est 
faite. 

PROPOSITION 9. Soit {Ai}i,, un systeme inducttf Jiltrant de A-algebres, 
tel que les morphismes structuraux des A-algebres Ai soient submerstfs, ainsi 
que les morphismes de transition du systtme inductif Soit f! A + B le mor- 
phisme structural de la A-algebre B= Lim Ai, alors pour toute partie X 
constructible de Spec(A) telle que "f -‘(XToit une partie fermee, la partie X 
est fermte. De plus le morphisme f est a-surjecttf 

Preuve. On voit deja que les homomorphismes Aj + B, pour i E Z, sont 
a-surjectifs, en vertu de la proposition citee dans la preuve de la proposi- 
tion preddente. 11 suflit done de montrer que pour un element i de Z, le 
morphisme fi: Ai -+ B veritie la propriett. Soient fi,i: Ai + Aj, pour i < j, les 
morphismes de transition du systbme. Si Xi est une partie constructible de 
Spec( Ai), telle que "f ; ‘(Xi) soit fermt dans Spec( B), posons Z = "f ,: ‘(Xi) 
et Xj = "f ,; ‘(Xi), pour i < j. 11 est clair que les parties Xj sont constructi- 
bles, pour j > i. Considerons B comme limite inductive du systeme { Aj}j,J, 



580 GABRIEL PICAVET 

ou J est la partie colinale de Z constituie des elements j de Z tels que j > i. 11 
est clair que Z = “fi ‘(Xi) pour j B i. En vertu du corollaire 8.3.12, p. 16, 
chap. IV, No. 28, de [lo], il existe un element k de f tel que X, soit ferme 
dans Spec(A,). Puisque le morphisme fk,i est submersif, la partie Xi est 
fermee. 

On va maintenant donner quelques propositions concernant la localisa- 
tion des morphismes submersifs. 

5. Locafisation et passage au quotient des morphismes submersifs (subtru- 
sif). 

PROPOSITION 10. Soit f: A 4 A’ un homomorphisme d’anneaux et soit un 
re~ouvrement de Spec(A ) par des ouverts affmes: Spw(A ) = U ie, D(a,), 06 
C4d est une famil~e ~~l~rne~ts de A. On suppose en outre que pour tout 
iE Z, il existe un ouvert D(a:) de Spec(A’) tel que “f(D(ai)) soit contenu dans 
D(a,). Si pour tout i E Z l’homomorphisme A, -+ Ai; est submerstf (resp. sub- 
trusifl, alors 1 ‘homomorphisme A + A’ est submerstf (resp. subtrustf). 

Preuve. Les inclusions “f(D(ai)) c D(a,) entrainent l’existence de dia- 
grammes commutatifs 

A - A’ 

I I 
A ,+--+ A’, 4 

Les assertions sont alors tvidentes, compte tenu du fait suivant: une partie 
X d’un espace topologique est ouverte si et seulement si l’intersection de X 
avec toute partie dun recouvrement ouvert de l’espace est un ouvert de 
cette partie. 

COROLLAIRE 11. Soit f:A -+ A’ un homomorphisme d~~nne~ux. L’homo- 
morphisme f est subtrusl~s~ et seulement si pour tout element a de A I’homo- 
morphisme A, -+ Ai est subtrusif 

A-B 

I i 
AI-B 

Soit un diagramme commutatif cocartesien d’homomorphismes d’an- 
neaux ou l’homomorphisme A -+ B est a-surjectif. Soit P’ un ideal premier 
de A’ au-dessus d’un ideal premier P de A. 11 est bien connu que le dia- 
gramme (1) suivant est cocartesien. On peut d~montrer de m$me que le 
diagramme (2) est cocartbien. 
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A P- BP 

(1) 

A/P - B/P. B 

I I 
A’/P’ - B’IP’ . B’ 

(2) 

L’hypothese de a-surjectivitt de A + B assure que les anneaux du dia- 
gramme ne sont pas nuls si A’ n’est pas nul. 

PROPOSITION 12. Soit f: A + B un homomorphisme d’anneaux a-surjecttf 

(1) L’homomorphisme f est subtrustf (resp. universellement) si et seu- 
lement si pour tout ideal premier P de A, I’homomorphisme A p + BP est sub- 
trusif (resp. universellement). Duns I’enonct precedent, on peut remplacer 
premier par maximal. 

(2) Si, de plus, l’homomorphisme f est de presentation finie, pour que 
l’homomorphisme f soit submersif (resp. universellement) il suffit (resp. il 
faut et il suffit) que pour tout ideal premier P de A l’homomorphisme 
A p + B, soit submerstf (resp. universellement). 

Preuve. La premiere partie est evidente, le diagramme (1) servant a 
montrer l’assertion relative aux morphismes universellement subtrusifs. 
Montrons (2). Soit X une partie de Spec(A) telle que “f -l(X) soit une par- 
tie ouverte et supposons que pour tout ideal premier P de A l’homomor- 
phisme A, -+ BP soit submersif. Puisque l’homomorphisme f est de prben- 
tation finie, la partie X est indconstructible. D’autre part, pour tout ideal 
premier P de A la partie Xn G(P) est stable par generisation. Pour la 
S-topologie, les parties G(P) ou P parcourt l’ensemble des ideaux premiers 
de A forment un recouvrement ouvert. Done X est stable par gtnerisation 
et, &ant indconstructible, elle est ouverte. On termine en utilisant le 
diagramme ( 1). 

PROPOSITION 13. Soit f: A -+ B un homomorphisme dhnneaux a-surjectij: 

(1) L’homorphisme A + B est generisant (resp. universellement) si et 
seulement si pour tout ideal premier P de A l’homomorphisme A/P + B/P. B 
est generisant (resp. universellement). 

(2) L’homomorphisme A + B est subtrusif (resp. universellement) si et 
seulement si pour tout ideal premier P de A l’homomorphisme A/P -+ B/P. B 
est subtrusif (resp. universellement). 



582 GABRIEL PICAVET 

(3) Si l’ensemble des composantes irreductibles de Spec(A) est locale- 
ment fini et si pour tout ideal premier P de A l’homomorphisme 
A/P -+ B/P. B est submersif, alors l’homomorphisme A + B est submersif 

Preuve. Evidente, compte tenu du diagramme (2). 

Rappelons, le rtsultat bien connu. 

PROPOSITION 14. Soit f: A + A’ un homomorphisme dhnneaux. L’homo- 
morphisme f est generisant (resp. universellement) si et seulement si pour 
tout ideal premier P de A l’homomorphisme A, --+ A> est gtnerisant (resp. 
universellement) . 

Donnons, pour terminer, un critere de subtrusivite universelle: 

PROPOSITION 15. Soit A + A’ un morphisme d’anneaux. Ce morphisme 
est universellement subtrustf si et seulement si 

A[X ,,..., X,-j + A’[X, ,..., X,] 

est subtrusif, pour tout ensemble fini d’indetermintes (X, ,..., X,,}. 

Preuve. Une partie est Claire. Reciproquement, supposons que pour 
tout ensemble lini d’indtterminees le morphisme 

ACX,,..., x,1 + A’[X, ,..., X,-j 

soit subtrusif. La factorisation 

A + A’ + A’[X, ,..., X,,] 

montre que A + A’ est subtrusif. Soit A + B un changement de base, ou 
B = A [Xi] ie ,/K, K &ant un ideal. Par passage a la limite inductive, le mor- 
phisme A[X,] + B[X,] est subtrusif. Que le morphisme B + B @A A’ soit 
subtrusif, resulte alors du lemme 2. 

6. Descente de proprietes algtbriques par les morphismes submersifs ou sub- 
trustfs 

On se propose dans cette partie de donner des exemples de proprietes 
algebriques descendues par les morphismes submersifs ou subtrusifs. 11 est 
clair qu’une propritte algebrique, traductible en termes de topologie spec- 
trale, fournira de tels exemples. D’autre part, la critere valuatif de subtrusi- 
vitt universelle du chapitre I permet dans de nombreux cas de se ramener a 
la descente de proprietb par les morphismes purs. 11 n’est done pas Cton- 
nant que les exemples suivants concernent la descente de la nullite, de la 
platitude, moyennant certaines hypotheses de linitude, ou autres. Ont tte 
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ajoutb des exemples de morphismes descendant la platitude des modules 
de type fini ou d’autres prop&b. 

PROPOSITION 16. Soit A un anneau rtduit et soit J A + A’ un morphisme 
submersif, alors le morphisme f descend la projectivite des modules de type 
fini. 

Preuve. Le resultat suivant est bien connu: soit A un anneau et soit M 
un A-module de type fmi, pour tout entier n 2 0 designons par U,, l’ensem- 
ble des ideaux premiers P de A tels que dim,,,, M Blk k(P) = n, si A4 est 
projectif, U, est un ouvert; reciproquement si l’anneau A est reduit et si 
pour tout entier n 2 0 l’ensemble U, est ouvert le module M est projectif. 

Soit done M un A-module de type tini sur l’anneau reduit A et suppo- 
sons M aA A’ projectif sur A’. Les ensembles V:, correspondants au 
A’-module M Oa A’ sont ouverts. Mais il est facile de voir que 
V:, = "f -‘(iY,J. Par submersivitt, U, est ouvert; ainsi le module M est pro- 
jectif. 

DEFINITION 17. Nous dirons qu’un A-module M est presque plat s’il 
existe un morphisme d’anneaux A + B tel que it4 soit un B-module plat et 
tel que la structure de A-module obtenue par restriction des scalaires soit la 
structure de A-module initiale. 

PROPOSITION 18. Soit A un anneau reduit et soit f: A -+ A’ un morphisme 
dhnneaux, universellement subtrusif: Le morphisme f descend la nullitt des 
modules presque plats. 

Preuve. On montre d’abord le resultat suivant: si M est un A-module 
presque plat, il existe un morphisme A + V, ou I/ est un anneau de valua- 
tion, tel que A4 Oa I/ soit non nul si M est non nul. On peut supposer le 
module M plat; en effet si le resultat est vrai pour les modules plats, soit M 
un A-module presque plat non nul, muni du morphisme A + B tel que M 
soit un B-module plat, il existe un morphisme B -+ V ou V est un anneau 
de valuation tel que M 0 B V soit non nul; mais le morphisme M @A I/ + 
M BB V est surjectif, done M 0 ,., V est non nul. Par le changement de base 
A + B(A), oti B(A) est l’enveloppe de Baer de A (cf. l’introduction) on peut 
supposer que A est un anneau de Baer. Tout localist en un ideal premier 
dun anneau de Baer &ant intbgre, on peut supposer A local integre, en 
localisant par rapport a un ideal premier du support de M. Un anneau de 
valuation V dominant A fournit alors le resultat cherche. 

Soit maintenant un A-module presque plat M tel que A4 @,, A’ soit nul 
et soit A -+ V un morphisme d’anneaux od I/ est de valuation. Le mor- 
phisme V + V @ A A’ est pur d’ou I’on deduit que M ~$0~ I/ est nul. En 
vertu de ce qui precede M est nul. 
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Remarque. Un morphisme universellement subtrusif, de source un 
anneau reduit, descend done la nullitt des algebres, de mCme qu’un mor- 
phisme de Nakayama. 

On dispose pour les morphismes entiers injectifs de deux theoremes de 
descente de la platitude, avec des hypotheses de finitude. Nous allons les 
gentraliser aux morphismes universellement subtrusifs. 

PROPOSITION 19. (1) [ 10, No. 28, 11.5.51. Soit A + B un morph&me de 
presentation j&tie et soit M un B-module de presentation J;nie. Soit A -+ A’ 
un morphisme entier inject& si M QA A’ est plat sur A’, alors M est plat 
sur A. 

(2) [6], Un morphisme entier injecttf descend la platitude des modules 
de type fmi. 

Nous avons besoin des deux criteres valuatifs suivants: 

PROPOSITION 20. Soit A un anneau red&, alors 

(1) Soit A + B un morphisme de presentation jiinie et soit M un B-mo- 
dule de presentation finie. Si pour tout morphisme A + V oti Vest un anneau 
de valuation, le V-module M QA V est plat, le module M est plat sur A. 

(2) Soit M un A-module de type fini. Si pour tout morphisme A + V, 
oti V est un anneau de valuation, M @A V est plat sur V, alors le module M 
est plat. 

Preuve. Dans chacun des cas on fait le changement de base A + B(A), 
qui &ant entier injectif descendra la platitude, en vertu de la proposition 
19. De plus les hypotheses sont conservees dans le changement de base. 

Dans le cas (l), la proposition resulte de [ 10, No. 28, Theoreme 11.8.11, 
puisque les localisbs en un ideal premier d’un anneau de Baer sont inttgres. 

Dans le cas (2), on peut supposer A local integre, par localisation. Soit 
done A un anneau local integre et M un A-module de type fini, tel que 
pour tout morphisme A + V, oti V est un anneau de valuation, le V-mo- 
dule M @A V soit plat done libre de rang fini. Soit K le corps des quotients 
de A et soit k le corps residue1 de A. Choisissons un anneau de valuation V, 
dominant A et contenu dans K. On en deduit la suite d’egalites 

dim,MBAK=dimVM@. V=dim,MBAk. 

La proposition 7 du Chap. II, par. 3, No. 2, de [S], montre alors que M est 
libre. 

PROPOSITION 21. Soit A un anneau reduit et soit A + A’ un morphisme 
universellement subtrusif, alors A -+ A’ descend la platitude des A-modules M 
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tels que ou bien M est un A-module de type fini ou bien M est un B-module 
de presentation finie et il existe un morphisme de presentation jkie A + B, 
donnant par restriction la structure de A-module de M. 

Preuve. Dans chacun des cas on utilise la remarque suivante: pour tout 
morphisme A + V, oh V est un anneau de valuation, le morphisme 
V+ V ma A’ est pur. Si l’on suppose M @ A A’ plat, il en resulte que pour 
tout morphisme A + V, od V est un anneau de valuation le V-module 
M @A I/ est plat sur V, puisque les morphismes purs descendent la plati- 
tude. 11 suflit alors d’utiliser les critbres valuatifs de la proposition 20. 

Remarque. On voit done en general qu’une propriete universelle admet- 
tant un critere valuatif (par changement de base) et descendue par la 
purete sera descendue par les morphismes universellement subtrusifs. 

De man&e plus particuliere, soit [Ip une proprittt universelle de module 
(ou de morphisme de modules) descendue par la purete, se localisant et 
globalisant bien, et telle que sur un anneau de base local (A, m(A)) la pro- 
priete P soit descendue par le morphisme A + A/m(A), alors la propriete P 
est descendue par les morphismes universellement subtrusifs. 

Prenons par exemple, un morphisme universellement subtrusif A + A’ et 
soit M -+ N un morphisme de A-modules et supposons que le morphisme 
M Oa A’ + N Oa A’ v&lie P. Soit A + V un morphisme d’anneaux oti V 
est un anneau de valuation, puisque le morphisme V+ V @A A’ est pur, le 
morphisme M aA V+ N @A I/ v&tie IFP. Prenons maintenant un ideal 
premier Q de A et soit I/ un anneau de valuation contenu dans k(Q), tel 
qu’il existe un morphisme A -+ V, on en dtduit que M, OAo k(Q) -+ 
N, @ Ae k(Q) verifie P, done aussi M, -+ No. Par consequent M + N 
veritie P. 

PROPOSITION 22. Soit f: A + A’ un morphisme universellement subtrustf 
Le morphisme f descend la pure& des morphismes de A-modules de source 
projective et de but plat. 

Preuve. 11 sutIit d’appliquer la proposition I-3.1.6 de [23]. 

PROPOSITION 23. Soit A un anneau reduit et soit A + B un morphisme de 
presentation finie d’algebres. Soit f: A + A’ un morphisme dhnneaux univer- 
sellement subtrusif; le morphisme f descend la surjectivite des morphismes de 
B-modules de conoyau de presentation finie. 

Preuve. Soit u: M + N un morphisme de B-modules tels que N/u(M) 
soit de B-presentation finie. Supposons que M aa A’ + N @I A A’ soit sur- 
jectif. De N/u(M) aa A’ = 0 on deduit que N/u(M) est plat par la proposi- 
tion 21 et ensuite qu’il est nul par la proposition 18. 
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PROPOSITION 24. Un morphisme universellement submersif descend la 
surjectivite des morphismes dhnneaux de type fini. 

Preuve. Soit A -+ A’ un morphisme universellement submersif et soit 
g: A + B un morphisme de type tini. Si le morphisme g’: A’ -+ B OA A’ = B 
est surjectif le morphisme g est entier done tini, puisqu’il est de type fini. 
Soit P un ideal premier de A se remontant en un ideal premier P’ de A’. 
Puisque le morphisme g’ est surjectif, la tibre en P’ pour g’ est soit vide soit 
isomorphe a k(P’). Or la fibre en P’ se deduit de la fibre en P pour g par le 
changement de base tidblement plat k(P) + k(P’). On en dtduit que la fibre 
en P pour g est soit vide soit isomorphe a k(P). Dans chacun des cas, le 
lemme de Nakayama montre que le morphisme A, + B, est surjectif, d’oi 
le resultat. 

1. Exemples de morphismes descendant la platitude 

PROPOSITION 25. Soit A un anneau reduit, a spectre minimal compact. 
Soit M un A-module de type fini, si pour tout ideal premier minimal P de A 
le module M/P.M est plat sur A/P, alors le A-module A4 est plat. 

I1 en rtsulte que I’homomorphisme d’anneaux A -+ rips Min(A) A/P descend 
la platitude des modules de type fini. 

Preuve. Soit A + B(A) l’homomorphisme canonique de l’anneau A 
dans son enveloppe de Baer (voir l’introduction). C’est un homomorphisme 
entier essentiel, de source un anneau a spectre minimal compact et reduit. 
D’aprbs la proposition 24 de [19], il est minimalisant. Considerons le 
B(A)-module N = M 0 A B(A); pour tout ideal premier minimal Q de 
B(A), le module N/Q. N est plat sur B(A )/Q si l’on suppose que pour tout 
ideal premier P minimal de A le module M/P.M est plat sur A/P. Puisque 
les homomorphismes entiers injectifs descendent la platitude des modules 
de type tini, pour demontrer la proposition, on peut supposer que l’anneau 
A est de Baer. Soit R un ideal maximal de A, l’anneau A, est intbgre et 
local, on peut done supposer l’anneau A integre et local. Mais d’apres le 
thtoreme (C) de [2], le module A4 sur un anneau A local integre est plat 
s’il existe un ideal premier P de A tel que M/P.M soit plat sur A/P et M, 
soit plat sur A,, dans le cas present, il sufit de prendre P = 0. 

Remarque. Le thtoreme (C) de [2] montre que si A est un anneau 
local integre l’homomorphisme A -+ A/P x A, descend la platitude des 
modules de type tini, pour tout ideal premier P de A. Le lemme 1.3.2 de 
[23] montre que lorsque A est un anneau de valuation, pour tout ideal 
premier P de A, l’homomorphisme A + A/P x A, descend la platitude. 

PROPOSITION 26. Soit f: A + A’ un homomorphisme dbnneaux fiddle- 
ment plat. Soit X’ une partie de Spec(A’) telle que “f (X’) = Spec(A) et soit B 
I’anneau produit des anneaux A>. , oti P’ E X’. Alors I’homomorphisme A + B 
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descend la platitude et est injectif il est done un homomorphisme de 
Nakayama. 

Preuve. Soit M un A-module et supposons que le module M @A B soit 
plat sur B. Pour tout ideal premier P’ de A’, appartenant a X’, au-dessus 
dun ideal premier P de A, le module M Ba AP BAp Alp, est plat sur Alp,. 
On en deduit que M, est plat sur A,, pour tout ideal premier P de A, d’oti 
un resultat. Soit un element a de A, d’image nulle dans B. Si a est different 
de zero, l’annulateur 0: a est different de A. Par platitude de l’homomor- 
phisme A + A’, on a (0: a). A’ = 0: aA’. Soit P un ideal premier de A, conte- 
nant 0: a, il existe un element P’ de X’ au-dessus de P. Soit, pour tout ele- 
ment P’ de X’, un element s’ de A’ -P’ tel que s’f(a) = 0 et soit I’ l’idial 
engendre par les elements s’, alors I’ est contenu dans 0: aA’ = (0: a).A’, 
done dans P’, une contradiction. 

Remarque. Soit f: A + A’ un homomorphisme d’anneaux descendant 
la platitude et soit (Ai}i,, une famille de A-algebres telle que @ ie, Ai 
soit un A-module lidblement plat, alors l’homomorphisme A + A’ + 
ni, I A’ 0 A Ai descend la platitude. En effet, soit l’anneau Bi = A’ 63 A Ai et 
soit M un A-module tel que M Oa n Bi soit plat sur l’anneau n Bi. Alors, 
le module M OA Bi est plat sur Bi, done aussi M aA A’ @A, B,. D’aprb 
l’exercice 9 du Chapitre I de [S], page 67, 68, on voit que M aA A’ est 
plat sur A’. 11 en resulte que le module M est plat sur A. 

Voici une propriett de descente apparentee a celle des homomorphismes 
de Nakayama. 

PROPOSITION 27. Soit f: A + A’ un homomorphisme dhnneaux a-surjec- 
tif et soit M un A-module. On suppose que pour tout ideal premier P de A, le 
module M, est de type fini sur A,. Si le module M Qa A’ est de type fini sur 
A’, le module M est de type fini sur A. 

Preuve. Considerons M comme limite inductive tiltrante de ses sous- 
modules de type fini Mi. Puisque le module M BjA A’ est de type Iini sur 
A’, il existe une surjection Mi Oa A’ + M @,., A’, d’od l’on deduit que le 
module M/M, @A A’ est nul. 11 en est de m&me pour les modules 
(M/M,), OAp Alp, pour tout ideal premier P de A. Mais l’homomorphisme 
A, + A’p est a-surjectif et le module (M/M,), est de type lini sur Ar, en 
vertu des risultats de [16, Chap. II], on voit que (M/M,), est nul, pour 
tout ideal premier P de A. Ainsi M = Mi est de type fini sur A. 

PROPOSITION 28. Soit f: A + A’ un homomorphisme d’anneaux a-surjec- 
tif L’homomorphisme f est de Nakayama dans les cas suivants: 

(1) I1 existe une A’-alggbre A” de Nakayama (ou un module de 
Nakayama N’ sur A’) telle que A” (ou N’) soit plate sur A. 
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(2) II existe un module N’ de type fini sur A’, plat sur A, de support 
Spec( A’). 

Dans les deux cas i’homomorphisme f est gdnerisant, done subtrusif 

Preuve. Le deuxibme cas est la proposition 2.5.4.1, chapitre IV, No. 24 
de [ 10, p. 231. Dans le premier cas, il suflit de montrer que l’homomor- 
phisme f descend la surjectivite des homomorphismes de modules. Soit 
Qi -+ Qz un homomorphisme de A-modules, tel que l’homomorphisme 
Ql gA A’ + Q2 @A A’ soit surjectif. 11 en est de m&me pour 

Q, QA A’ Qa, N’+ Q2 Qa A’ QA, IV. 

Soit P’ un ideal premier de A’ au-dessus d’un ideal premier P de A, on 
obtient: l’homomorphisme QIP QAp NIP, -+ QzP Q,+, NIP. est surjectif. Mais 
NP, est different de 0 et est un module plat sur A,. D’autre part, P’& est 
different de NIP,, puisque NIP, est un A&module de Nakayama. Done, a for- 
tiori PN& est different de NIP. On en deduit que le A.-module NY est tidb- 
lement plat. Done l’homomorphisme QiP + Q2P est surjectif, pour tout 
ideal premier P de A, done aussi Q, -+ Q,. On voit alors que l’homomor- 
phisme f est gtnerisant dans les deux cas: le A.-module NIP. est tidelement 
plat, il suflit d’utiliser alors le corollaire 4 du Chapitre II, p. 93 de [S]. 

PROPOSITION 29. Soit f: A + A’ un homomorphisme d’anneaux de 
Nakayama, tel que pour tout A-module M de type fini et tout A-module N, 
l’homomorphisme canonique A’ QA Hom,(M, N) + Hom,(M, N Qa A’) 
soit injectif: 

(1) Un ideal pur I de A, tel que I. A’ soit un ideal facteur direct de 
l’anneau A’, est un facteur direct de l’anneau A. 

(2) Si lhnneau A’ est reduit, soit F un ferme de Spec(A) stable par 
generisation tel que “f ~ ‘(F) soit ouvert dans Spec(A’), alors F est un ouvert 
de Spec( A). 

(3) Si I’anneau A’ est reduit et si tout A’-module plat de type fini est 
projectif, tout A-module plat de type fini est projectif: 

Preuve. L’ideal Z de A est facteur direct si et seulement si l’application 
Hom,(A, I) + Hom,(Z, I) est surjective. D’autre part, dans les hypotheses 
de (1 ), l’idtal Z Ctant pur, on a Z Q A A’ = I. A’. Considerons le diagramme 
commutatif: 

A’ Q A Hom,(A, I) B , A’ QA Hom,(Z, I) 

Hom,(A’ Q: A, A’ QA Z) 7 Hom,.(A’ Q: Z, A’ QA Z) 
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I1 est clair que ~homomo~hisme a est bijectif. Supposons que 1. A’ soit fac- 
teur direct de A’, alors l’homomorphisme y est surjectif et Z.A’ est un 
A’-module de type lini. Puisque l’homomorphisme f est de Nakayama, 
l’idtal I est de type fini, puisque I aa A’ l’est sur A’. D’aprks l’bypothese 
faite sur l’homomorphisme L l’homomorphisme 6 est injectif. I1 en resulte 
que l’homomorphisme /I est surjectif, c’est-a-dire Z est un facteur direct de 
A. Considerons les hypotheses de (2), soit F= V(I) od I est un ideal de A, 
alors “f ~ ‘( V(1)) = Y(f. A’). L’anneau A’ Ctant riduit, l’ideal I. A’ de A’ est 
un facteur direct de A’, puisque V(1.A’) est un ouvert et fermh Mais le 
ferme F Ctant stable par generisation, on peut supposer que l’idtal I est pur, 
d’apres la proposition 3.1 de [4]. 11 en resulte que I est un facteur direct de 
A. L’assertion (3) s’obtient en utilisant le theoreme 5.7 de [14]. 

8. Quelques remarques sur les modules compl&ement fiddles 

Terminons par quelques remarques sur les modules completement fidtles 
de W. Anderson et K. Fuller [ 11. 

DEFINITION 30. Soient M et M’ des modules sur un anneau A. On desi- 
gne par Anne l’ensemble des &lements x de M tels que x@x’ = 0, 
pour tout element x’ de M’. Le A-module M’ est dit compl&ement fi&le si 
pour tout A-module M on a Ann,(M’) = 0. 

On montre que le moduie M’ est completement fiddle si et seulement si 
tout homomo~hisme f de A-modules, tel que M’@f soit nul, est nul (ou, 
ce qui est equivalent, tel que M’@f soit injectif, est injectif). 

PROPOSITION 31. Soit M’ M A-module compl&ement jTdt?le, l’homomor- 
ph~sme A + End,(w) est pur. 

Preuve. Soit l’homomorphisme: 

w: M-+End(M’)O,M-rHom(M’,M’~,M) 

delini par: si x est un Clement de h4, alors o(x) est l’homomorphisme de 
M’ dans M’ @A M d&i par 0(x)(x’) = x’ 6x. Le noyau de o nest autre 
que Ann,(w). 

On peut definir la notion de module complttement fidble sur un anneau 
non commutatif (cf. [ 1, p. 2331). Soit M’ un A-module sur un anneau com- 
mutatif A, on sait que n/rr est un End(M’)-module a gauche. Dire que le 
module 1M’ est compl~tement fid&e sur End(M’) semble une condition 
asset forte. 

PROPOSITION 32. Soit E un A-module complltement j?dile sur End(E), 
alors tout e~domorphisme surjkctif de E, dans le centre de End(E), est 
bqect$ 
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Preuve. Soit le produit tensoriel Hom,(End(E), E) OEndcE) E, ce qui a 
un sens puisque Hom,(End(E), E) est muni dune structure de End(E)-mo- 
dule a droite de la man&e suivante: si u est un element de End(E) et a est 
un element de Hom,(End(E), E), on delinit u.a par (u.a)(u)=a(u~v) si v 
appartient a End(E). A tout element x de E, on associe l’element a, du 
module Hom,(End(E), E) par a,.(v) = v(x) si u appartient a End(E). Con- 
siderons un endomorphisme surjectif u de E, dans le centre des endomor- 
phismes de E et soit x un element du noyau de u. Calculons a,@ y, pour 
tout element y de E; puisque l’homomorphisme u est surjectif, il existe un 
Clement z de E tel que y = u(z). On obtient alors la suite d’egalitts: 

a,Qy=a,Qu.z=u.aX@z. 

Or 
(u.a,)(v) = a,(uo u) = u(v(x)) = v(u(x)) = 0. 

Puisque le End(E)-module E est completement lidele, on voit que a, est 
nul, mais alors x = a,(Id,) = 0. 

LEMME 33. Soit E un A-module tel qu’il existe un entier n et un tlPment 
f de (En)* qui soit surjectif, alors le module E est complt?tement fiddle. 

Preuve. On remarque que le module E est complkement lidtle si et seu- 
lement si le module @ ie, E est completement fiddle, pour tout ensemble 
d’indices I. En effet, d’apres [ 1, p. 2331, Ann,( @ ie I E) = Ann,,,,(E). Soit 
un homomorphisme f: E” + A de A-module qui soit surjectif, on obtient 
pour tout A-module M, un homomorphisme M aA E” + M. Soit, pour un 
A-module M, un element x de M tel que x @ y = 0 pour tout Clement y de 
E”, alors x = 0. Done le module E” est completement lidble. 

COROLLAIRE 34. Un A-module P de type fini et projectf est compkte- 
ment fiddle sur l’anneau End(P). 

Preuve. 11 existe des elements fr,..., f, de P* et des elements x1,..., x, de 
P, tels que pour tout Clement x de P on ait: x = C;= I fi(x) xi. A tout elt- 
ment f de P* on associe une application End(P)-lineaire f P + End(P) 
definie par: soit z un element de P, alors i‘,: P + P est delinie par 
fz( y) = f( y) z, ou y est un element de P. On en deduit que Id, = XI=, L,Xi. 
Par consequent, l’application p: P” -+ End(P) dtlinie par p(z, ,..., z,) = 
x1= 1 fi,=, est un End(P)-homomorphisme surjectif. Pour achever la preuve, 
il suflit alors d’utiliser le lemme precedent. 
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