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SUR LES VARIETES A COURBURE STRICTEMENT POSITIVE

M. BerGert and R. Bort

(Received 20 August 1962)

1. INTRODUCTION

SoIT ¥* une variété riemannienne de dimension d, simplement connexe, compacte et c(¥)
Pensemble de ses courbures sectionnelles. On ne connait actuellement, pour la topologie
de ¥V, aucune conséquence de la condition ¢(¥) > 0 ou méme de la condition (V) > 0
(alors que, si ¢(V) < 0, nécessairement ¥ est homéomorphe 4 Pespace euclidien R*!). On
peut songer & exiger moins: plus précisément, supposons que V) < [d, A} (6 > 0):
existe-t-il une relation entre la topologie de ¥ et le pincement k = 6/A de ¥.?

Rappelons d’abord que I’on sait ([5], theorem 2) que k > } impligue que ¥ est homéo-
morphe 2 la sphére 5%; que-k = } et ¥ non homéomorphe a S¢ implique que ¥ est iso-
métrique a Pun des espaces projectifs: complexe P#2(C), quaternionien P¥’4(H) ou au plan
projectif des octaves de Cayley P*(Ca). Signalons qu’on ne connait pas un ¢ > 0 tel que
k > } — ¢ entraine que V soit homéomorphe & I'une des variétés: S, P¥*(C), PY4(H),
P?(Ca), bien que Pexistence théorique d’un tel £ soit fortement probable, D’autre part
([1], p. 180), il existe V7 et V3 telles que c(V7) = [k, 1] et o(V13) = [k,, 1], avec O < k,,
k, < }et V7, V'3 non homéomorphes a S7, S13.

Dans ce travail, nous démontrons (théoréme 6.2) une inégalité entre la somme, jusqu’a
Pentier A, des nombres de Betti pour un corps quelconque de I’espace des lacets Q(V) de
V et une exponentielle-polyndme en 4. Ce résultat est cependant trés loin d’étre le meilleur
possible, puisque pour k = } on ne reirouve pas le résultat de [5] rappelé ci-dessus. Nous
donnons un exemple d’application du théoréme 6.2 a'la topologie de ¥ elle-méme: en utili-
sant la relation que fournit la fibration de Serre et la suite spectrale correspondante entre

-les nombres de Betti de Q(¥) et ceux de ¥V, on obtient (théoréme 7.3) le résultat suivant:
si V est la somme topologique de 4 variétés dont le polyndme de Poincaré est 1 + 7° + 12¢
(= 2) et si a(V)c [kA, Al (k.> 0, A > 0), on doit avoir: # <1 + (2 + (%n/2)) exp
(2(¢ — 1)//k). Depuis ce travail, par une méthode différente, 'un de nous a obtenu
[4] une majoration en k pour la caractéristique d’Euler-Poincaré d’un variété riemannienne
k-pincée, compacte, de dimension paire.

La démonstration repose essentiellement sur P'introduction de Pintégrale suivante: si v
désigne I’élément de volume de la variété riemannienne ¥ et g(n; 1) le nombre de géddésiques
qui joignent un point fixe 7 de ¥ au point 2 et qui sont d’index inférieur ou égal A 4, posons:

1 L’auteur avait un contrat avec la National Science Foundation.
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J(A) = g(n; A)-v. On obtient deux inégalités pour J(A): si b; est le i*™ nombre de
neV
Betti de Q(¥) pour le corps commutatif F et mes(V) = J‘ v le volume total de V, la théorie
14

2
de Morse implique directement: J(1) > (Z bi) -mes(V); ensuite on obtient une major-
i=0

ation pour J(1) a laide de la condition (V) < [kA, A] (k > 0, A > 0) en procédant
comme suit: puisque c(¥) > §, une géodésique de longueur supérieure ou égale A nh/ /6
est nécessairement d’index supérieur ou égal & (d — 1)h. Ce qui permet de se restreindre
aux géodésiques de longueur bornée par un nombre r(1) ne dépendant que de 1. On
introduit alors I'application exponentielle exp : T(V),, = ¥, que Pon restreint 3 la boule
B}, de rayon r(2) de T(V),; si I'on extrait de BY;, et de ¥ les licux conjugués de m alors
I'exponentielle devient un revétement, dont le nombre de feuillets au-dessus d’un point
n n’est autre que le nombre f(n; r(1)) de toutes les géodésiques de longueur inférieure
ou égale & ~(1) qui joignent m & n; donc g(n; 1) < f(n; r(2)). On introduit l'intégrale

I(s) =J‘ f(n; s)-v étendue 3 la boule B! de ¥ de centre m et de rayon s. Ainsi on aura
B,V :
J(2) < I(s) dés que s est assez grand par rapport 4 A [précisément s > ((4/(d — 1) + Dm)/ /51

On a d’autre part: I(s) = f |w|, oll w = exp* (v) désigne la forme extérieure sur T(V),

image réciproque du volume v de V par exp. Il ne reste plus qu’a majorer ]w[ sur BT,
ce qui résultera d’une majoration de la norme d’un champ de Jacobi (le long d’une
géodésique quelconque de ¥) dont les conditions initiales sont données. Une telle
majoration est obtenue en appliquant les théorémes de Rauch [6] sur les champs de Jacobi
de longueur inférieure ou égale & n/2,/A des variétés riemanniennes telles que c(¥) < [, A]
et une récurrence sur P'intervalle fondamental =/2 /A.

§2. NOTATIONS ET DEFINITIONS

V est une variété indéfiniment différentiable orientée dont le fibré des vecteurs est noté
T(V) = u T(V),, la projection canonique étant p : T(¥V) - V. On se donne une fois pour
mey

toutes sur ¥ une structure riemannienne indéfiniment différentiable, notée < , >; et || |
désignera la norme associée. La variété ¥ sera toujours compacte, a fortiori compléte.
Dans toute la suite on fixe définitivement un point m e V. Si & est un réel positif ou nul,
on pose: Sy = {xeT(V),||x]| =h} et BY = {xeT(¥)n||x| < A4}; on dénote par
exp : T(V),, — V l'application exponentielle en m, ainsi classiquement définie: si x & T(V),,
alors exp (x) est Pextrémité de la géodésique de ¥ qui a pour longueur | x|, pour origine
m et est tangente en m & x. L’exponentielle est une application définie parce que V est
compléte et indéfiniment différentiable. Posons: BY = exp(BT), Sy = exp(Sy). Le lieu
conjugué de m dans T(V),, est, par définition: CT = {xe T(V),| 3y # 0, y € T(T(M)n)|
(d(exp))(y) = 0}, c’est A dire les points x ou la différentielle d(exp) de exp n’est pas injective.
Le lieu conjugué de m dans V est, par définition: C¥ = exp (C7).
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Par D on entendra la loi de dérivation canonique que définit la structure riemannienne
de V dans les champs de vecteurs de V. Etant donné pe Vet X, Ye T( V), désignons par
R(X, Y) = DyDy — DyDx — Diyx,y, 'endomorphisme de T(¥), que définit le tenseur de
courbure de la structure riemannienne de V. Si {X, Y} est orthonormé, la courbure section-
nelle de V pourleplantangenta Vengendrépar Xet Yestleréelo(X, ¥) = —(R(X,Y)X,Y).
On note (V) 'ensembile des c( X, Y) lorsque p parcourt Vet {X, Y} parcourt ’ensemble des
couples orthonormés de T(V),. Soit x, y € T(V),; on peut considérer que y € T(T(V),)«
grice a l'identification canonique entre E et T(E), pour tout espace euclidien E. On désire
calculer (d(exp))(y) € T(¥)exp(n- La solution est fournie par les champs de Jacobi: soit
y:t— y(t) = exp (tx/||x|) la géodésique (paramétrisée donc en sorte que |y'(?)] = 1 quel
que soit #) de V qui part de m tangente a x, et soit w, : T(V),(y = T(V),, le transport paraliéle
le long de y de (1) 4 y(0) = m; soit u: [0, 0] = T(V),, la solution de I'équation différen-
tielle

d?u , -1 ,
(2.1) Frihe 7(RG'(0), =7 (' ()

qui satisfait le conditions initiales:

(2.2) w0 =0,  u(0)=y/|x|.
Alors on a les résultat classique suivant:

2.3) : (d(exp))(») = u({x]))-

Le volume de la variété riemannienne orientée ¥ sera noté v; c’est une forme extérieure
de degré d égal 4 la dimension de ¥, dont la valeur sur le duple {X;} (i = 1, 2, ... , d) de
T(V), sera notée v(Xj, ... , X,). Par définition: o(X, ... , X,) = 1 chaque fois que {X,} est
un repére orthonormé direct dé 7(¥),. On a banalement: )

(2.4 [o0Xy, .., XD < Xu] .. | Xa]  quel que soit {X}}.
On posera -
(2.5) w = (exp)*v

c’est & dire que w est la forme extérieure de degré 4 sur T(V),, définie par:

(26) w(yl 3 reny .}’4) = D((d(exP))(Y1)s (A} (d(ﬁxP))(}'a))
‘quels que soient yy, ..., y,€ T(T(V),), ' quel que soit xe T(V),.

§3. LA THEORIE DE MORSE
Soit y: [0, s] = V une géodésique de ¥V, d’extrémités m, n et paramétrisée en sorte
que ||y'(5)|| = 1 quel que soit ¢ € [0, 5]. Soit £ I'ensemble des champs de vecteurs le long de y
qui sont orthogonaux a et nuls en m et 7, c’est & dire que & est I’ensemble des applications
différentiables Y : [0, s] —+ T(V) telles que po ¥ =y, {y(f), Y(t)) = 0 quel que soit
te[0, 5], Y(0) = Y(s) = 0. La variation seconde

L'(O)XY) = f U2y YOI = oty @), YN YOI o

est une forme quadratique sur .#; on appelle index de y la plus grande dimension
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d’un sous-espace vectoriel # de & sur lequel L"(0) est strictement négative. Il est
classique si n ¢ CY et si L"(0) est négative ou nulle sur 2, alors L"(0) est nécessairement
strictement négative sur J#.

Si x se déplace dans T(V),, sans rencontrer le lieu conjugué C7, alors 'index de la
géodésique exp([0, x]) ne change pas.

Soit i(n; i) le nombre de géodésiques de V qui ont pour extrémités m et n et pour
index A. Notons Q(V) ’espace des lacets de ¥V d’origine et d’extrémité m et F un corps
commutatif quelconque; soit b, = dim H(Q(V); F) le A nombre de Betti de (V) pour
le corps F. On a les:

Inégalités de Morse: quel que soit n ¢ C¥, quel que soit A:

3.1) i(n;A)=b,.
Posons:
A A
(3.2) ay= )b, gn;)=7Y i(n;w
u=0 u=0

en sorte que g(n; A) ne sera autre que le nombre de géodésiques joignant m a n et qui sont
d’index inférieur ou égal 3 A. "On aura:

(3.3) gn;, )= a; quel que soit 4, quel que soit n¢ C”.

PROPOSITION (3.1). Soit V une variété riemannienne de dimension d telle que (V) =
& > 0 et y une géodésique de V, de longueur s et d’extrémité n telle que y(s) = n'¢ C¥. Alors,
si's = whf /8, Pindex de y est supérieur ou égal a (d — 1)h. :

C’est une généralisation banale de la proposition 4 de [2]; il suffit de prouver qu’il
existe un sous-espace # de dimension (d — 1)4 de & sur lequel L"(0) est négative ou nulle;
en effet, n ¢ C¥ entrainera alors que L"(0) est strictement négative sur J#.

On construit s# comme suit: quel que soit y € T(V),, avec {y'(0), »> = 0, définissons
Z,e & par Z(t) = n] 1(y) (en sorte donc que D;.(nZ,(t) = 0 quel que soit ¢, quel que
soit y. Et pour i =0, ... , h — 1, définissons des fonctions f;: [0, s] = R par: fi(t) =0
quel que soit ¢ € [0, 7/ \/8], f(r) = sin(/(8)t — mi) quel que soit 7 € [ni/ /8, n(i + 1)/ /5],
f{t) = 0 quel que soit € [n(i + 1)/./6, s]. De (V) > 5, on déduit par un calcul direct de
L"(0) que, quel que soit i = 0, ... , A — 1 et quel que soit y: L(0)( /,Z,) < 0. L’ensemble
des f;Z, engendre un sous-espace vectoriel 5 de dimension (d — 1)k de &, sur lequel
L"(0) est négative ou nulle parce que, si i # i’, quels que soient y, z on aura:

LOXfiZ, + /vZ)) = L'(O(fiZ,) + L'OXfi'Z)) < O.

, §4. LES INTEGRALES I(s) ET J(X)

Rappelons que dans une variété riemannienne ¥ on sait définir les notions d’ensemble
mesurable U et de mesure, notée mes (U), d’un tel ensemble. En particulier mes(¥) n’est
autre que le volume total de ¥. Rappelons aussi que chaque droite de T(V),, rencontre CT
en des points isolés; donc CT est de mesure nulle dans T(V),, et, puisque dim T(V),, = dim V;
I'image C¥ = exp(CT) est de mesure nulle dans V.
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Fixons maintenant un s> 0 et posons: Qy = BVn(CS")n(C(exp(CTnB')))
(ou par (J4 on entend le complementmre de 'ensemble A) et Q7 = exp™? ((Q:') n BT)
Puisque B! = exp (BY), on a exp (Q7) = QY; on peut donc poser: exp,: 07 — QF.

PROPOSITION (4.1). L’ensemble QT (resp. QY) est ouvert dans T(V),, (resp. dans V) et
on a mes(QY) = mes(BY).

Les ensembles ST et CT n BT sont des compacts de mesure nulle de T(V),, donc leurs
images SY = exp(ST) et exp(CT n BT) sont des fermés de mesure nulle de ¥, ce qui prouve
que mes(QY) = mes(BY) et que Q! est un ouvert de V.

Soit ne QY et xeexp; ! (n) = exp~'(n) n BT; on a x ¢ CT et x ¢ ST par définition
de QY. Soit U un voisinage de n dans ¥V tel que U < QY'; puisque exp est une application
différentiable, Iimage inverse exp~! (U) est un ouvert de T(V), qui contient x. Mais
x ¢ CT, donc la différentielle d(exp) de exp est injective en x; on sait qu'il existe alors un
voisinage U’ de x dans T(V), tel que la restriction de exp & U’ soit un difféomorphisme
entre U’ et exp (U’); en particulier exp (U’) est un ouvert de ¥ qui contient n. On peut de
plus supposer que U’ = BT n (CST) puisque x ¢ S7. Soit U” = exp(U’) n U; C'est un
ouvert de n dans QY et exp est un difféormorphisme entre U” = exp~! (U) n U’ et U"
Mais U” < QT parce que U” < BT et U” = exp~Y(U”). Ceci montre que QT est un
ouvert de T(¥), et que exp, est une application différentiable de la sous-variété ouverte
QT de T(V), sur la sous-variété ouverte QY de V; de plus exp, est localement un difféo-

morphisme.

PROPOSITION (4.2). L'application exp,: QT — QV est un revétement ayant partout un
nombre fini de feuillets.

Par définition des revétements, nous devons montrer que, quel que soit ne QY, il
existe un ouvert U de QY contenant » et tel que 'image inverse exp; !(U) soit une partition
en ouverts de QT ayant la propriété que la restriction de exp; 4 P'un quelconque d’entre eux
soit un difféomorphisme entre cet ouvert et U.

Soit n e Q¥ ; montrons d’abord que exp, ! (n) est un ensemble fini. Par contradiction:
soit {x,} = QT une suite infinie de points tous distincts de QT tels que exp (x,) = n quel
que soit . Puisque QT = BT on peut extraire de {x,} une sous-suite {x,.} de points ayant
une limite x dans le compact BT ; on aura exp(x) = n. Mais le fait que {x,.} converge vers
x avec exp(x,) = exp(x) pour tout ¢’ implique que, quel que soit Pouvert # contenant x
de T(¥),,, la restriction de exp, 2 W n’est pas injective, donc que x € C7, d’oil la contradiction
n = exp(x) € exp(CT n BD).

Posons exp; ! (n) = {x;} ( = 1, 2, ... , k). Comme Q est ouvert dans T(¥),, et que,
quel que soit 7, on a x; ¢ C7, il existe quel que soit / un voisinage U; de x; dans O tel que la
restriction de exp, : exp, = U; — exp(U) soit un difféomorphisme. Il est banal, puisque
les x; sont en nombre fini, de choisir de plus les U, deux & deux sans point commun. Posons
alors; U’ = n exp(U)); c’est un voisinage de »n dans QY. Il suffit de montrer qu’il existe un

voisinage U de n dans Q! tel que U < U’ et tel que exp;Y(U) = v U,. Par contradiction:

D
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soit {U,} la suite décroissante des boules de V de centre n et de rayon 1/z (ou z est un entier
positif). Supposons que, quel que soit z, il existe y, € exp; !(U,) avec y, ¢ U U,. La suite
B

{y.} est incluse dans le compact BT, donc on peut en extraire une sous-suite {y,.} ayant
une limite y € BT. Puisque exp(y,) &€ U,, on aura exp(y) = n; d’olt yeexp~!(n) n BI.
Donc il existe un i tel que y = x;, et comme la suite {y,.} a pour limite y, que U, est un
ouvert qui contient x;, on est slir que, pour z’ assez grand, y,. € U;; c’est la contradiction
cherchée.

Nous pouvons maintenant définir I'intégrale I(s). Comme QY est un ouvert de V;, il est
mesurable, ainsi que chacune de ses composantes connexes. Sur chacune de ces composantes
connexes U, (soit Q¥ =vu Uj la partition de Q! en ses composantes connexes) le nombre

B

de feuillets du revétement exp, : QT — QY est constant et fini: notons-le f(i1; 5). L’intégrale
I(s) = j f(n; s) v existe donc. Puisque QT est un ouvert de T(¥), il est mesurabie et
[P .

Pintégrale |w| a un sens (rappelons que w est définie par la formule (2.5)).
T

PROPOSITION (4.3). 1(s)=f |wi.
QT

Chaque composante connexe U, de Q) étant mesurable, le nombre de feuillets g(8)
au-dessus de U, étant constant et égal a f(n; s) quel que soit n € Uj, on aura:

L f(n;5) v =q(B)-mes(Uy) et L Jms)o= % q4(B)-mes(Uyp).

D’autre part QT U exp; '(U) définit une partition de QT par des ouverts (mesurables);
puisque exp,, restreint 3 une composante connexe Uy et & exp, *(U,) est un revétement a
q(B) feuillets et comme w = exp*v, on aura donc:

f w| = q(ﬁ)f v = g() mes(U,,)
exps = 1(Up) Ug
d’ol:

I Il =Z_[ [w| =3 q(B)-mes(Uy) =I f(n; s)-v=I).
QT B Jexps~t(Up) 8 QY

PROPOSITION (4.4). Soit V une variété riemannienne, de dimension d, vérifiant «(V) = 4.
Pour tout entier A > 0, soit a, défini par (3.2) et soit &(A) la partie ~~tiére de (A + 1){(d —1) .
Soit s = E(l)ﬂ:\/é.' Alors:

a; < (mes(V))~! J ).

D’aprés la proposition 3.1, toute géodésique de longueur supérieure ou égale 3 s =
En/ /5 est d’index supérieur ou égala A + 1 > 1; donc toute géodésique d’index inférieur
ou égal 3 1 est de longueur strictement inférieure a s. Donc, si g(n; 1) désigne le nombre
de géodésiques joignant m & n et d’index inférieur ou égal 3 4, on aura:

4.1) gn; ) <f(n;s)  quel que soit ne QY.
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D’autre part, on a rappelé au §3 que g(n; A) est constant sur chaque composante connexe

Uy de QY ; donc lintégrale J() = J- g(n; A)-v existe. D’aprés (3.3): J(A) > a, mes(QY).
QIV
D’aprés la proposition 4.1: J(1) > a, mes(BY).

Introduisons le lieu résiduel ou cut-locus CL(m) de m (voir par exemple: [2], pp.
91-92); puisque chaque géodésique partant de m rencontre CL(m) en un point isolé:
mes(CL(m)) = 0. D’autre part tout point de ¥ — CL(m) est joint & m par une géodésique
d’index zéro; on aura donc: mes(¥) > mes(QY) > mes (V — CL(m))= mes(¥V). Donc
finalement: J(4) > a, mes(V).

Par ailleurs (4.1) implique K(s) = J(A) et la proposition 4.3 affirme que:

I(s) = |w]. D’ou, puisque QT = BT : a; mes(V) < J‘ |w|, ce qu’it fallait démontrer.
2,7 BT

§5. MAJORATION DES CHAMPS DE JACOBI
Rappelons le:

THEOREME (5.1). (H. E. Rauch: [6], théoréme 4). Soit V une variété riemannienne
compléte telle que c(V) < [, Al et Y un champ de Jacobi (le long d’une géodésique quelcongue,
de V, tel que Y(0) = 0. Alors, quel que soit t < n[./A, on a:

(5.1) (sin(\/A-D//A)- [ YO < | Y(®)] < (sin(/5-9)//8) | Y (O]

et le résultat analogue, de démonstration calquée sur celle de [6}:

THEOREME (5.2). ([3], théoréme 1). Soit V une variéié riemannienne telle que (V) =
[8, Al; et Y un champ de Jacobi de V tel que Y'(0) = 0. Alors, quel que s0it 0 < t < 1:/2J A)
on a:
(5.2) (cos/A.D). | Y(O)] < |Y(0)] < (cos /5.0).|¥(0)] .

Des théorémes 5.1 et 5.2 on déduit les lemmes ci-dessous; dans I’énoncé de chacun de
ces lemmes on suppose toujours implicitement que la variété riemannienne V vérifie
«(V)c[0,A] et que Y est un champ de Jacobi de V.

On pose: D = n/2,/A.

LemME (5.3). Quel que soit Y on a:

(5.3) | Y(D)| < cos(\/é D)+ | Y(0)] + sin(\/S D)- | Y"(0)]}/\/é
(5.4 lYD)]| = | Y'(0)]//A — cos(/6 D)- | ¥(O)]

et, quel que so0it 0 < t < D:

(5.5) 1 Y] < [|Y(©] + sin(/s D)- | Y'(0)]|//8.

Le champ de Jacobi Y étant donné, définissons deux champs de Jacobi Y, et Y, par:
Y,00) =0, Y;(0) = Y'(0) et Y, =Y — Y,, en sorte que Y,(0) = ¥(0) et ¥;(0) = 0.
D’aprés (5.1), pour tour 0 <1 < D: [Y,(0)] < sin(J6-0)-| Y;(0)]/ /6 = sin (Jb-¢).
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17 (0)]//6. Daprés (5.2), pour tout 0 <1< D:|YxAn)] < cos(/6:0) | Y,(0)] =

cos (/6-0)- | YO). Mais | ¥0)| = | 1) + (0] < [ .0] + | Y20, dou:

(5.6) i YO < sin(/3-1)- | Y’(0)[/y/8 + cos(y/8-0)- | Y(0)].

De (5.6) on déduit (5.3) en y faisant ¢ = D. De (5.6) on déduit (5.5) en remarquant qixe

cos(/8+1) < 1 quel que soit zet que,dez = 04 ¢ = D la fonction sin (/3 ¢) est croissante.
D’aprés (5.1), pour 0 € t < D, on a:

| 1) = sin (=/2)- | YO/ VA = | Y'(0)})/ /A. Mais:
YOl = 17,0 + 100 > 110 = | Fo), S0t (5.4)

LemME (5.4). Soit Y, tel que Y,(0) = 0; alors
1 ¥i )] < sin(/6 DX/8//8) | Y,(0)|. Soit Y, tel que Y,(0) = 0; alors || ¥(D)| <
JA( + cos? (/6 D))-|| Y, (0.

Définissons Y par Y(x) = Y¥;(D — x) quel que soit x; D'aprés (5.4): |¥,(0)] =
| Y] > | PO/ /A - cos(y5D)- | YO = [ ;D)) /A — cos(/5 D) | ¥, D). Mais,
par hypothése: Yy(0) =0, donc: |Y{(D)| < /Acos({/8D).|| ¥y(D)|. Daprés (5.1);
| i)} < sin(/8 D)- | Y;(0)}}/ /8 "0t la premitre inégalité du lemme.

Définissons maintenant Y par ¥(x) = Y,(D — x) quel que soit x. D’aprés (5.4):
170 = [ Y®)| < | YO/ VA - cos(3 D)-| YO = | T:D)]/ VA ~

| ‘ cos(/é D)- || Y(D)|
Dioti: | YD) < A cos(y/8 D) YD) + A] ¥,(0)]. Mais, d'aprds (5.2): | (D)) <
cos(,/3 D)- || Y,(0)]; d’olt 'on déduit la deuxiéme inégalité du lemme.

Du lemme 5.4 on déduit évidemment la formule:

6N 1Y (D) < (JAlYd)sin(y/8 D)- | Y'(O)] + /AL + co’sz(\/a D))- | Y(0)].

LEMME (5.5). Soit Y tel que Y(0) = 0. Pour tout nombre réel positif t, désignons par
n(¢) la partie entiére de t[D augmentée de 1. Alors, quel que soit t:
fro] < [Y©Of - @+ @) (/&

Pour tout entier k > 0, posons f; = | Y(kD)| et g, = | Y'(D)|//A. Si'on applique
la formule (5.3) au champ de Jacobi Z défini par Z(x) = Y(x — kD) pour tout x, on .
obtient: £+, < cos(/8 D)-fi + (/A//8) sin( /8 D)-g,. Mais, comme cos(,/d D) < 2 et
sin(\/6 D) < /6 D < /2, on aura:
(5.8) Sert S 2+ (2/2g,.
Appliquons (5.7) & Z; on obtient: g,., < (JA//8)sin(/6D)-gy + (1 + cos’( /5 D))-£;.
Mais on a 1 + cos*(\/6 D) < 2 et sin(\/5 D) < /6 D, d’ou:
(5.9 Grr1 <2+ (7[2)gs.

Puisque f, = 0 et go = | Y'(0)}/ /A, on déduit de (5.8) et (5.9) par une récurrence
triviale:

(5.10) s S Q2+ @Y YO/ VA
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Par définition de n(t), on a: t = (n(t) — 1)D + x avec 0 < x < D. Appliquons (5.5) au
champ de Jacobi Z défini, pour tout v, par Z(v) = ¥(v — (n(t) — 1)D). Ona ¥Y(t) = Z(x),
d’oti: [ Y())] = |Zx)| — 2fyey-1 + (M/2)Gpey-1 - D’apres (5.10):

1Y) < 2+ @2)2 + @2y~ -| YO) /A = 2 + (/) | YO/ /A,

ce qu'il fallait démontrer.

§6. MAJORATION DES NOMBRES DE BETTI DE (V)
Dans ce §6, nous rapprochons les résultats des §4 et §5 pour en déduire le résultat
essentiel de ce travail, le corollaire 6.3 ci-dessous.

PROPOSITION (6.1). Soit V une variété riemannienne compléte telle que (V)< [6,A] (6>0).
Alors, quel que soit s > 0:

J |w' < a,*A'(""”lz-s-(Z + (n/z))(d-l)n(s)
B,T

ot la fonction y(t) est définie dans le lemme 5.5 et ot o, = mes(ST) désigne le volume de
la sphére unité de Pespace euclidien R°.

Soit x un vecteur quelconque de 7(¥), et complétons le en un repére orthonormé
{x/|x[l» 1> .-+ » Ya-1} de I'espace tangent i T(F’),, en x. D'aprés (2.6):

w(x/ "x”’ylr-"’yd—l) = v("x " =1 (d(exp))(x), (d(exp))(yy),-.--- » (d(exp))(ya-1) -
Mais, d’aprés (2.1), (2.2), (2.3) et le lemme 5.5: |(dexp)(v)] <(x]| VA 'C+
(r/2))"I=DE=1 Donc, d'aprés (2.4): |w| < (x| VA €72 + (/2))r1=DE=D_ Si Pon
désigne par w le volume euclidien de 7(¥),, on aura w(x/||x|, 3, ... , ¥s=y) = 1, donc
on aura au point x:

(6.1) wle < (x| ~¢ D2 + (rj2)yri=e-n. 5
D’ou: J. ] SJ‘ (|x]A) "¢ + (rj2)yti=ie-n.g

Comme (2 + (n/2))* et n(u) sont des fonctions croissantes de u, on aura:

I |w] < A=¢=D/2.(2 4 (n/2))re~ 1).J Ix]~¢- -,
BT T

Mais si o, désigne le volume de la sphére unité de 'espace euclidien R?:

[ R K e R N R O
B,T /] SsT ]

THEOREME (6.2). Soit V une variété riemanniene compacte qui vérifie (V) < (kA, A)
(A >0, k > 0) et a, comme défini en (3.2) pour un corps commutatif quelconque. Alors:

a, < (mes(V)) ™ - A D72 g,-(( + Df(d — DK)-(2 + (nf2) 2+ DR G-,
Appliquons la proposition 4.4 avec 6 = kA. On aura: g, < (mcs(V))"‘I [w| ot

. ..T
s = &Mn/ J(kA). Pour appliquer la proposition 6.1, il faut évaluer s et n(s) en fonction
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de A. Par définition de {(4): &(1) = (4 + D/(d — 1); dou: s = (A + Dr/(d — 1) JEA).
Par définition de 5(s) : n(s) = 25 /A/n + 1, donc n(s) = 2(1 + 1)/ Jk(d — 1) + 1, soit
n(s) = QA + 1) + Jk(d - 1))/ Jk(d — 1). Comme ¢ et (2 + (n/2)) sont des fonctions
croissantes de ¢, on aura, vues les majorations obtenues pour s et 5(s) et la proposition 6.1,
I'inégalité du théoréme.

CdROLLAIRE (6.3). Quand 1 tend vers l'infini, le type exponentiel de a, nest pas plus
grand que 2 log(2 + (n/2))/ JJk.

7. UNE APPLICATION

LeMME (7.1). Soit V une variété compacte dont le polynome de Poincaré pour I’homologie
entiére est 1 + ht* + t**(a > 2). Alors les nombres de Betti bi = dim H(Q(V); Q) de la
cohomologie rationnelle de I'espaces des lacets de V vérifient la relation de récurrence
briz2am2 = hby ey — b, quel que soit A = 0.

On considére la suite spectrale {E} ;} de la fibration de Serre, fibration dont la base
est ¥V, la fibre (V) et I'espace fibré I'espace rétractile des chemins d’origine fixe dans V,
d’extrémité quelconque. Comme I'espace fibré est rétractile, on devra avoir E;}, = 0 quels
que soient p,g. Comme Q est un corps, on al'isomorphisme: EZ, ~ H,(V;Q) x H (Q(V); Q).
Posons ¢, , = dim E ; on aura e}, = b, et e2, =0sauf el =€ o =1 et €2, = h
D'ou 2, = 0 sauf e} , = b,, €2, = hb,, e3,, = b,. Ceci implique qu’une différentielle d"
est nulle si r % a et r # 2x. Donc E:,q = Ej , quels que soient p, ¢. De plus d?* est nulle
sur E ., donc on doit avoir E3;' = E2; = EZ, = 0. Mais EZ;! est le quotient du noyau
de l'application d*: E7, — Ej ;+,~ Par 'image d*(E3,  —4+1)- D'OUI €5, iy = €5, —
dim(d*(EZ,)). Comme d*(E; ) < E§ ,+,-1, OD a:

—_— —— X - —
bq—¢+1 - eZa,q—z+l P e’:,q eO,q+a-1 - hbq bq+z—1 .

En faisant ¢ — « + 1 = A dans cette relation, on obtient le lemme.

Lemume (7.2). Soit {b,.} (k = 1) une suite de nombres vérifiant les relations de récurrence
b+ 2)x Z hby 1yx — by quel que soit k = —1, et les conditions initiales b_, = 0, by = 1.

k
Alors, si h > 3, la somme @, = ), b, croit, quand k tend vers I'infini, avec un type exponen-
i=0

tiel supérieur ou égal @ log(h — 1).

Soit c;, 1a suite d’entiers définis par les relations de récurrence c( .3y = AC(+ 1yx = Cre
quel que soit %, et les conditions initiales c_, = 0, ¢, = 0. Comme 4 > 3, ’équation A% —
hA + 1 = 0 a deux racines distinctes B; = (h + /(h* — 4)/2, B, = (A — J(B® —~ 4)/2;
on sait qu’alors il existe u, v tels que, quel que soit &, on ait: ¢,, = up% + vg%. Les con-
ditions initiales entrainent que:

(7.1) Crx = 51“'1/(/31 - B — ﬂzk“/(ﬁxlgz) .

Puisque 8, > B, > 0, on a ¢, = 0 quel que soit &, et, quand k tend vers l'infini, le type
exponentiel de ¢, est log ;. Mais on vérifie que 8; = (h — 1), donc le type exponentiel
de ¢;, est supérieur ou égal a log (A — 1).
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Posons maintepant e, = by, — C5; ON 2 €_; = €5 = 0 €t e3> hegy )y — €,
ce qu'on peut ECTire: eg.zyx — €u+1)x = (Eg+1)x — €x) + (B — 2)eu 4 1),- Si 'on adopte
Phypothése de récurrence e 1yx = € = 0, on voit que cette relation implique ¢, > 0
quel que soit &, c’est & dire b, > ¢,,. Le type exponentiel de b,, est donc supérieur ou
égal 2 celui de ¢, ce qu’il fallait démontrer, puisque b,, et g,, ont le méme type exponentiel.

THEOREME (7.3). Soit V une variété riemannienne compacte telle que o(V) < [kA, A)
(A >0, k> 0) et dont le polynéme de Poincaré de I’homologie entiére est 1 + ht® + 1**
(@ = 2). Alors il est nécessaire que h < 1 + (2 + (n/2)) exp (2« — 1)/ /k).

Banal a partir du corollaire 6.3 et du lemme 7.2, en remarquant que le type exponentiel
en 4 de a; est égal a celui de g, en k, divisé par x = ¢ ~ 1 et quévidemment a;, > di,.
On remarquera aussi que la restriction A>3 du lemme 7.2 n’intervient pas puisqu’on a tou-
jours, si = 2:1 + (2 + (n/2)) exp(2(a — 1)/ Jk) = 3 (k < 1). :
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