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SUR LES VARIfiT@ A COURBURE STRICTEMENT POSITIVE 

M. BERGER~ and R. Barr 

(Receiwd 20 August 1962) 

1. INTRODUCIYON 

SOIT Vd une variete riemannienne de dimension d, simplement connexe, compacte et c(V) 
f’ensemble de ses courbures sectionnelles. On ne connait actuellement, pour la topologie 
de V, aucune consequence de la condition c(V) L 0 ou m&me de la condition c(v) > 0 
(alors que, si c(V) < 0, necessairement V est homeomorphe 21 I’espace euclidien Rd !). On 
peut songer a exiger moins: plus precisement, supposons que c(V) c [6, A] (S > 0): 
existe-t-i1 une relation entre la topologie de Vet le pincement k = 6/A de K? 

Rappelons d’abord que l’on sait ([5], theorem 2) que k > 4 implique que Vest homto- 
morphe a la sphere Sd; que. k = $ et V non homeomorphe a sd implique que V est iso- 
mitrique a l’un des espaces projectifs : complexe P“/‘(C), quatemionien pdi4(H) ou au plan 
projectif des octaves de Cayley P’(Ca). Signalons qu’on ne connait pas un E > 0 tel que 
k > ) - E entraine que V soit homeomorphe a l’une des vari&%: 9, pd12(C’), pdl’<I?), 
P2(Ca), bien que l’existence theorique d’un tel E soit fortement probable. D’autre part 
([ 11, p. 180), il existe V’ et VI3 telles que c(V’) = [kl, I] et c(Vx3) = [k,, 11, avec 0 < kI, 
k, < 2 et V’, V13 non homeomorphes a S’, S13. 

Dans ce travail, nous demontrons (thtoreme 6.2) une inegalite entre la somme, jusqu’a 
I’entier i., des nombres de Betti pour un corps quelconque de l’espace des lacets f2(v) de 
V et une exponentielle-polynome en 1. Ce r&&at est cependant tres loin d&e le meilleur 
possible, puisque pour k = & on ne retrouve pas le r&hat de [5] rappel6 cidessus. Nous 
donnons un exemple d’application du thtoreme 6.2 a jla topologie de V elle-mEme: en utili- 
sant la relation que fournit la fibration de Serre et la suite spectrale correspondante entre 
les nombres de Betti de n(v) et ceux de V, on obtient (theorime 7.3) le r&ultat suivant : 

si Vest la somme topologique de h variettis dont le polyname de Poincar6 est 1 + ta + rZa 
(a k 2) et si c(v) c [kA, A] (k. > 0, A > 0), on doit avoir: h < 1 + (2 + (7r/2)) exp 

(2(a - 1)/,/k). Depuis ce travail, par une m&ode differente, l’un de nous a obtenu 
[4] une majoration en k pour la caract&istique d’Euler-Poincare d’un variete riemannienne 
k-pin&e, compacte, de dimension paire. 

La demonstration repose essentiellement sur l’introduction de l’integtale suivante: si v 
designe l’eltment de volume de la variett riemannienne Vet&z ; A) le nombre de g&&siques 
qui joignent un point fixe m de V au point n et qui sent d’index inferieur ou &al B 2, posons : 

t L’auteur avait un contrat avcc la National Science Foundation. 
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3(A) = I g(n; 9.~. On obtient deux inegalites pour .I(Qz si bi est le iimc nombre de 
ncv 

Betti de Q(V) pour le corps commutatif F et mes( V) = 
s 

t) le volume total de V, la theorie 
Y 

de Morse implique directement: J(i) 2 i bi .mes(V); ensuite on obtient une major- 
( 1 i=o 

ation pour J(I) ir l’aide de la condition c(v) c [kA, A] (k > 0, A > 0) en pro&lam 
comme suit: puisque c(v) 2 6, une geodesique de longueur superieure ou tgale B zh/ JS 
est nkcessairement d’index superieur ou Cgal a (d - 1)h. Ce qui permet de se restreindre 
aux geodesiques de longueur born6e par un nombre r(l) ne dtpendant que de 1. On 
introduit alors l’application exponentielle exp : T(V), + V, que l’on restreint a la boule 
B& de rayon r(A) de T(Y),; si l’on extrait de B&, et de V les lieux conjuguts de m alors 
l’exponentielle devient un rev&tement, dont le nombre de feuillets au-dessus d’un point 
n n’est autre que le nombre f(n; r(I)) de toutes les geodesiques de longueur inferieure 
ou Cgale i3 r(1) qui joignent m B n; done g(n; A) < f(n; r(A)). On introduit l’integrale 

I(s) = 
I 

f(n; s)*u Ctendue a la boule BY de V de centre m et de rayon s. Ainsi on aura 

&I) c 1::; db que s est assez grand par rapport a L [p&cisCment s > ((,I/@ - 1) ,+ l)n)/ JS]. 

On a d’autre part: I(s) = 
s 

1~1, oti w = exp* (u) designe la forme exterieure sur T(V),,, 
B.T 

image rkiproque du volume u de V par exp. I1 ne reste plus qu’a majorer IwI sur BT, 
ce qui rkrltera d’une majoration de la norme d’un champ de Jacobi (le long dune 
g&&sique quelconque de V) dont les conditions initiales sont donnkes. Une telle 
majoration est obtenue en appliquant les theortmes de Rauch [6] sur les champs de Jacobi 
de longueur inferieure ou tgale B 7r/2 ,/A des variCtCs riemanniermes telles que c(V) k [6, A] 
et une recurrence sur l’intervalle fondamental 7t/2,jA. 

$2. NOTATIONS ET D-IONS 

Vest une vari&k indCfiniment differentiable orientee dont le fibre des vecteurs est note 
T(v) = u T(v),, la projection canonique Ctant p : T(V) + V. On se ‘dbnne une fois pour 

toutes ~7: V une structure riemannienne indt%niment differentiable, notee ( , > ; et 11 11 

designera la norme associee. La variete V sera toujours compacte, a fortiori complete. 
Dans toute la suite on fixe dt%nitivement un point m E V. Si h est un reel positif ou nul, 
on pose: S,T = {x E T( v),l llxll = h) et Br = {x E T(V),,, I llx/ d h} ; on denote par 
exp : T(V),,, -* V Z’upplicution exponenrielle en m, ainsi classiquement deiinie: si x E TV”),,,, 
alors exp fx) est l’extremitb de la geodesique de V qui a pour longueur IIxII, pour origine 
m et est tangente en m a x. L’exponentielle est une application defkie parce que V est 
complete et indCfiniment dilferentiable. Posons: B,’ = exp(Bc), S,’ = exp(SL). Le lieu 
conjuglre de m duns T(V), est, par definition: CT = {x E T(V),,,1 3 y z 0, y E T(T(v),,,),l 
(d(exp))(y) = 0}, c’est a dire les points x oh la differentieile d(exp) de exp n’est pas injective. 
Le lieu conjugue’ de m dans Vest, par d6finition: Cv = exp (Cr). 
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Par D on entendra la loi de derivation canonique que definit la structure riemannienne 
de V dans les champs de vecteurs de V. Etant dome p E Vet X, YE T(v),, dkignons par 

R(X, Y) = &Dr - DrDx - DC,,,, l’endomorphisme de T(v), que definit le tenseur de 
courbure de la structure riemannienne de V . Si {X, Y] est orthonorme, la cowbwe section- 
nelle de Vpour le plan tangent a Vengendrt par Xet Y est le reel c(X, Y) = - <R(X, Y)X, Y). 
On note c(v) l’ensemble des c(X, Y) lorsquep parcourt Vet {X, Y} parcourt l’ensemble des 
couples orthonormes de T(v),. Soit x, y E T( FQ,,; on peut considerer que y o T(T(v),), 
g&e a l’identification canonique entre E et T(E), pour tout espace euclidien E. On desire 

calculer (d(exp))O o T( VcxpCxj. La solution est foumie par les champs de Jacobi: soit 
‘L’ : t -+ y(t) = exp (rx/llxII) la geodisique (parametrisee done en sorte que Ily’(t)U = 1 quel 
que soit t) de Vqui part de m tangente a x, et soit IL, : T( V)ltrj + T(v), le transport paraWe 
le long de y de v(t) a y(O) = m; soit II : [0, 001 + T(v), la solution de Rquation differen- 
tielle 

(2.1) $ = @(y’(r)), n; ‘(a(0h’W) 

qui satisfait le conditions initiales: 

(2.2) U(0) = 0, u’(O) = y/llxil. 

Alors on a les resultat classique suivant: 

(2.3) (d(exp)Xy) = #11). 

Le volume de la varittt riemannienne orientee Y sera note u; c’est une forme ext&ieure 
de degrC d egal a la dimension de V, dont la valeur sur le d uple {Xi} (i = 1,2, . . . , a) de 
T( v>, sera not&e v(X,, . . . , it,). Par definition: 0(X,, . . . , X,) = 1 chaque fois que {X,} est 
un rep&e orthonorme direct dd T(v),. On a banalement: 

(2.4) 14X 1, *** , X,)1 < I/XIII . . . llXdll quel que soit {Xi}. 

On posera 

(2.5) w = (exp)*o 

c’est A dire que w est la forme exterieure de degr6 d sur T(v), dtfinie par: 

(2.6) MYI, . . . , YA = u((d(expHo(J, . . . , Ww)xY,)) 

quels que soient y, , . . . , y, E T(T( v),),, ’ quel que soit x o T(v),. 

$3. LA TH6ORIE DE MORSE 

Soit y : [0, s] + V une geodesique de V, d’extr&nitb m, n et param&istk en sorte 
que 11 -y’(t)ll = 1 quel que soit r E [O, s]. Soit 5? l’ensemble des champs de vecteurs le long de y 
qui sont orthogonaux zi et nub en m et g, c’est a dire que 9 est l’ensemble des applications 
differentiables Y: [0, s] + Z’(V) telles que p o Y = y, <y’(r), Y(r)) = 0 quel que soit 
r E [0, s], Y(0) = Y(s) = 0. La variation seconde 

L”(O)(Y) = it 11 htj Y(r) 11’ - c(y ‘(0, Y(O)/ W) 1”) dt 

est une forme quadratique sur 9; on appelle index de y la plus grande dimension 
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d’un sous-espace vectoriel X de 9 sur lequel i”(0) est strictement negative. Il est 
classique si n + C” et si L”(0) est negative ou tulle sur 2, alors L”(O) est nikessairement 
strictement negative sur ti. 

Si x se deplace dans T(v), sans rencontrer le lieu conjugue CT, alors l’index de la 
geodesique exp([O, x]) ne change pas. 

Soit i(rz; A) le nombre de gtodesiques de V qui ont pour extremitt% m et n et pour 
index 1. Notons Q(V) l’espace des lacets de V d’origine et d’extrCmit6 m et F un corps 
commutatif quelconque; soit bl = dim HA(Q( v); F’) le L’me nombre de Betti de WV) pour 
le corps F. On a les: 

Inkgalitt!s de Morse: quel que soit n 6 C”, quel que soit 1: 

(3.1) i(n;L)> bl. 

Posons : 

(3.2) 

en sorte que g(n; 3.) ne sera autre que le 
d’index inferieur ou igal a 1. ‘On aura: 

dn; 4 = fikoi(n; P> 
3 

nombre de gtodesiques joignant m d n et qui sont 

(3.3) g(n;42aa, quel que soit A, quel que soit n $ C”. 

PROPOSITION (3.1). Soit V unc variPtP riemannienne de dimension d telle que c(V) 2 
6 > 0 et y une gcfodksique de V, de Iongueur s et d’extrkmite’ II telfe que y(s) = n-4 C”. Alors, 
si s > zhf Js, I’index de y est supkrieur ou .4gal d (d - 1)h. 

C’est une gerkalisation banale de la proposition 4 de [2] ; il suffit de prouver qu’il 
existe un sous-espace %’ de dimension (d - 1)h de 9 sur lequel L”(0) est negative ou nulle; 
en effet, II 4 C” entrainera alors que L”(O) est strictement negative sur 2. 

On construit X comme suit: quel que soit y E T(v>, avec (y’(O), y) = 0, dtfinissons 

2, E 9 par Z,(t) = q-l(y) (en sorte done que DX&Z,,(t) = 0 quel que soit t, quel que 
soit y. Et pour i = 0, . . . , h - 1, detissons des fonctions pi : [0, S] + R par: fi(t) = 0 
quel que soit t E [0, lci/ JS], ft(t) = sin( J(6)t - xi) quel que soif t E [xi/ Js, Ir(i + l)/ Jd], 

fi(t) = 0 quel que soit t E [n(i + l)/ J6, s]. De c(v) 2 6, on.dCduit par un calcul direct de 
L”(O) que, quel que soit i = 0, . . . , h - 1 et quel que soit y: L”(O)(f;Z,,) G 0. L’ensemble 
des f,Z,, engendre un sowespace vectoriel &’ de dimension (d - 1)h de 9, sur lequel 
L”(0) est negative ou nulle parce que,- si i # i’, quels que soient y, z on aura : 

L”(O)(fiZy f fi*ZJ = L”(O)( fiZy) + L”(O)(fi:ZJ < 0. 

$4. LE!S -GRALES Z(s) ET J(X) 

Rappelons que dans une variete riemannienne V on sait detinir les notions d’ensemble 
mesurable U et de mesure, notee mes (U), d’un tel ensemble. En particulier mes( v) n’est 
autre que le volume total de V. Rappelons aussi que chaque droite de T(v), rencontre Cr 
en des points isoles ; done CT est de mesure nulle dans T(V),,, et, puisque dim T(V), = dim V; 
l’image C” = exp(Cr) est de mesure nulle darts V. 
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Fixons maintenant un s > 0 et posons: Qy = B,‘n (CSZ) n (C(exp@‘n Bf>)) 
(oti par CA on entend le compl6mentaire de l’ensemble A) et rz,’ = exp” ((Qr) A B,‘.) 
Puisque B,’ = exp (BT), on a exp (Ql’> = Qr ; on peut done poser: exp, : Q,’ + Q,‘. 

~oF+OSITION (4.1). L’ensemble Qf (resp. Qz) es? ouvert u&s T(V), (resp. &ns V) et 
on a mes(Qr) = me@:). 

Les ensembles S,’ et CT n B,’ sont des compacts de mesure nulle de T( V’),,, done leurs 

images S,’ = exp(SF) et exp(CT n Br) sont des fernA de mesure nulle de V, ce qui prouve 
que mes(Ql) = mes(Br) et que Ql est un ouvert de V. 

Soit n~Q~etx~exp;‘(n)=exp-‘(n)nBr; onax#Cretx#STpar d&&ion 
de Qy. Soit U un voisinage de n dans V tel que U c Qr; puisque exp est une application 
diffkrentiable, l’image inverse exp-’ (U) est un ouvert de T(v), qui contient x. Mais 
x $ CT, done la di%rentielle d(exp) de exp est injective en x; on sait qu’il existe tilers un 
voisinage U’ de x dans T(v), tel que la restriction de exp B U’ soit un diff6omorphisme 
entre U’ et exp (U’); en particulier exp (U’) est un ouvert de V qui contie& n. On peut de 
plus supposer que U’ c BT n (CST) puisque x # ST. Soit U’ = exp(U’) n U; c’est un 
ouvert de n dans Ql et exp est tm di%ormorphisme entre 17’” = exp-’ (U”) n U’ et U” 
Mais U” c Ql parce que U” c B,’ et U” c exp-‘(U”). Ceci montre que Q,’ est un 
ouvert de T(v), et que exp, est une application di&entiable de la sous-vari&k ouverte 
Qf de T(v), sur la sous-vari&k ouverte Qy de V; de plus exp, est localement un diffh- 

morphisme. 

PROPOSITION (4.2). L’upplicution exp, : Qf -) Qr est WI rev&ement ayant portout un 
ltombre fini de feuillets. 

Par d&&ion des revhments, nous devons montrer que, quel que soit n E Qr, il 
existe un ouvert U de Qr contenant n et tel que l’image inverse exp;‘( U) soit une partition 
en ouverts de QF ayant la proprittk que la restriction de exp, A hm quelconque d’entre eux 
soit un diffkomorphisme entre cet ouvert et U. 

Soit n E Qz ; montrons d’abord que exp;l (n) est un ensemble fini. Par contradiction: 
soit {x,} c Q,’ une suite inhie de points tous distincts de Q,’ tels que exp 4x,) = n quel 
que soit t. Puisque Qf c B,’ on,peut extraire de {x,}~ une sousisuite (+} de points ayant 
une limite x dans le compact BT; on aura exp(x) = n. Mais le fait que {xl,> converge vers 
x avec exp(x,,) = exp(x) pour tout t’ implique que, quel que soit l’ouvert W contenant x 
de T(v),,,, la restriction de exp, h W n’est pas injective, done que x E CT, d’ol la contradiction 
n = exp(x) E exp(CT n BT). 

Posons exp;’ (n) = {xi} (i = 1, 2, . . . , h). Comme Qf est ouvert dans T(V)_ et que, 
quel que soit i, on a xi # CT, il existe quel que soit i un voisinage U, de xi dans Qr tel que la 
restriction de exp, : exp, = Vi -, exp(UJ soit un difEomorphisme. II est banal, puisque 
]es xi sont en nombre fiui, de choisir de plus les U, deux A deux sans point commun. Posons 
alors ; u’ = n exp( Vi) ; c’est un voisinage de n dans Qr. II suffit de montrer qu’il existe un 

i 

voisinage U de n dans Qr tel que U c U’ et tel que exp,“( U) c v U,. Par contradiction: 

D 
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soit { Uz} la suite decroissante des boules de V de centre n et de rayon l/z (oti z est un entier 
positif). Supposons que, quel que soit 2, il existe y, o exp;‘(U,) avec yz # u U,. La suite 

f 
(y,} est incluse dans le compact B, , T done on peut en extraire une sous-suite {y,,} ayant 
une limite y E BT. Puisque exp(yJ E U,, on aura exp(y) = n; d’ou y E exp-‘(n) A B,‘. 
Done il existe un i tel que y = Xi, et comme la suite {y,,] a pour limite y, que U1 est un 
ouvert qui contient Xi, on est sOr que, pour z’ assez grand, y,, E U,; c’est la contradiction 
cherchee. 

Nous pouvons maintenant dpfinir l’intkgrale I(s). Comme Qr est un ouvert de V, il est 
mesurable, ainsi que chacune de ses composantes connexes. Sur chacune de ces composantes 
connexes U, (soit Qr = u U,‘la partition de Q,’ en ses composantes connexes) le nombre 

B 
de feuillets du revetement exp, : Q,’ + Q,’ est constant et fini: notons-lef(it; s). L’intCgrale 

Z(s) = 
s 

f(n; s) et] existe done. Puisque Q,’ est un ouvert de T(V), il est mesurable et 
Qay 

I’integrale 
s 2 ’ 

w a un sens (rappelons que w est definie par la formule (2.5)). 

* PROPOSITION (4.3). I(S) = 
s 

Iwi. 

Chaque composante connext’,, de Qr etant mesurable, le nombre de feuillets q@) 
au-dessus de U, &ant constant et egal &f(n; s) quel que soit n E U,, on aura: 

s f(n; s)*u = q(/?)-mes(UJ et 
UP s QS 

J(n; s)*u = F 4Wmes(UB). 

D’autre part QF u exp;l(UB) dCfhit une partition de QT par des ouverts (mesurables); 
puisque exp, restreint A une composante connexe U, et A exp;‘( UJ est un redtement a 
q(b) feuillets et comme w = exp*u, on aura done: 

= 4(8) 6; = 4(8)~meW& 

d’olk 

PROPOSITION (4.4). Soit V une t~arit!td riemannienne, de dimension d, v&ifant c(V) 2 6. 
Pour tour entier 1 > 0, soit a2 dP,finipar (3.2) et soit 5(A) Zapartie ?Wre a% (11 -I- l)/(d - 1) . 
Soit s = r(+c,/6. Alors: 

,- 
a, < (mes( V))- ’ 

J JwI. 

D’aprhs la proposition 3.1, toute gkodtsique de longueur suphieure ou Cgale A s = 

W)z/ ,/a est d ‘in d ex suphieur ou Cgal A 1 + 1 > 1; done toute gCodCsique d’iudex inf6rieur 
ou Cgal A 1 est de longueur strictement inf&ieure B s. Done, si g(n; A) dksigne le nombre 
de gkodksiques joignant m h n et d’index infhieur ou &al A It, on aura: 

(4.1) g(n; A) Gf(n; s> quel que soit n E Qr. 
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D’autre part, on a rappelt au $3 que g(n; A) est constant sur chaque composante connexe 

U, de Qr ; done I’inGgrale J(I) = 
s 

g(n; A)*v existe. D’aprts (3.3): J(n) > a1 mes(Qr). 

D’aprb la proposition 4.1: J(I) z arLes(Br). 

Introduisons le lieu rbiduel ou cut-locus Cum) de m (voir par exemple: [2], pp. 
91-92); puisque chaque geodksique partant de m rencontre CL(m) en un point isolC: 
mes(CL(m)) = 0. D’autre part tout point de V - CL(m) est joint a m par une g&od&sique 
d’index z&o; on aura done: mes( v) Z mes(Qr) > mes (V - CL(m))= mes(v). Done 
finalement : J(1) Z a7 mes(v). 

Par ailleurs (4.1) implique I(s) Z J(A) et la proposition 4.3 afXrme que: 

Z(s) = 
f 

pSTI~I. D’oG, puisque QF c B,’ : a, mes(V) < 
s 

B Tlwl, ce qu’il fallait ddmontrer. 
s . 

Rappelons le : 

$5. MAJORATION DES CHAMPS DE JACOBI 

TI&ORBME (5.1). (H. E. Rauch: [6], Workme 4). Soit V une vari&e’ riemannienne 
compkle telle que c(V) c [6, A] et Y un champ de Jacobi (le long d’une &odPsique quelconque, 
de V, tel que. Y(0) = 0. Alors, quel que soit t < z/ JA, on a: 

(5.1) (sin(JA.t)/JA).I)Y’(O)II G jY(t)ll < (sin(Ja.t)l~s).IIY’<O)ll 

et le rksultat analogue, de dCmonstration calqute sur celle de [6]: 

T&OR&E (5.2). ([3], thtorkme 1). Soit V une t?ariPtP riemannienne telle que c(v) c 
[6, A] ; et Y un champ de Jacobi de V tel que Y’(0) = 0. Alors, quelque soit 0 < t Q x/2,/A) 
on a: 

(5.2) (~0s \/A. O./I WOKS < 11 W/ 4 (~0s $.t>.jI Y<o>lj . 

Des thCor&mes 5.1 et 5.2 on dtduit les lemrnes ci-dessous; dans l%noncC de ch&un de 
ces lemmes on suppose toujours implicitement que la varittd riemanniume V vtrifie 
c(V)c [&A] et que Y est un champ de Jacobi de K 
On pose: D = n/2 ,/A. 

LEMMIZ (5.3). QueZ que soit Y on a: 

(5.3) 11 Y(D)! G co+/6 D)* II Y(O)]\ + sin@ D)- II Y’(O)/@ 

(5.4) It Y(D)11 Z 11 Y’(O)ll/,/A - cos(JG D). 11 WOll 

et,quelque soil 0 G t < D: 

(5.5) II w>II Q II wll + sin(J6 D)- 11 Y’(O)jj/J& 

Le champ de Jacobi Y &ant don& dkfinissons deux champs de Jacobi Y, et Y, par: 

Y,(O) = 0, Y;(O) = Y’(0) et Y2 = Y - Y,, en sorte que Y,(O) = Y(0) et Y&O) I 0. 
D’aprks (5.0, pour tour 0 G t G D: I( Yl(t)ll < sin (J6.t). II Y;(o)II/J~B = sin (J&t). 
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11 Y’(O)i]iJs. D’aprb (5.2), pour tout 0 G t G D : 11 Y#>[l G cos (,/s.t).II Y,(O)lj = 
~0s ($+/I Y(O)lj. Mais 11 rCr>l( = 11 Y&) + Yb>(j G I\ Y&)lj + 11 Y&)1(, ‘d’oti: 

(5.6) II YWl Q sin(+)- 11 Y’(O)lll$ f cos@ * 0. II Y(O)/j. 

De (5.6) on dkduit (5.3) en y faisant t = D. De (5.6) on deduit (5.5) en remarquant que 
cos(.,/b* r) < 1 quel que soit t et que, de t = 0 a t = D la fonction sin ( JS - t) est croissante. 

D’aprbs (5.1), pour 0 < t < D, on a: 

11 Y,(D)II 3 sin (xl;?). 11 Y;(O)l\/ JA = 11 Y’(O)l}/JA. Mais: 

\I Y(r)\! = 11 Y,(r) + Y,(t)!! 2 11 Yr(t)JI - 11 Yz(r)tl, d’ou (5.4). 

LEMME (5.4). Soit Y, tei que Y,(O) = 0; ulors 

[I Y;(D)]] 6 sin(JS DX JAI JS>* /I Y;(O)ll. 

JL((l + cos2CJS WI/ Y,(O>j. 

Soit Y, tel que Y;(O) = 0; alors 1 Y;(D)1 < 

D&nissons Y par Y(x) = YI@ - x) quel que soit x; D’aprb (5.4): JJ Yr(O)/l = 

(1 Y(D)/1 2 11 Y’(O)ll/,/A - cos( Jw.jI Y<O>lj = 11 Y;(D>Ij/JA - cos(J6 D)jj Y,(D)II. Mais, 
par hypothese: Y,(O) = 0, done: [I Y;(D)11 < JA cos( JS D). ]I Y,(D)Jl. D’apr&s (5.1); 
I\ Y,(D)11 G sin( JS D). 11 Y;(O)ll/ ,/S d’ou la premiere in&alit6 du lemme. 

IEfinissoqs maintenant Y par Y(x) = Y2(D - x) quel que soit x. D’aprhs (5.4): 

1 Y2KOjl = 11 Y(D)\] G 11 y’(O)]II,b - co&/6 Wj W-4~) = 11 Y;@&/A - 

cos( Js JV 11 Y209Ij 

D’oh: 11 Y;(D)I < ,/A cos( JS D)* II Y2(D)lI -6 ,/A}1 Y,(O)l]. Mais, d’aprb (5.2): 11 Y2@)ll < 

cos($ D).II Y,(O)ll; d ‘oh 1 ‘on deduit la deuxibme idgalitk du lemme. 

Du lemme 5.4 on deduit Cvidemment la formule: 

(5.7j 11 Y’(D)11 G (,/A/,/Win&/S D). II Y’(O)11 + JA(1 + cos2(,/6 D)). 11 Y(O)j. 

LEMME (5.5). Suit Y tel que Y(0) = 0. Pour tout nombre r&e1 positif t, dbsignons par 
q(t) la partie entit?re ,de r/D augment&e de 1. Alors, quel que soit t : 

11 Y(r)\1 Q )) Y’(Oj/j * (2 + (42))““’ .(JA)- ‘. . 
Pour tout entier k 2 0, posons f, = [I Y(klj)[j et gk = II Y’(kD)II/ JA. Si l’on applique 

la formule (5.3) au champ de Jacobi 2 definipar Z(x) = Y(x - kD) pour tout x, on 
obtient:&+r G cos( JS D).f* + ( JAI JS) sin( 46 D)*gk. Mais, comme cos( ,/S D) G 2 et 
sin( ,/S D) < JS D Q n/2, on aura: 

(5.8) fc+ 1 d zfk + Wh7~ * 

Appliquons (5.7) & Z; on obtient: gk+i . < (,/A/,/Wn(,/Wg, + (1 + cos2( J6 D)).fL. 
Mais on a 1 + cos*( ,/b D) Q 2 et &I( JS D) f ,/6 D, d’ou: 

(5.9) * gk+ 1 < 2fk + (@)i!k. 

hiswe f. 7 0 et q. = 11 W)j\/ J4 on dkduit de (5.8) et (5.9) par une rtkurrence 

triviale: 

~S*lO), jk t gk. i (2 + (‘+%k l \I y’cW Ja 
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Par dCfinition de q(i), on a: t = (q(t) - 1)D + x avec 0 < x < D. Appliquons (5.5) au 
champ de Jacobi 2 detini, pour tout v, par Z(V) = Y(V - (q(t) - 1)~). On a y(r) = Z(X), 
d’ou: 11 y(t)11 = IIz(x)II - 2&,,- i + (~/2)9,,(~)_ 1 . D’apres (5.10): 

11 y(r)lj G (2 + (1~/2))(2 + (7t/2))q(1)-1 - 11 WV 11 I& = (2 + WW(‘) - 11 r’KO/l /,/A. 

ce qu’il fallait demon&r. 

$6. MAJOBATION DES NOMBBBS DE BElTI DE B(V) 

Darts ce $6, nous rapprochons les rksultats des $4 et $5 pour en dtduire le r&&at 
essentiel de ce travail, le corollaire 6.3 ci-dessous. 

PROPOHTION (6. I). Soit V we vuriPtk riemannienne compf&e telle que c( V) c [&A] (6 >O). 
Alors, weI que soit s > 0: 

s J I 
,,, < ad.A-(“-1)/2.s.(2 + (n/-#d-‘h(~) 

* 

air la fonction q(t) est dpfinie abns le lemrne 5.5 et oii ad = mes(S:) dhigne le volume de 
la sphhe unitP de respace euclidien Rd. 

Soit x un vecteur quelconque de T(V),,, et complttons le en un rep&e orthonormt 

WllxII, Yl, --a , yd_J de l’espace tangent a T(V), en x.. D’aprts (2.6): 

w(x/IlxII,Y1,..-,yd-l) =.+II-’ Mew))(x), (4ev)X.Q,......~ V(explXy,-l). 

Mais, d’apres (2.1), (2.2), (23) et le lemme 5.5: Il(d(exp)Xyi)II < (~~x~~ ,/A)-I(2 + 
(x/2))‘WW”, D one, d’aprks (2.4): IwI < (Ilxll ,,‘A)-(“-‘)(2 + (1~/2))1(11*11)(~-~). Si l’on 
designe par 1 le volume euclidien de T(v),,,, on aura ~(x//xll, yl, . . . , y,+l) = 1, done 
on aura au point x: 

(6.1) [WI* < (~~~~~jA)--(~-‘)(2 + (n/2))~(“““)(‘-‘).15,. 

D’ou : jB T Iwl d ~~~(il&/*)-(d-‘)(2 + (7t/2))“(llxll)(d- I). Kx. 

Comme (2 + (IL/~))’ e; rj( u sont des fonctions croissantes de U, on aura: ) 

s [WI <A- @- 1)/z ‘(2 + (,t/2))W(d- 1). 
&= I 

J/X~p+l).Wx. 

Mais si ad dbigne le volume de la sphere unite de I’espace euciidien Rd: 

IIXpd-%x = Ji( I5 TIW(d-l)~~) 
I 

dt ud5. 
0 

TH&OR~MEI (6.2). Soit V une cari&& riemanniene compacte qui vtfrijie c(V) c (kA, A] 
(A > 0, k > 0) et a1 conune dpfini en (3.2) pour un corps conunutat~quelconque. Alors: 

aa < (mes(V))-1~A’(d+1)‘2* a,.((lt + l)x/(d - i),/k).(2 + (n/2))(2(“+‘)‘*‘L+(d- ‘)‘. 

Appliquons la proposition 4.4 avec 6 = kA. On aura: a, Q (mes(v))-’ 

s = t(A)n/,/(kA). P ” our apphquer la proposition 6.1, il faut evaluer s et rt(s> 
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de 1. Par d&i&ion de &A) : &I) 2 (A + l)/(d - 1); d’oh; s > (k + l)x/(d - 1) &A). 
Par d&n&ion de q(s) : q(s) 2 2.r JA/s + 1, done &) > 2(12 + l)/ &(d - 1) + 1, soit 

It(s) > (2(d + 1) -k Jk(d - l))f Jk(d - 1). Comme t et (2 + (~$2)) sont des fonctions 
croissantes de t, on aura, vues les majorations obtenues pour s et q(s) et la proposition 6.1, 
l’i&gahtC du th&orbme. 

COROLLAIRE (6.3). Quand ,I tend vers l’injini, le type exponentiel de aI n’e>t pas plus 

grand que 2 log@ + (s/2))/ ,/k. 

7. UNE APPLICATION 

Lemmas (7.1). Soit V une varie’te’ compacte dont le polynome de Poincare’ pour l’homologie 
entiere est 1 + ht” + t2’(a > 2). Alors les nombres de Betti bi = dim Hi(n(v>; Q) de la 
cohomologie rationnelle de l’espaces des Iacets de V verifient la relation de recurrence 
b lf2u-2 2&+,-l - b1 quel que soit 1 3 0. 

On considke la suite spectraie (E;,J de la fibration de Serre, fibration dont la base 
est V, la fibre G(v) et l’espace fib& l’espace retractile des chemins d’origine fke dans V, 
d’extremite quelconque. Comme l’espace fibre est retractile, on devra avoir EE4 = 0 quels 
que soient p,q. Comme Q est un corps, on a l’isomorphisme: Ei,q B HP( V; Q) x H@(V); Q). 
Posons tip,4 = dim EiB4; on aura et,* = b, et ea,, = 0 sauf e& = e;,, = 1 et e& = h. 
D’oh ej,s = 0 sauf e& = b,, $, = hb,, ef,s = b4. Ceci impiique qu’une differentielle d’ 
est nulle si r # a et r # 2a. Done Ej,* = E;,4 quels que soient p, q. De plus d2” est nulle 
sur I&, done on doit avoir E;,: t = Ei,; = E& = 0. Mais E$ 1 est le quotient du noyau 

de l’application da : E:,q + E$,q+,_i par l’image da(E&q_,+I). D’oti: e&p_r+l > e& - 
dim(d”(E&)). Comme d’(E&) c E&+o_l, on a: 

b q-a+1 = e20,q--s+l 2 Cq - 4iq+.--l = hb, - bq+.-l. 

Enfaisantq-a+ 1 = A dans cette relation, on obtient le lemme. 

LJZMME (7.2). Soit (b& (k 2 1) une suite de non&es vhifiant les relations de recurrence 

btk+z)x 2 hb,,+ 1)x - bk, quel que soit k 2 - 1, et les conditions initiales b_, = 0, b,, = 1. 

Alors, si h > 3, la somme iir, = fObix croit, quand k tend vers I’infini, avec un type exponen- 

tie1 suphieur ou &gal b log(h - 1). 

Soit c, la suite d’entiers d&nis par les relations de recurrence c@+2)x = h++ l)X - ck, 
quel que soit k, et les conditions initiales c_, = 0, co = 0. Comme h 2 3, l’kquation A2 - 
hA + 1 = 0 a deux racines distinctes /?r = (h + J(h2 - 4))/2, p2 = (h - ,/(h2 - 4))/2; 
on sait qu’alors il existe u, v tels que, quel que soit k, on ait: c, = uj_?t f v/3”,. Les con- 
ditions initiales entrainent que: 

(7.1) ckx = /%"'/b% - B2> - /32"'/(BlB2>~ 

Puisque Br > f12 > 0, on a c,, > 0 quel que soit k, et, quand k tend vers l’infini, le type 
exponentiel de c, est log #Il. Mais on v&itie que /I1 > (h - l), done le type exponentiel 
de c, est sup&ieur ou Cgal a log (h - 1). 
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Posons maintenant e, = bk, - c,; on a e_, = e, = 0 et eCk+2)X z heCk+,,, - e,, 
ce qu’on peut Ccrire: eCk+t)x - e(,+,,, z (eg+I)x - e,J + (h - 2)e(,+,,,. Si I’on adopte 
I’hypothese de recurrence eCk+ IIX Z e,, Z 0, on voit que cette relation implique e, Z 0 
quel que soit k, c’est a dire b, > c,. Le type exponentiel de bti est done supkieur ou 
Cgal a celui de c,,, ce qu’il fallait demontrer, puisque b, et akX ont le r&me type exponentiel. 

THJ?OR&E (7.3). Soit V une varie’te’ riemannienne compacte telle que c(v) c [kA, A] 
(A > 0, k > 0) et dont le polyndme de PoincarP de I’homologie entigre est 1 + hto + tZa 
(a > 2). AZors il est nPcessaire que h < 1 + (2 + (42)) exp (2(a - 1)/,/k). 

Banal a park du corollaire 6.3 et du lemme 7.2, en remarquant que le type exponentiel 
en R de a, est 6gal a celui de a,, en k, divise par x = a - 1 et qu’hidemment a,, 2 &. 
On remarquera aussi que la restriction h 2 3 du lemme 7.2 n’intervient pas puisqu’on a tou- 
jours, si CC > 2 : 1 + (2 + (42)) exp(2(a - 1)/,/k) 2 3 (k G 1). * 
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