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Abstract 

We give au emunerating formula for convex dimcted polyominoes according to their width, 
height, area and nurnher of comers. Hence, we propose a uni$ing formula for a set of suh- 
families of convex directed polyominoes (Ferrer-s &grams, stack, ~lelo~ and convex 
dkected polyominoes ). Most of the known rest&s on each of these s&-families may he deduced 
from the formula through suitable speciaiizations. 

Nous proposons darts cet article une formule d’Bnun&ration poor les polyominos convexes 
dirigks selon les paran&tres largeur, hauteur, aire et nombre- de coins. Nous obtenons ainsi 
tine astir des formules des sous-fhmihes de polyominos convexes dir@& (diagrammes 
de Feners, polyominos tas, paralielogrannnes et convexes diriges). Pour chacune d’entre elles, 
notre forrnule g&&ale foumit une for&on g&&rice in&rant la plupart des r&hats connus 
jusqu’alom 

1. rJltroduetlou 

Les polyominos sont des objets connus et &udits depuis longtemps en combinatoim. 
Ils interviennent kgalement dans 1’6tude de certains mod&es de physique statistique 
sous une forme Cquivalente, les unimaux [ 10,191. 

Considirons le plan 02 x 08. Une cellule Mnentaz’re est un car& unitaire du plan. Un 
polyonzino est tme union tie de cellules &nentaires, d’intk-ieur connexe et definie 
ii translation p&s. On d&tit plusieurs param&res r&ifs B un polyomino. L’aire est 
le nombre de cellules Bl~mentaires qui le wmposent, la lurgeur (resp. hauteur) est le 
nombre de colonnes (resp. lignes) du polyomino, le pMrz2tre de lien est le nombre 
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de segments unitaires de son pourtour et le pt;rim&re de site le nombre de celhdes 
blementaires adjacentes au moms par un segment a son pourtour (voir Fig. 1). 

Etablir une formule exacte pour l’~n~~mtion de polyominos dans le cas g&&al 
reste a l’heure actuelle un probleme ouvert. En revanche, de nombreux resultats ont 
it6 demontres concernant l’knumkation de certaines classes particuli&es de polyomi- 
nos, voir par exemple les articles [3,13,22]. On trouvera des articles de synthese dans 
[S, 18,271. La plupart de ces classes se dCtinissent a l’aide de contra&es de convexite 
et de direction de croissance. Un polyomino est verticalement (resp. horizontalement) 
conoexe si son intersection avec chaque ligne verticale (resp. horizontale) est con- 
vexe. On dit qu’un polyomino est copIrexe s’il est A la fois verticalement et hori- 
zontalement convexe. Un polyomino est dirig6 si chacune de ses cellules peut etre 
atteinte a partir dune cellule distinguee, la racine, par un chemin forme de pas Nord 
et Est. 

On s’interesse ici a l’kmnn&ation des polyominos convexes diriges et de leurs trois 
sous-familles classiques: les diagrammes de Ferrers, les ~lyo~nos ~l~lo~es 
et les polyominos tas. Comme le montre la Fig. 2, chacune des sous-families peut &re 
caracterisee, dans l’ensemble des polyominos convexes, par le fait que dew ou trois 
des sommets du rectangle minimal qui contient le polyomino appartient au polyomino 
lui-meme. De plus, un polyomino convexe est dirige si et seulement s’il contient le 
sommet sud-ouest du rectangle minimal le contenant. 

Concernant les r&hats classiques sur les diagrammes de Ferrers, on pourra se re- 

porter a Andrews [l], et pour les polyominos tas a Wright [ZS], par exemple. Les 
polyominos parallelogrammes ont ete 6numerks selon les pkrim&res de site et de lien 
par Delest, Gouyou-Beauchamps et Vauquelin [8]. Leur &rn&ation selon l’aire a et6 
itudiee par Gessel [17], Polya [23], et leur fonction g&&n&rice exprimee par Klamer 
et Rivest [20], puis Delest et F&IOU [7] ont rattache cette fonction g&&atrice selon 
la largeur et l’aire au rapport de deux q-analogues de fonctions de Bessel .Jc et JI, 
resultat etendu par Bousquet-M~lou et Viennot [43 en ajoutant le parametre hauteur. 
Lin et Chang [22] ont montre un resultat Btomnunment simple: le nombre de poiy- 
ominos convexes diriges de p&rim&e 2n f 4 est igal au coefficient binomial (2,“). 
Plus rkcemment, Bousquet-Melou et Viennot [4] ont &nnner6 les polyominos convexes 
dirigts selon la hauteur, la largeur et I’aire simultanement. 

Fig. 1. Un polyomino. 

. . 

. . 

.* 
. ._ 

__ 

. . 

. . 



Fig. 2. Las polyominos convexes dirigbs. 

Parmi les m&hodes d%num&ation mises en ceuvre, la mkthodologie de Schiitzenberger 
[24,25] a &e abondamment utiliskeR, Son principe consiste ii Ctablir une bijection e&e 
les objets que l’on chercbe B kmmker et les mots dun langage algebrique gknkrk par 
une grammaire non ambigu& On en deduit un syst&m.e d’equations algebriques satis- 
fait par la s&tie gk&atrice des objets Ctudies. Les articles f83 et [9] prkentent des 
exemples d’utilisation de cette m&ode. Lorsqu’on analyse le principe de la m&bode 
de Schiitzenberger, on remarque que le plus important ne reside pas dam la bijection 
entre les objets et les mots, mais plutot dam la decomposition des objets qu’elle in- 
duit, voir par exemple [6]. D’ou l”id&e de deduire directement l’equation fonctionuelle 
virifiee par la s&e generatrice a park d’une description visuelle, recursive des objets. 
Ceci fait l’objet d’un travail en tours sur les “grammaires d’objets” [12] qui tend si 
formaliser des “iquations d’objets”, telle celle p&sent&e Fig. 3. 

En utilisant une decomposition en colonnes des polyominos verticalement convexes, 
Bouquet-M~lou [2] a obtenu recemment de nouveaux resultats dans le domaine de 
l’~n~~ration de classes de polyominos verticalement convexes. Elle donne dans [Z] 
une resolution systkatique des q-equations associees. Feretic et Svrtan [ 15,161 ont 
developpe une technique similaire permettant d’obtenir des q-equations & partir d’une 
decomposition en colonnes des polyominos verticalement convexes. 

Dans le cas des polyominos paraWogrammes, Delest, Gouyou-Beauchamps et Vau- 
quelin [S] ont remarque que le p&m&e de site s’exprime simplement en fonction 
du p&m&e de lien en introduisaut un param&re supplementaire, le nombre de coins. 

Dubemard, dans [ll], a propose une caracteristation de la fonction genkatrice de ces 
polyominos selon la largeur, l’aire et le nombre de coins sur le chemin gauche. En 
gkneralisant la notion de coin, la relation entre p&m&e de site et pkim&re de lien 
$&end naturellement a la classe des polyominos convexes diriges toute entiere. Le 
p&m&e de site d’un polyomino convexe dirige est &gal & la difference entre son 
p&im&re de lien et son nombre total de coins. 

Un polyomino convexe dirige peut contenir trois difkents types de coins: 

A 

q B 

0 
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l type I : double pas Est-Nord sur le chemin gauche allant de 0 a A, 
l type If : double pas Nerd-Est sur le chemin droit allant de 0 a B, 
* type III : double pas Sud-Est sur le chemin allant de A B B. 
On peut noter que les diagrammes de Fesrers ne poss&dent que des coins & type II, 

les polyominos tas que des coins de type II et III, et les polyominos parafIc+logmmmes 
que des coins de type I et II. 

La Section 2 donne une rapide prksentation de la m&ode due a Bousquet-M~lou 
[2] sur la resolution de certaines q-equations appliqke a l’&mm&ation des polyomi- 
nos verticalement convexes. Dans la Section 3, nous appliquons cette technique pour 
calculer explicitement la fonction gWratrice des polyominos convexes diriges selon la 
largeur, la hauteur, l’aire, le nombre de coins de type I, le nombre de coins de type 
II et le nombre de coins de type III (Thdor&me 3.1). Enfin, dans la Section 4, nous 
d&Iuisons de ce Woreme central la fonction gt%mtrice (selon les m&es param&res) 
des diffkrentes sous-families de polyominos convexes diriges, ainsi que celle selon l’aire 
et le pkin&re de site. 

2. Description de la mbthode uthiie 

L’idke de base de la m&ode rejoint le cadre des “grammaires d’objets” deVelo& 
par Dutour et Fkdou [12]. 11s formaliseut des descriptions visuelles kursives d’objets 
21 partir d’objets de base et d’opkrations sur les objets. Les equations f~~o~elles 
v&ifit?es par les s&es Cnumeratrices se deduisent alors automatiquement lorsque 
les decompositions sont non ambiguk. L’equation pr&entee Fig. 3 est un exemple 
rep&sent&if de cette m&ode. 

Un polyomino ve~~ement convexe peut &re d&i r&ursivement en “collant une 
colonne” devant un autre polyomino verticalement convexe. Cette d~com~sition en 
colonnes est classique en physique statistique et connue sous le nom de “m&hodologie 
de Temperley” [26]. Dans [2], Bousquet-M~lou utilise cette description des polyominos 
verticalement convexes g&e Q laquelle elle obtient des &rations fonctionnelles qui ant 
la mgme forme quelle que soit la classe de polyominos verticalement convexes &uWe. 
Elle prouve alors un lemme resolvant de facon systematique ce type de q-equations. 

Notations et d&nitiom. Soient 9 = R&r, t,x, y, cl, ~2, c3, q]] l’algebre des series formel- 
les en les variables s, t,x, Y,Q,c~,c~,~ ti coefhcients rkels, et SB une sous-algebre 
de 9 dont les skies, et leurs d&iv&es par rapport a s, convergent pour s = 1. Si 
X(s, t,x, y, cl, ~2, ~3, q) est une s&ie de d, nous la noterons souvent X(s), Sa d&ivee 
par rapport ii s sera notee ~?x/&(s). 

Soit P un polyomino, Sa hauteur-gauche (resp. hauteur-bite) est la hauteur de sa 
colonne la plus a gauche (resp. droite). On note: 

l sa hauteur-gauche (resp. hauteur-droite) i(P) (resp. r(P)), 
l le nombre de pas horizontaux (resp. verticaux> de son perimetre 2h(P) (resp. 

20(P)), 
0 son aire a(P). 



Si P est un polyomino convexe dirige, on note nl(P) (resp. n,(P), w(P)) le nombre 
de coins de type I (resp. II, III) dans P. 

Soit B un ensemble de polyominos convexes diriges. Sa fonction ghztrutrice est la 

st%ie formelle suivante: 

L3 
SK~)fr(+W)yV(~)C, nl(P),,n2(P),3n3(P)$(~). 

PEB 

2.1. Equation et r&solution 

Les diffkntes man&es de caller une colonne devant un polyomino pour en crker 
tm de la meme classe font que l’on obtient des equations a&es exprimant X(s) en 
fonction de X(sq), X( 1 ), et 8X/&( 1). La fonction X(sq) intervient lorsque l’on du- 
plique la premiere colonne du polyomino; en effet, l’aire du polyomino est augmentee 
du nombre de cellules de la premiere colonne, et on a xX(sq) (voir par exemple les 
quatre cas de la Fig. 3). La fonction X( 1) intervient lorsque l’on duplique tme unique 
cellule de la premiere colonne, la celhde du bas; la hauteur de la premiere colonne 
.devient &gale a 1, et on a xsqX( I) (voir par exemple les cas (2) et (4) de la Fig. 5). 
Enfin, la fonction 8X/CJs( 1) intervient lorsque l’on duplique une unique cellule de la 
premiere colonne, n’importe laquelle; la bauteur de la premiere colonne devient egale 

ii 1, et on a xsqaX/ih( 1). 
Pour plus de precisions, on pourra se rkferer B l’article [Z]. 
Etudiant seulement des polyominos diiriges, nous ne rencontrerons pas ici de derivee 

partielle; nous enoncons done le lemme, demontrk dans [2], qui donne la solution de 
telles iquations sous sa version simplifiee. 

Lenune 2.1. Soit X(s, t,x, y, cl, ~2, ~3, q) me s&e formetle duns ~3. Supposons que: 

X(s) = xc(s) + xf (s&W I+ xsWWq>9 

06 e(s), f(s) et g(s) sont des shies for~elles donm5e.s dans ~8. Alors 

X(l)= E(1) 
1 -F(l)’ 

E(s) = x x”+‘g(s>s(sq> * * .9w-’ )e(sq”), 
?I,0 

et 

WI = ~n”+‘s(s)s(sq)...g(sq”-‘}f(sq”r 
iid0 

De plus: 

X(sj= E(s)+E(l)F(s)-E(s)I;‘(l) 
l-F(l) * 
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~~=~+~+~~~~~ 

(1) (2) (3) (4) 

Fig. 3. D&composition des polyominos tas. 

2.2. Application: les ~olyominos tas 

On note S(s, t,x, y, cl, ~2, ~3, q) la fonction ghkatrice des polyominos tas. On 
diffkencie le cas des polyominos tas de largeur 1 (tiduit B une seule colonue) et 
le cas de ceux de largeur > 1. Clairement, la sh-ie hunkratrice des polyominos tas 
de largeur 1 est xstyq/( 1 - styq). Les polyominos tas de largeur > 1 sont obtenus en 
collant une colonne devant des ~1~0~0s tas de largeur > 1. 

Notation. On suppose que le plan 88 x R est muni d’un rep&e cartksien; alors on 
note h (resp. b) l’ordonnbe du sommet (resp. de la base) de la premihre colonne du 
polyomino, et on note h’ (resp. b’) l’ordonnbe du sommet (resp. de la base) de la 
nouvelle colonne que l’on colle devant le polyomino. 

11 y a quatre manikes difftkentes de caller cette nouvelle colonne (Fig. 3): 
(1) h’ co’incide avec h, et b’ avec b, alors aucun coin n’est crk.6, 
(2) h’ co’incide avec h, et b’ est strictement infkrieur $ b, alors seulement un coin 

de type II est cki, 
(3) h’ est strictement suphieur d h, et b’ cojincide avec b, alors sculement un coin 

de type III est cr&, 
(4) h’ est strictement supkieur zi h, et b’ est strictement infhieur g b, alors ;i la fois 

un coin de type II et un coin de type III sont cr&k. 
Ou peut alors dkduire directement B partir de la d~ompositio~ des polyo~nos tas 

dthite Fig. 3, une Equation v&if&e par leur fonction gh5ratrice. 

Lemme 2.2. Soit S(s, t,x, y, cl, ~2, c3, q) la fonction gkntratrice des polyominos 
Alors 

-=Yci 
- + nS(sq) + (c:! + Cj)---- 

xs23q2 

1-SYtl 
s@q) + c2c3 c1 _ syq)2 s&h 

tas. 

Notation. Soit a une indhrminke. Alors: (aln = n!Id (1 - aq’). 

En appliquant le Lemme 2.1, on obtient: 
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Lemme 2.3. L.a fonction &&atrice des polyominos tas S(s, t,x, y, CI,C~,C~,~) est 
don&e par: 

S(s,t,x,Y,cl,C2t~3,9) =sty z: -et ((1 - c2)~Yqh-lW - C3)~Y!I)n-l 

n,l @Yd:_,u - sty@ 1 * 

Remarque. Cette formule fait apparake clairement le role symetrique de c2 et ~3. 

3. Formule d’humkation g&hale des polyomiuos convexes dirigb 

Soit LX@, t, x, y, cl, ~2, ~3, q) la fonction g&Gratrice des polyominos convexes diriges. 
Pour leur enumeration, on doit con&deer trois cas differents: 

cas 1: les polyominos convexes diriges de largeur 1. 11 sont &mmer6s par xstyq,’ 

(1 - stYq)* 
cas 2: les polyominos convexes diriges de largeur > 1 qui ont le sommet de la 

premiere colonne strictement plus haut que celui de la seconde colonne. Ce sont en 
fait des polyominos tas qui sont obtenus en collar& une nouvelle colonne devant des 
polyominos tas de largeur > 1 des deux facons suivantes (Fig. 4): 

(1) h’ est strictement superieur a h, et b’ cdincide avec b, alors seulement un coin 
de type III est tree, 

(2) h’ est strictement superieur ;i h, et b’ est strictement inferieur A b, alors a la fois 
un coin de type III et un coin de type II sont c&s. 

Leur drie gbniratrice est alors 

msyq 
c3 1 - syq 

xs23q2 
s(sq)+c2~3(I _Syqj2%~q) = c3 

xssyq((l - cz)sYqh 

(1 - SY412 
S(sq), 

oii S(s) est la fonction generatrice des polyominos tas don&e au Lemme 2.3. 
cas 3: les polyominos convexes diriges de largeur > 1 qui ont le sommet de la 

premiere colome plus bas que celui de la seconde colonne. 11s sont obtenus en collant 
une nouvelle colorme devant des polyominos convexes diriges de largeur > 1 des quatre 

(1) (2) 

Fig. 4. D&composition des polyominos convexes dirigbs de largeur > 1 (cas 2). 
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\ I \ 
Y 

, 

(If (2) (3) (4) 

Fig. 5. D&composition des poiyominos convexes dig& de largeur > 1 (cas 3). 

faqons suivantes (Fig. 5): 
(1) h’ cdincide avec h, et b’ avec b, alors aucuu coin n’est c&C, 
(2) h’ est strictemeut inftkieur 11 h, et b’ cdincide avec b, alors seulement un coin 

de type I est cr%, 
(3) h’ cdhcide avec h, et b’ est strictement infkieur g b, alors seulement un coin 

de type II est cr&& 
(4) h’ est strictement infhieur & A, et b’ est strictement infhieur B b, alors B la fois 

un coin de type I et un coin de type II sont crt%s. 

Lemme 3.1. La fonction &n&atrice DC@, t,x, y, CI, c2, c3, q) ah ~o~yominos conuexes 
dir@% &rijie I’Jquation fonctionnelle: 

DC(s) = nstyq 
1 - styq 

+ c3~~Y4(tl - c2)syqh 

(1 - sYq)* 
S(sq) 

+ xl)C(sq) + Cl & (sqDC(1) - DC(sq)) 

XSYl? +c2- 
1 - syq DC(sq) + c’c2 (1 _ sq;;_ syq) (sqW 1) - DC(sq)l * 

En appliquant le Lemme 2.1, on obient : 

TM&me 3.1. La fonction ghzhatrice DC(s, t,x, y,cl,c2,c3,q) des polyominos con- 
vexes dir&& sarisfaiit: 

M(l) DC(l,t,x,y,cl,cz,c3,q) = ty - 
Jo(l) ’ 

avec 

Jo(s) = 1 - ClSC Pq” ((I- cz)sYq)?ln;:;(1 -cl --=I9 

II21 (sq)n(sYq)?z 

et 

M(s) =sx x”q” ((1 - c2)syq)n-I M 

r>l (SY4Ll(l -stYq") n 
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“--I qm (( 1 - cj )syq~+l)n_m_, flL<‘( 1 - Cl - S$) 
+ C3SY c 

?lI=l tqh-l(~Yqmb-?n 

De plus, 

DC(s,~,x,y,ci,c2,c3,q) = fy 
M@vo(l) -W(lr)6(s) +-MU) 

Jo(l) 

4. Const5quences 

La formule d’~~~tion calculi dans la section prtkedente (Th&&me 3.1) est la 
formule centrale de cet article, et nous mettons ici en avant ses principales conskquences: 
une unification des sous-familles de polyominos convexes diriges, avec un ratEnement 
des r&sultats comms, ainsi qu’un corollaire interessant, leur ~n~~mtion selon l’aire et 
le perimetre de site s~ul~~rn~t. 

La premiere consequence importante du Thkoreme 3.1 est illustree par le schema de 
la Fig. 6. Les fonctions gM&rices des sous-families de polyominos convexes diriges 
s’obtiennent tomes t&s simplement a park du Theoreme 3.1; il s&it de remarquer 
que les polyominos p~~~lo~es n’ont pas de coin de type III, les polyominos 
tas pas de coin de type I, et les diagrammes de Ferrets pas de coin de type I ni de 

type III. 

CoroWre 4.1. La fonction gh!ratrice P(s, t,x, y, cl, ~2, q) des polyominos parali&lo- 
grammes s’obtient en rempiagant c3 
sat&fait: 

JO> 
W,~J,Y,Cl,C24l) = tY Jo(l)’ 

0 

par 0 ah la formule du Tht!or&ne 3.1. Elie 

c3=0 
* 

Fig. 6. Relation entm les factions gh&atriw des ~lyorni~ convexes dirigbs. 
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Jo(s) = 1 - crs c 
Yq” ((1 - c2)syq),n;:;(l - Cl - sq’) 

n&I wl~sYq)n 

Jds) =sC x”q” ((1 - C*)sYq)R4n;~;(l - Cl -@‘I 
n,l (S4)n-l(SY4h-lU -sty@) 

De plus, 

fy~,t,~,y,~l,%4) = ty 
Jl(SMl) --Jl~~M~)+Jlu) 

Jo(l) 

Remarque 1. Parall&iement a nos travaux, Fddou et Rouillon [14] ont calculd cette 
meme fonction gkn&atrice avec une m&ode differente baste sur une bijection entre 
des couples de chemins du plan. La formule qu’ils obtiennent est di%rente de la notre, 
elle fait intervenir a la fois q et l/q. 

Remarque 2. Les polyominos (v, I)-bord& (ou polyominos parall&iogrammes ci fran- 

ges) sont une sous-classe des polyominos p~all~lo~~es introduite par Lalanne [21] 
qui a montre que leur fonction g&katrice selon l’aire et la largeur s’exprime a l’aide 
du rapport d’un q-analogue des fonctions de Bessel J,,,A et JY+l,~. On peut, par la meme 
m&ode que les polyominos convexes diriges a la section precedeme, ffier ce resultat 
en rajoutant les passes hauteur et nombre de coins. La &rie g&katrice obtenue 
est, a quelques facteurs multiplicatifs pms, celle des polyominos p~all~lo~a~es 06 
x est change en xq’ et y en yq”. 

Corollaire 4.2. La function &n&ratrice S(s, t,x, y, ~2, ~3, q) des polyominos tas s’obtient 

en remplaCant cl par 0 darts la formule du Tht?orGme 3.1. Elte est don&e par: 

S(s, 0, Y, cz> c3,4) =styc 
XnQ ((1 - C2)sYq>n--t(fl - c3)syqk--1 

(syq):_,tl - styq”) . n3l 

Corollaire 4.3. La fonction g&tratrice DF(s, t,x, y, ~2, q) des diagrammes de Ferrers 

s’obtient en remplacant cl et c3 par 0 dans la formule du Tht!or&me 3.1. Elie est 
donn&e par: 

DF(s, t,x, y, c2, 4) = sty c xnq” ((I - ” ‘sYq)‘-’ . 
n>, (~Ycl)n-1(1 - StYq”) 

Toutes les fonctions generatrices que nous venons de voir sont un ra@nement des 
resultats deja connus sur les polyominos convexes diriges, et pour les retrouver, il sufht 
de remplacer cl, ~2, q par 1 darts chacune de ces fonctions. 



La deuxikme conshquence importaute du Thborhme 3.1 est que I’on peut dt5duire 
l’hun~tion des sous-familles des polyominos convexes dirigks selon i’aire et le 
pkim&re de site. En effet, le p&im&nz & site d’uu ~lyomino convexe dirig& est &al 
B la diffthnce entre son phimbtre de lien et son nombre total de coins. Ainsi, on a: 

CoroMre 4.4. Soit X(S, t, x, y, cl, CZ, ~3, q) la fonction g&u?ratrice d’une des classes de 
polyom~nos convexes dirigk Alors la fonction g~n~ratrice selon l’aire et le p&+m&re 
de site Y(q, p) se d&duit de X par le simple changement de variables suivant: 

s,t - 14 -q&Y - p=wm - p-5 

oti l’exposant de q compte I’aire et celui de p le pkimttre de site. 
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