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Abstract

We give an enumerating formula for convex directed polyominoes according to their width,
height, area and number of corners. Hence, we propose a unifying formula for a set of sub-
families of convex directed polyominces (Ferrers diagrams, stack, parallelogram and convex
directed polyominoes). Most of the known results on each of these sub-families may be deduced
from the formula through suitable specializations.

Résumé

Nous proposons dans cet article une formule d’énumération pour les polyominos convexes
dirigés selon les paramétres largeur, hauteur, aire et nombre de coins. Nous obtenons ainsi
une unification des formules des sous-familles de polyominos convexes dirigés (diagrammes
de Ferrers, polyominos tas, parallélogrammes et convexes dirigés). Pour chacune d’entre elles,
notre formule générale fournit une fonction génératrice incluant la plupart des résultats connus
Jjusqu’alors.

1. Introduction

Les polyominos sont des objets connus et étudiés depuis longtemps en combinatoire.
Ils interviennent également dans 1’étude de certains modéles de physique statistique
sous une forme équivalente, les animaux [10,19].

Considérons le plan R x R. Une cellule élémentaire est un carré unitaire du plan, Un
polyomino est une union finie de cellules élémentaires, d’intérieur connexe et définie
a translation prés. On définit plusieurs paramétres relatifs 4 un polyomino. L’aire est
le nombre de cellules élémentaires qui le composent, 1a largeur (resp. hauteur) est le
nombre de colonnes (resp. lignes) du polyomino, le périmétre de lien est le nombre
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de segments unitaires de son pourtour et le périmétre de site le nombre de cellules
élémentaires adjacentes au moins par un segment & son pourtour (voir Fig. 1).

Etablir une formule exacte pour I’énumération de polyominos dans le cas général
reste & ’heure actuelle un probléme ouvert. En revanche, de nombreux résultats ont
été démontrés concernant I’énumération de certaines classes particuliéres de polyomi-
nos, voir par exemple les articles [3,13,22). On trouvera des articles de synthése dans
[5,18,27]. La plupart de ces classes se définissent a I’aide de contraintes de convexité
et de direction de croissance. Un polyomino est verticalement (resp. horizontalement)
convexe si son intersection avec chaque ligne verticale (resp. horizontale) est con-
vexe. On dit qu’un polyomino est convexe s’il est a la fois verticalement et hori-
zontalement convexe. Un polyomino est dirigé si chacune de ses cellules peut &tre
atteinte a partir d’une cellule distinguée, 1a racine, par un chemin formé de pas Nord
et Est.

On s’intéresse ici a 1’énumération des polyominos convexes dirigés et de leurs trois
sous-familles classiques: les diagrammes de Ferrers, les polyominos parallélogrammes
et les polyominos tas. Comme le montre la Fig. 2, chacune des sous-familles peut étre
caractérisée, dans I’ensemble des polyominos convexes, par le fait que deux ou trois
des sommets du rectangle minimal qui contient le polyomino appartient au polyomino
lui-méme. De plus, un polyomino convexe est dirigé si et seulement s’il contient le
sommet sud-ouest du rectangle minimal le contenant.

Concernant les résultats classiques sur les diagrammes de Ferrers, on pourra se re-
porter 3 Andrews {1], et pour les polyominos tas & Wright [28], par exemple. Les
polyominos parallélogrammes ont été énumérés selon les périmétres de site et de lien
par Delest, Gouyou-Beauchamps et Vauquelin [8]. Leur énumération selon I’aire a été
étudiée par Gessel [17], Polya {23], et leur fonction génératrice exprimée par Klarner
et Rivest [20], puis Delest et Fédou [7] ont rattaché cette fonction génératrice selon
la largeur et I'aire au rapport de deux g-analogues de fonctions de Bessel Jp et Jj,
résultat étendu par Bousquet-Mélou et Viennot [4] en ajoutant le paramétre hauteur.
Lin et Chang [22] ont montré un résultat étonnamment simple: le nombre de poly-
ominos convexes dirigés de périmétre 2n + 4 est égal au coefficient binomial (i")
Plus récemment, Bousquet-Mélou et Viennot [4] ont énuméré les polyominos convexes
dirigés selon la hauteur, la largeur et I’aire simultanément.

Fig. 1. Un polyomino.
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Fig. 2. Les polyominos convexes dirigés.

Parmi les méthodes d’énumération mises en ceuvre, la méthodologie de Schiitzenberger
[24,25] a été abondamment utilisée. Son principe consiste 3 établir une bijection entre
les objets que 'on cherche & énumérer et les mots d’un langage algébrique généré par
une grammaire non ambigué. On en déduit un systéme d’équations algébriques satis-
fait par la série génératrice des objets étudiés. Les articles [8] et [9] présentent des
exemples d’utilisation de cette méthode. Lorsqu’on analyse le principe de la méthode
de Schiitzenberger, on remarque que le plus important ne réside pas dans la bijection
entre les objets et les mots, mais plutdt dans la décomposition des objets qu’elle in-
duit, voir par exemple [6]. D’ou 'idée de déduire directement 1’équation fonctionnelle
vérifiée par la série génératrice a partir d’une description visuelle, récursive des objets.
Ceci fait ’objet d’un travail en cours sur les “grammaires d’objets” [12] qui tend a
formaliser des “équations d’objets”, telle celle présentée Fig. 3.

En utilisant une décomposition en colonnes des polyominos verticalement convexes,
Bousquet-Mélou {2] a obtenu récemment de nouveaux résultats dans le domaine de
I’énumération de classes de polyominos verticalement convexes. Elle donne dans [2]
une résolution systématique des g-équations associées, Fereti¢ et Svrtan [15,16] ont
développé une technique similaire permettant d’obtenir des g-équations & partir d’une
décomposition en colonnes des polyominos verticalement convexes.

Dans le cas des polyominos parallélogrammes, Delest, Gouyou-Beauchamps et Vau-
quelin [8] ont remarqué que le périmeétre de site s’exprime simplement en fonction
du périmétre de lien en introduisant un parameétre supplémentaire, le nombre de coins.
Dubernard, dans [11], a proposé une caractéristation de la fonction génératrice de ces
polyominos selon la largeur, I’aire et le nombre de coins sur le chemin gauche. En
généralisant la notion de coin, la relation entre périmétre de site et périmétre de lien
s’étend naturellement a la classe des polyominos convexes dirigés toute entiére. Le
périmétre de site d’un polyomino convexe dirigé est égal & la différence entre son
périmétre de lien et son nombre total de coins.

Un polyomino convexe dirigé peut contenir trois différents types de coins:

A
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» type I : double pas Est-Nord sur le chemin gauche allant de O a A,

e type II : double pas Nord-Est sur le chemin droit allant de O 4 B,

e type IIT : double pas Sud-Est sur le chemin allant de A & B.

On peut noter que les diagrammes de Ferrers ne possédent que des coins de type II,
les polyominos tas que des coins de type II et III, et les polyominos paraliélogrammes
que des coins de type I et 11

La Section 2 donne une rapide présentation de la méthode due a Bousquet-Mélou
[2] sur la résolution de certaines g-équations appliquée a 1’énumération des polyomi-
nos verticalement convexes. Dans la Section 3, nous appliquons cette technique pour
calculer explicitement la fonction génératrice des polyominos convexes dirigés selon la
largeur, la hauteur, V’aire, le nombre de coins de type 1, le nombre de coins de type
11 et le nombre de coins de type II (Théoréme 3.1). Enfin, dans la Section 4, nous
déduisons de ce théoréme central la fonction génératrice (selon les mémes paramétres)
des différentes sous-familles de polyominos convexes dirigés, ainsi que celle selon 1’aire
et le périmétre de site.

2. Description de la méthode utilisée

L’idée de base de la méthode rejoint le cadre des “grammaires d’objets” développé
par Dutour et Fédou [12]. Ils formalisent des descriptions visuelles récursives d’objets
a partir d’objets de base et d’opérations sur les objets. Les équations fonctionnelles
vérifies par les séries énumératrices se déduisent alors automatiquement lorsque
les décompositions sont non ambigués. L’équation présentée Fig. 3 est un exemple
représentatif de cette méthode.

Un polyomino verticalement convexe peut étre défini récursivement en “collant une
colonne” devant un autre polyomino verticalement convexe. Cette décomposition en
colonnes est classique en physique statistique et connue sous le nom de “méthodologie
de Temperley” [26]. Dans [2], Bousquet-Mélou utilise cette description des polyominos
verticalement convexes grice a laquelle elle obtient des équations fonctionnelles qui ont
la méme forme quelle que soit la classe de polyominos verticalement convexes étudiée.
Elle prouve alors un lemme résolvant de fagon systématique ce type de g-équations.

Notations et définitions. Soient # = R[[s,¢,x, v, €1, c2, €3, ¢1] I'algébre des séries formel-
les en les variables s,1,x,y,c1,¢2,¢3,9 & coefficients réels, et </ une sous-algebre
de # dont les séries, et leurs dérivées par rapport a s, convergent pour s = 1. Si
X(s,t,x, y,c1,¢2,¢3,q) est une série de o, nous la noterons souvent X(s). Sa dérivée
par rapport 4 s sera notée 0X/0s(s).

Soit P un polyomino. Sa hauteur-gauche (resp. hauteur-droite) est la hauteur de sa
colonne la plus 4 gauche (resp. droite). On note:

e sa bauteur-gauche (resp. hauteur-droite) I(P) (resp. r(P)),

e le nombre de pas horizontaux (resp. verticaux) de son périmétre 2A(P) (resp.

20(P)),
e son aire a(P).
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Si P est un polyomino convexe dirigé, on note n,(P) (resp. ny(P), n3(P)) le nombre
de coins de type I (resp. I, IIT) dans P.

Soit # un ensemble de polyominos convexes dirigés. Sa fonction génératrice est la
série formelle suivante:

3 SHOITPIHE) YoAP) o MP) g P ) galP),
PeP

2.1. Equation et résolution

Les différentes maniéres de coller une colonne devant un polyomino pour en créer
un de la méme classe font que I’on obtient des équations affines exprimant X(s) en
fonction de X(sgq), X (1), et 8X/ds(1). La fonction X(sq) intervient lorsque I’on du-
plique la premiére colonne du polyomino; en effet, ’aire du polyomino est augmentée
du nombre de cellules de la premiére colonne, et on a xX(sq) (voir par exemple les
quatre cas de la Fig. 3). La fonction X(1) intervient lorsque ’on duplique une unique
cellule de la premiére colonne, la cellule du bas; la hauteur de la premiére colonne
.devient égale a 1, et on a xsqX(1) (voir par exemple les cas (2) et (4) de la Fig. 5).
Enfin, la fonction 0X/0s(1) intervient lorsque 1’on duplique une unique cellule de la
premiére colonne, n’importe laquelle; la hauteur de la premiére colonne devient égale
a 1, et on a xsqdX/ds(1).

Pour plus de précisions, on pourra se référer a Varticle [2].

Etudiant seulement des polyominos dirigés, nous ne rencontrerons pas ici de dérivée
partielle; nous énongons donc le lemme, démontré dans [2], qui donne la solution de
telles équations sous sa version simplifiée.

Lemme 2.1. Soit X(s,t,x, y,¢1,02,¢3,q) une série formelle dans of. Supposons que:
X (s) = xe(s) + x f ()X (1) + xg(s)X (sq),

ott e(s), f(s) et g(s) sont des séries formelles données dans of. Alors

X = [ pp
oil

E(s)=_x™'g(s)g(sq)...9(sq" " Je(sq™),
) >0

F(s)= §ﬂ+'g(s)g(sq) . g(sq" ") f(sq").
De plus: )

E(sy+ E(1)F(s) — E(s)F (1)

X(s)= 1—FQ)
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Fig. 3. Décomposition des polyominos tas.
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2.2. Application: les polyominos tas

On note S(s,t,x,y,c1,¢2,¢3,9) la fonction génératrice des polyominos tas. On
différencie le cas des polyominos tas de largeur 1 (réduit 3 une seule colonne) et
le cas de ceux de largeur > 1. Clairement, la série énumératrice des polyominos tas
de largeur 1 est xstyg/(1 — styg). Les polyominos tas de largeur > 1 sont obtenus en
collant une colonne devant des polyominos tas de largeur >1.

Notation. On suppose que le plan R x R est muni d’un repére cartésien; alors on
note h (resp. b) Pordonnée du sommet (resp. de la base) de la premiére colonne du
polyomino, et on note 4’ (resp. b') 'ordonnée du sommet (resp. de la base) de la
nouvelle colonne que ’on colle devant le polyomino.

Il y a quatre maniéres différentes de coller cette nouvelle colonne (Fig. 3):

(1) ¥ coincide avec h, et b’ avec b, alots aucun coin n’est créé,

(2) ¥ coincide avec k, et b’ est strictement inférieur & b, alors seulement un coin
de type II est créé,

(3) ' est strictement supérieur a A, et b’ coincide avec b, alors seulement un coin
de type III est crée,

(4) K est strictement supérieur a A, et b’ est strictement inférieur a b, alors a la fois
un coin de type II et un coin de type III sont créés.

On peut alors déduire directement & partir de la décomposition des polyominos tas
décrite Fig. 3, une équation vérifiée par leur fonction génératrice.

Lemme 2.2. Soit S(s,t,x, y,¢1,¢2,¢3,9) la fonction génératrice des polyominos tas.
Alors

x32 y2

S(5) = T+ 5(s) + (e2 + €5) n-S(9) + caes L S(g)

Notation. Soit a une indéterminée. Alors: (a), = H?;ol(l —aq').

En appliquant le Lemme 2.1, on obtient:
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Lemme 2.3. La fonction génératrice des polyominos tas S(s,t,x,y,c1,¢3,¢3,9) est
donnée par:

x'q" (1 — e2)sy@n—1((1 — €3)5yq)n— L
S(s,4,x, ¥,¢1,€2,¢3,9) = st
(b5 pc1e2.65,4) y; (sya)_ (1 - styq")

Remarque. Cette formule fait apparaitre clairement le role symétrique de c; et c3.

3. Formule d’énumération générale des polyominos convexes dirigés

Soit DC(s,t,x, y,¢1,¢2,¢3,9) la fonction génératrice des polyominos convexes dirigés.
Pour leur énumération, on doit considérer trois cas différents:

cas 1: les polyominos convexes dirigés de largeur 1. Il sont énumérés par xstyg/
(1 —styq).

cas 2: les polyominos convexes dirigés de largeur > 1 qui ont le sommet de la
premiére colonne strictement pius haut que celui de la seconde colonne. Ce sont en
fait des polyominos tas qui sont obtenus en collant une nouvelle colonne devant des
polyominos tas de largeur >1 des deux fagons suivantes (Fig. 4):

(1) # est strictement supérieur & A, et &’ coincide avec b, alors seulement un coin
de type III est créé,

(2) K est strictement supérieur & A, et b’ est strictement inférieur a b, alors a la fois
un coin de type III et un coin de type I sont créés.

Leur série génératrice est alors

szy’ S(sq) = xsyq((l — C2)syqh
Iy

(1 —sygy

3 1 — S(SQ) + 2o S(sq),

ou S(s) est la fonction génératrice des polyominos tas donnée au Lemme 2.3.

cas 3: les polyominos convexes dirigés de largeur > 1 qui ont le sommet de la
premiére colonne plus bas que celui de la seconde colonne. Ils sont obtenus en collant
une nouvelle colonne devant des polyominos convexes dirigés de largeur >1 des quatre

0 @

Fig. 4. Décomposition des polyominos convexes dirigés de largeur > 1 (cas 2).
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Fig. 5. Décomposition des polyominos convexes dirigés de largeur > 1 (cas 3).

fagons suivantes (Fig. 5):

(1) K coincide avec h, et b’ avec b, alors aucun coin n’est créé,

(2) # est strictement inférieur 3 A, et b’ coincide avec b, alors seulement un coin
de type I est créé,

(3) ¥ coincide avec A, et b’ est strictement inférieur 4 b, alors seulement un coin
de type II est créé,

(4) k' est strictement inférieur A A, et b est strictement inférieur & b, alors a la fois
un coin de type I et un coin de type II sont créés.

Lemme 3.1. La fonction génératrice DC(s,t,x, y,<1,C2,¢3,q) des polyominos convexes
dirigés vérifie I'équation fonctionnelle:

xstyq xsyg((1 — c2)sygh
1— Styq + (1 — Syq)Z S(Sq)

+xDC(sq) + €17 fsq (sgDC(1) — DC(sq))

xsyq xsyq _
+¢ = SquC(sq) + clcz(l 51 =5y9) (sgqDC(1) — DC(sq)).

DC(s)=

En appliquant le Lemme 2.1, on obient :

Théoréme 3.1. La fonction génératrice DC(s,t,x, y,c1,¢2,¢3,9) des polyominos con-
vexes dirigés satisfait:

ML)

DC(1,t,x, y,¢1,62,€3,9) = ty o)’

avec

x"q" (1 = syl 115 (1 = €1 — s¢)
Em(sygdn

Jo)=1-c1sY

nzl
et

X (1 —e)sygdn—1
Mi(s) = SZ (syq)n-1(1 — styq™)

n
nz1
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on
< Lo (1 —c1 —sq')
* (s9)n—1
ey S U ea™ e [0~ 1 = 5g)
me1 (5D m-1(5Yg™ In—m
De plus,

Mi(s)o(1) — Mi(1)o(s) + Mi(1)

DC(s,t,x, )’,01,02,33,9') = ty Jg(l)

4. Conséquences

La formule d’énumération calculée dans la section précédente (Théoréme 3.1) est la
formule centrale de cet article, et nous mettons ici en avant ses principales conséquences:
une unification des sous-familles de polyominos convexes dirigés, avec un raffinement
des résultats connus, ainsi qu’un corollaire intéressant, leur énumération selon ’aire et
le périmétre de site simultanément.

La premiére conséquence importante du Théoréme 3.1 est illustrée par le schéma de
la Fig. 6. Les fonctions génératrices des sous-familles de polyominos convexes dirigés
s’obtiennent toutes trés simplement a partir du Théoréme 3.1; il suffit de remarquer
que les polyominos parallélogrammes n’ont pas de coin de type III, les polyominos
tas pas de coin de type I, et les diagrammes de Ferrers pas de coin de type I ni de
type IIL.

Corollaive 4.1. La fonction génératrice P(s,t,x, y,¢1,¢2,9) des polyominos parailélo-
grammes s'obtient en remplacant ¢; par O dans la formule du Théoréme 3.1. Elle
satisfait:

Ji(1)
ty :}0_(.1—).’

=
B e

P(l,t,x,y,c1,c2,9) =

=

Fig. 6. Relation entre les fonctions génératrices des polyominos convexes dirigés.
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avec

g (1 = syl 1 (1 = 1 — s¢)

Jos)=1—-¢;s z

a1 (5Pn(syq)n
et
g (1 = e2)sy@n1111o, (1 — €1 — 5¢°)
Ji(s) = j .
© snz;:x (5@)n—1(syg)n—1(1 — styq")
De plus,

Ji(s)o(1) — Ji(1)o(s) + Ai(1)
Jo(1) '

P(s,t,x, y,c1,¢2,9) = ty

Remarque 1. Parallélement i nos travaux, Fédou et Rouillon [14] ont calculé cette
méme fonction génératrice avec une méthode différente basée sur une bijection entre
des couples de chemins du plan. La formule qu’ils obtiennent est différente de la notre,
elle fait intervenir a 1a fois g et 1/3.

Remarque 2. Les polyominos (v, A)-bordés (ou polyominos parallélogrammes a fran-
ges) sont une sous-classe des polyominos parallélogrammes introduite par Lalanne {21]
qui a montré que leur fonction génératrice selon 1’aire et la largeur s’exprime a 1’aide
du rapport d’un g-analogue des fonctions de Bessel J, ; et Jy41,1. On peut, par la méme
méthode que les polyominos convexes dirigés 4 la section précédente, raffiner ce résultat
en rajoutant les paramétres hauteur et nombre de coins. La série génératrice obtenue
est, & quelques facteurs multiplicatifs prés, celle des polyominos parallélogrammes ol
x est changé en xg”* et y en yg'.

Corollaire 4.2. La fonction génératrice 5(s,1,x, ¥, ¢2,¢3,q) des polyominos tas s'obtient
en remplagant ¢\ par 0 dans la formule du Théoréme 3.1. Elle est donnée par:

g (1 ~ c2)5¥q)n—1 ({1 — €3)599)n—1
(syg)2_ (1 — styq™) ’

S(S, t,x, y,ca, C3,q) = Sty Z

nzl

Corollaire 4.3. La fonction génératrice DF(s,t,x, y,c3,q) des diagrammes de Ferrers
s’obtient en remplagant ¢) et c3 par O dans la formule du Théoréme 3.1. Elle est
donnée par:

X'q" (1 = c2)5¥q)n—1
y@n-1(1 — styg) *

DF(S, 4Lx, ¥, C2’Q) = Styz

nzt

Toutes les fonctions génératrices que nous venons de voir sont un raffinement des
résultats déja connus sur les polyominos convexes dirigés, et pour les retrouver, il suffit
de remplacer ¢y, ¢2, ¢3 par 1 dans chacune de ces fonctions.
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La deuxiéme conséquence importante du Théoréme 3.1 est que I’on peut déduire
I’énumération des sous-familles des polyominos convexes dirigés selon 1'aire et le
périmetre de site. En effet, le périmétre de site d’un polyomino convexe dirigé est égal
a la différence entre son périmétre de lien et son nombre total de coins. Ainsi, on a:

Corollaire 4.4. Soit X(s,1,x, y,c1,¢2,¢3,9) la fonction génératrice d’une des classes de
polyominos convexes dirigés. Alors la fonction génératrice selon I'aire et le périmétre
de site Y(q, p) se déduit de X par le simple changement de variables suivant:

s,;t—1g—gx,y — p*ec,e,05 — p),

ou l'exposant de q compte l'aire et celui de p le périmétre de site.
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