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Dam ce travail on cherche a cerner les limites de la mtthode des quotients 
differentiels, ou methode de Nirenberg (cf. [6, 7]), dans I’etude de la regularite 
des solutions de probltmes de Dirichlet variationnels, non necessairement 
elliptiques. Pour cela on remplace le groupe des translations par un groupe de 
diffeomorphismes a un parametre, arbitraire, la derivation par le champs de 
vecteurs associe, les operateurs elliptiques par des it&& d’operateurs de type 
principal. On obtient une condition necessaire et suffisante, assez restrictive, 
sur les champs de vecteurs de laquelle on tire des resultats positifs et negatifs 
concernant la regularite des solutions des probliimes de Dirichlet associes. 

I. INTRODUCTION ET PRI~IMINAIRES 

Nous allons, pour fixer les idles, faire des hypotheses assez restrictives 
sur les ouverts et les operateurs differentiels (a la Section 6 on verra comment 
on peut les affaiblir). Soit Q un ouvert de Rn borne t&s regulier (B est done 
une varietit Cm compacte a bord), et soit B(D), D = -~‘(a/&), un operateur 
differentiel lineaire d’ordre m, a coefficients constants. On designe par 
Hsk(B, Q) le domaine minimal de B(D) dans l’espace de Sobolev H”(Q), k 
entier positif oil nul, c’est-a-dire le complete de B(Q) pour la norme 

c’est un sous-espace hilbertien normal de Z(Q). 
Soit g un diffeomorphisme de 0, l’application de Y(Q) dans lui-m&me 

qui a toute distribution fait correspondre son image par g est un operateur G 
lineaire continu dans 9(Q). On dira que g opere dans H,“(B, Q) si la restric- 
tion de G a H,“(B, Q) est un operateur borne. 

Soit maintenant (g,),,, , U voisinage de 0 dans R, un groupe local 2 un 
paramktre de diffkomorphismes de $. Ce groupe local d&nit un groupe 

local continu a un parametre d’operateurs continus dans LB’(Q): (GJtEu . 
On notera X le generateur infinitesimal du groupe local (gJtdLT . C’est un 
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14 MARC AUTHIER 

champ de vecteurs sur G, qui s’identifie done a un operateur differentiel du 
premier ordre a coefficients reels et Cm, tangent au bord de Q. On notera 
encore X toutes les realisations que nous rencontrerons de cet optkateur 
differentiel comme operateur, borne ou non, dans divers espaces de distribu- 
tions. 

On dira que le groupe local (g,),,, opere dans Hsk(B, Q) si, pour tout 
t E U, g, opere dans H,“(B, Q). 11 suffit evidemment pour cela, par application 

du theoreme du graphe ferme, que G,u E H,“(B, Q) pour tout t E U et tout 
u E Hok(B, A?). 

Le probleme Ctudie est le suivant: soient k un entier positif ou nul, Q un 
ouvert borne t&s regulier (pour fixer les id&es, en fait on peut prendre pour 
un B don& certains ouverts non born&, cf. Section 6), B(D) un operateur 
de type principal a partie principale reelle, caracteriser les generateurs 
infinitesimaux X des groupes locaux (g,),,” operant dans H,,“(B, ~2)~. On 
dira qu’un champs de vecteurs sur 0 a la propriM de Nirenberg s’il est 
generateur infinitesimal d’un tel groupe local. 

L’intCret d’un tel probleme reside principalement en ses liens avec la 
methode des quotients differentiels, liens que nous expliciterons au para- 
graphe 5. Pour l’instant donnons quelques indications sur le probleme aux 
limites auquel nous nous interesserons. 

Soit A(D) un operateur differentiel lineaire a coefficients constants, positif 
dans Q, i.e., verifiant 

(A(D) u, @> 2 0, pour tout u E 9(Q). 

Soit V’ le sous-espace hilbertien de noyau A (cf. [lo]); si V’ est normal (par 
exemple si Q est borne) son dual I’ est un sous-espace hilbertien normal de 
9’(Q) et A est un isomorphisme de V sur V’. Nous appellerons probleme 

de Dirichlet associe a A le probleme aux limites ainsi pose. On notera A-l 
l’isomorphisme rtkiproque de A. 

Plus particulierement on s’interessera ici, le cas elliptique &ant bien connu, 
au cas oti A a des caracteristiques reelles, et, plus precisement encore, au cas 
oh la partie principale A,, de A est de la forme AZ,(D) = B*(D) B(D), avec 
B reel et de type principal. On peut motiver ce choix par le fait que, dans le 
cas oti A est hyperbolique, sa positivite implique une telle factorisation de sa 
partie principale (cf. [l]). D’autre part, un operateur de type principal etant 
de m&me force que sa partie principale, on voit que, si Q est borne, 

V = H&B, Q2 

1 Le cas le plus intkressant est a priori k = 0 (cf. Section 6, Remarque 9). De toute 
facon on verra que la proprittt est indkpendante de k. 

z H,(B, Q) = &“(B, Q), d’une faGon g&kale on supprimera k dans le cas parti- 
culier de K = 0. 
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On va maintenant rassembler les notations employees dans la suite, puis 

donner un plan detail16 avec indications sur les resultats. 

Notations 

Q: ouvert de Rn borne tres regulier, Diff((B): ensemble des diffeomor- 
phismes de a. 

pour g E Diff((s), on note G E .2(9’(Q)) I’operateur: image par g. 

(g,),,,: groupe local 21 un parametre de diffeomorphismes de a. 

X: generateur infinitesimal de (g,),,” . 

B(D): operateur differentiel lineaire a coefficients constants, a partie 
principale reelle, et de type principal. 

VJP): soit P(x, D) un operateur differentiel lineaire d’ordre m 

VJP) = (8 E R”; Pm(x, [) = 0: 

dans le cas particulier oti P est a coefficients constants on note V(P) l’en- 
semble des zeros reels de P,,, . 

Si H est un espace de distributions et P un operateur differentiel on note 

D(P,H)=(TEH;PTEH). 

// + ljlc et I/ . ljB,k designent respectivement les normes dans H”(Q) et dans 

H,“(B, Q). 

Enfin, soit Q une variete differentiable de dimension n, X un champ de 

vecteurs sur Q, 01 une forme differentielle de degrt 1, on notera (X, CL) le 
produit interieur ixa. Son expression en coordonnees locales est, pour 

X = i ai & et a = t d(x) dxi , 
i=l z i=l 

(X, a) (x) = i ai c~(x); 
i=l 

c’est une fonction differentiable sur Q. Dans le cas oh Q est un ouvert de Rn, 
on identifie le vecteur LJ E R” avec la section t: x tt (x, <) du fibre (trivial) 
T*(Q), d’oh la notation (X, e). 

Plan de l’e’tude 

2. On montre qu’une condition necessaire pour que X ait la propriete 
de Nirenberg est: 

pour tout x EQ V@X - XB) 3 V(B). (Cl 

409/46/I-Z 
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Et on donne une interpretation geometrique de cette propriete: (X, 0, pour 
tout vecteur caracteristique 6 E R” de B, reste constant le long des bicaracte- 
ristiques de B associees a 5. On donne aussi une autre condition necessaire, 
et un exemple d’utilisation de I’interpretation geometrique precedente et de 
la geometric de l’ouvert Q, pour avoir des renseignements sur les points 

critiques, les sous ensembles invariants, et l’existence de champs de vecteurs 
ayant la propriete de Nirenberg. 

3. On montre que la condition (C) est suffisante pour que X ait la propriete 
de Nirenberg. 

4. Onmontre qu’en gCnCral(n 2 3 et d”B > 2)seuls des champ de vecteurs 
a coefficients polynomes peuventavoir la propriete (C), et par suite la propriete 
de Nirenberg. On donne Cgalement quelques proprietes des champs 
de vecteurs ayant la propriete (C) et une methode pratique pour les 
obtenir. 

5. Onfait le lien de ce qui precede avec la partie de la methode des quotients 
differentiels concernant la regularit& a l’interieur et la regularit& tangentielle 
au bord. On demontre: si X a la propriete de Nirenberg pour B, alors 
A(D) = B*(D) B(D) est un isomorphisme de D(X, V) sur D(X, V’). On 
apphque ce resultat a l’etude de la regularite du probleme de Dirichlet pour 
l’itere de l’operateur des cordes vibrantes. 

6. Dans cette section on fait quelques remarques concernant la possibilite 
de lever certaines des hypodses faites dans les sections precedentes et 
concernant: la differentiabilite de X et 51, la compacite de I?. etc. On s’inte- 
resse aussi aux proprietes algebriques des champs de vecteurs ayant la 

propriete de Nirenberg. 
Je tiens a remercier C. Goulaouic pour de nombreuses et fructueuses 

conversations. Par ailleurs certains des resultats present& ici (Sections 2 et 5) 
ont et& annonces dans [2], sous une forme d’ailleurs en partie inexacte 
(voir Remarque 12). 

2. NBCESSITB DE LA CONDITION (C) 

Ce qu’on va faire dans la suite repose pour une bonne part sur le resultat 
suivant, qui n’a aucune pretention a l’originalid; et dont nous donnons 
une demonstration n’ayant pu trouver dans la litterature ni CnoncC, ni 
demonstration, de la propriete sous la forme sous laquelle elle nous est 
utile. 

PROPOSITION 1. Soient g E diff@) et B(D) un ope’rateur d@rentiel 
lin&aire 2 coeficients constants, d’ordre m, de type principal, g opbre dans 
H,“(B, a) si et seuZement si V(B) C V,(G-lBG) pour tout x CQ. 
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Dhonstration. D Ctant compact et B(D) a caracteristiques reelles simples 

on a une inegalite a priori du type 

II 11 llm+w G G II Bu Ilk 9 pour tout u E &B(L)). 

Pour que g opere dans H,‘“(B, L’) il est done necessaire et suffisant que 

II G-‘BGu l/k < C II Bu Ilk > (1) 

pour tout u Ed et tout R E N. Posons 

P(x, D) = G-IBG. 

P(x, D) est un operateur d’ordre m, et on va montrer que (1) Cquivaut a 

pour tout x E 8. (2) 

Supposons que (2) n’est pas v&-if%, autrement dit il existe x0 ~0 et &, E Rm 
tels que B,(&) = 0 et PJzO, &,) # 0. P ar un changement de coordonnees 

on se ram&e au cas oh &, = (1,O ,..., 0), et, en posant D’ = (D, ,..., D,), on 
peut Ccrire: 

B,(D) = D;-%,(D’) + Dy-%,(D’) + ... + b,(D’), 

pm@, D) = T,(X) Q” + D:-%(x, 0’) + ... + q&, D’). 

On a done o~(x,J # 0; on peut done trouver un voisinage V de x,, dans J? 
dans lequel 1 a(~)1 est minor6 par un nombre strictement positif. 11 est alors 
facile de construire une suite (up) de fonctions de 9(V) de la forme 

telle que 11 Pm(x, D) u, /lk tendent vers I’infini avec p alors que // Bu, /jk reste 
borne. (1) ne peut done Ctre valable. 

Reciproquement, supposons (2) verifite. Soit Qr ,..., QT une base de l’espace 
vectoriel des polynBmes Q de degre inferieur ou Cgal a m verifiant 

(oti l’on identifie un polynbme Q de degre inferieur ou Cgal a m - 1 avec un 
polynome de degre m de partie principale nulle, done verifiant (3)). On voit 
immediatement qu’il existe des hi E S(D) tel que 

Q, D> = i U4 Q@) 
i=l 
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ce qui ram&e la verification de (1) au cas des coefficients constants. Soit done 
Q verifiant (3) pour montrer une inegalite du type 

II Q(D) u Ilk < C II BP) u Ilk , pour tout 24 E 9(a), 

il suffit, Sz etant borne, de montrer que Q est moins fort que B; et pour cela 
Ctudier le rapport 

I omm/m (4) 

sur R*. Un argument standard d’homogeneite et de compacite ram&e cette 
etude a une etude locale sur la sphere unite de Rn. 

Or les caracteristiques reelles de B &ant simples, le theoreme des fonctions 

implicites permet d’ecrire au voisinage d’un zero reel e, de B, (1 [,, / = I), 
aprb un changement eventuel de coordonnees: 

B,(t) = (6 - &f’)) &(5, , E’) 

oti B(f, , 5’) est homogene de degre m - 1 et non nul au voisinage de t,, . 
En posant [I - A([‘) = E, on peut developper Q par rapport a l , et la pro- 
priete (3) montre alors que le rapport (4) est borne au voisinage de &, . 

COROLLAIRE. Les hypothtses e’tant celles de la Proposition 1, si de plus 

B(D) = fl B,(D), 

une condition ntkessaire et sujisante pour que g E Diff@) opkre dans H,,k(B, 52) 
est que g opbre dans HOk(B, , Sz) pour tout i. 

De’monstration. La propritte resulte immediatement de la Proposition 1 
et du fait que 

G-IBG = n G-lB,G. 
z 

Remarque 1. Dans le cas oh B est elliptique on retrouve le fait, bien 

connu, que tous les diffeomorphismes operent dans H,‘(B, Q). 
D’autre part la Proposition 1 nous montre Cgalement que g optre dans 

H,,“(B, G) si et seulement si g opere dans HOk(B, , Sz), B, partie principale 
de B. 

Enfin cette m&me proposition montre que g opere simultanement dans 
tous les H,,k(B, Sz), k parcourant l’ensemble des entiers positifs ou nuls. 

Venons en maintenant aux groupes locaux (gJtEU et a leurs generateurs 
infinitesimaux X. 

PROPOSITION 2. Si X a la proprie’te’ de Nirenberg, alors VJ[B, X]) 3 V(B), 
pour tout x ~0 (condition (C)). 
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On a note [B, X] le commutateur BX - XB, c’est un operateur d’ordre m. 

Dbmonstration. Supposons que X ait la propriete de Nirenberg, il s’integre 
done en un groupe local (g,),,U operant dans H,,“(B, 52), done pour tout 
t E U et tout x637 

Vx(G-,BG,) 3 V(B). (5) 

D’autre part un calcul direct montre que 

d’oh, en particulier: 

(6) 

(7) 

11 est alors facile de voir, en utilisant le fait que, si I’on pose 

P(t, x, D) = G-,BG, , 

la d&iv&e que I’on a calculee n’est autre que (8Pjat) (t, x, D), que la propriete 
(5) implique que, pour tout t E U et tout x GQ: 

vz’,(G-,P> Xl G,) 1 W) (8) 

d’oti la propritte cherchte pour t = 0. 

Remarque 2. On peut montrer une autre condition rkcessaire, a priori 
plus forte que celle de la Proposition 2, pour que X ait la propriete de 
Nirenberg. 

En effet considerons la suite d’operateurs differentiels definie par recur- 
rence par 

B, = B, B, = P,-, , Xl. 

Le raisonnement fait pour passer de (5) a (8) montre que, si pour tout t E U 
et tout x EQ on a 

vz’,(G-JWJ 1 WV, 

alors on a aussi 

D’oh la condition necessaire pour que X ait la propriete de Nirenberg: pour 
tout xE!Z et tout /ZEN 

~zV,(B,) 1 VW. (9) 
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En fait, on verra que la condition de la Proposition 2 est aussi suffisante, 
et done que (9) n’est plus forte que (C) qu’en apparence, (voir cependant 
la section 6 pour des cas oh ces deux conditions ne seraient pas Cquiva- 
lentes, et a la section 3 (remarque 3) une demonstration, dans le cas trait6 
ici, de leur equivalence n’utilisant pas la suffisance de (C)). 

On peut interpreter geometriquement la condition (C). 

PROPOSITION 3. (C) est Lquivalente h la proprie’te’ suivante: pour tout vecteur 
t E Rn non nul tel que B(t) = 0, (X, 4) est constant SW toutes les bicaracte’risti- 
ques de B associLes h 5. 

Dhnonstration. Soit L,(x, t) la partie principale de [B, X], un calcul 
direct montre que: 

-L(x, t) = gra4 B(t) . gr=4LX, 5). (10) 

Soit alors 5, un vecteur caracteristique reel de B, grad, B(t) est precisement 
la direction des bicaracteristiques associees a &, , et on a, d’apres (C), 

0 = grade Wd . gra4K-F 0 (11) 

c’est-a-dire la propriete cherchee. Le reciproque est Cvidente puisque (I 1) 
traduit simultanement (C) et la propriete de la Proposition 3. 

Cette interpretation geometrique est utile pour voir rapidement, en fonction 
de la geometric de Q, la structure des champs de vecteurs ayant la propriete 
de Nirenberg. 

EXEMPLE. Sz est un ouvert du plan R2, B(D) = DID,, operateur des 

cordes vibrantes. Soit X un champ de vecteurs de 0 ayant la propriete de 
Nirenberg, on a: 

(a> si une trajectoire de X est tangente a une bicaracteristique, elle est 

contenue dans cette bicaracteristique: c’est le cas particulier (X, 6) = 0 dans 
la Proposition 3. 

(b) soit a E SQ un point caracteristique de SQ tel que Q soit convexe 
au voisinage de a. On voit alors que a est necessairement point critique de X, 
done qu’en tout point de la bicaracteristique S passant par a et rencontrant Q, 
X est dirige suivant S (Fig. 1). 

(4 soit a E as;! un point caracteristique de SQ tel que Q ne soit pas 
convexe au voisinage de a, soit S la bicaracteristique tangente en a a 8.0, 
6’ l’autre bicaracteristique passant par a, S et S’ rencontrent Q. D’apres la 
Proposition 3 en tout point de 6, X est dirige suivant 6. Le bord %Q, &ant 
aussi invariant par X on voit que a est necessairement point critique pour X. 
On en deduit qu’en tout point de S’, X est dirige suivant 6’ (Fig. 2). 
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(d) par tout point caractkristique de &’ il passe done au moins une 
bicaractkristique 6, telle qu’en tout point de 8, X soit dirigC suivant, 6. 
6 recoupe 8.Q en un point b qui est done point critique de X. 

Si b n’est pas caracthistique, il passe une deuxikme bicaractkristique 6’ 

par b qui rencontre Q, et, en tout point de a’, X est dirigC suivant 6’: il y  
a eu rkflexion en b de la condition sur X (Fig. 3). 

FIGURE 1 FIGURE 2 

FIGURE 3 
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(e) On remarque alors qu’un point tel que c sur la Fig. 3 est necessaire- 
ment point critique de X. Or soit D l’interieur de l’ellipse parametree en 

x1 = a cos t, 

x2 = b cos(t - h) 

on peut montrer que, si (h/2rr) est transcendant, le reseau des points d’inter- 
section des bicaracteristiques obtenues par le procede precedent est dense 

dans Sz. Autrement dit, X est identiquement nul; aucun champ non trivial 
sur 52 n’a la propriM de Nirenberg. 

(les proprietes arithmetiques de h et du reseau associe de bicaracteristiques 
ont deja et6 utilisees par Hadamard [4] dans ses travaux sur le probleme de 
Dirichlet pour l’equation des cordes vibrantes). 

3. SUFFISANCE DE LA CONDITION (C) 

On va d’abord donner un lemme de divisibilite sur les polynomes. 

LEMME 1. Soit P E R[X, )..., X,] un polyndme homogBne irrkductible sur 
R, de degre’ m, tel que P(t) et grad P(e) ne soient pas nuls simultadment pour 
(E R” non nul; soit Q E R[X, ,..., X,] un polyndme homogbne de de@ k, 
s’annulant sur les zt!ros Gels de P, alors: 

ou P est elliptique, 

ou k > m et P divise Q. 

De’monstration. Supposons P non elliptique, et soit &, E R” non nul tel 
que P([,) = 0. On sait que grad P(&,) # 0, supposons par exemple 
(aP/a[,) (5s) # 0. On peut alors trouver, d’apres le theorbme des fonctions 
implicites, un voisinage V de E,, (que I’on peut supposer &tre un pave 
nTiGn Vi) et deux fonctions analytiques reelles a(,$‘), 5’ = ([r ,..., En-r) E Rn-l, 
et D(t) definies respectivement dans JJIis.n-l Vi et dans V, tels que, pour 
tout L$ E v: 

P(6) = (5, - 4t’)) D(E), 
(12) 

D(t) f  0, Q(5’, 46’)) = 0. 

Pour demontrer que P divise Q, il suffit, compte tenu de I’irrCductibilitC de P, 
de montrer l’existence d’un facteur commun. 

Supposons P et Q saris facteur commun, alors ils sont saris facteur commun 
dans R[X, ,..., X,-,1 [X,]; il existe done deux, polynomes R et S dans 



PARAMETRE OPfiRANT 23 

qx, I..., X,-r] [X,], et un polynome T non identiquement nul dans 

R[X, ,‘.., X,-J tels que 

QR+PS=T (13) 

en remplacant 5, par a(f) dans (13) on trouve T([‘) = 0 dans &+r Vi, 
done T = 0, d’oii le lemme. 

D’apres la remarque 1 et le corollaire de la Proposition 1 il nous suffira 
de demontrer la suffisance de (C) dans le cas particulier oti B est homogene 
irreductible et non elliptique. 

PROPOSITION 4. Soit B v&x.ant les hypoth&es de la Proposition 1 est 
suppose’ de plus homogine irrbductible et non elliptique, soit X un champ de 
vecteurs SW 8 vt%$iant (C), alors X a la proprie’te’ de Nirenberg. 

Dkmonstration. On remarque d’abord que l’on peut prolonger X a Rn 
en un champ a support compact qui s’indgre done en un groupe (global) de 
diffeomorphismes de R”, ces diffeomorphismes laissent stable Sz et 8.0, leurs 
restrictions a 0 sont done des diffeomorphismes de D. Soit done (g,), 
g, E Diff 0, le groupe obtenu par restriction, il faut montrer que (gJ opere 

dans H,,‘“(B, 52). Pour cela, en posant: 

P(t, x, D) = G-,BGt , 

il suffit de montrer que pour tout t E R et tout x ~a 

vz(P) 3 V(B) 

d’apres la Proposition 1. On sait d’autre part, d’aprb le Lemme 1, que la 
condition (C) va se traduire par l’existence de A E &(Q) telle que 

[B, Xlln = AB. (14) 

L’CgalitC (6) s’ecrira alors: 

$$ (to , x, 0 = (G-to/l) (4 Pm(to > x, 0, (15) 

on posera h(t, x) = G-$(x). Soit alors x,, ~0 et 5, E R” non nul tel que 
B(&) = 0; la fonction de t: 

y: t E+ Pm(t, x0 , 6”) 

est determinCe par l’equation differentielle: 

y’ = q4 Xo)Y (16) 
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avec la condition initiale: 

y(0) = 0. (17) 

On voit immediatement que (16) et (17) n’admettent que la solution nulle, 
ce qui termine la demonstration 

Remarque 3. Reprenons les notations de la Remarque 2 pour les crochets 

successifs de B et de AT, et supposons B irreductible non elliptique. 11 est 
alors facile de voir que si: 

(Bdm = Wdn 

alors la mCme relation est valable entre les parties principales de B,,, et B,: 

(4+&n = b+,&Jm 

done que, si la condition (C) est verifiee, ce qui s’ecrit 

la relation (9) de la Remarque 2 est aussi verifiee; ce qui montre que cette 
condition necessaire n’est qu’apparemment plus forte que (C). 

Pour resumer cette section et la precedente, on a montre. 

THBOR~ME 1. Soit Q un ouvert borne’ regulier de Rn, soit B(D) un operateur 

dt@rentiel lineaire a coejficients constants de type principal et h partie principale 
reelle, soit enjin X un champ de vecteurs sur 8. Une condition ne’cessaire et 
suffisante pour que X ait la proprie’te’ de Nirenberg est que, pour tout x E 0: 

T/,(P, Xl) 3 W9 CC) 

4. PROPRIBTBS DES CHAMPS DEVECTEURS AYANT LAPROPRI~TB DE NIRENBERC 

On va d’abord montrer qu’en general (par exemple pour n 2 3, m > 2 
et B non elliptique) seul des champs tres particuliers peuvent avoir la pro- 
priCtC de Nirenberg. On va se placer dans l’hypothese oh B est homogene, 
irreductible sur R, non elliptique, ce qui n’elimine de fait que les opitrateurs 
elliptiques. 

PROPOSITION 5. Sous les hypotheses du Theor&ne 1, si, de plus, B(D) est 
homogkne et vhifie: il existe un systkme de 2n - 1 vecteurs caractkristiques reels 
& tels que tous les sous-systdmes de n vecteurs so&t de rang n de mime que les 
systkmes grad B([,J correspondants, alors les champs de vecteurs X ayant la 
proprie’te’ de Nirenberg sont h coefficients polynomiaux. 
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Dthonstration. Soit X = Cy=, aj(x) (a/&,), et soit 6 E R” un vecteur 

caracteristique reel quelconque de B. La condition (C) s’ecrit alors, en 
utilisant 1’CgalitC (10): 

(18) 

En tenant compte de I’hypothese supplementaire faite sur B(D), les a, sont 
done solutions du systeme homogene de 2n - 1 equations lineaires a coeffi- 
cients constants: 

(19) 

Soit p(q)(v = -i(a/&)) la matrice a coefficients polynomiaux representant 
le systeme (19) par transformation de Fourier. Un determinant d’ordre n de 
cette matrice correspond a un choix d’un sous-systeme (Ek,, ,..., tkn) du 
systeme (&J, et s’ecrit alors 

oh det(Ek ) est le determinant de la matrice ayant les (tk,) comme colonnes. 
D’apres l’hypothese faite, quelque soit le choix du sous-systeme 

det(&J # 0. 

D’autre part, cette m&me hypothese nous montre que pour tout vecteur 
7 E C” non nul il existe un sous-systeme (fk, ,..., 6,“) tel que, pour tout 

s E {I,..., n}, on ait: 

Autrement dit, si N est l’ensemble des 77 E C=” tels que la matrice p(7) soit de 

rang strictement inferieur a n, on voit que: 

iv = (0). 

Or on sait (cf. [8], Chapitre VI, Section 4, ThCoreme 1 et Remarque, par 
exemple) que lorsque N est fini, toute solution A = (a, ,..., a,) E b(R”) est 
combinaison lineaire finie d’exponentielles-polynomes solutions. Ici, les 
ai sont done des polynomes. 

11 reste, pour appliquer la proposition precedente, a avoir des criteres 
pratiques de validite des hypotheses de cette proposition. 
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PROPOSITION 6. Soit B(D) un operateur homogbne d’ordre m superieur ou 
&gal a 2, dans R”, n > 3, reel, de type principal et non elliptique, alors il existe 
2n - 1 vecteurs caracthistiques reels 5,: tels que tous les sous-systemes de n 
vecteurs extraits de ce systdme, soient de rang n, de m&me que les systemes grad 
B([,J correspondants a ces sous-systemes. 

Demonstration. Compte tenu des hypotheses faites, il ne peut y  avoir de 
facteur du premier degre dans une decomposition de B en polynomes irre- 
ductibles, le resultat devient alors evident. 

Remarque 4. Dans le cas n = 2, il suffit d’avoir trois facteurs (du premier 
degre) reels (ils sont necessairement distincts, done lineairement independants 
deux a deux, ainsi que leurs orthogonaux) pour que les hypotheses de la 
Proposition 5 soient verifiees. 

Pour n > 3, les operateurs strictement hyperboliques et les operateurs 

ultra-hyperboliques par exemple verifient ces hypotheses. 

Remarque 5. Si les hypotheses de la Proposition 5 ne sont pas vtrifiees, 
la conclusion ne l’est en general pas non plus. 

Par exemple, pour n = 2 et B(D) = DID,, les champs de vecteurs veri- 
fiant la propriete (C) sont donnes par: 

oh a et b sont des fonctions C” arbitraires. 
On va maintenant envisager quelques consequences de la propriete (C) et 

voir comment determiner pratiquement les champs de vecteurs ayant cette 
propriete. Introduisons une notation, on notera: 

P(xo , B) = (y E R”; y - x = X grad B,(5), 5 E V(B)) 

le cone bicaracteristique reel de B de sommet x0 . 

PROPOSITION 7. Soit X un champ de vecteurs verifant la propriete’ (C), 
soit x0 un point critique de X, rO(x,, , B) est un invariant (du systkme-dynamique 
dejini par X). 

Demonstration. 11 suffit de verifier qu’en tout point y  E F(xo , B), X est 
tangent a T”(xo , B), done normal un vecteur caracteristique to E V(B) tel que 
y  - x0 = h grad B(t,). 
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Or (X(y), &,> est constant sur la bicaracteristique passant par x,, et y  

(d’aprts la Proposition 3), en particulier: 

d’ou le resultat. 

(X’(r), to> = (X(qJ, iTo> = 0; 

Onpeut demontrer d’autres resultats analogues. Concernant la determination 
pratique de tous les champs de vecteurs ayant la propriete (C), on a ce qui suit. 

Soit X = Cy=, ai (a/a x, un champ de vecteurs verifiant la propriete (C), .) 

l’operateur B(D) Ctant suppose homogene irreductible non elliptique. Pour 
x6.0 on nose 

pour chaque x ED le polynome 8(x, 0 est nul pour tous les 5 E Ri” tels que 

B(t) = 0. D’apres le Lemme 1 et les hypotheses faites sur B, Q(x, .$ est 
divisible par B(t) 

Sk E) = 44 BK). (20) 

Cette relation est necessaire et suffisante pour que X ait la propriett (C). 
D’autre part pour Ccrire que le polynome Q(x, [) - h(x) B(t) est le polynome 
nul on Ccrit la nullite de tous ses coefficients. Ce qui donne un systeme de 
(n + r - l)!/(r!(~z - I)!) equations du premier ordre homogenes, inde- 
pendantes de 4; dont les solutions, apres elimination de A, donneront tous les 

champs de vecteurs cherches. 

EXEMPLE. Prenons pour n = 3, l’equation des ondes 

B(D) = D12 - D22 - Dz2. 

On obtient le systeme de 6 equations 

(21) 

qui s’integre facilement en 

%(X1 , ~2 > 4 = 4~1~ + ~2~ + ~3~) +2x,(% + Cx3) 

+Dx,+Ex,+Fx,+K, 

a,(% , x2, ~3) = B(x12 + ~2~ - ~3~) + 244x1 + Cx,) 

+Ex,+Dx,+Gx,+L 

a3@l p x2, x3) = C(x12 - x22 + x32) + 2x,(Ax, + Bx,) 

+Fx,--x,+Dx3+M 

(22) 

oti A, B, C, D, E, F, G, K, L, M sont 10 constantes arbitraires. 
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5. LA MBTHODE DES QUOTIENTS DIFF~RENTIELS 

Dans cette section on va faire le lien entre ce qui precede et une methode, 
classique dans le cas elliptique, de recherche des proprietes de regularite des 
solutions de problemes de Dirichlet. Pour cela on va d’abord Cnoncer quelques 
lemmes, dont on ne detaillera d’ailleurs pas les demonstrations car ils ne 
sont que des adaptations a notre situation de resultats standards. 

Auparavant rappelons en quelques mots le probkme aux limites Ctudie. 
Soit B(D) un operateur de type principal homogene, posons: 

A(D) = B*(D) B(D). 

Si Sz est un ouvert borne, le sous espace hilbertien V’ de 9’(Q) de noyau A 
est normal, ainsi que son dual V. A(D) est un isomorphisme entre V et V’. 
On supposera Q tres regulier. 

On remarque immediatement que, si B(D) n’est pas elliptique, les methodes 
classiques pour etudier la regularit des solutions de ce probleme faisant 
intervenir l’invariance de l’espace des solutions par diffeomorphismes puis 
une localisation, ne conviennent pas ici. C’est pourquoi on est amen6 a 

developper la methode qui suit. 

LEMME 2. B(Q) est dense duns D(X, V) = {u E V’; Xu E V} (X est un 
champ de vecteurs SW 0). 

DLmonstration. X Ctant tangent au bord, il est facile de mettre en oeuvre 
la methode habituelle de verification d’une densite de 9(Q) par troncature et 

regularisation. D’oti le resultat. 

LEMME 3. Soit X un champ de vecteurs ayant la proprie’te’ de Nirenberg 

relativement ri B(D), (G,) est un groupe fortement continu d’optkateurs born& 
duns V et duns V’. 

Dkmonstration. (a) Pour montrer que (G,) est fortement continu dans V 
il suffit de montrer que 11 G,u - u [) tend vers 0 quand t tend vers 0 (on sait 
deja que Gt E 9(V’, V), puisque V = H,(B, Q)). Or 

I/ G,u - u I/” = IIW, - B) u lip 

et, X ayant la propriete de Nirenberg: 

BG,u = G,[X(t, x) Bu]; 

et il est evident que G, . h(t, u) - I tend vers 0 dans 9(L2,L2) fort, d’oh 
le resultat cherche. 
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(b) 11 est evident que G, opere continuement dans I”, et, Cvaluant G,* 
en fonction de G- t, que (G,) est egalement un groupe fortement continu 
dans V’. 

On peut considerer alors X comme generateur infinitesimal des ces grou- 

pes, avec les domaines usuels, notes provisoirement D,(X, V) et D,(X, V’). 
Ces domaines sont a priori des sous espaces fermes de n(X, V) et D(X, V’) 
munis de la norme du graphe; comme d’autre part g(Q) est contenu dans 
D,(X, V), le Lemme 2 permet d’affirmer qu’en fait D,(X, 17) = D(X, I’). 

LEMME 4. Soient B(D) reel, homogkne, de type principal, non elliptique, 
A(D) = B(D) B(D), et X un champ de vecteurs SW Q ayant la propriete’ de 
Nirenberg relativement h B(D), il existe M > 0 et U voisinage de 0 dans R tels 
que : 

sup 
t&J ! ! 

Demonstration. On utilise le fait que, X ayant la propriete de Nirenberg, 

les hypotheses sur B(D) entrainent: 

BGt = G,(X(t, x) B). 

D’oh: 

AG, - G,A = (-l)m [B(BG, - G,B) + (BG, - GtB) B] 

= (-1)” [BG,(h(t, x) - 1) B + G,(h(x, t) - 1) BB]. 

Or la fonction [h(x, t) - II/t est born&e au voisinage de l’origine (en t), uni- 
formement par rapport a x ED, et G, borne dans S(L2,L2) au voisinage de 
I’origine. D’oh le rtkdtat cherche en utilisant le fait que B(D) opere continue- 
ment de V dans L2(sZ) et de L2(s2) dans V’. 

LEMME 5. On a: 

D(X, V) = /u E V; 11 Gtut- ’ llV born6 pour t voisin de 01 , 

D(X, v’) = 1 T E V’; /I GtTtA T /I y, borne pour t voisin de 01 . 

Demonstration. Le premiere CgalitC est consequence immediate de 
D(X, V) = D,(X, V). D’autre part, si I’on considere le groupe (G,*) dual 
de (G,), on sait caracteriser son generateur infinitesimal faible: en tant 
qu’operateur differentiel c’est l’adjoint (formel) X* de X, son domaine &ant 

D,(X*, V’) = {T E V’; 3S E V’, (S, u) = (T, XC), Vu E DI(X, V)> 
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dont il est immediat de remarquer, compte tenu de D(X, V) = Dr(X, V), 
qu’il co’incide avec D(X, V’). Or on avait a priori: 

“““t- T /I borne pour t voisin de 0 
1 V’ 

ce qui prouve la deuxieme tgalid. 
On peut maintenant enoncer le resultat auquel nous voulions arriver dans 

ce paragraphe. 

PROPOSITION 8. Si X a la prop&W de Nirenberg, alors A(D) est un 
isomorphisme de D(X, V) SW D(X, V’). 

D&monstration. Soit u E V tel que A(D) u ED(X, V’), on a d’apres le 
Lemme 5 un voisinage U, de 0 dans R tel que 

Posons 

on a: 

II G,Au - Au 
sup t II 

< Ml . 
teu, 

G,u - u 
___ =VtE v, t 

// wt 11; = ( GtA; - u , wt) + ( AGt ; GtA u, at) 

= ak4 4 + 44 4. 

De (24) on peut tirer: 

(25) 

D’autre part le Lemme 4 nous donne une constante M, et un voisinage Ua 
de 0 tel que 

En juxtaposant (25) et (26) on voit que I/ w, IIV est borne quand t E U, n Ua , 
done, d’apres le Lemme 5, que u E D(X, V). 

Reciproquement, soit u E D(X, V). On a: 

! 

G,Au - Au 
t II II < 

AG,u - Au 
II Ii V’ + 

GtA - AGt u 
V’ t t II V’ 

< GtUt-u /Jv+Wvr 
I !  

pour t E Ua 

< C(ll xu l!v + II u il>v > pour t E U, . 
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Done A(D) opere continuement de D(X, V) dans D(X, V’) d’apres le 

Lemme 5; A(D) &ant de plus bijectif, c’est un isomorphisme d’aprb le 

thkortme de Banach. 
C’est cette proposition qui est a la base de la methode des quotients dif- 

ferentiels. Dans le cas elliptique habitue1 ce type de resultat est applique 
pour obtenir un gain de regularite a l’indrieur, et de regularite tangentielle 
au bord (apres avoir ramene le probleme a un demi-espace et en utilisant 
comme groupes de diffeomorphismes les groupes de translations paralleles 
au bord). 

Cette methode a tte employee dans d’autres situations, pour un operateur 
hyperbolique par exemple, mais toujours avec des groupes de translations, 
pour Ctudier la regularit& dans une bande spatiale (cf. [l]). D’ailleurs, on 

peut remarquer que les champs constants verifient toujours la condition (C), 
et que, par suite, d&s qu’un ouvert est invariant par les translations paralleles 
a une direction (done non borne, voir section suivante), on peut appliquer la 
proposition 8 avec la derivation dans cette direction. 

Cette methode a Cgalement CtC employee dans [2] pour un operateur 
elliptique dans un ouvert “a coins”, avec comme groupe des groupes d’homo- 
theties (done des champs de vecteurs non constants), les champs de vecteurs 
obtenus admettent aux points anguleux de la frontiere des points critiques. 

On va maintenant B titre d’exemple, donner des resultats de regularit& 
concernant I’operateur A(D) = D,2D,2, itere de I’operateur des cordes 
vibrantes. Rappelons (cf. [5, Section 4, Remarque 51) que l’on a la proposition. 

PROPOSITION 9. Un champ de vecteurs X vt+ie la condition (C) si et 
seulement si il s’krit 

X = a(4 T& + Nx2) & 
1 2 

oli a et b sont des fonctions Cm. 

On admettra la validite de cette proposition dans certains ouverts non 
born&, et en particulier dans ceux qui suivent (cf. Section 6). On va d’autre 
part utiliser les resultats de la discussion geometrique de la Section 2. 

Les champs de vecteurs sur 0 ayant la propriete de Nirenberg forment un 
espace vectoriel (puisque la condition (C) est lineaire). Soit alors x ~0, 
on notera sz le sous-espace vectoriel de T,(G) engendre par les champs de 
vecteurs ayant la propriete de Nirenberg (relativement a B(D) = DID,). 
La dimension de W, caracterise dans une certaine mesure la regularite du 
probleme de Dirichlet. En particulier si U est un ouvert de D dans lequel 

pour tout x 6 V 

409/46/1-3 
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(c’est-a-dire dims’, = 2 si x E Q n U, dim W, = 1 si x E 82 n U). On 
a dans U le meilleur resultat possible de regularit a l’interieur et de regularit 
tangentielle au bord (tout ceci peut Cvidemment se faire pour d’autres opera- 
teurs que celui des cordes vibrantes!). On va donner quelques exemples 
d’ouverts. 

(a) ZJ n’est jamais caracte’ristique. 52 ne peut Cvidemment Ctre borne, 
I’exemple-type est celui de la bande spatiale B: t,, < x1 + x2 < t, . Les 
champs de vecteurs sur a ayant la propriete de Nirenberg sont donnes par 

x = b(q) - x1) & + b(X2) g- 
1 2 

ou b est une fonction Cg quelconque, periodique de periode t, - t, . On a 
Cvidemment 9% = T,(a) quel que soit x ED. 

(b) aQ n’a qu’un seul point caracte’ristique. Ici encore G ne peut-Ctre 
borne. D’autre part il ne peut y  avoir de reflexions des bicaracteristiques 
comme a la Section 2b. Deux types d’exemple: d’abord 

Q = ((Xl , x2); x2 - Xl2 > 0): 

soit a une fonction impaire definie sur R et b definie pour t 3 0 par 
b(P) = 2t a(t), le champ de vecteurs 

a a 
x = a(xdaru, + 42)ax, 

&pond a la question. D’oh gin: = T,(Q) sauf pour xi = 0 ou dim9TL, = 1 si 

x2 # 0, dim%(,,,,) = 0. L’autre exemple est celui don& dans [I, Section III, 
3.21 d’un ouvert non convexe au point caracteristique, pour lequel on con- 
struit une solution singuliere montrant qu’effectivement on ne peut ameliorer 
la regularit transversalement a la bicaracteristique. 

(c) Q est borne’, mais il n’y a pas de rLj7exions. On prendra comme 
exemple le disque Q = {(xi , x2); xi2 + x22 < l}. 11 est facile de voir que 
l’on peut disposer arbitrairement d’une composante de X sur l’un des quatre 
arcs connexes non caracteristiques de aQ (sous reserve qu’elle s’annule aux 
extremites de l’arc). D’oh Bz = T%(o) pour x1 . x2 # 0. Pour xi = 0, 
x2 # 51, 0, (ou x2 = 0, xi # f  1,O) dim 9, = 1; aux cinq points restants 
Lzz = (0). 

(d) On renvoie a la Section 2e, pour le cas d’un ouvert borne ou il y  a 
des reflexions. Et on voit done que, m&me dans le cas de l’operateur des 
cordes vibrantes, ou, a priori, il y  avait plus de champ de vecteurs ayant la 
propritte de Nirenberg que dans le cas de l’operateur des ondes de dimension 
superieure ou Cgale a 3, la propriete de Nirenberg est extr&mement restrictive 
d&s qu’il y  a des caracteristiques reelles. 
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6. REMARQUES ET COMPLIMENTS 

Remarque 6. On ne s’est pas interesse dans les paragraphes precedents 
aux proprietes algebriques des champs de vecteurs ayant la propriete de 
Nirenberg. 

PROPOSITION 10. Les champs de secteurs SW a ayant la propri&! de Niren- 
berg (relativement ri B(D)) forment une algkbre de Lie. 

Dimonstration. 11 est evident qu’ils constituent un espace vectoriel, il 

suffit done de verifier que la propriete (C) est stable par crochet. Et il suffit de 
verifier cela lorsque B est irreductible homogene non elliptique. Soit done X, 
et X, tels que 

alors 

[By [XI 7 %.llm = - [X&u,, B]]m - [&, [B, XJwL 

= - 14 9 U% - LX, , V%, 
= /LB. 

Remarque 7. On peut diminuer notablement les conditions de differentia- 
bilite sur X et Q: on n’a jamais utilise plus de m d&i&es dans les calculs. On 
peut m&me facilement obtenir des resultats analogues a ceux de la fin du 
paragraphe precedent dans des ouverts “a coins”. 11 suffit de considerer des 
champs de vecteurs sur Q, a coefficients Cm sur a, tangents au bord de Q 
partout oh il existe une tangente (ces champs admettent obligatoirement les 

points anguleux du bord comme points critiques), toute la methode develop- 
pee ici peut s’adapter a ce cas. 

Remarque 8. A plusieurs reprises au tours des sections precedentes on 
a signale que l’hypothese: 52 borne, Ctait susceptible d’etre affaiblie. Soit par 
exemple B(D) strictement hyperbolique par rapport au vecteur N de Iin et 
homogene, on a vu dans [I, Section 1.31 qu’une condition suffisante pour 
que V’ soit normal (done pour que l’on puisse poser le probleme aux limites) 
est que Q soit contenu dans un demi-espace de la forme (x, N) > a, a E R. 
Pour un ouvert t&s regulier verifiant cette condition on peut modifier la 
demonstration de la Proposition 1 (en prenant des estimations avec poids au 
lieu d’estimations dans les espaces de Sobolev usuels, et en utilisant l’homo- 
gCnCitC de B(D)) (cf. [I, Section I.3 et 11.11); les Propositions 2 et 3 sont done 
v&i&es. La Proposition 4 suppose que l’on impose a X de s’integrer en un 
groupe local de diffeomorphismes (X ne se prolonge plus necessairement en 
un champ a support compact!), avec cette hypothese supplementaire la 
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demonstration est inchangee; le Theo&me 1 est alors valable. La Section 4 
et la Section 5 ne s’appuient sur la compacite de 0 que par I’intermediaire 
du ThCoreme 1. 

Remarque 9. Au paragraphe 5 nous n’avons mis en evidence que la pre- 
miere &ape de la methode classique des quotients differentiels. Cette methode 

comporte en effet en plus une demonstration de regularit transversale au 
bord et une recurrence. 11 est evident que cette recurrence n’a aucune raison 
de se faire dans les espaces Hsk(B, Q) introduits au debut de ce travail; les 
espaces de Sobolev usuels, trop lies aux problemes elliptiques, n’ont, a priori, 
pas un role privilegie ici. Par contre, d’une part les considerations qui pre- 
&dent ne s’appliquent pas pour k = 0; cas qui a son inter&t propre; d’autre 
part, si en tout point x E Q on a gz = T,(D) (notations de la Section 5), et si 
le bord de B n’est jamais caracdristique, on verifie facilement la regularit 

transversale au bord et on peut faire effectivement une recurrence dans les 
espaces Hak(B, Q), t e avoir done des resultats optimaux de regularit& (c’est 
ce qui est fait dans [I, Section 111.21, p our un operateur B(D) strictement 
hyperbolique et une bande spatiale). 

Remarque 10. On pouvait a priori se poser deux problemes analogues lies 
a la regularit des solutions des problemes de Dirichlet CtudiCs ici: 

Caracteriser les X tels que A soit un isomorphisme de D(X, V) sur 
qx, V’). 

Caracteriser les X tels que A-’ applique 

dans D(X, V). 

Nous avons trouve ici une condition suffisante pour le premier de ces 
deux problemes. On peut trouver une condition necessaire du m&me type 
que la condition (C) (mais plus faible), sur laquelle nous reviendrons dans un 
autre travail. Dans [2] nous nous sommes interesses au second probleme; 
mais, en fait, la demonstration proposee est incomplete et le resultat Cnond 
incorrect sous la forme oh il est present& La condition donnee dans [2] est 
Cquivalente a la propriM de Nirenberg comme nous le voyons ici; et il est 
facile de voir que, pour B strictement hyperbolique et Q (suivant les nota- 
tions de [l]) de type futur, tous les champs a support compact dans 52 con- 
viennent pour ce second probleme si le bord de 52 est non caracteristique (cf. 
la forme des solutions, [l, p. 7121). 



PARAMRTRE OPtiRANT 35 

BIBLIOGRAPHIE 

1. M. AUTHIER, Probleme de Dirichlet pour des operateurs hyperboliques de type 
positif, Ann. SC. Norm. Sup. Pisa 25 (1971), 691-765. 

2. M. AUTHIER, Champs de vecteurs et rtgularite des solutions de certains problemes 
de Dirichlet variatisnnels, Lecture Notes in Mathematics,” Springer, Vol. 280, 
pp. 207-211, Conference on the theory of Ordinary and Partial Differential 
Equation, Dundee, 1972. 

3. P. BOLLEY AND J. CAMUS, Certains resultats de regularit& des problitmes elliptiques 
variationnels par la methode des quotients differentiels, Sem. Math. U&. Rennes 
(1969). 

4. J. HADAMARD, Le probleme de Dirichlet pour les equations hyperboliques, J. 
Chinese Math. Sot. 2 (1937), 6-20. 

5. L. H~RMANDER, On the existence and the regularity of solutions of linear partial 
differential equations, Enseight. Math. 17 (1971), 99-163. 

6. J. L. LIONS AND E. MAGENES, “Problemes aux Limites non Homogenes,” Vol. 1, 
Dunod, Paris, 1968. 

7. L. NIRENBERG, Remarks on strongly elliptic partial differential equations, Comm. 
Pure Appl. Math. 8 (1955), 649. 

8. V. P. PALAMODOV, “Linear Differential Operators with Constant Coefficients,” 
Springer, New York, 1970. 

9. L. SCHWARTZ, Sous-espaces hilbertiens d’espaces vectoriels topologiques et noyaux 
associes, J. An. Math. Jerusalem 13 (1964), 115-256. 


