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Drautre part A. Lascoux [4] a introduit la notion de “déterminant bino-

mial” d,, associé a deux partitions, et explicit¢ une formule du binome

pour les fonctions de Schur

Sil4xp, n L4x,)=3 dys,(x1, . X,).
HEA

La théorie des polyndmes de Macdonald [6] unifie dans un nouveau
formalisme 1’¢tude combinatoire des fonctions de Schur et I’analyse en
base ¢. Il est donc naturel de rechercher dans ce cadre une généralisation
de la formule du bindme. Cest le sujet de cet article.

Soient ¢ et ¢ deux indéterminées, et considérons I’algébre des polynomes
symétriques de n variables a coefficients rationnels en ¢ et z. Les polynomes
de Macdonald P,(x; ¢, t) forment une base de cette algebre, indexée par les
partitions A de longueur inférieure ou égale a n. A deux telles partitions x
et A nous associons un coefficient du bindme généralis¢ (%), ,. Nous
étudions les propriétés générales de ces coefficients, et donnons une expression
analytique explicite des plus élémentaires d’entre eux.

Cet article était en rédaction quand nous avons regu le travail de
Okounkov [8] qui aborde le méme probléme sous un angle complémen-
taire. Okounkov écrit une formule du bindme généralisée a I'aide des poly-
nomes de Macdonald “décalés” qu’il a étudiés ailleurs [ 7]. Nous montrons
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que les coefficients qui interviennent dans sa formule sont précisément /es
mémes que ceux introduits ici.

Les polynémes de Jack J,(x; o) peuvent étre obtenus comme la limite
lorsque ¢ tend vers 1 des polyndmes de Macdonald P,(x; %, ). Dans cette
limite (%), , définit un coefficient du binome généralis¢ (%), associé¢ aux
polyndmes de Jack. Nous étudions briévement ces coefficients et la formule
du bindme associée, démontrant ainsi les résultats annoncés dans [ 5] (voir
également [1] et [9]).

Donnons pour conclure le plan de cet article. Les Sections 2 et 3 établis-
sent nos notations. Les coefficients du bindme généralisés sont définis a la
Section 4. La Section 5 est consacrée a quelques résultats combinatoires
auxiliaires. Les Sections 6 a 8 étudient les coefficients binomiaux (%), , dans
le cas élémentaire || =]|A] +1. Nous obtenons une formule analytique
explicite, et associons ces coefficients a une équation aux différences finies
ainsi qu'a une formule de Pieri. Le coefficient binomial (), , est explicité
a la Section 9. La Section 10 établit une formule de récurrence, ce qui per-
met de traiter aux Sections 11 et 12 le cas particulier des équerres et des
rectangles. La Section 13 démontre la formule du bindme généralisée et
compare nos résultats a ceux de [8]. La Section 14 est consacrée au cas
limite des polyndmes de Jack, et la Section 15 a une remarque de
Macdonald.

2. GENERALITES ET NOTATIONS

Pour tout cet article la référence est le chapitre 6 du livre de Macdonald
[6]. Dans cette section nous établissons nos notations et rappelons les
résultats de [6] dont nous aurons besoin.

2.1. Fonctions symétriques

Une partition A est une suite décroissante finie d’entiers positifs. On dit
que le nombre n d’entiers non nuls est la longueur de A On note
A=(A15 . 4,) €t n=1(A). On dit que |A| =3, 4, est le poids de 4, et pour
tout entier i que m;(4) =card(j: 4;=1) est la multiplicité de i dans 4. On
pose

2= [T i"Pm, ().

i=1

On note A" la partition conjuguée de A définie par A;= card(j: ;= i). On
identifie A avec son diagramme {(i,/): 1 <i<I(A), | <j<i,;} et " avec le
diagramme {(i,): (J, i) € A}.
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On écrit A=u si |Al=|u|l et si on a Ay+A,+ - + A4, =u; +u,+

-+, pour tout k> 1. On définit ainsi un ordre partiel sur les partitions
de méme poids. On note u = A lorsque u; < A; pour tout i, ¢’est-a-dire lors-
que le diagramme de u est contenu dans celui de 4. Pour toute partition A
on pose n(A)=>,;(i—1) 4

Soit 4 = 4 avec |u| =|4] — 1. 1l existe alors un entier i tel que u;=4,—1
et u;=4;(j#1i). Dans cette situation on note indifféremment p= 4, et
A=pul

Considérons n indéterminées indépendantes x,..,x,. On note A,
I’anneau des polyndmes symétriques en x,, ..., X, a coefficients dans Z. Soit
A une partition de longueur <n. Le polyndme symétrique monomial m1, est
défini par

my(Xy, o Zx"l

ou la somme s’effectue sur toutes les permutations distinctes de 4, ..., 4,,.
Les polyndmes {m,, [(1) <n} forment une base de 4,,.

Pour tout entier r on note 1" la partition (1, ..., 1) de longueur r et (r)
sa conjuguée de longueur un. On pose e, =m;: €t p,=m,,. A chaque parti-
tion A on associe le polyndéme symétrique

I(2)

pi=1[1p:,=11p"".

i=1 i>1

Soit mainteriant x = (x,, x,, ...) un ensemble infini d’indéterminées. On
appelle fonction symétrique f(x) la donnée pour tout entier n d’un poly-
ndme symétrique f,,(x,, ..., X,) € 4, telle que

f;’l+1(x1? wes Xy 0) :fn(xla ey X
On définit ainsi 'anneau 4 des fonctions symétriques.

2.2. Polynémes de Macdonald

Soient ¢, ¢t deux indéterminées indépendantes et F= Q(q, t) le corps des
fonctions rationnelles de ¢ et z. On note Ap,=A®, Q(q, t) I'algebre des
fonctions symétriques a coefficients dans Q(g, ¢). On munit 4 d’un produit
scalaire < -, - ), , défini par

I(A) l
<p19 p,u>qt 5}.;421 l_[ tls

i=1

avec 0,,=1si A=pu et sinon 6,,=0.
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Pour toute partition 4 il existe une fonction symétrique unique P,(x; ¢, t)
€ A telle que

(1) Pl(q’ t) = Z uﬂ,um,u
U<

avec uy, e Fetuy =1,

(ii) (Pyq,1),P,q,1)>,,=0 si  A#pu

La famille { P,(g, )} forme une base de 4. Soit 4 une partition telle que
I(A)<n. La restriction P,(x,, .., x,;q,t) est un polynéme symétrique
homogéne de degré |A| qu'on appelle polyndéme de Macdonald.

Pour toute partition 4 on pose

g )= T] (=g i

(i, j) e

g )= ] (I—gh 7+t 59,

G el
On définit la “forme intégrale” de P,(q, t) en posant
Jﬂ(x; q, l) = Cﬂ(qa Z) P}.(x; q, l)

Les quantités suivantes ont été évaluées par Macdonald:
jl(q’ [) = <J}.(q9 Z)’ J}.(q’ t)>q, t = Cﬂ.(q’ t) C’l(q: t) (21)

St g )= [ (77 =g/, (2.2)
(i, j)er
On note désormais

J EIRIEE) n; 5[
Jj.k(xl’-"s Xns 4, t)=J A(XI );f—l.q ) .
ALt " g, )

Cette définition est dépendante de n. En posant

Jix;q,t
J¥(x:q, fn=td6e 1)
],1(% Z)

on obtient la base de A qui est duale de la base {J,(q, 1)} pour la forme
(-, >4 La relation suivante sera utile. Cest une conséquence immédiate
des relations (2.3) (page 309) et (8.5) (page 353) de [6].

JE (x;1/g, 1/t) = (=1)H "+ E DT # (x; g, 1), (2.3)
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2.3. g-calcul

Soit a une indéterminée. On note

(a:9)0 =[] (1 —aq")

(4 q) oo 1
= 1 .
(a,9), (aq” q). 11;[1 (1—ag'™")

Si r et s sont deux entiers, on note

r s 1fq’_"+1
(S)q—n :

=1 l—q

le coefficient g-binomial classique.

3. FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES

Soit @ une indéterminée. On introduit ’homomorphisme ¢, ,: Ap — F
défini par

1—a"
tadp) =15 (=)
On a
1) 1 _ g%

Eq, Apy)= n ﬁ

i
i=1

et ([6], (8.8), p. 354)

o {Jiq, )= 1] (7' —ag’™"). (3.1)
(i, er

Soient x et y deux ensembles infinis d’indéterminées. Si on pose

(1X: 375 q) o
(x, y;q. ) =]] —2——
n, (X5 4) o
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on sait ([6], (2.6), p. 309, et (2.7), p. 310) qu'on a

RO P
H(x, y;q,)=3z;" [1] [ A Paly) (32)
A

i=1

=2 Ty g, 0) TF (x5 9, 1). (3.3)
A

On introduit la “fonction hypergéométrique généralisée” suivante

1Po(a; X3 g, 1) =) 24, (S ilq, 1)) TE(x: ¢, 1)
Ji

Le résultat suivant généralise le “théoréme de Heine”. 1l a été établi par
Macdonald dans un manuscrit non publi¢ (Hypergeometric series II:
g-analogues); voir aussi [ 2], Theorem 3.5.
ProrosiTION 1. On a
A —ah
¢ (a X5 Q» _z H 1 pﬂ. )
A i=1
Et si l'on spécifie n variables x = (xy, ..., X,,),
no(ax q) o
Do(a; X5 o X3 ¢ 1) = || ———
1o ! il;[] (xzs q)oo

Preuve. En vertu des relations (3.2) et (3.3), on a

1Dola; x5 q, 1) =¢, (X, y; 4, 1))

1) 1 _
_Z 711_[ €q,D2) PaA(X).

i=1

D’ou la premiere relation. Pour établir la seconde, on remarque que le
membre de droite est 71(x, (1,0, ..., 0); g, @) et on applique (3.2). |

On note désormais
D(xsq, 1) = 1Do(0; x5 9, 1) =Y. " DI (x5 ¢, 1)
A

Y(x; g, t)= lim @o(a; x/a; g, t) =Y. (— 1) g"*J#(x; g, 1).
a— o0 A.
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La Proposition 1 implique immédiatement

I(A)

1
d(x; .t szll_[ im x) (34)

i=1
i)

W(x; g, t Zz/l (x). (3.5)

i=1
Si l'on spécifie n variables x = (x4, ..., X,,) on a aussi
n

d(x;q,0)=[](x59)%"

i=1

W(x;q,t H(X,, 9o

i=1

4. COEFFICIENTS BINOMIAUX GENERALISES

On introduit les coefficients du bindme généralisés par la définition sui-
vante qui est indépendante du nombre de variables.

DEFINITION 1. Soit 4 une partition. Les coefficients binomiaux généra-
lisés (%), , sont définis par

K
JE(x:q, 1) p(xsq. 1) =) <}> "= AJE (X3, 1).
x v/ q,t

En prenant les parties homogénes de ¢ par (3.4), cette définition est équi-
valente a la suivante

i(u) 1
Jf(x;q,n[ > =t T =)
|=p i=1
= 2 <> I OTE (X ¢, 1), (4.1)
] = |A] +

On introduit 'automorphisme de A défini par

i _qﬂ’
w,, t(pﬂ) =( 1)I,u|— (&) n

i=1
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Cet automorphisme a été étudié¢ par Macdonald ([6], p. 312). La relation
suivante est une conséquence immédiate des relations (8.6) et (8.7) de [6]
(p. 353):

w, (7 (q, 1) =T (1 q).

THEOREME 1. On a la relation de dualité suivante

(), =)
Wai \Y)vive

Preuve. On applique w, , a la relation (4.1). On a

(u)
st)| ¥ 5t g (<17

lul=p i=1

K
= Z <)> tn(K)—n(l)J:f(t, q).
v q’t

el =141 +p

En substituant 1 a A, x a k', et r a 1/g il vient

(u)
J#(1/g, 1/z>[ z 3 }(—q)f’
lul =
_ <’j> D= T (g, 1) (42)
|| =|Al +p 1/t,1/q

11 suffit alors d’appliquer la relation (2.3) et de comparer avec (4.1). ||

THEOREME 2. La définition suivante est équivalente a la definition 1:

K ") —n(A .
JE(x; g, 1) W(x; g, t Z( "‘"“'( ) q M ITE (x; g, 1).
v/ 1/q, 1/t

Preuve. En portant le Théoréme 1 dans la relation (4.2) on obtient

I(u) 1
T#(g. 10 [ S =

Il = i=1

K ’ '
= X <,> q"OIOTE (g, 1),

el =141+ p

} (—q)*
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Il suffit de substituer ¢ a 1/¢ et ¢t a 1/t pour conclure, en appliquant
(3.5). 1

Remarquons qu’on a ¢y = 1. La Définition 1 et le Théoréme 2 entrainent
immédiatement

K H 1)\ lel=lxl  n(') —n(x') n(x) —n(d) —
Z X (—1) q t 0y (4.3)
K q.t 1/, 1/t

A K

En comparant la Définition (4.1) avec la définition de ¢, on a immédiatement

(6, ()~

K

Nous donnerons une expression de (%), , a la Section 9. La. Section 6

K

sera consacrée a I’é¢tude des coefficients binomiaux (%), , dans le cas élé-
mentaire |x|=|1| + 1.
5. RESULTATS COMBINATOIRES AUXILIAIRES

Les résultats auxiliaires présentés dans cette section permettent d’expri-
mer en termes analytiques des expressions combinatoires.

PROPOSITION 2. Pour toute partition A et tout 1 <k <I(1), on a

f—"[ 1 —gh/ it 1—1t lﬁ) 1 — gl gi—k+1 5)
A—j+1 /'L’.—k+1: T I —k+ 1 W .
P R B A R T

Preuve. Désignons par ry>r,> --- >, les valeurs distinctes prises par
27 lorsque j variede la 4. Onar; =41 =1I(4) et A,P = ). Par définition on
a Aj=r, pour tout 4, <j<4,.Dou

ﬁ | — gh—7 F—k+1 1 — gM—n gre—k+1
q

Ts—1

h—Ji+1 h—k+1 = T N S

j=2 +1 1— q
Avec la convention 4, =0 le membre de gauche de (5.1) s’écrit donc

l_qik—irx trs—k+l l—lrl’_k+1 r—1 l—qlk_}".v tr:—k+1

(5.2)

P
nl 1_q}“k*}“rx,1[rs7k+1_l_qlk —k+1 . 1—q}“k*irs e —k+1"
5= s=

Par définition on a de méme A,= A, pour tout r,, ,<i<r,. D’ou
i g p s+1 s

r, | — gh—hgi—k+1 A=y pro—k+1

I _1oa
T B Y
s+



298 MICHEL LASSALLE

On en déduit que

zﬁ) | — g h =kl p=l | iy gkt o] — gk
_ —i ik Ay T —k+1 A 4i—k
imke1 LTt oot V=g iske1 gt

1— lrp—k+1 p—1 1 _qik—lrs tr:—k—o—l

= [1 (53)

1—¢ l_qlkfﬂrs Z‘rs_*_lfkﬁLl’

s=1
puisque 4;=4; pour tout k+1<i<r,. On conclut par comparaison de
(52) et (53). 1

PROPOSITION 3. Soient deux partitions A et u, avec u= 2" pour 1 <k <
I(A). On a

c,(q, 1) 1 kﬁl | —ghi—A—1 k=i lﬁ) | — g ikt
= T A —k+1 T =1 k—i+1 T— 2 ik

g, 1) 1—ghd @it AL gl Al i—k+1 L—gq*Tor

et de méme

g 1) 1 kﬁl | — g == lﬁ | g+l ik

g, 1) 1 — g+t -k s 1 — ghh k=i AL e

Preuve. On voit facilement que la contribution d’un point (i, j) e 4 est
la méme pour ¢,(q, t) et ¢,(q, t), sauf si i=k ou si 1;= 4, + 1. Cest-a-dire
si (i, j) appartient a la ligne ou a la colonne passant par (k, 2, + 1). On en
déduit

(g, 1) e B e T B LAt

_1—Z n —/Ik—ltk—i+1j=l l_q/lk—j+1t/1]’-—k+l'

i=1

1—qg*

On applique alors la Proposition 2. La preuve de la seconde relation est
analogue. ||

PROPOSITION 4.  Soient deux partitions L et u, avec p=iy, pour
1<k<I1). On a

J:A(% 1) (1 — g1 D=+ 1y(] _ g gl —k)

e B e e

—J+1 lk—i—l

i 1_q/1i—ﬂk Zk_i 1_q/1,-

() 1 _qﬂk—/li—l A=k 1 _qu—zi fi—k—1
X | | - -
Ag—Ar—1 gi—k+1 A=A 4i—k °
isks1 L—q™ ¢ l—ghmnr

Preuve. C’est une conséquence immédiate de (2.1) et de la Proposition 3. |
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Nous sommes alors en mesure de donner la formulation analytique sui-
vante de la formule de Pieri établie par Macdonald ([ 6], (6.24), iv, p. 341).
PropoSITION 5.  Pour toute partition 1. on a

(A)+1

eljﬂ.(q: t) = Z C]};(qa t) Jl(k)(qa t)

k=1
avec
. 1 k—1 l_qll.—lktk—i—l I(A)+1 1_q/1k—i,-ti—k+1
c ,l — - —_—
w(q, 1) 1= g7 fO—F+2 1131 | — ghi— 2 ki ol 1 —gh 4=k
(5.4)

Preuve. Macdonald (loc. cit.) a démontré qu’on a

IA) +1

erPig. t)= Y W'(29/2) Pelg, 1)

k=1
avec

k—1 1_ Ai— A tk—i—l 1 — li—ik—ltk—i+1
lp,(}v(k)/;b)z l—[ q q

i=1

| —gh— =i | gl h ki

En effet avec les notations de Macdonald, Cjuw); —R;w,, est formé des
points (i, j)e A tels que 1 <i<k—1 et j=4,+ 1. On a évidemment

Cl(qa l)

1 (k)
ol D) Y (AM/2).

g, t) =

L’expression énoncée est alors obtenue en appliquant la Proposition 3
lorsque 1 <k </(1), et directement lorsque k=1(1)+1. |

Remarque. Pour 1 <k<I(1) la relation (5.4) se simplifie et s’écrit

k—1 Mi— g k—i—1  K2) Iy— A i—k+1
cHg, )= 7 11(,1) T+ 1 | 7 kzt kt - k/l Aﬂ %
, — — — —
1 —q’*1 i L=qimt T 0 T=ghr
(5.5)

6. COEFFICIENTS BINOMIAUX ELEMENTAIRES

Nous revenons maintenant a I'étude des coefficients binomiaux (%), ,
dans le cas élémentaire ou |x|=|4| + 1.
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THEOREME 3. Soient deux partitions A et k avec |k|=|Al+1. On a
(%) #0 seulement si A<k, Cest-a-dire si k=A% pour un entier k avec
1<k<lA)+1.0na

I(A)+1 (k)
estian= 3 -9 (") Itian (6.1)
k=1 q,t

Preuve. On applique la définition (4.1) avec p =1. On obtient

e K B
stani= % (5) st
l—q 5 A) gt

Par la formule de Pieri (5.4) de Macdonald, la sommation au membre de
droite est réduite aux partitions « telles que 1< k. |

THEOREME 4. Pour toute partition A et tout 1 <k <Il(1), on a

< A > _tlfkl_qiktl(l)_k k—1 1_qﬂi—,{k lk—i+1
ot 1_q i l_qli—lk lk—i

j‘(k)
W) | gk gk
< ] g higF

i=k+1

Preuve. Le Théoréme 3 implique

) . ¢
(1-9) Zk1< ) > LD g ), (62)
)"(k) q,t ]/l(k)(qa t)

On applique alors la Proposition 4 et la Proposition 5 dans sa formulation

(55). 1

EXeEMPLE. Soit A=(r, 1¥). On a

,1S 1—ag"t5 1— r—1
< ' s> = rq—l s 1 (63)
r—=1,1°/,, 1—=q¢"7 1 1—¢q
’ls 11— r—1[s+11_ts
< ' s—1> = ! r—1 s : (64)
r, 1 o U 1=q¢7 1" 1—t

En particulier

()~

(n—1)),, 1—q \n—1),

1" 11— n
<1"—1>q,,:x"—1 1—¢ :<n—1>1/,‘
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On observera qu’on a

< l > - tk_ 4 _Ak < /’L >
) - q A, )
Aky/ 1/q, 178 )/ gt

et que le Théoréme 4 peut se réécrire sous la forme condensée

A Q) —k A=Ay k—i+1
<i> _ o 1 l—gr i
Ai— Ay sk—i °
a1 1—gq ek L@

}'(k)

7. OPERATEURS AUX DIFFERENCES FINIES

Jusqua la fin de cette section, on spécifie n variables x=(x,, ...

Pour tout 1 <i<n, on pose

n

X — X,
A =] =
j=1 XiTXj
JAi
PRrROPOSITION 6. On a
n l_tn
(a) Z Al(xa l)_ 1
i=1 —t

A=Y

1
1 N

301

(6.5)

Preuve. Les deux premiéres relations sont données a I'exemple 2, p. 319
de [6]. La troisieme s’obtient en substituant 1/x; a x; et ¢t a 1/¢ dans la

seconde. ||

On note A% lalgébre de polyndmes symétriques en xy, ..., x,, a coeffi-
cients dans F. On introduit les opérateurs suivants qui opérent dans A7%.
Pour tout ue F et tout 1<i<n, on note 7T, ; I'opérateur de décalage

défini par

(Tu, if)(xls eeey xn) =f(x1, (3 uxia eeey xn)'
L’opérateur de g-dérivation partielle 0/0,x; est défini par

o T,—1

auxi_(u_l)xi-
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On a facilement

s fe=(5 1) e+ (T (3¢ ) (7.1)

uxi. u’vi
Pour tout entier k£ >0 on introduit Popérateur aux différences finies

n

0
Elx;q,0)=) xFA,(x; t)ﬁ'

i=1 qri

On sait ([6], page 322) que les polyndmes de Macdonald sont fonctions
propres de 'opérateur E{(x; ¢, t). On a

Ei(x;q,1) Py(x;q, 1) =1"""e,(q, 1) Py(x; q, 1) (7.2)
avec

eg )= ¢

@@ j)el

Dans la suite de cet article, on écrira parfois E, pour E,(x; g, t).

ProrosITION 7. On a

1 " 1—1¢"
El(XQQ>t):q_<Z Ai(-x; t) Tq,t'_ >

Preuve. Conséquence ¢lémentaire de la Proposition 6. |

On désigne par e;t (resp. e; ) I'opérateur de multiplication par e(x) =
Ty x; (resp. X7, 1/x,).

ProrosITION 8. On a

(@) (¢—1)E;=[E,ef 1—1""lef

(b) (1—q)Eq=ql[E;,e; J+e;.
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Preuve. Pour tout f'e A% la relation (7.1) implique

[E1,6’1+]f: Z x;A;(x; 1) Tq,if

i=1

—l1) 3 At [ ()

i=1

0 A
[Ever 1= 3 50 Tyuf 5o (X 1 )= =0 ¥ r Al Tyt
1> el _i=l XA X5 q, 1. aqxl e X, - q = X, (X5 q, i
l—q 2 of 1 .21
=—— ) Axt)z———f ), —Aix1)
q igl aq-xi q ,';1 xi

On applique la Proposition 6. ||
PROPOSITON 9.  Pour toute partition ) de longueur <n, on a

(A)+1 7 (k)
Eyx;q,0)Jf(x;9,0)=2""" Y <2> (5= —g™) Jfu(x; q, 1).
gt

k=1

Preuve. En vertu de la Proposition 8 (a) et des relations (6.1) et (7.2),

le membre de gauche est ¢gal a

12)+1 /(%)
=ty </1> N1 +e,(q, 1) —ewlq, 1) J fo(x; . 7).
gt

k=1

Mais on a

exnl(g, t)—e(q, 1) =g t' =% ]

PrROPOSITION 10.  Au point xo=(1,¢,...,t" 1) on a

E(xo5 4, 1) Py(x0; ¢, 1) =1"""Ve,(q, 1) Pi(xo: g, 1)

Preuve. Au point x, on a visiblement

Ai(xg;8)=0 (1<ig<n—1)

0
Ek(xO; q, t) = tk(n_l)An(XO; t) 87
q*n

On applique la relation (7.2). ||
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8. EQUATION AUX DIFFERENCES FINIES
Jusqu’a la fin de cette section, on spécifie n variables x = (x, ..., X,).

THEOREME 5. Pour toute partition A de longueur <n, on a

I(A) )
Eo(x1q,0) J3(x; ¢, )= ) </1 ) JE (xiq.1).
(k) / g, 1

k=1

Remarque. Le theoreme 5 établit que les coefficients binomiaux ( ; T ))q7 .
sont égaux, au facteur ' ~* prés, a ceux introduits par Kaneko [2]. Notre
démonstration simplifie considérablement celle de [2].

Nous allons procéder en deux étapes et démontrer d’abord la propriété
remarquable suivante.

THEOREME 6. Pour toute partition A de longueur <n, on a

I(2)
Eyx:q. 1) JH(xiq.0)= Y, eln) J%, (x:4.1)

k=1
ou les coefficients ci(n) dépendent de n et restent a déterminer.

Preuve. On a évidemment

en—l(x)

en(x) Pi(x; qa t)

er Pixian=( 3 ) Pivan-

i=1 Vi

En vertu de la formule de Pieri démontrée par Macdonald ([6], (6.24),
page 340), le membre de droite s’écrit

XQa 5

ou u est une partition telle x\A soit une (n— 1)-bande verticale. En
particulier x4 est de longueur n ou n— 1.
Appliquons la Proposition 8 (b). Nous obtenons, en écrivant e, pour

eﬂ(q» t):

P
(1_4)E0P1=qzaﬂE1 <eﬂ

n n

>+(1 —qt""'e;) ey P,.
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Maintenant on a

P & NN 12
E, <e>_.z x,A;(x; 1) <8 S <e >P”+q€n 3 x.P">

n i=1 qvi n

J[tn—leﬂ_@ An)|

q i—1

ou la seconde relation résulte de (7.2) et de

0 <1> _ !
aqxi en B qxien'

Finalement on a, en appliquant la Proposition 6(a),

r—a P,

1—t|e,’

n

(1—q) E,P,=Y a, {r"—%e,,—qei) n
u

Montrons quau membre de droite la sommation est réduite aux
partitions u de longueur n. En effet si x4 est de longueur n—1, on a

) A
z Z q]—l 1—i

i=1
() A+1 n—1

; ; ¢l Z =i

i=lA)+1
D’ou
n—1 litnfl

e,(q, 1) —qe;(q, 1 Z 1= "17_17
i=1

et I'assertion.
Lorsque la partition u est de longueur n et s’écrit u = (uy, ..., it,,), on sait
par la propriété (4.17). page 325, de [6] que

P,(x;q,1)

=P X;q,t).
e (x) (,41—1,...,#"—1)( q,t)

On a ;= 4;+ 1 sauf pour un entier iy, pour lequel on a u; =4, . La parti-
tion (4y —1, ..., u, — 1) est donc egale, a 4. |

On note D l'opérateur adjoint de la multiplication par e¢; pour la forme

<'9 '>q,t:
(Df, 8>q:=Xfre18)4. (fgedp).
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PROPOSITION 11.  Pour toute partition A, on a

1) )
DJy(q.)=(1—q) X, t"“<ﬂ > Jrgo(ds 1)-

k=1 Ay / gt

Preuve. Par définition on a
(DINq, 1), T7(q, 1) g =<Tilq, 1), 1T (q. 1),
c’est-a-dire
DJ,(q, t Z I, ), e JE (g, 1)) 4.0 Ju(qs 1)
On applique le Théoréme 3. |i

ProposITION 12.  Le coefficient de x,., dans J,(x,x,,1;q,t) est
[(1=0)/(1—q)] DJ)(x;q,1).

Preuve. Rappelons la notion de fonction symétrique gauche Q; ,, définie
par Macdonald ([ 6], page 344) par

1
CQuulg: 1), f>q,z=m CIug 0, Pla. ) [54, (fep).

Par la définition de D on a
D']/l(q’ t) = C:’L(qa [) Q}L/{l}(qs [)
Par la relation (7.9) de [6] (p.345) on a

C’z

Qi/ﬂ(x g 1) J(Xns15 95 1)

Ji(xaxn+1;qa Z ¢
u

;t
Mais J,(x, ;1 ¢, t) est non nul seulement si x est de longueur un, c’est-a-
dire = (k) et alors J,(x,1; ¢, t)=a,x*, |, pour une constante a,. Fina-
lement le coefficient de x,,,; dans J,(x, x,,,; ¢, t) est

(g, 1)
. 1 g, 1) =
(g, 1) Q/l/{l} (x;9,1)

DJ;(x;q,1). 1

ay

ay
(g, 1)
ProrosiTiON 13. On a

EO(xa xn+1; q’ [) ‘]A(xs xn+1; ‘I: t)'xn+1:0

1(2)

— B g0 Sxg 0+ (-0 (1) o
k=1 j'(k) q,t
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Preuve. On a clairement
An+1(x’ xn+1; t)|xn+l=0= 1

Ai(x>xn+1;l)'xn+|:0=lAi(x; t) (1<l<n)

EO(xa Xn+15 9> t) Jl(xs Xn+159, t)|xn+l=0

=tEyx;q,t)J(x;q, 1)+

Jﬂ(xa Xnt1s 4, Z)

qxn+l X,41=0

On applique les Propositions 11 et 12. |

Preuve du Théoréeme 5. 11 s’agit de déterminer les coefficients ¢,(n) du
Théoréme 6. La Proposition 13 implique immédiatement

To(1, 1, oy %) Ty, 1y ey 171
S L) )=t
J, (Lt .., t")c"(n+ ) Tap (Lo by ey s 771

Soit encore en vertu de (2.2)

c(m)+(1—1) k1 (ﬁ > .

(k) (k)

(tkfl_qikfl l"“)ck(n—i- 1)
=H*F —gAm ) e(n) + (1 —1) z"—1< g > )
l(k) 9.

Cette relation de récurrence posseéde une solution indépendante de n. ||
Nous aurons ultérieurement besoin d’exprimer le Théoréme 5 en utilisant

les opérateurs T, ; au lieu des opérateurs 0/0,x;.

THEOREME 5 bis. Pour toute partition A de longueur <n, on a

[ 5 1<Ai<x; 0 Tq,i—1>—rl" S A (x 1) T} JHx 4, 0)

i=1%i i=1

(1) l
-0 Y () smman
q,t

k=1 \(k)

n

~(a=Desa 0+ =) st an

Preuve. Conséquence immeédiate du Théoréme 5, de la relation (7.2) et
de la Proposition 7. |1
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Donnons pour terminer une conséquence intéressante du Théoréme 5.
On introduit la fonction hypergéométrique généralisée a deux variables

F(x, p39,0) =2 "DIF(x; ¢, 1) TX(p3 g, 1).
A
Cette définition est dépendante de I’entier n.

THEOREME 7. On a

1
Eo(y;q,1) 7 (x, y1q,1) = _qel(X) F(x, ¥4, ).

1

Preuve. 11 suffit de comparer les Théorémes 3 et 5. |

9. LE CAS PARTICULIER A=1

Nous sommes maintenant en mesure de calculer (), ,. Par la Définition
1, on a d’une part

0= () ) "IE (g 1) (0.1)

Mais d’autre part la définition de ¢ implique

e 1
— (g, ) =———Y 1"Pe, J¥(q, 1)
—q —q A

1
2)+1 7))
=yr® ) </1> =1 %(g, 1)
A q,t

k=1

() £ K #
xew (T () )z 92)
K )/ q,t

i=1

ou la seconde égalité résulte du Théoreme 3. En identifiant les coefficients
de J#(q, t) dans les développements (9.1) et (9.2), on obtient

K 1) < K >
_ . (93)
<1>q,t i§1 Ky /g,

Maintenant au point xo,=(1, ¢, .., #*~1) on a grice a la Proposition 10

EO(XO;q9 Z) J;f(xo;q, l)=e;c(% I)J xOs ‘1, Z qj_ltl_l

(i, j)ex
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Et d’apres le Théoréme 5
I(x) K
Eo(x5 ¢, 1) JE(xo: ¢, 1) =} < > -
i=1 \K@@)/ g,

Par comparaison avec (9.3) on voit qu’on a démontré le

THEOREME 8. Pour toute partition k on a
I(xc)
K K . .
_ z _ } —1,1—
<1> - (K > B o
gt  i=1 @O/ q.t (i jex

10. RELATIONS DE RECURRENCE

Le but de cette section est d’établir deux relations de récurrence entre
les différents coefficients binomiaux généralisés. On spécifie n variables
x=(xy, .., X,) €t on note pour simplifier

n

p=9(x;q.0)=1] (x:9)3

i=1

Ei¢g=E(x;q,1) p(x; g, 1).

PROPOSITION 14.  Pour toute partition A on a

(A)+1 /'\L(k)
El(quﬁ)—(Elwa:z"—lqs( y <A> qw;:k))
q,t

k=1

Preuve. En utilisant

g Coy—ty ] c =1
aqxi ((X,-, q)oo )_l—q(x“ Q)oo
et la Proposition 6 (b), on a
- Pxsgt) 1
E1¢:i§1xiAi(X; 1) 1—q :l—qt ‘e .

En vertu de (7.1) on en déduit

1 " 0
E1(Jf¢)=ﬂtn_1€1Jf¢+ Y xA(x; Z)(Tq,iqs)ﬁ‘]f'
i=1 qvi

1
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Maintenant on a facilement
Tq,i¢(X; q, t) = (1 _xi) ¢(X, q, [)
D’ou

1 u“ 0
Bt h =1 st o (S xs00—x) it o
i=1 q-vi

1
=th”_1e1Jf¢+(E1Jf)¢—(E2Jf)¢.

Le Théoréme 3 et la Proposition 9 permettent de conclure. ||

THEOREME 9. Soient x et A deux partitions arbitraires. On a (%), , #0
seulement si . <x. On a

(2)+1 (k)
< Z qj_l ll_l><K> - Z <AKk > <i > qlk tl_k
- J JIG) 1
(i, j)ex\A q,t k=1 q.t gt

Preuve. On part de la Définition 1. En appliquant 'opérateur E,(x; g, )
a chaque membre, et en tenant compte de la Proposition 14, on obtient

» <K> 11 e, (g, 1) — (g, 1)) T2 (g, 1)

A

(A +1 74 (k) A u tn(y)—n(i”‘))J# :
2 q Z FIG) u (g, 1).
q,t u q,t

k=1

En identifiant les coefficients de J7(¢, t) dans chaque membre, on obtient

K I(A)+1 ;\.(k) K
ean-e@n(5) =2 () () -
q,t k=1 v /gt q,t

K

Cette relation de récurrence implique que (%), , #0 seulement si A < k.
En effet ceci est vérifié si || — || =1. Or la relation de récurrence implique
que si (5), , #0 il existe au moins un (&), , # 0. Une récurrence croissante
sur |x| —|A| permet donc de conclure. ||

De maniére analogue on a le

THEOREME 9BIs.  Soient i et 1 deux partitions arbitraires. On a

1(xc)
< y ¢! Zl—i><K> _ ZK: < K > <K(i)> g
(i, )er\A Mg 21 \K@o g e N A yg
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Preuve. On part du Théoréme 2 qu’on écrit
JE(x;q, )= (=DM <K> g E (x5, 1) d(x; g, 1),
/1 1/q, 1/t

K

On applique 'opérateur E,(x; ¢, t) a chaque membre, puis la Proposition 14.
On a facilement

T(— 1)1 (") O (g ) — en(gs 1)) TE (¢, 1) §
K 1/q, 1/t

(K N 1) +1 /30
=y (e (F) gy (T8N0 g ).
K q. 1

i=1
11 suffit alors d’identifier les coefficients dans chaque membre, en tenant
compte de la relation (6.5). |

1/q, 1/t

Remarque 1. Chacune des relations des Théoreme 9 et 9 bis se réduit
a une identité triviale lorsque A= (1<i</(x)). Lorsque A=0 on
retrouve les deux égalités du Théoréme 8.

Remarque 2. Chacun des Théorémes 9 ou 9 bis permet en principe de
calculer tous les coefficients binomiaux par récurrence sur entier |rc| — ||,
puisque les coefficients binomiaux élémentaires (’lf)q,, ou (;:,))uq, 1, sont
explicitements connus. Nous allons maintenant utiliser cette methode dans

les situations ou x est une équerre ou un rectangle.

11. LE CAS DES EQUERRES

K

Nous explicitons d’abord la valeur de (%), , lorsque x est une équerre
(r, 1¥). Toute partition 4 S« est alors une équerre (', 1), avec 1 <7’ <r et
0<s' <.

THEOREME 10.  Avec les notations precedentes, on a

), =000, 6,
A gt r'—=1),\8 )1

y (1 _qr ts’)(l _qr’fl ts+1)_qr' ts’(l _qrfr’)(l _tsfs')
(l_qr’ ts’)(l_qr’—lts’+1) .

Preuve. Par récurrence décroissante sur |A| =+"+s'. La relation est évi-
dente si A=x. Si on la suppose vraie pour toutes les équerres A= (v, 1*)
telles que 7' 45" = N, la relation de récurrence donne (%), , pour toutes les
équerres A avec ' +5'=N—1. On a en effet
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(r, 13> < r,l—q"'_i_t_sl—tss')
o) T T 1—1
r,1° r+1,1 e 1° 0 R R
TS L S N L UL L VIR EA LY N8 LR

r'+1ts' l_qr

< r,1° > —q L
P 17),, 1—g 1—qr

.15 l_qr'—l[s’+2 1_ts'+1
+<r ’ls’+l> 1 1 r'—ls'+lt
r; q,t _l _q t

ou la derniere relation résulte des expressions (6.3) et (6.4). Si on pose

<r,1s> _<r—1> <s> . o(r', s)
P =)\ ) =g (=g

un calcul élémentaire, laissé au lecteur, montre que la relation précédente

—2(s' +1)
2

devient
[¢"(1—¢" )1 =)+t (1=g)(1 =) 11 —g"t" ) o(r', s)
=q"(1=0)(1—¢" """ * (1 =g~ ") o(r' + 1,5")
+t5(1—g)1—q )1 =) v(r', s’ +1).
Le théoréme sera démontré si on €tablit que
o(r',s)=(1—¢t)1 —¢" ') —q" ' (1 —¢"~")(1 = 1~)

satisfait cette relation de récurrence. Pour cela posons a=t*"*,b=¢""" et

c=q"t". La relation précédente devient
tc
=81 =0+ (101 -] (1-%)
x[(l —bc><1 —”)—6(1 — (1 —a)}
a q) a
—e(1—1) <1 —[C> (1—b) Kl —bc> (1 —tc)—qc<l —b> (1 —a)}
qa a a q
+(1—q)<1—c>(1—a){<1 tbc><1—’c>—’c(1—b)<1—“>}
a a q) a t

Cette identité est aisément vérifiée, par exemple au moyen d’un logiciel de
calcul formel comme Maple. ||
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12. LE CAS DES RECTANGLES

Nous calculons maintenant (%), , lorsque x est un rectangle (k"), c’est-a-
dire (k)=netk,=--- =x,=k.

THEOREME 11. Avec les notations precedentes, on a

K k1 a " 1
<A«> t:(_q t 7n)| lqn(}.’) Eq’k,t(J/l(qﬂ t))Jf(la [7 hais) tn7 5q7 t)
4,

[i—l_qj—l m l_qk—j+1 fi—1

= e — —
(ilj_)[eA l_q/li—/ Zﬂj—z+l 1 _q/li—j+1 Z/'Lj—z

Preuve. Par récurrence décroissante sur |A|. La propriété est aisément
vérifiée pour A= (k"). Si on la suppose vraie pour toutes les partitions A
avec |A] = N, la relation de récurrence explicite ( ’jf)q, , pour toutes les parti-
tions 4 avec |A| =N —1. On a en effet

kn 1 _ tn 1 _qk (A)+1 kn /'{(i) )
tlfni _ t — ) ﬂitlft.
</A“>q,t< 1_t l_q ei(q’ )> igl <i(l)>q,t< }' >q,tq

Mais les relations (3. 1) et (2.2) impliquent

gt AJ0(q, 1) =& (Jy(q, D) —q%™F)

' (12.1)
Jﬂ(i)(ls ly s tn_l; q, Z) =Jﬂ(1s ly s tn_l; q, t)(tl_l _q;Li tn)'
Le Théoreme sera donc établi si 'on prouve
1—"1—g*
1) — tl—ni
eiq, 1) -7 1—¢
(A)+1 ) ) ) jig, 1) 2@
_ =2y gi—n( =1 _ gd—ky(gi=1_ iy gy gk 1 —i JRD < > .
igl 1 ( 1 )( 1 )q ji(i)(q’ t) A q,t

Compte-tenu de (6.2) cette relation est équivalente a

n

1—1¢

+1 ) )
— Z (tz—l _qli—k)(tz—l _qli tn) tl_’c;l(q, [).

i=1

(1—¢g7%) +q7* " (1 —q) elq, 1)

Mais c’est une conséquence immeédiate de la proposition suivante. ||
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PROPOSITION 15.  Pour toute partition A, on a

1A +1 M)+1 1
Y qhicig )= ) (g, f)zli_Z
i=1 i=1
[A)+1 _ 1 —q
Z qzjhitlilcz}‘.(qa Z):li ez(% Z)
i=1 —1 q

Preuve. Les deux premiéres relations résultent facilement de la définition
de c¢(q, 1).0On a en effet

I(A)+1
ety " N I(Lty e " g )= Y Mg, ) (1, 4y "7 g, ).

i=1
D’ou en utilisant (2.2),

)+1 1—m
Y (T =gkt ci(g, )=

i=1

1—1¢

et on identifie dans chacun des membres les contributions indépendantes
de n.

Pour démontrer la troisiéme relation, écrivons la Proposition 9 au point
Xo=(1,¢, .., t""1). Nous obtenons

11(/1)+1 20 - i
Eyxo54, 1) J¥(xo5 g, ) =1""" Y <,1> (t =1 —q") T fi(x05 q, ).
i=1 q,t

Soit encore en vertu de la Proposition 10 et de la relation (6.2),

(A)+1

(g=1) " Tey(q, 1) Ji(xo: g )= Y. (g% t' 7" =1)ci(q, t) Jyo(xo; ¢, 7).

i=1
D’ou grace a (12.1),

() +1

(g=1) " Tey(g, t)= Y. (ght"~"=1)(t"" —qht") c(q, 1).

i=1

En développant le membre de droite, on obtient la troisiéme relation
annoncée. ||

Spécifions maintenant n variables x = (x4, ..., x,,) et considérons la fonc-
tion ,@(a; x; ¢, t) introduite a la Section 3. En vertu de la Proposition 1,
on a

n

_ (X5 @)oo
Do(q 5 g*x; g, 1) =[] —————.
o 11;[1 (qui;q)oo
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Soit encore d’apres la définition de ;®,,

n

Yoegi (g 1) @M F(x g, 1) =[] (xi: 9)s.
A

i=1
Compte-tenu du Théoréme 11, ceci s’écrit

- k* 141 g (=11 %
[T = 2 (=D 2oyt JH(x;q,0). (12.2)
q,t

i=1 ASk” A

Cette relation est une premicre généralisation de la formule g-binomiale
classique

(x; Q)k=§ </;> gV —x),
1=0

q

que nous allons maintenant étendre au cas le plus général.

13. FORMULE DU BINOME GENERALISE

Jusqua la fin de cette section, on spécifie n variables x=(x, .., x,,).
Plusieurs auteurs [ 3, 7, 10, 11] ont simultanément introduit la notion de
polyndme de Macdonald “décalé”. Pour toute partition 4, de longueur infé-
rieure ou égale a n, on désigne ainsi 'unique polyndme P,(x;, ..., X,; ¢, t)
qui est

(i) symétrique dans les variables x,' =% (1 <i<n),
(i) de degré |4,
(iii) tel que Py(q™, .., ¢" q, 1) #0 =A< u, et Py(q™, ... g™ q, 1) #0.

Nous aurons besoin des deux résultats suivants qui ont été démontrés
par Okounkov [8]. D’une part on a

~

Pi(xla s Xps 4, [)

1

=P,(x1, 17Xy, ., 11 7"x,,5 ¢, t) + termes de degré inférieur,

et

P0:g. 0= (=1 Lo Pyt g0, (13.1)
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Drautre part il existe un opérateur aux différences finies D(u; ¢, t) tel que

n

D(u: g, 1) Py(x;q, )= [[ (g7~ —uw" ") Py(x:q, 1) (132)

i=1
Okounkov [8] a donné 1’expression explicite suivante de D(u; g, ):

D(u; q, l)=<ﬁ l) > (— 1) (=== D72

i=1 I={1,2,.,n}

X[T(L=x;" =) [] (1 —ux;"~")

iel i¢l

x 11

iel, j¢I

Xx;—x;tt 1
AU 'S
1/g,i-

i
Xi— X5l iel

Nous allons démontrer la formule du bindme généralisée suivante.

THEOREME 12. Pour toute partition A, de longueur inférieure ou égale
an,ona

Poxy, o X5 g, 1t) <z> g
M

o~ (=D T *(x,, txy, .o "7 1x,5 g, 1).
P(0; 1/g, 1/1) Iz a2

(13.3)

a.t t'l(ll)

Une formule analogue a été obtenue par Okounkov [ 8]. Le Théoréme 12
démontre ainsi que les coefficients binomiaux que nous avons introduits
dans cet article sont les mémes que ceux de [8].

Avant de démontrer le Théoréme 12, notons que lorsque A= (k"), on a
la

ProrosITION 16. On a

n

Prn(xq,y e X5 4, ¢ i
= H /g
Pa(0; ¢, 1) -
Preuve. On utilise la Proposition 4.2 de [ 7] qui implique

n

Pk"(xla s Xy s t)z l—[ (1 —X-tn_i) P(kfl)"(xl/CIa () n/qa q, )
Pin(0; g, 1) i=1 P 1)n(0 q, 1)

L’assertion se démontre alors par récurrence sur k, le cas k=1 étant connu
par ’Exemple 5.5 de [7]. 1

On voit ainsi que la relation (12.2) n’est autre que le Théoréme 12 dans
le cas particulier 4= (k").
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Preuve du Theoreme 12. Notons R; (x; 1/q, 1/t) le membre de gauche
de (13.3). Cest un polyndme symétrique dans les variables z=(z, .., z,,)
avec z;=x,'~!. On peut donc écrire son développement sur les polyndmes
de Macdonald, de la forme

n(u')
q
R;(x; 1/q, 1/!)=ZCMW(—1)'”')J;“(Z; q,t) (13.4)

Les coefficients ¢,, sont a déterminer. On a évidemment ¢, = 1, et en appli-
quant (13.1), ¢;; =1.

Notons C(g, t) le coefficient de w”~' dans D(u; 1/g, 1/t). En vertu de
(13.2), on a

Clan 1) R g )= (=1 000 (gt =) Ry 1 1,
=l (13.5)

L’opérateur C(q, t) s écrit explicitement

n 1 n n
— 1 2 j—
c<q,z>=(n ){r e X Mo
i=1 i i=1 j=1
J#i
n n
—1 22 —1 i — j—
— (= Dn—2) z (1 —x,t n)nszf n
= j=1
JEL
R |
o7 TN
g1 Ximxyr T o
J#i
n
:(_l)n—l t—n(n—l)/2 |:t—n(n—l)/2 Z 1 _t—(n—l)(n—Z)/Z
x.li—n
i=1 i
Xi l—xil"_"tlfn 111 tx,— 1/ 'x; }
i— i—1 i—1 q,i
ooxt" S T X =T
JEi
L 1
-1 ,—(n—1 —1 1— .
=(-1)" (b {Z Z-_<Z-_t n>Ai(Z>t)Tq,i:|-
i=1 “i i

Appliquons alors le Théoréme S5bis. On obtient

-
Cla 1) 73z g0 = (=1 =00 (= g+

() U
xJHz g, 0)—(g—1) X <ﬂ(k)> S (24, t)>.
k
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Considérons maintenant le développement (13.4), et appliquons lui 'opé-
rateur C(g, t). En vertu de la relation (13.5) on obtient

n s q"(ﬂ')
<Zqit'>§Czﬂt,,(m(—1)|”'~7;(2;q,f)

i=1
n(p')

1—¢
~(Sew D (=14 gD+ 0T vtz
A

qn(ﬂ') I(u) u
—(q=1) Y gy (=DF Y < > Sz a.0).
2 4 k=1 \Hw)/ g,

En identifiant les coefficients de J,* dans chacun des membres, on obtient
la relation de récurrence suivante pour les coefficients c,,:

z . -
Y gt == Delan -
i=1

p) +1 'u(k)
=(q—=1) ) c,w(k)< > gt =k, (13.6)
k=1 /g
Mais on a
n—1 $ A1 —i 1 $ A n—i n—1
Y g T == 2 (=D T =g = D) 1 e(g, 1),
i=1 i=1

La relation de récurrence (13.6) peut donc se réécrire

(p)+1

(k)
(edq. ) —edd 1) cu= 3 cwk,(ﬂ) Fk (137
q,t

k=1

Nous sommes alors en mesure de prouver le théoréeme, c’est-a-dire la

relation
()
C/{ - .
# H) g ¢

La propriété s’établit par une récurrence décroissante, sur |¢|. On a vu
qu’elle est vraie pour = /. Si on la suppose vraie pour toute partition u
telle que |u| = N, elle est également vraie pour |u| =N — 1. 11 suffit en effet
de comparer la relation de récurrence (13.7) avec le Théoréeme 9. |
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COROLLAIRE. Pour toute partition A de longueur inférieure ou égale a n,
on a inversement

Jz‘(xla Zx2> () tn_lxn; Q7 t)

’ n(p) p .
<A> ln(:)(—l)"" P”(xi’ s X5 1/4, l/t).
H ’u P,u(07 1/% l/t)

1/, 1/t 4
Preuve. En vertu du Théoréeme 9 la matrice

;L l”(l‘)
(C)vinm)
M 1/q, l/tq Au

est triangulaire (par rapport a 'ordre partiel associé a I'inclusion ), et en
vertu de la relation (4.3) son inverse est la matrice

y) n(u')
(), Zm),
M q,t t Au

14. POLYNOMES DE JACK

Dans cette section nous explicitons bricvement les conséquences des
résultats précédents en ce qui concerne les polynémes de Jack. La référence
est la section 10 du chapitre 6 de [6] (voir aussi [12]). Les résultats
que nous allons préciser ont été auparavant annoncés dans [5]. Une
démonstration en a été ultérieurement donnée dans [1]. Une nouvelle
approche a récemment été présentée dans [9].

La “forme intégrale” des fonctions symétriques de Jack est définie pour
toute partition A par

Ji(x;00)=1limJ, <1xz, 1, t>,

t—1

ou x est un ensemble infini d’indéterminées et « un nombre réel > 0.
On a

<JA(O(), J,u((x) > a= j/l(a) 61;4 >
ou le produit scalaire, ¢ -, - >, est défini par

<P/1,P”>a=tlin’i<pl, P,u>t“,t:5,1,42/1061('1).
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On note
Ji(x; o)
JE(x,0)="2
* Ja(a)
J(x; o
T¥(x: o) =
A A T NS Py

On introduit la fonction
$lox; ) =) alTF (x5 ),
A
et on définit les coefficients binomiaux (%), par la relation suivante

T2 (x5 0) dlx; ) =Y =14 <’;> J#(x: ).

On voit facilement qu’on a

T 00)=lim JE((1—1)x; 1%1)

¢(x; a) = lim ¢((1 —1%) x; 1% 1) = exp(e;(x))

t—>1

().~ ()
/1 m_tAI i ta’t.

D’ou la relation de dualité (Théoreme 2)

K\ [«

/’L 3 Bl j" l/o(’
et Pexpression analytique suivante des coefficients binomiaux élémentaires
(Théoréme 4)

A 1 W (A= A+ j—k—1

=g +-(I(4 —k> — ; :

<i(k)>a <k 0‘(() ) jl;ll WA —4))+ J—k
j#k

Spécifions n variables x=(x, .., x,). On introduit les opérateurs
différentiels E(x) définis par

=lim E,(x; t%, 1).

t—>1
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La Proposition 9 et le Théoréme 6 entrainent
1 /)
Ers0=3 () 1,000
E\J5(x;0) = | 4] Jy(x; ) (14.1)
(A)+1 )v(i)
EZJZ#(X’ O() = Z < j.

i=1

> (oth; — i+ 1) Fio(x; ).

Si lon introduit la fonction hypergéométrique généralisée a deux
variables

F(x, yyo) =y aMT#(x;0) JF(p;0) = lim Z (1 — %) x, y; 1%, 1)
2 t—1
on a

Eo(y) F(x, yi o) = ey(x) F(x, y; ).

Enfin les coefficients binomiaux satisfont la relation de récurrence des
Théoréme 9 et 9bis.

K (A)+1 K j,(i)
(|K| B |)b|) <A>a - igl <i(i)>oc < )" >oc’
WK K(i)>
= 14.2
igl <K(i)>oc < j‘ o ( )

qui permet en principe de les calculer tous explicitement par récurrence sur
lrc| — [4]. ,

En particulier si x est I’équerre (r, 1°) et A= léquerre (', 1°) avec
I<r<ret0<s' <s,ona

K\ (r—1 SN (" +or)s+1+a(r' —1))—a(r—1")(s—s")
<i>f (r’ - 1> <s> (5" + o) (s +1+a(r' —1)) :

De méme si « est le rectancyle (k”), on a pour tout A Sk

kn
< . > = [] (ka—a(j—1)+i—1)JF(L 1, .., 1;a).
Aa G pen

Enfin on a la formule du binéme généralisée

;\4
Jil+xp, e L+ x,50)= ) < > (X1 ey X5 ).
uca \H/ o
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Preuve. La démonstration est plus simple que celle du Théoréeme 12.
Posons

JE14+x1, on 1 +x,; ) chﬂ (X1 ooy X5 ).

Alors (voir par exemple [ 1], relations (38) et (52)), il résulte uniquement
de cette définition et de I’homogénéité des polyndmes de Jack que

I2)
EoJ¥(x; 0) Z Cu(> ,1 «)

i=1

|A|—|u|>, e
<p— M c,w(a) |u|2:p ¢ (a) ‘vu(“)'

La premiére relation et (14.1) impliquent Cl(n:( ,{?‘))a. La seconde, écrite
pour p=|u|+1, et comparée a la relation de récurrence (14.2), donne

Clﬂ(a):(ﬁ)a' I

15. UNE REMARQUE DE MACDONALD

Aprées avoir Iu cet article, le Professeur Macdonald nous a communiqué
les remarques suivantes que nous incluons ici avec sa permission. Pour tout
couple (x, A) de partitions on pose

ld.0) p o g

PK (X, qa )_ ’
cilg, ) ci(g. 1)

']ic/l(x; q, t) = Q;c/j,(x; q, t),

ou les fonctions symétriques gauches P, ;(x; g, t) et Q,(x; ¢, t) sont défi-
nies, comme au §7 de [6], page 344, par

SPepld, 1), 124, 0=<Pe(q, 1), Quq, 1) [ 4
CO i, 1), [74,:=X0Qu(q, 1), Pi(q. 1) [ 54  (fep)
avec ([ 6], relations (4.12), page 323, (6.19), page 339 et (8.7), page 353)

00 =524

On en déduit immédiatement

< K/A qa f>q t <J (qa JA q’ f>q t (feAF)

Pl(qn t) :cl(qa l) Jf(q: t)-
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THEOREME. On a

(@) (%) #0 seulement si 1<k,
(b) (%), ("= =J (11,12 .2 q, 1),

Preuve. La Définition 1 peut se réécrire, avec ¢ = ¢(x; ¢, t),

() 0= 0 T2 001 834 = .03

Mais on sait ([6], (7.7) (i), p. 344) que Q,:(¢, t) =0 sauf si A= . D’ou (a).
Pour établir (b) on pose

JK/A(X; q, t) :Z au(qa Z) py(x)a

)i

ou ([6], (7.7)(ii), p. 344) la sommation a lieu sur les partitions u telles que
|| = |x| — |A|. La relation (3.4) implique

()

< ;c//l(qa ¢>qt Za Qa

Pu) g

i=1
1w

=>a,q. 1) ]] —

i=1

Mais on a clairement

m; (@)
pul i) =] <p,.(1, L )>

i=1

1 mu)  lp) 1
i>1<1_ti> ziljll_tﬂi. I

Il résulte de ce théoreme que (%), , peut étre exprimé comme une somme
de tableaux. Plus précisément on a

v

K D 1) iy 4141 — ) — 1l T
:71‘" n(x K Y[ (q’ l) ll |,
(x)w c(gs 1) L¥r

ou la sommation a lieu sur les tableaux de forme x— A1 avec |T|=
Ysewnn 1(s), et Wr(q, t) est défini par la relation (7.11°) de [6], page 346.
Dans le cas limite des polyndmes de Jack, si on pose

. X
st = lim T (5 0) =5 a0 (0,
u
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on voit facilement qu’on a

I i p) 1
= %t
</1>oc llinl %: aﬂ( ) iljl L=
I(p) (1 _ t)ﬂl-

=) a,(a) thH} 11 T = aywi-u (o).
u =1 -

Ainsi (%), est le coefficient de p!*!~1*! dans le développement de J, ;(«). 11
revient au méme de dire quon a (%), ={(J,/(x)), ou {: Az — F est ’homo-
morphisme d’algebres défini par

dp=1 et {p)=0  (r>1)
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