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L I S S A G E  D E S  I M M E R S I O N S  - -  I 

ANDRl~ HAEFLIGER 

(Received in July 1966) 

LA PREMIf/RE partie de ce travail 6tudie divers types d'immersions de sph6res dans sph6res 
(semi-lindaires, semi-diff6rentiables, diff6rentiables ou lisses) et leurs relations (probl6mes 
de lissage). 

Apr~s avoir donn6 au paragraphe 1 les d6finitions fondamentales de plongements, 
d'immersions, de concordances et de lissages, on montre (§ 3) que les classes de concordance 
d'immersions d 'un type donn6 de spheres dans spheres forment un groupe ab61ien. Ces 
divers groupes prennent lent place dans des suites exactes (§ 4), oia figurent 6galement les 
groupes de spheres nou6es C~ et F~ qui repr6sentent ainsi les obstructions au lissage. 

Les d6monstrations,/t vrai dire tr~s naives, s'appuyent sur des propri6t6s de trivialit6 
des plongements des disques dans les vari6t6s (§2). Les th6or~mes de lissage de Hirsch et de 
Munkr~s y jouent naturellement un r61e essentiel. 

En utilisant les suites exactes 6tablies au §4 et certains faits connus sur les groupes de 
noeuds, on obtient des r6sultats sur le groupe des classes de concordance des immersions 
semi-lin6aires de S" dans S"+L 

Au §6, on montre plus pr6cis6ment que ce groupe est isomorphe, pour q > 2, au groupe 
d'homotopie n,(G, G~), oCa Gq est l'espaee des applications de S g- 1 dans elle-m~me, et G sa 
suspension stable. 

La deuxi~me partie (II) utilisera les m6thodes des ensembles semi-simpliciaux. Elle 
donnera de nouvelles interpr6tations homotopiques des r6sultats de la premiere partie, et 
conduira ~ une th6orie des obstructions au lissage des immersions ou des plongements d'une 
vari6t6 semi-lin6aire ou lisse dans une vari6t6 diff6rentiable. 

On y d6finira en particulier un groupe simplicial, not6 Plq, qui joue dans le cas semi- 
lin6aire le m~me r61e que le groupe orthogonal Og dans le cas diff6rentiable. 

L'auteur avait annonc6 le plupart des r6sultats de cette premi6re partie et de la seconde 
dans diverses conf6rences qu'il avait donn6es aux Etats-Unis en automne 1963. 

§1. DI~FINITIONS ET PROBL~MES FONDAMENTAUX 

1.1. Applications semi-lin6aires et semi-diff6rentiables 

Un poly~dre est un sous-espace K d'un espace num6rique qui est r6union localement 
finie de simplexes, deux simplexes se coupant suivant une face commune. Les poly6dres 
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sont les objets d'une cat6gorie dont les morphismes sont les applications semi-lin6aires 
(piecewise linear). Pour les d6finitions et propri6t6s de cette cat6gorie, les notes de Zeeman 
[23] seront notre r6f6rence de base. 

Nous consid6rerons 6galement la cat6gorie des applications diff6rentiables dont les objets 
sont les vari6t6s ind6finiment diff6rentiables paracompactes, les morphismes 6tant 6galement 
ind6finiment diff6rentiables. 

Une application f d 'un poly6dre K darts une vari6t6 diff6rentiable X est semi-diff~renti- 
able (piecewise differentiable) s'il existe une triangulation de K telle que la restriction d e f ~  
chaque simplexe soit diff6rentiable. Si 9 est une application semi-lin6aire d 'un poly~dre L 
dans le poly~dre K et h une application diff6rentiable de X dans une vari6t6 Y, alors h o fo  # 
est une application semi-diff6rentiable de L darts Y. Le compos6 de deux applications semi- 

diff6rentiables n'est pas d6fini. 

Nous abr6gerons semi-lin6aire par s.1. et serni-diff6rentiable par  s.d. 

1.2. Varirtrs semi-linraires et diffrrentiables 

Un homromorphisme h d 'un ouvert U de R" sur un ouvert de R" est un homdomor- 
phisme semi-lindaire (resp. un semi-diffdomorphisme) si tout point de U admet un voisinage 
triangul6 rectilinrairement tel que la restriction de h h chaque simplexe de dimension n soit 

linraire (resp. soit un diffromorphisme). 

Une varidtd semi-lindaire V de dimension n est un espace topologique paracompact  
muni d 'un atlas maximal A form6 d 'homromorphismes d'ouverts de R" sur ouverts de V, 
les changements de cartes q~-l~k(t¢, ~ c A )  6tant des homromorphismes semi-linraires. 
Une carte en v e Vest  une carte de A dont le but contient v. On peut aussi drfinir V comme 
un polybdre localement isomorphe ~ R ~ muni de sa structure semi-linraire. 

Sur un espace topologique V, une structure de varirt6 diffrrentiable et une structure de 
varirt6 semi-linraire sont compatibles si pour  toute carte q~ de la structure semi-linraire et 
carte ~b de la structure diffrrentiable, ~-l~o est un semi-diffromorphisme. 

Si l 'on se donne a priori sur V une structure s.l., alors une structure diffrrentiable ct 
compatible sur V est appel6 un lissaye de V, et V muni de ces deux structures sera not6 V~. 

D'autre  part, un semi-diffromorphisme d'une varirt6 s.1. V sur une varirt6 diffrrentiable 
X est un homromorphisme s.d. h de V dans X tel que, pour  toute carte s.1. q~ de Vet  toute 
carte diffrrentiable ~k de X, alors ~k-lhtp est un semi-diffromorphisme. La structure s.1. 
drfinie sur X par  h est alors compatible avec sa structure diffrrentiable. Si T est une tri- 
angulation de V telle que la restriction de h A chaque simplexe soit diffrrentiable, alors 

h : T-~  X est une triangulation diffrrentiable de X. 

On drfinit de m~me les varirtrs semi-linraires ~ b o r d e n  rempla~ant ci-dessus R ~ par  

le demi-espace R% drfini par x, __> 0. 

1.3. Immersions et plongements 

Soit V une varirt6 diffrrentiable de dimension n e t  X une varirt6 diffrrentiable de 

dimension n + q. Une immersion diffdrentiablefde V dans X est une application telle que, 
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pour tout v ~ 1I, il existe des cartes locales ~p : R n ~ V en ve t  ~b : R "+q ~ X e n f v  telles que 

6 -  lf~p soit la restriction ~ un ouvert de l'inclusion naturelle de R" dans R ~+~. 

Soit V une vari6t6 semi-lin6aire de dimension n et soit X une vari6t6 semi-lin6aire de 

dimension n + q. Une immersion semi-lindaire de V dans 2" est une application v6rifiant les 

m~mes propri6t6s que pr6c6demment, ~p et ~, 6tant des hom6omorphismes semi-lin6aires. 

Soit V une vari6t6 semi-lin6aire de dimension n et X une vari6t6 diff6rentiable. Une 

immersion semi-diffgrentiablefde V dans X est une application s.d. telle que, pour tout v ~ V, 
il existe une carte semi-lin6aire ~p en vet  un semi-diff6omorphisme ~b de R ~+q sur un voisinage 

de fy  tels que ~k- lf~p soit la restriction ~t un ouvert de l'inclusion naturelle de R" dans R "÷~. 

Enfin si Vest  une vari6t6 semi-lin6aire et X une vari6t6 diff6rentiable, une immersion 
lisse de V dans X est une immersion diff6rentiable de V~ dans X, relativement ~t un lissage 

de V (ce lissage est d6termin6 uniquement par f ) .  Une immersion lisse est done aussi 

semi-diff6rentiable. 

On parlera en g6n6ral d'immersion de type C, ou de C-immersion oh C pourra signifier 
"diff6rentiable", "semi-lin6aire", "semi-diff6rentiable" ou "lisse". 

Un plongement de type C de V dans 2" sera une immersion f de type C de V dans X 

qui est un hom6omorphisme de V sur fV.  

Voici quelques exemples destin6s ~t 6claircir les d6finitions. R 6tant muni de ses struc- 

tures semi-lin6aires et diff6rentiables usuelles, l'application f de R dans R d6finie par 

f ( x )  = x pour x < 0 e t f (x)  = 2x pour x > 0 est un plongement lisse qui n'est pas diff6renti- 
able. L'application x ~ x 3 de R dans Res t  diff6rentiable, mais ce n'est pas une immersion 
semi-diff6rentiable. 

Dans le cas oh V a un bord ~ Vet X n'a pas de bord, on d6finit de m~me les immersions 

de type C de V dans X en remplaqant dans les d6finitions pr6c6dentes R ~ par le demi-espace 

R~. Lorsque X a  aussi un bord non vide, on remplacera 6galement R "÷q par R% +q de sorte 

quefrestreint  ~ ~3 Vest une immersion de d V dans dX. 

1.4. Concordance et isotopic 

Deux C-immersionsfo e t f l  de V dans X sont concordantes s'il existe une C-immersion 

F de R × V dans R x 2" telle que F(t ,v)  = (t, fov) pour t < 0 et (t, f lv)  pour t > I. On 
dira que F est une concordance reliant fo ~t fl .  M~me d6finition pour les plongements en 

remplaqant immersion par plongement. Souvent on remplacera aussi R par rintervalle 
[0, 1] = / .  

Si de plus F est de la forme F(t, v) = (t, ftv), on dit quefo  e t f l  sont isotopes et que F 
ouft  est une isotopic reliantfo ~f~. Une isotopic reliant deux immersions est souvent appel6e 
une homotopie rdyulidre. Dans le cas semi-diff6rentiable ou s.l., on impose encore ~t ft  
d'etre loealement plat uniform6ment en t (cf. [9], p. 72 et [3], p. 76). 

Si A est un sous-espace de 1I, on dira que F est une concordance ou une isotopic fixe 
sur A (ou relative A A) si F(t, v) = (t, fov) pour tout v ~ A. 

Les relations de concordance ou d'isotopie sont des relations d'6quivalence. 
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1.5. Lissage d'une immersion ou d'un plongement 

Soient V une vari6t6 semi-lin6aire, X une vari6t6 diff6rentiable e t f u n e  immersion s.d. 
de V dans X. Nous aurons deux notions diff6rentes de lissage de f suivant que l 'on se 
donne ou non un lissage de V. 

Un lissaye de l'immersion s.d. f de V darts X est une concordance s.d. F reliant f ~une 
immersion lisse q. Deux lissages Fo et Ft  reliant f / t  go et gt resp. sont concordants, s'il 
existe une concordance s.d. G, fixe sur 0 x V, reliant Foh F t, et dont la restriction/t R × 1 x 
V e s t  une concordance lisse reliant go /L gt. Autrement dit G est une immersion s.d. de 
R x R x  V d a n s R × R x  X t e l l e q u e  

G(T, O, v) = (~, O, fv) pour  tout v ~ Ve t  • ~ R, 
GIR x 1 x Vest  une immersion lisse dans R x 1 x V 

et G(i, t, v) = (i, F~(t, v)) pour  i = 0, 1. 

Si ~ est un lissage de la vari6t6 semi-lin6aire V, alors un lissage de l'immersion semi- 
diffdrentiable f de V, (cAM. V muni du lissage g) dans X, est une concordance s.d. F reliant 
f & une immersion diffdrentiable de V~ dans X. Deux lissages F o et Ft d e f s o n t  concordants 
s'il existe une concordance G comme plus haut, mais GIR x 1 x V~ 6rant cette lois une 
immersion diff6rentiable dans R x 1 x X. 

Les m~mes d6finitions s 'appliquent 6galement aux plongements; on remplace partout  
immersion par  plongement. 

Le problSme du lissage des plongements se ram~ne/L celui du lissage des immersions. 
On d6montrera en effet dans la paragraphe suivant (cf. 2.12) le 

1.6. TH~O~ME. Soient V une varidtd s.L, X une varidtd diffdrentiable et f un plongement 
s.d. de V clans X. 

(a) 11 existe une correspondance bijective entre les classes de concordance des lissages de f ,  
considdrd comme un plongement, et les classes de concordance des lissages de f considdrd 
comme une immersion. En fai t  si f est s.d. concordant ~une immersion lisse, alors f est s.d. 
isotope ?l un plongement lisse. 

(b) Soit ~ un lissage de V. 11 existe une correspondance bijective entre les classes de 
concordance des lissages de f :  V~ ~ X, considdrd comme un plongement, et celles de f con- 

siddrd comme une immersion de V~ dans X. 

§2. QUELQUES PROPRI~T~S FONDAMENTALES DES APPLICATIONS s.l. ET s.d. 

2.1. 

Un plongement s.d. d 'un ploy6dre K dans une vari6t6 diff6rentiable X est une appli- 
cation f :  K ~  Xqui  est un hom6omorphisme sur son image et qui v6rifie la condition locale 
suivante: pour tout x ~ K, il existe un semi-diff6omorphisme z x de R n+q sur un voisinage de 
f ( x ) ,  un voisinage Kx de x dans K e t  un plongement s.1. cp~ de Kx dans R n+~ tel que zx- cp, = 
fK~. 
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En utilisant les techniques de triangulation de J. H. C. Whitehead [22], on peut mon- 
trer les th6or~mes suivants.t 

TH~OR~ME. Etant donn~ un plongement s.d. f d' un polykdre K dans une varidtd diff~rentiable 

X, il existe une triangulation diff~rentiable z : T ~ X et un plongement s.l. ~p : K ~ T tel que 

f =  zcp. 

2.2, 

Soit I" le cube [0, 1 ]" e t / " -  1 le sous-cube I " -  1 x 0. 

THI~ORI~ME. Soit F u n  plongement s.d. de K x I" clans X x R" de la forme  F(x,  t) = 

( f tx ,  t). Supposons donnd un semi-diffdomorphisme z o de T x I"-1 sur X x 1"-1 respectant 

la projection sur I "-1, oft T est un polykdre, et un plongement s.L q9 o : K x 1 "-1 ~ T x I "-1 

tel que Zoq~o = FIK x 1"- 1. 11existe alors un semi-diffdomorphisme z de T x I" sur X x I" et un 

plongement s.l. q~ de K × I" dans T x I" tel que qgz = F. 

Ces th6or~mes permettent d 'appliquer au cas s.d. la plupart des th6or~mes d6montr6s 
dans le cas s.l., on a par exemple le corollaire suivant qui r6sulte du th6or~me de Hudson-  
Zeeman (cf. [9] et [10]). 

2.3. COROLLAmE (extension des isotopies s.d.) Soit f u n  plongement localement plat 

semi-diffdrentiable d'une varidtd s.l. M dans une varidtd diffdrentiable X et soit V une sous- 

varidtd compacte s.L de M. Toute isotopie s.d. de f [  V peut  sYtendre suivant une isotopie s.d. 

de f .  Plus gdndralement, le mEme rdsultat est valable pour les cubes d'isotopie s.d. 

2.4. Comparaison des applications s.l. et s.d. 

Soient V une vari6t6 s.l., W une sous-vari6t6 de V e t  X une vari6t6 s.1. munie d 'un 
lissage ~. So i t f :  W ~  X u n  plongement s.1. Le  complexe semi-simplicialdesplongements s.1. 

de V dans X dont la restriction fz W e s t  dgale d f ,  est d6fini comme suit: 

Un k-simplexe est un plongement s.1. F : A k x V ~  A k x X qui est de la forme F(t, x)  = 

(t, Ftx) et tel que F(t, x)  = (t, f x )  pour tout t ~ A k et x e W (A k d6signe un k-simplexe eucli- 
dien dans Rk). 

On d6finit de m~me le complexe semi-simplicial des plongements s.d. de V dans X~ 
dont la restriction ~ W estf .  

Ces complexes v6rifient trivialement la condition d'extension des homotopies de Kan, 
cf. [1]. 

L'inclusion naturelle du premier complexe clans le second est une dquivalence d'homotopie. 

I1 e n e s t  de m~me si, dans les d6finitions pr6c6dentes, on remplace plongement par 
immersion, ou si l 'on compare les hom6omorphismes s.1. de V sur X avec les semi-diff6o- 
morphismes de V sur X~. 

Ces propri6t6s se d6montrent par les m&hodes de J. H. C. Whitehead, cf. [22], [16], [13]. 

t Les d6monstrations compl6tes de ces th6or6mes figureront dans un travail de D. White. 
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2.5. THI~ORI~ME DE CAIRNS-HIRSCH. (cf. [7] et [8]). Soit V une varidtd s.l., X une varidtd 

diffdrentiable et ~o un lissage d'un voisinage U d'un f ermd A de V. Soit f :  V x R q -~ X un 

plongement s.d. dont la restriction d U,o x Rq est diffdrentiable. On suppose que f (OV × R q) 
OX ou q u e f ( V  x R q) c~ a X  = ~ .  

II existe un lissage ~ de V qui coincide avee ~o sur un voisinage de A, et une isotopic s.d. 

f i xe  au voisinage de A x R q, reliant f ~ un plongement diffdrentiable g de V, x R ~ clans X. 

II r6sulte de ce th6or~me que g e t  c¢ sont uniques h une concordance lisse pros fixe sur un 

voisinage de A. 

2.6. THI~OR~ME DE LISSAGE DE MUNKRI~S (cf. [17], [7], [18]). Soit V une varidtd s.l. 

munie d'un lissage ~, et soit X une varidtd diffdrentiable. Soit h u n  semi-diffdomorphisme de V 

sur X qui est diffdrentiable au voisinage d'un sous-polykdre A, et supposons que V puisse se 

collapser sur A ( e l  [23]) (plus gdndralement que H i ( V  ; A) = 0 pour tout i). II existe alors une 

concordance s .d. , f ixe sur un voisinage de A, reliant h ~ un diffgomorphisme de V, sur X. 

2.7. Plongements s.l. de disques 

Soi D l'intervalle [ - 1 ,  + l] c R avec sa structure s.1. naturelle. Ainsi D" est le sous- 

espace [--1,  +1]"  de R"; on identifie D" au sous-espace D" × 0 c D ~ x D q =  D ~+~. De 
mSme S n = gD "+1 est un sous-espace de S ~+q = 0D ~+q+l. 

Tout hom6omorphisme s.l. h de degr( 1 de S ~+q (resp. D "+q) est isotope ?l l'identitd. 

Si h est l'identit6 sur S ~ (resp. D"), il peut  #tre reli6 ~ l'identit~ par une isotopie f i xe  sur S ~ 

(resp. D"). 

Pour  une d6monstrat ion,  cf. [25], ou  M. W. HIRSCH, Proc. Cam. Phil. Soc., 62 (1966). 

Deux plongements s.1. et de mSme degr6 de D "+q dans l ' int&ieur d 'une  vari6t6 s.l. 

X de dimension n + q, sont isotopes. Si V est une sous-vari6t6 localement plate de X, de 
dimension n, alors tout  p longement  f de D ~ dans V, tel que f ( D  ~) ~ int X, peut s'6tendre 
suivant un plongement  g de D" + q dans X tel que g -  1 (V) = D ~; deux telles extensions qui ont le 

m6me degr6 peuvent (tre relides par une isotopie de X, f i xe  sur V(cf. [25] ou M. W. HmSCH, 

loc. cit.). 

2.8. 

S o i t f u n  plongement  s.1. et localement plat de D" dans une vari6t6 s.1. X de dimension 
n + q, envoyant  t3D" dans 0X. 

Soit D O une face de D ~, c'est4t-dire un (n - 1)-disque plong6 dans aD". Tout  plongement  

tp o de Do × D q dans t~X qui p r o l o n g e f l  D O × 0  et tel que <pol( fV)  = D o, peut s'6tendre 
suivant un plongement  ~o de D" x D q dans X tel que ~0(x, 0) = f ( x )  et ~o(gV x D q) c OX. 

Le mSme r6sultat est vrai si D O est remplac6 par  l 'union de deux faces disjointes d 'apr6s 

2.7 (cf. [25]). 

2.9. THI~ORI~ME. Soit V une varidtd s.l. de dimension n e t  soit X une vari~t~ diff&entiable 

de dimension n + q. Soit f un plongement s.d. de Vdans  X localement plat telque f ( a V )  c ~X. 

On suppose que f est lisse au voisinage d' un sous-poly~dre A de V. Soit K D A un sous-poly~dre 
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se collapsant sur A.  Alors  il existe  une isotopie s.d., f i x e  sur A ,  reliant f h un p longement  s.d. 

lisse sur K. 

Ddmonstration.  L'hypoth6se de collapsibilit6 implique que l 'on peut se ramener au cas 
suivant. K est l 'union de A et d 'une n-boule s.l. C rencontrant A suivant une (n - 1)-face 
B = OC et OV suivant un voisinage r6gulier. 

Nous allons construire un plongement s.d. q~ : C 1 × D q ~ X, oia C~ est un voisinage de C, 
tel que 

(i) ~o(x, 0) = f ( x )  pour tout x ~ C1 

(ii) q~(x, y)  e OX s i x  ~ OV 

(iii) sur un voisinage U de B o f a f  est diff6rentiable relativement h u n  lissage ~, alors 
~0[ U, x D ~ est diff6rentiable. 

Pour obtenir le th6or~me, il suffira d'appliquer le th6or~me de Cairns-Hirsch (2.5) et 
2.3. 

Construction de ~o. Comme f est lisse au voisinage de B e t  que B e s t  contractile, on 
peut construire un plongement diff~rentiable q~o:U x Dq-~ X tel que q~(x, 0 ) = f ( x ) ,  
q~o(X, y) ~ 0X si J f e  0Ve t  ~0o1(C) = C ca U; on suppose que U est un sous-poly~dre qui est 
un voisinage de B. 

Triangulons X et V de sorte que B, C et U soient des sous-complexes, et que f et ~Oo 
soient s.1. Soient C' et B' les voisinages r6guliers de C et B qui sont des seconds d6riv6s 

(cf. [231). 

Consid6rons la vari6t6 s.l. X '  = X -  q~o(B' x Dq). Posons C" = C' - B' ,  B" = B'  ca C" 

et D" = OC" - OX'. Remarquons que C" se collapse sur B" = OC" et que ~oo(B" x D q) c 
0X". Soit X" un voisinage r6gulier dans X '  def(C")  u q~o(B" x Dq), modulof (D")  u q~o[O(B" 

x D q] (cf. [11]); c'est une vari6t6 s.1. ; f  plonge C" darts X" et envoie OC" dans OX"; enfin 
q~o(B" x D q) = O X". On peut appliquer 2.8. pour obtenir un plongement qo~ : C" x D o ~ X" 

qui6tend q~olB" x Dqet te lque ~01(x, 0) = f ( X ) e t  ¢pl(OC" x D q) c OX". Lar6unionq~ : C' x 
D q ~ X des plongements q~o]B' x D q et qh v6rifie les conditions (i) et (iii). Pour que (ii) soit 
r6alis6, il suffit de restreindre ~o ~t C~ × D],  off C~ est un voisinage de C contenu dans C' et 
D~ un cube assez petit contenu dans D q et de m~me centre. 

2.10. 

Si Vest  muni d 'une structure diff6rentiable compatible, le Th6or6me 2.9 est encore vrai 
si l 'on remplace lisse par diff6rentiable et isotope par concordant. Cela r6sulte de 2.8 et 2.9. 

Enfin 2.9 est aussi vrai s i f e s t  une immersion; on se ram6ne en effet au cas d 'un plonge- 
ment en rempla~ant X par un voisinage tubulaire de f ( c f .  [3], p. 87). 

2.11. 

Nous aurons encore besoin de la propri6t6 suivante qui d6coule de 2.8, de 2.5 et 2.6. 

Soit X une vari6t6 diff6rentiable et soit f u n  plongement s.d. (ou une immersion) de 
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D" x R dans X, lisse en dehors de D" x (0, 1). On suppose que f(OD" × R) c ~X ou que 

f (D"  × R) = int X. I1 existe alors une isotopie s.d., fixe sur le compl6ment de D" x (0, 1), 

re l iantfA un plongement lisse (ou une immersion lisse). 

On a le m~me 6none6 en remplagant lisse par diff6rentiable et isotope par concordant. 

2.12. D~monstration du Thdorkme 1.6. S o i t f u n  plongement s.d. de V dans X et soit 

F :  I x V ~  I x X une concordance s.d. reliant f ~ une immersion lisse # de V dans X. 

D'apr6s la construction de [3], p. 87, il existe une vari6t6 diff6rentiable Y, de m~me dimen- 

sion que I x X, une immersion diff6rentiable • : Y ~  I x X appliquant O Y dans 0(I x X), 

la restriction de • h Yo = ~-~(0 x X) c 0 Y &ant un plongement, et un plongement s.d. 

F : I x  V ~  Y t e l q u e ~ o  F = F .  

Comme I x V peut se collapser sur 0 x V, on peut appliquer 2.9 pour obtenir une 

isotopie s.d., fixe sur I x V, reliant F h un plongement lisse. En composant cette isotopie 

avec • et en prenant sa restriction gt 0 x V = V, on obtient une isotopie s.d. G re l iantfh  un 
plongement lisse qui est concordant ~ #. Par une m6thode analogue, on v6rifie que la classe 

de concordance de G ne d6pend que de celle de F. 

Supposons maintenant que V soit d6jh muni d 'un lissage c~ et que F soit une concor- 
dance reliantf~t une immersion diff6rentiable # : V~ ~ X. Alors F induit sur I x Vun lissage 
V qui coincide avec ~ sur I x V = V. D'apr~s 2.6, il existe une concordance, fixe sur 1 x V, 
reliant l'identit6 de I × V h un diff6omorphisme h de (I  x V)r sur I x V,. Alors ~Fh -x, 
restreint h 0 x V = Vest  un plongement diff6rentiable reli6 h f par une concordance s.d. 
et h y par une concordance diff6rentiable. Ceci montre la derni~re partie du th6or~me. 

§3. GROUPES D'IMMERSIONS ET DE PLONGEMENTS DE S ~ DANS S T M  

3.1. 

S" est la sphere unit6 de l'espace num6rique R" + 1 centr6e h l'origine. C'est une vari6t6 

diff6rentiable. On identifiera S" h une sous-sph~re de S "+q par l'inclusion (Xl, ..., x,+l) 
(x 1 . . . .  x,+~, 0 . . . . .  0) de R "+x dans R "+q+x. L'h6misph6re de S" d6fini par xx > 0 (resp. 

x t < 0) est d6sign6 par D~. (resp. D"_). 

Nous d6finissons sur S" une structure de vari6t6 semi-lin6aire compatible avec sa 
structure diff6rentiable en projetant radialement sur S" la structure semi-lindaire du bord 
du cube [ -  1, + 1 ]" + 1 = D n+ 1. 

Nous d6signerons respectivement par Ima(S ", S"+~), Imsa(S ", S "+q) et Im~(S ", S "+~) les 

classes de concordance d'immersions diff~rentiables, semi-diff6rentiables et lisses respective- 
ment de S" dans S "+q. L'ensemble des classes de concordance des C-immersions (cf. 1.3) de 
S" dans S "+q sera d6sign6 par ImC(S ", S"+~). Remarquons que ImSd(S ", S "+q) est isomorphe 

l'ensemble des classes de concordance d'immersions s.1. de S" dans S "+q (2.4). 

3.2. TrI~OP&ME. ImC(S ", S "+~) est mum d'une structure naturelle de groupe ab~lien. 

La d6finition de la somme repose sur le lemme suivant: 
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3.3. LEMME. (a) Toute C-immersion g de S" dans S "+q est rdquli~rement homotope ~ une 
C-immersion f telle que 

(i) f restreint ?t un voisinaoe de D"__ est l'inclusion naturelle clans D"._ + q 

(ii) f l  D"+ est une immersion de D"+ dans D"+ +q 

(b) Si fo et f l  sont deux C-immersions concordantes vdrifiant (i), (ii) et (a), il existe une 
concordance F : R × S" --* R x S "+q reliant fo gt fx et telle que F I R  x D n estl'inclusion natur- 
elle. 

D~monstration. (a) Supposons d ' abo rd  que la restriction de g ~t un voisinage de D"_ 
est un plongement  diff6rentiable. Nous  pouvons  construire un plongement  diff6rentiable j 

du disque D contenu dans S "+~ et d6fini par X,+q+l < ~, ~ > 0 petit, dans S "+q tel q u e j  = g 

sur D c~ S". Soit D '  un petit disque dans l ' int6rieur de D"_ +q tel que j (D')  n f (D"+)  = (ZJ. 
I1 existe une isotopic diff6rentiable de S "+q, fixe sur S "+q - j ( D ) ,  reliant l 'identit6 ~ un 

diff6omorphisme d tel que d oj(D')  =j(D"+q). Posons 

g , ( x ) = ( g ( x  ) pour  x e D  

[d g(x) pour  x e S" - D 

L ' immers ion g '  est r6guli~rement homotope  ~t g. De plus le plongement  j de D dans 

S "+q est 6gal ~t g' sur S" c~ D et j(D"_ +q) c~ g '  (int D"_) = ~ .  Pour  obtenir f ,  il suffira de 
composer  g '  avec un diffdomorphisme h de S "+q, isotope ~t l 'identit6 et tel que h o j  soit 
l 'identit6 sur un voisinage de D L+a. 

Nous  devons encore nous ramener  au cas pr6c6dent lorsque g est semi-diffdrentiable ou 

lisse. Nouse  pouvons  toujours supposer que g est lisse au voisinage d 'un  point  de S n. En 

composant  avec g u n  hom6omorphisme semi-lin6aire de S" envoyant  D"_ dans ce voisinage 

et isotope h l'identit6, on obtient une immersion r6guli~rement homotope  ~ g e t  qui est lisse 

sur un voisinage D de D"_. D6signons encore par  g cette immersion. Soit r u n  plongement  
diff6rentiable de D"_ darts l 'int6rieur de D et respectant les orientations. I1 existe une 

isotopic semidiffdrentiable h t de D (muni de sa structure semi-lin6aire) dans D (muni de la 

structure diffdrentiable induite par  l ' immersion lisse g), fixe au voisinage du bord  de D, et 

teUe que ho soit l 'identit6 et que HIID"_ = i (cf. 2.4, 2.5 and 2.7). En d6finissant hi sur S n 
tou t  entier par l 'identit6 en dehors de D, l ' immersion gh 1 est diff6rentiable sur un voisinage 

de D"_.. 

(b) Soit G une concordance  reliant fo ~ f l .  Nous  pouvons  supposer que G(t, x ) =  
(t, fox)  pour  t ~ e, et G(t, x) = (t, f lx )  pour  t => 1 - e, o/l 0 < e < 1/2. 

Si la restriction de G ~t R x D'__ est un plongement  diff~rentiable, il existe, s in  + q > 2, 
un  diff~omorphisme h de R x S "+q, fixe en dehors de [0, 1] × S "+q, tel que h o G soit l ' iden- 
tit~ sur R × D_.  On  posera donc  F = h o G. 

Pour  se ramener ~t ce cas, on  s 'arrangera d 'abord ,  par position #n6ra le ,  pour  que la 

restriction de G ~t R × V soit un plongement,  oh  Vest  un petit disque s.1. dans D"_ contenant  
0_ = ( -  1, 0, . . . ,  0). En utilisant une isotopie s.1. de S" reliant l 'identit6 ~ un hom~omor-  

phisme appliquant  DZ dans V, on pourra  supposer que G[R x D~ est un plongement.  On 
lissera ensuite G sur R x DZ en appliquant  2.11. 
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3.4. Dkmonstration du Tht!ort?me. Pour definir la somme de deux classes de con- 
cordance de C-immersions, on pro&de comme dans [4]. On represente ces classes par des 
C-immersions f et g dont la restriction a D!! et 0: resp. est l’identite. La somme des 
classes sera representee par la C-immersion f + g definie par 

U-+ g)(x) = 
( 

fb> pour x E 0: 
g(x) 

pour x E D”_ 

On montre comme dans [4] que cette operation est bien definie pour les classes de con- 
cordance (en utilisant le Lemme 3.3, b)), qu’elle est commutative et associative. L’inclusion 
de S” dans S”+q represente l’element neutre. 

Une C-immersion f de S” dans S”+q est concordante a l’inclusion de S” dans S”+q si et 
seulement s’il existe une C-immersion F de l’htmisphere nord de S”+l defini par x”+~ 2 0 
dans 1’hCmisphere nord de Sn+q+’ defini par x,+,+~ 2 ;O et qui prolongeJ: 

Soit f une C-immersion de S” dans S”+q verifiant les conditions (i) et (ii) du lemme (a). 
L’immersion afi represente l’inverse de la classe de f, oh 0 est la symetrie de S” ou Snfq 
laissant fixe le plan x1 = 0. En effet, soit R0 (resp. RL) la rotation d’angle 0 de R”+’ (resp. 
R”+@‘) qui laisse fixe le sous-espace x1 = 0, x,,+~ = 0 (resp. x1 = 0, x,,+,+~ = 0), alors 

F(&(x)) = W-( x ), x E D”_, 0 S 0 5 71, d&nit une C-immersion de l’hknisphbre nord de 
S”+’ dans celui de Sn+q+’ qui &end f + ofa. 

3.5. Les groupes C:, l-i et I?, 

Par definition, I?,4 (resp. C,4) est I’ensemble des classes de concordance des plongements 
lisses (resp. differentiables) de S” dans Sn+q, verifiant de plus les conditions de trivialitt 
semi-differentiables suivantes (necessaire seulement si 4 5 2 d’aprbs Zeeman [24]) : 

(a) Un element de l?g (resp. C,4) est represent6 par un plongement lisse (resp. differenti- 
able) f de Sn dans S”+q tel qu’il existe un semi-diffeomorphisme h de degre 1 de Snfq, avec 
h 1 S” =_fI Ceci Bquivaut a dire que f est s.d. isotope a l’inclusion, car h est s.d. isotope 21 
l’identitb. 

(b) Deux plongements lisses (resp. differentiables) f. et fi reprtsentent le m6me element 
de rz (resp. C,4) s’il existe une concordance lisse (resp. differentiable) F reliantf, a fi et un 
semi-diffeomorphisme H de R x Snfq tel que H( R x S’ = F, H appliquant la tranche 
t x ,Y+‘J dans t x S”+q pour tout t & (0, 1). 

On definit bien ainsi une relation d’tquivalence. Car si h, et h, sont des homeomor- 
phismes s.d. de S”+q, Cgaux sur s”, il existe une isotopie s.d. h, qui les relie et qui est Cgale 
sur S” a h, pour toute valeur de t. (cf. 2.7). 

Pour q grand par rapport a n, r; est independant de q et s’identifie a I’ensemble r, des 
classes de concordance des lissages de S”. 

3.6. TH~OI&ME. Les ensembles C,4, r; et r, sont munis de structures naturelles de groupes 

abkliens. 

La demonstration est tout a fait analogue a celle du Theo&me 3.2. Pour definir la 
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somme, on d6montre un lemme analogue au Lemme 1.3 de [4], et qui se d6montre comme 

3.3. 

Darts le §5 sont r6unis quelques r6sultats et r6f6rences sur ces groupes. 

3.7. Remarque. Les deux d6finitions suivantes sont 6quivalentes ~t la pr6c6dente. 

(i) F q (resp. C q) est l 'ensemble des classes de concordance  des lissages (cf. 1.5) de l ' inclusion 
de S" dans S "+q, S" 6rant consid6r6e comme une vari6t6 semi-lin6aire (resp. S" 6tant muni du 

lissage usuel). 

(ii) Fq, (resp. C,  q) est l 'ensemble des classes de concordance des plongements s.d. de D~_ + ~ dans 

D"+ + q +~ dont  la restriction au bord  t3D" + ~ est un plongement  lisse (resp. diff6rentiable) dans 
ar~,+q+a n "+I - -}R x t3,+~+~ restreintes ~t R × OD+ +~ sont ~ +  . Les concordances F :  R × ~ +  ~ +  

lisses (resp. diff6rentiables). 

La dgmonstra t ion de l '6quivalence de ces d6finitions sera laiss6e au lecteur; nous 

n'utiliserons que la premiere (3.5). 

§4. SUITES EXACTES 

Nous  allons tout  d ' abord  d~finir un homomorph i sme  co:Im~d(S ", S "+q) ~ Cq,_l qui 

mesurera l 'obstruct ion au lissage. 

4.1. PROPOSITION. Toute immersion s.d. de S" dans S "+q est rdoulikrement homotope 

une immersion f telle que f ]  D"+ soit une immersion diffdrentiable dans D"+ + q et que f l  D"__ soit un 

plongement s.d. dans D "+~ isotope s.d. ~ l'inclusion. L¥l~ment  de Cq,_~ repr~sent~ par flD"+ 
eonsiddr~ eomme un plongement de S "-1 = O D"+ dans _ +.¢"+ q-1 = O D,++ q, est ind~pendant du 

ehoix de f dans sa elasse de concordance a e t  sera noM og(a). 

D~monstration. D'apr~s le Lemme 3.3, nous pouvons  repr6senter la classe a par une 

immersion g teUe que 9ID"-- = inclusion et 9 (int D"+) = int D"+ +q. D'apr6s  2.9, nous pouvons  
construie une homotopie  r6guli~re s.d. reliant l ' immersion olD"+ ~t une immersion lisse 

, n,+q la restriction ~ 0D~ de l 'homotopie  r6guli6re 6tant une isotopic de plonge- g '  : D+ --+ ~ +  , 
ments dans OD+ + q. D'apr6s  Munkr~s (2.6), il existe un diff6omorphisme h de D"+ muni  de sa 

structure diff6rentiable usuelle sur D"+ muni  du lissage induit par  g ' .  Posons f +  = g '  o h. 

Comme h est s.d. isotope ~ l 'identit6 et que golOD+ est s.d. isotope h g]DO"+, il existe une 
immersion f ,  s.d. r6guli6rement homotope  ~t g, et v6rifiant les conditions de la Proposi t ion 

4.1, avecf lO~.  = f + .  

S o i t f '  une immersion s.d. concordante  h f et satisfaisant les memes conditions que f .  
D'apr~s le Lemme 3.3, (b), il existe une concordance  F :  R × S"-~ R × S "+q r e l i a n t f  ~t f '  

et telle que FIR × D"_ soit un  plongement  dans R x D"__ +~ appliquant  R × OD"__ darts R × 
OD"__ +q. D'apr6s  2.11, il existe un diffdomorphisme H de R × D"+ sur R × D"+ muni  de la 
structure diff6rentiable induite par  le lissage de F, H 6tant l 'identit6 en dehors de R × (0, 1). 

Alors F o HIR × OD"+ est une concordance  diff6rentiable reliant les restrictions de f e t f '  ~t 
aD"+. 

Pour  v6rifier que l 'application m est un homomorphisme,  on repr6sente les 616merits a 
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et b de Im*d(Sn, S n +*) par  des immersions f e t  # v6rifiant les conditions de la proposition avec 
l'exigence suppl6mentaire que f (resp. y) restreinte ~ l'hdmisph~re x2 < 0 (resp. x 2 > 0) est 
l'inclusion. Alors la somme a + best  repr6sent6e par  l ' immersion h 6gale ~tfsur l'h6misph~re 
x 2 > 0 et ~ y sur x 2 < 0; la restriction de h h d D  ~_ repr6sente bien la somme og(a) = og(b). 

4.2. Remarque. D6signons par  FC~ le groupe des classes de concordance des plonge- 
ments diff6rentiables de S n x R q dans S n+g, les restrictions des plongements ~ S ~ x 0 et des 
concordances ~t R x S ~ x 0 v6rifiant les conditions (a) et (b) de 3.5. On a done un homo- 
morphisme naturel FC q ~ C~. 

En utilisant la proposition pr6c6dente, on voit facilement que l 'homomorphisme o9 se 
factorise par  un homomorphisme og':Imsa(S ~, S n+~) ~ FC~_I. Avec les notations de la 
Proposition 4.1, co' (a) sera repr6sent6 par  un plongement de dD~_ x R q dans dD~+ +q qui est 
la restriction d'une immersion diff6rentiable h : D~_ x R q--, D "+q telle que h(x, 0) = f ( x ) .  + 

On a d 'autre part  un homomorphisme j : Ima(S ~, S ~+q) ~ Im~a(S~, s~+q), car une im- 
mersion diff6rentiable est aussi semidiff6rentiable, et un homomorphisme i :  C~ ~ Ima(S ~, 
S~+~), car un plongement diff6rentiable est aussi une immersion. 

4.3. TH~ORI~ME. La suite. 
co i j co 

--, C~ ~ Ima(S n, S ~+q) ~ ImSd(S n, S n+~) ~ Cqn_l 

est exacte. 

Ddmonstration. D'apr6s les d6finitions, il est 6vident que le compos6 de deux homo- 

morphismes cons6eutifs est nul. 

Soit h un plongement diff6rentiable de dD+ dans 3D~+ +q repr6sentant un 616ment de 
C~_1 dont l ' image par  i est nulle. Alors h peut s'6tendre suivant une immersion diff6renti- 
able f+  de D~_ dans ~+n'+q, et suivant un plongement s.d. f _  de D ~_ dans D ~+q_ puisque le 
plongement h est non nou6 semi-diff6rentiablement. L' immersion s.d. f de S n dans S ~+q 

6gale ~tf_ sur D ~_ et Af+ sur D~_ v6rifie les conditions de la Proposition 4.1. L' image par  o9 

de sa classe est la classe de h. 

S o i t f u n e  immersion s.d. de S n dans S ~+q v6rifiant les conditions de la Proposition 4.1. 
Supposons que l'61ement de C~_, repr6sent6 par  le p longementf l  aD~_ soit trivial. I1 existe un 
plongement diff6rentiable q_ de D ~_ dans DL +q 6gal ~ f s u r  8D ~_ et s.d. isotope ~t l'inclusion 
en vertu de la con6ition (b) de 3.5. On peut choisir #_ au voisinage de ~D ~_ de sorte que 
l ' immersion y 6gale ~ g_ sur D"_ et ~t f sur D~_ soit diff6rentiable. L' immersion y est s.d. 
r6guli6rement homotope h f ,  car il existe une isotopie s.d. reliant f l D  ~_ h g_,  fixe sur 3D ~_ 
(el. 2.7). Ainsi la classe d e f e s t  l ' image par  i d 'un 616ment de Im~(S ~, S~+q). 

Enfin so i t f une  immersion diff6rentiable de S ~ darts S "+~ et supposons que l ' image par  i 
de sa classe soit nulle. I1 existe done une concordance s.d. F :  R x S ~ R  x S ~+q r e l i an t f  

~t l'inclusion. 

En appliquant 2.9 et 2.10, on peut lisser F et la remplacer par  une concordance G 
diff6rentiable reliant f ~t un plongement diff6rentiable # de S n dans S ~ +~ qui est s.d. isotope 
l'inclusion. Ainsi la classe d e f e s t  l ' image par  i d 'un 616ment de C~. 
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4.4. 

On a 6galement des homomorphismes 6vidents Im~(S ", S "+q) -~ Im~a(S ", S "+~) et F~, 
Im~(S ", S"+~). On a aussi un homomorphisme de Im~n(S ", S "+~) dans F,~_x obtenu en com- 
posant o~ avec l 'homomorphisme naturel C, ~_ ~ - .  F~_ 1. Le th6or&me suivant se d6montre 
comme le pr6c6dent, sauf qu'il n'est pas n6cessaire d'utiliser les r6sultats de Munkr6s. 

4.5. TI~OP.~ME. La suite 

F, ~ ~ Im~(S ~, S"+~) ~ Im~a(S ", Sn+~) ~ F,~_I 

est exacte. 

4.6. 

Soit i l 'homomorphisme 6vident de C, q dans Fq, (une immersion diff6rentiable est aussi 
lisse). Soit 2 l 'homomorphisme de F~, dans Fn faisant correspondre ~t la classe d 'un plonge- 
ment l i s se fde  S" dans S "+~ la classe de concordance du lissage de S n qui en r6sulte. 

Enfin soit z : F, ~ C,q_l l 'homomorphisme d6fini comme suit. Tout  lissage de S" est 
concordant ~t un lissage c~ qui induit sur D"_ la structure diff6rentiable usuelle. D'apr~s 
Mumkr6s [17], il existe un diff6omorphisme h de /Y'_ muni de sa structure diff6rentiable 
naturelle sur D"+ muni du lissage ~, h pr6servant les orientations. La restriction de h ~ 0/Y+, 
consid6r6 comme un diff6omorphisme de S " - t =  0D"+ et compos6e avec l'inclusion de 
S " - t  darts S "+q-~, repr6sente l'image par z de la classe de c~. On utilise le fait que deux 
diff6omorphismes de D"+ pr6servant l 'orientation sont concordants. 

4.7. THI~ORf~ME. La suite des homomorphismes 

- ,  c.~ - ,  r .~ - .  r .  - .  c~ ._1  --,  

est exacte. 

Ddmonstration. Nous nous contenterons de d6montrer rexactitude en F,. Tout  d'abord, 
pour d6montrer que z o 2 = 0 consid6rons un plongement l issef :  S" ~ S "+~ dont  la restric- 
tion ~ D"_. est l'inclusion et tel quef ( in t  D"+) c i n t  D~+L Soit h u n  difffomorphisme de D"+ 
sur D~ muni du lissage induit par f .  L'image de la classe de f par z2 est repr6sent6e par 
hlOD"+ eonsid6r6 comme un plongement dans a/Y+ +~. Mais la classe de hlOD"+ est nulle car 
ce plongement peut s'&endre suivant un plongement diff6rentiablefh de D"+ dans D~_ + ~ qui 
est s.d. isotope ~ l'inclusion. 

Soit ~ un lissage de S" induisant sur D"_ la structure diff6rentiable usuelle. Soit h un 
diff6omorphisme de D"+ sur D~_ muni de la structure ~. Si l'image par ~ de la classe de 
est nulle, il existe un plongement diff6rentiable f+  de D~ dans D% +q dont la restriction/t 
OD"+ est 6gale ~t h; de plus il existe (d'apr~s 3.5b)) un semi-diff~omorphisme H de D~ +~ tel 
que HID"+ = f+. Soi t f :  S n ~ S ~ + ~ le plongement lisse tel queflD"__ = inclusion et queflD"+ = 

f+ h-  ~ ; il repr6sente un 616ment de F,  ~, ca r fe s t  un plongement semi-diff6rentiablement trivial; 
le lissage induit par f sur S ~ est justement ~. 

On peut aussi d6finir des homomorphismes 6vidents de Imd(S ", S "+~) dans Im~(S ", S"+ ~), 
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de Imt(S ~, S ~+') dans F., et un homomorphisme de F n dans Im4(S ~-l ,  S n+q-:) qui est le 
eompos6 de z et de i. 

4.8. TrI~OR~E. La suite 

--, Im#(S n, S ~+') --, Im' (S ' ,  S n+~) --, Fn --* Im~(S  n - t  , S ~ + ' - '  ) 

est exacte. 

En r6sum6, les quatre suites exactes 4.3, 4.5, 4.7 et 4.8 s'enchevStrent dans le diagramme 
commutatif  en tresse: 

' Imd(S n, S n+~) ) Im*~(S n, S n+¢) ,1-~ _ ~ ) 

4.9. Im'(S n, S n+~) / "-,. 
)(lmdS n-l, sn+~ -1) 

Dans la partie II, nous donnerons deux interpretations de ce diagramme comme suites 
exactes de groupes d'homotopie. 

~.  QUELQUES APPLICATIONS ET EXEMPLi~-q 

5.1, 

Les r6sultats qui suivent se d6duisent de l'isomorphisme de Smale ImJ(S ~, S *+¢) = 
nn(SO, SOq) (el. [19]), et d'informations connues sur les groups F~ et C~. 

Rappelons tout d 'abord que le groupe Fn est isomorphe pour n > 5 au groupe 0 n 
6tudi6 par Kervaire et Milnor [12]; ceci r6sulte de Smale [20]. Pour n ~ 6, alors Fn = 0 
(voir notamment Cerf [2]). On a F7 = Z2s. Fs = Z2, etc. (cf. 12). 

F~ est isomorphe pour n > 5 et q > 2 au groupe 0~ des classes de h-cobordisme des n- 
sph6res d'homotopie plong6es darts S n+q. C'est une cons6quence du "unknotting theorem" 
de Zeeman (cf. [24]) et de Smale [20]. Le groupe 0~ a 6t6 6tudi6 par Levine darts [14]. 

Pour q = 1, il est bien connu que F~ = 0, Cela r6sulte de l'unieit6 du fibr6 normal en 
condimension un darts le cas diff6rentiable et semi-lin6aire (unieit6 des cols, of. [23]), et du 
th~or~me de Cairns-Hirsch. Pour  q = 2, Wall a d6montr~ tout r~cemment que ~ = 0 
(el. [21]). Pour n > 4, cela r6sulte 6galement d 'un th6or6me plus fort de Levine (el. [15]). 

Le groupe Cg est isomorphe pour  q > 2, d'apr~s le th6or~me de Zeeman [24], au groupe 
d6fini dans [4] et not6 de le mSme mani~re. On a montr6 l'isomorphisme Cg = nn-t(G; SO, 
a,). 

P our q  _~ 2, eomme 1], = 0, il r6sulte de 4.7 que Cg =~ F,+t.  Les deux premiers groupes 
non nuls sont C] = Z et C~ = Z12 (el. [4]). 

5.2. TrI~RtmE. La suite exaete 4.8 donne la suite exacte courte: 

O ~  Ima(S n, sn+~) -.', Imt(S n, sn+~) --* Fn ~ 0 .  
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II suflit de montrer que ImZ(S ~, S *+q) ~ F~ est toujours surjectif. Soit ~ un lissage de 
SL La vari&6 diff6rentiable (Sn)~ peut toujours ~tre plong6e dans une sphere S -+N de grande 
dimension. D'apr6s Adams, son fibr6 normal est trivial (el. [12]) de sorte que ce plongement 
est r6guli~rement homotope h une immersion diff6rentiable dans S "+~, oh q > 0 (cf. Hirsch 
[6], Th. 6.4). 

5.3. Codimension 1 et 2 

Des suites exactes 4.3, 4.5, 4.7 du Th6or6me 5.2 et de F~ = 0 pour q =< 2, on d6duit le 

Tm~o~ME. Pour q = 1 ou 2, on a 

Iml(S n, S "+q) = Im~d(S", S"+~) 

e t  une suite exacte 

0 -* Imd(S ", S "+a) --, Imt(S ", S "+q) --, Y, --, 0. 

Remarquons que Imd(S ~, S TM) = n,(SO)  pour q---1,2 et n > 2. Nous laissons au 
lecteur le soin de d6montrer que le groupe ImSd(S ", S ~+~) est isomorphe ~t FF, ,  c'est ~ dire au 
groupe des classes de concordance des lissages de S" muui d'une trivialisation de leur fibr6 
normal stable. 

5.4. Exemple d'une immersion semi-diff~rentiable qui ne peut ~tre Hss~e 

Toute immersion s.d. non tdviale de S 4 dans S 7 ne peut ~tre liss~s. Ces dimensions 
sont les plus basses oh ce ph6nom6ne peut se produire. 

Remarquons d 'abord que toute immersion diff6rentiable de S 4 darts S 7 est r6guli~re- 
ment homotope ~ l'inelusion, ear n4(SO, S03 )  = 0. D'autre part C] = Z (el. [4]), et tout 
plongement diff6rentiable de S 3 dans S 6 est trivial comme immersion (ef. [4]). Done d'apr6s 
4.3, on a 

Imsd(S 4, S 7) = C~ = Z 

Ces immersions sont construites comme suit. Soitf0 : S 3 --, S 6 un plongement diff6ren- 
tiable nou6 (le g6n6rateur est d6crit explicitement dans [5]). On peut 6tendrefo suivant une 
immersion diff6rentiable fN de l'h6misph~re nord x5 >_-0 de S 4 dans l'h6misph~re nord 
x a >= 0 de S 7 et suivant un plongement s.d. f s  de l'h6misph~re sud de S 4 dans l'h6misph6re 
sud de S 7. La r6uuion des applications fN et f s  est une immersion s.d. de S 4 dans S 7; 
l 'obstruction pour la lisser est pr6cis6ment la classe de f0 (of. 4.1). Remarquons d'ailleurs 
que Im~(S 4, S 7) est aussi trivial ear F4 = 0 d'apr~s Cerf [2]. 

Le premier cas o/1 une immersion diff6rentiable non concordante ~t l'inclusion peut 
l'~tre par une concordance s.d. (c'est-h-dire oh l 'homomorphisme Imd(S ~, S ~+q) --, Imsd(s*, 
S ~+q) n'est pas injectif), se produit pour n = 7 et q = 4. En effet, le groupe Imd(S 7, S tl) ---- 
nT(SO , SO4) est intini, alors que ImSa(S 7, S 11) est fini (of. 5.7). 

On a les  r6sultats plus g6n6raux suivants. 

5.5. Tr~oR~m. L 'application Imd( S n, S n + ~) --. Imsa(S ~, S ~+¢) est b ijective pour n < 2q - 2 

e t  in jec t ivepourn = 24 -- 2. Ceci r6sulte de 4.3 et de [4] 6.6 et 6.10. 
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Dans  le eas  limite off n = 2q - 2, c'est-~t-dire q = r + 1 et n = 2r, on a l e  th6or~me 
suivant  qui d6coule de 4,3, 5.5 et de [4] 8.14. 

5.6. THI~OR~ME. Pour r > 1, on a la suite exacte: 

t'~r + 1 0 0 -~ lmd(S 2r, S at+ 1) __~ imsa(S2,, s 3 r +  1) __~ ~-'2r- 1 "-~ 

oh r,~+ l est Z ou Z2 suivant que r est pair ou impair. ~ ' 2 r -  1 

5.7. Caract~re de finitude 

Le groupe n,(SO, SOs) = Ima(S ", S ~+q) est i somorphe  ~ la somme  directe de Z et d 'un  
groupe fini pou r  n = q pairs et pour  n = 4k - 1 et q < 2k + 1 ; il est fini dans les autres cas. 

Quan t  au groupe C, q, il est somme  directe de Z et d 'un  groupe fini pour  n = 4k - 1 et 
2 < q < 2k + 1 ; c 'est  un goupe fini dans les autres cas (cf. [14] et Kerva i re -Mi lnor  [12]). 
De  plus par  l ' h o m o m o r p h i s m s  Cqk _ 1 ~ Imd( $4k-1, s 4 k - l + q ) ,  les 616ments d 'o rdre  infini 

sont  appliqu6s sur des 616ments d 'o rdre  infini pour  2 < q < 2k + 1 (cf. [4], remarque  6.8). 

Le th6or~me suivant se d6duit donc  de la suite exacte 4.3 et de 5.3. 

THI~OR1~ME. Le 9roupe ImSd(S n, S n+q) est la somme directe de Z et d'un yroupe f ini  dans 

les cas suivants: 

(i) n e t  q sont dqaux et pairs, 

(ii) n - - 4 k e t q = 2 k + l ,  

(iii) n = 4 k - l e t q = l  ou2. 

II est f ini  dans les autres cas. 

Dans  le pa ragraphe  suivant, nous mont re rons  le r6sultat plus precis que Im~d(S ", S "+q) 

est i somorphe  ~t 7t,(G, Gq) pour  q > 2. 

§6. L ' I S O M O R P H I S M E  Im'd(S ", S "+q) = ~rn(G , Gq) P O U R  q > 2. 

6.1. Construction de l'homomorphisme n: ImSd(S ", S" + q) --, 7r,(G, Gq) 

Gq est l 'espace des applicat ions de degr6 1 de S q- 1 dans elle-m~me. Par  suspension, on 
identifie Gq ~ un sous-espace de Gq+ 1 et G d6signe la limite inductive des Gq. Dans  ce para-  
graphe D" d~signe la sous-vari6t6 diff6rentiable de R" form6e des vecteurs de l o n g u e u r <  1. 

Un  ~16ment de zr,(G, Gq) peut  ~tre repr6sent6 par  une appl icat ion h de D" x S N+q-1 
dans S N+~-I, N grand, telle que, pou r  tout  x e dD", l 'appl icat ion hx : S  N+~-x ~ S N+~-I 
d6finie pa r  hx(y) = h(x, y)  est la N-suspension d 'une  applicat ion de degr6 1 de S ~- 1 dans 
S q - 1 .  

D'apr~s  la Proposi t ion 4.1, toute  classe de concordance  d ' immers ions  s.d. de S" dans 
S "+q peut  6tre repr~sent6e pa r  une imrne r s ion f t e l l e  quef lD"_ soit un p longement  s.d. dans 
D "+~ isotope ~ l ' identit6 et proche de l ' inclusion, et que f+ =flD"+ soit une immers ion 
diff6rentiable dans D~_+L Nous  pouvons  supposer  de plus quef(D~_)  est contenu dans un 
voisinage tubulaire s tandard  de D~ dans ~+n "+q qui sera identifi6 ~ D" × DL 
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Ainsi l ' immersion diff6rentiablef+ : D~ ~ D" x D q applique OD~ dans OD" x DL En 
consid6rant D" x D q comme un sous-espace de D" x D q+N par l'inclusion de D q dans D q+N, 
si N + q > n + 1, on peut construire d'apr6s Whitney une homotopie r6guli6re diff6rentiable 
fixe sur D+, " reliant f+  ~ un plongement g : D+" ~ D" x D q+N. Soit q~+ . . . .  (q~+, , ~0q+N)+ 
un champ de rep6res normaux h f+  tels que 9+(x) = (0, ei) o0 ei est le i~rne vecteur de base de 

R q+N. L 'homotopie  r6guli6re faisant passer de f+  ~ g peut s'6tendre suivant une homotopie 
du champ des rep~res normaux, fixe sur 0D~, reliant q~+ h un champ de rep6res normaux 
q~ = (~ol . . . . .  q~q+N) a g+- En utilisant le m~me argument que dans [4] §2, on peut construire 
une application diff6rentiable H de D" x D q+u -~ D q+N telle que H - l ( 0 )  soit la sous-vari6t6 

D" diff6rentiable g( +), que la diff6rentielle de H e n  g(x) applique le vecteur q~i(x) sur ei, et que 
pour x e 0 D" l 'application Hx : D q + N ~ D q + N (d6finie par Hx(y) = H(x, y)) soit la suspension 
d'une application de D dans D q. Enfin H applique D" x D q+N dans D q+u. 

La restriction h de H ~t D" x OD q+~ ~ OD q+n repr~sente un 616ment de n,(G, Gq) qui 
sera par d6finition l ' image par n de la classe de f 

Cet 616ment ne d6pend pas du choix particulier d e f d a n s  sa classe de concordance, ni de 
l 'arbitraire de notre construction. Pour le montrer,  on utiliserait la deuxi~me partie de la 
d6monstration de la Proposition 4.1 et un argument analogue ~t celui de [4], §2.5. On v6rifie 
aussi facilement que n e s t  un homomorphisme. 

On pourrait  montrer  directement que n e s t  un isomorphisme si q > 2 par la m6thode 
de [4]; on devrait utiliser de plus le fait d6montr6 par Zeeman [24] que tout plongement 
diff6rentiable de S "-~ dans S "+q-~ est isotope semi-diff6rentiablement ~t l'inclusion pour 
q > 2, ainsi que le th6or~me de compression des immersions (el. Hirsch [6], Th. 6.4). 

Mais, avec ce que nous savons d6j~t, la d6monstration de cet isomorphisme se ram6nera 
la v6rification de la commutativit6 du diagramme suivant. 

6.2. THI~ORI~ME. Le diagramme suivant est commutatif au signe pros 

C~ , Im'*(S", S "+')  , Im~a(S ", S "+q) , C~_ 1 

10 1, 1 1, 
x,+ , (G;  SO, G~) , ft.(SO, SOq) ,7r,(G, G~) ,7z,(G; SO, G,) 

oft tF est l'homomorphisme d~fini clans [4] et • l'isomorphisme de Smale, la deuxiOme suite 
exacte ~tant celle de la triade (G; SO, Gq) (cf. [4] §4). 

Pour q > 2, la premiOre suite exacte s' envoie isomorphiquement dans la seconde. 

D~monstration. Une fois la commutativit6 d6montr6e, le lemme des cinq impliquera 
que n e s t  un isomorphisme, puisque ~ est un isomorphisme d'apr~s Smale [19] et que ~F est 
un ismorphisme pour q > 2, d'apr~s [4]. 

La commutativit6 du dernier carr6 r6sulte imm6diatement des d6finitions de n e t  ~b. 

La construction suivante de l 'homomorphisme ~ rendra 6vidente la commutativit6 du 
deuxi~me carr& Toute immersion diff6rentiable de S" dans S "+~ est r~gufi~rement homotope 
~t une immersion f teUe que f[D"__ est l 'inclusion et f+ =flD"- est une immersion dans 

r~,+~ telle que f+(x)  = (x, 0) pour x ~ OD"__. Dans D"_ x D~++n= D"__ x D ~, il D"_ x D q ~  ~+  
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existe une homotopie  r6guli~re, fixe sur ~D~., reliant f ÷  ~ l ' inclusion i : x ~ (x, 0). En par tant  

d ' u n  champ de rep~res q~+ = (~o~-, . . . ,  q~-+N) normaux  ~tf+ tels que ~o~ = (0, e~) pour  i > q, 
on  obtient  comme plus haut  par  extension de l ' homotopie  r6guli~re un champ de reputes 

o r thonormaux  q~ = (q~l, . . . ,  q~q+N) le long de D~_ × 0, tels que pour  x E 0/~+, q~(x) = (0, e~) 
pour  i > q. 

Soit H l 'applieation de D~. × D q+N ~ D q+N telle que pour  tout  x e D~_, Hx est la 

rota t ion de D~+ +s  appliquant  le rep~re q~l . . . .  , q~q+N sur e x . . . .  , eq+N; elle repr~sente un 616- 

ment  de n~(SO, SOa) qui est l ' image par  • de la classe d ' immersion I f ]  de f .  

Quant  h la commutativi t6 du premier carrY, eUe se d6montre  en remarquant  que c 'est  

le p longement  f :  D "+~ ~ D "+x × D ~+N (cf. [4], Th. 2.3) qui joue  essentiellement le r61e 
d 'une  concordance  reliant f +  ~t l ' inclusion i. 

V~rifions que @ est bien ~quivalent ~t l ' i somorphisme d~fini par  Smale dans [19]. 

Identifions D~_ ~ D". Cet isomorphisme fait correspondre ~t la classe de f l'~16ment ~ de 

z~.(V.+q..) repr6sent6 par  l ' image du champ trivial e~, . . . ,  e. tangent  gt D" par  la diff~rentielle 

de f+ .  En compl6tant  ce champ par  les vecteurs (0, e~+t) . . . .  , (0, e~+~¢), on  obtient la sus- 

pension de ~. Par  l ' interm6diaire de l ' homotop ie  r6guli~re reliant f +  ~t i, cet 616ment est 

aussi repr6sent6 par  le champ (ca, 0) . . . .  , (e., 0), tpq+~ . . . .  , q~q+N. Finalement.  le champ de 

rep~res (ex, 0) . . . .  , (e., 0), ¢p~ . . . .  , ~oq+u repr6sente au signe pros l ' image de cet 61~ment par  

l ' i somorphisme de rr.(VN+.+qm÷.) sur n.(SON+.+~, SO~) = ~r.(SO, SO~); il repr6sente aussi 

( [ f ] )  au signe p r ~ .  
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