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We characterize the words appearing as monomials in Lie polynomials. 

1. Introduction 

IL’a@bre de Lie Kbre I& coeicients dans <1 sur un a[nbabet A peut &re vue 
comme l’ensemble des polynomes non commutatifs obtenus a partir des lettres de 
A au moyen du crochet de Lie [x, y] = my - yx, et par combinaison lineaire de 
telIes expressions. Les mots du mondide libre A* n’apparaissent pas tous darts 
les polynbmes ainsi form&: par exemple, pour a E A, il est clair que le mot M ne 
figure dans aucun polynome de Lie. M.P. Schtitzenberger a pose la question de 
determiner Ies mats qui n’apparaissent jamais. Nous y ri?pondons dans cet ar&Ie. 

2. Notations et rappels 

Dans ce qui suit, A d&$ne un alphabet [tXn~ ou non), A* Ie mono’ide Ebre sur 
AetA+=A*- { 1) le semigroupe libre. 

On notera Iw] la longueur d’un mot w E A*. 
On. note h(A) la E-algebre associative libre sur A, Z ((A )) l’algebre des series 

forme’tles non commu..z3..~es sliz’c A., et L{A) la Z-ztI..&I~e be Lie Ec~e su‘c A_, i.e. ‘za 
sous-algebre de Lie de Z(A) (p our la structure de Lie canonique [x, y] = xy - yx) 
engendrbe par A. Les Clknents de L(A) sont appe& polyndmes de Lie. Le fait 
que L(A) soit effectivement libre, i.e. que toute application de A dans une 
algebre de Lie Q s’etende de man&e unique B un morphisme de L(A) dans Q 

n’est pas trivial: c’est une consequence du theor&me de Poincare-Birkhoff-Witt, 
qui montre aussi que Z(A) est l’algebre enveloppante de L(A). Pour toutes ces 
questions, voIr [2, 31. 

On appelle composante homogene de degr6 n de L(A) le sous-module note 
L”(rp), furrtd bes p3lydms be Lie humugi3Es be degfe 12. On n&e 7,(A) 
kssxswii Sk w!is ks p&jl&~~s lKmK&~S de &q& (c. Si $ e& ue @?$Ke de 
Lie et x E g9 on appelle adjointe de x l’endomorphisme (pour la structure de 
module) de Q note ad(x) et defini par: ad(x)(y) = [x, y]. C’est une derivation de 
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8 (consequence de l’identite de Jacobi). On d&nit sur H(A) un produit scalaire 
par: 

1 siu=v 

0 siu#v 

est prolonge par bilinhit6. Pour f E Z’(A)) et w E A*, on dhigne encore par 
u, w) le coefficient de w dans fi Pour P, Q E Z(A) et a EA, on a: (aP, aQ) = 
(P, Q, = (Pas Qd- 

L’image miroir d’un mot w =x1 . . . x, E A* (xi E A) est par definition le mot 
i9=xn.. .x1. On prolonge cette operation B Z((A )) par li&arit& si f = 
c wEA* df, w)w f = IkEA’ (f, IV)@. Un palindrbme est un mot tel que I@ = w. 

Dan la suite, nous noterons P l’ensemble des palindrbmes de longueur paire, N 
l’ensemble des mots de la forme a&, avec a E A et n 3 2. On pose S = P U N U 
{ 1). On appelle support d’un polyn6me ou d’une s&e f l’ensemble: 

SW(~) = {w E 1 (fi w) 20). 

Lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion avec la longueur d’un mot, le support 
de f est aussi not6 Ifl. On appelle support d’une partie de H(A)) la reunion des 
supports de ses &ments. 

Rappelons aussi une prop&6 simple: 

kmme. Soient g une alg~bre de Lie SW un anneau a$ et o un automorphisme de 
g. Pour Q! E &4 posons: 

9cr = Ker(a - aId) 

Alors, eacd go est une sous-algsbre de Lie de g, gradu&e par le mondide 
multiplicatif (SQ, .). 

Preuve. Si x E gQI, y E gfl, a([& Yl) = [4x)9 a(r)] = [a, PYI = ai6[x, Yl km 
[& Yl E !AYB. 0 

Voici la caracthisation annon&e: 

&o&me. Les mats qui n’apparaissent pas dans les polyndmes de Lie sont 
exactement : 

1. les mats de la forme an, a E A, n 2 2 
2. les palindrcmes de longueur paire. 

Avec les notations de la Section 2, le support de L(A) est done le 
compkmentaire de S Bans A *. 
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La demonstration occupe les Sections 4 & 6. Dans la Section 4 nous d&hissons 
des systtimes ghhateurs de L(A) adapt& au probkme. Leur comportement par 

rapport B l’ophation d’image miroir (Lemmes 5 B 8) permet (Section 5) de 
comprendre pourquoi les mots de S n’apparaissent jamais. La r&iproque, i.e. le 
fait que tout mot de A* - S appara^it dans au moins un polyname de Lie, est 
&ablie au Section 6, essentiellement au moyen d’une formule du type Leibniz 
permettant de calculer les puissances de l’adjointe d’une lettre (Lemme 3). 

4. Adjointes itMes 

On definit une application it :A+ + L(A) rhusivement par: si a E A, n(a) = a 
et pour w EA+, z(aw) = ad(a)z(w). Autrement dit, si w = a1 l l l a, avec ai E A, 

n(w) = (ad(a,) 0 ad(az) 0. l l oad(a,-Ma,) = [al, [e, [- . . 9 a,,] . ~11. 

On d&nit egalement cp :A+- L(A) par: pour a EA, q(a) = a, et rp(wa) = 

b(W)? al = -ad(a)q(w). Ces deux applications permettent de construire des 
syst8mes gkkateurs de L(A) bien adapt& au probl&me. 

Lemme 1. n(w) = s). 

La preuve est 1aissCe au lecteur. Cl 

h5-e 2. (n(w)),,~ n engendre L”(A) en tant que Z-module. 

Preuveve, Voir [l], Ch. II, 2, Prop. 7. 0 

Co&hire. (&w))weAn engendre L”(A). 

Lemme 3. Pour x, y EZ(A), on a la formuk: 

(ad(x))“(y) = $,0 (i)( - l)kxn-kyxk. 
= 

Preuve. Par rhrrence sur n: pour n = 0, la formule donne y = y, et: 

(ad(x))“+‘( y ) = $0 (i)( - l)k(xn+l-kyxk - x”-~~x~+‘) 
= 

= ( 1) - kXn+l-kYxk - 

y-9 kxn+l-kyXk + Xn+ly + (_l)n+lyxn+l 

= 2 (” ; l)(-l)kxn+l-kyxke r=~ 

k=O 
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Donnons maintenant une formule pour le calcul de q(w). Dans ce qui suit, (N)* 
d&igne le monoide libre d’alphabet l’ensemble des entiers naturels N. 
Considerons la serie formelle E E Z((N>> dont les composantes homogenes 
E, E Za (IV) sont d&nies rkrrsivement par les formules: 

El=1 

E n+l = E,(n + 1) - (n + l)E,, 

On note 1 Eni le support du poljn&me En. Une recurrence immediate montre que 
tout mot de lE,J est de la forme m = il l l l i,, oii (il, . . . , in) est une permutation 
de (1,. . . , n). Ainsi, tout mot m E (N)* tel que (E,, m) #O definit une 
permutation a, E G, par m = a,(l) l l l a,(n). On pose p(m) = (E,, m), avec 
n = Iml. Remarquons qu’on a toujours p(m) = k 1 lorsque m E I En 1. De plus, si 
m’ E IEn-d, 

cc(m’n) = pb’), 
Pour w EA” et m E IEJ, on 

Avec ces notations, on a: 

p(nm’) = -p(m’). 

pose w, = xa,(l) l l l xam(n) (w = xl l l l &Jo 

Preuve. Par recurrence sur Iwl: pour Iwl = 1, q(w) = w et la formule est v&We. 
Si maintenant w =x1 l - l x, E A”, et x,+~ E A, 

Q)(W&+1) = [v(w), &I+11 = cp(wh+1- &+1dW) 

= c Cl(m)ru,x,+1- c PW&+1w, 
m~lGl mN% 

= c P(P)(wl+l)P= 0 
P=l&+1I 

Lemme 5. En = (-lr+‘En. En particulier, I&l = lEnI. 

Preuve. Par recurrence: 

EI=l=& 

Ez=12-21=-& 
Alors, 

E 2n+l = E&2n + 1) - (2n + 1)E2, =(-E&)(212 + 1) 

- (2n + 1)(-E%) = E2n+l. 

De meme, E%+2= -&,+2. q 

mme 6. WG = (cw7;;)). 

ve. Laissee au lecteur. Cl 
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Lemme 7. Soit n = 11~1. Alors ~7) = (-l)“+‘rp(~). 

Preuve. 

= (-l)n+l c &p)w, = (--l)“+‘(/J(w). 0 
PM,I 

Soit CJ l’automorphisme d’algebre de Lie de h(A) defini par a(P) = -p. Posons 
comme 5 la Section 2 [Z(A)lo = {P E H(A) 1 a(P) = mP}. 

Lemme 8. L%(A) c [Z(A)], et L%+‘(A) c [H(A)]-,. 

Preuve. En effet, (q(w)) ,&k engendre L&(A). Cl 

5. Non-apparition des mots de S dans L(A) 

I1 est maintenant facile d’etablir que les mots de S n’apparaissent pas dans 

w-0 
En effet, comme les q(w) engendrent L(A), tout mot qui apparait dans L(A) 

apparajt dans au moins un q(w). Or &a”) = 0 pour tout a E A des que n 2 2. 
Soit maintenant w = xx’ un palindrome de longueur paire. 11 est clair qu’on a pour 
tout polynome P E Z(A) et tout mot v E A * : 

(P, 6) = (P, v). 

Si w apparait dans L(A), il apparait dans un q(u) avec lul= I w I = 2n. Mais alors, 

(q(u), w) = (-vii, w) = (-qaq, @) = -(a&& 3 = -(Qw9 4, 

d’oii (q(u), w) = 0. 0 

6. Un polynhme pour tout mot w E A* -S 

Montrons maintenant la reciproque, i.e. que pour tout mot w E S, il existe un 
polyndme de Lie P E L(A) tel que (P, w) # 0. 

La preuve se fait par recurrence sur la longueur n de w. Pour n = 1 ou 2, c’est 
immediat: A n L(A), et si a, b E A, ([a, b), ab) = 1. Si n 3 3, w peut s’ecrire sous 
la forme: 

w =xvy avec x,y~A et v EA+. 

On distingue alors deux cas: 
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6.1. Premier cas: x #y 

Alors, xv ou vy $ S (en effet, tous les elements de S commencent et finissent 
par la meme lettre). Supposons par exemple xv $ S. Alors, par l’hypothese de 
rburence, il existe Q E L(A) tel que (Q, xv) # 0, et on a: 

UQ, ~1s w) = (IQ, ~1, XVY) = (QY, XVY) - (~12, xvy) = (Q, xv) #O. 

6.2. Deb&me cas: x = y 

w est alors de la forme xczxf, oti z E A+ ne commence ni ne finit par x. 

6.2.1. 
Si z $ S, il existe Q E L(A) tel que (Q, z) # 0. Soit P = (ad(x))c’f(Q). Par le 

Lemme 3, 

kxc+f-k Qxk, 

Si q E Supp(Q) est tel que xc+fmkqxk = xczxf, on a c+f-ksc et ksf, d’ou 
k =f et q = z; done: 

(P, w)=(P, x%xf)= 
( ) 
' ;' (-l)f(Q, z)#O. 

6.2.2. 
Si z = uiz alors c #f sinon w E S. 11 existe alors Q E L(A) tel que (Q, XT) # 0. 

En effet, z ne commence ni ne finit par x done xz $ S. Comme Q est de degre 
impair, Q = 0; de plus & = zx, done (Q, zx) = (Q, %) = (Q, xz). Considerons 
alors le polynbe de Lie p d#mi par: 

P = (ad(x)) ““f-‘(Q) = ,%-, (’ ‘fk - l)(_l)*xc+f-l-kQxk, 

k=O 

Soit q E Supp(Q) tel que xc+f-l-kqxk = xczxf = w. Alors, c + f - 1 - k s c et 

k s f, d’oii f - 1 G k ~fi Si k = f - 1 alors xcqxf-’ = x’zxf d’oh q = zx, et si k = f, 
xc-lqxf = xczxf entralne q = x2. Par consequent, 

(P, w) = (P, x%xf) = [(‘,“; I)!-ly-‘+ (“‘f- ‘)(-)‘](Q, xz) 

=(Q,xz)(-l)f-‘)[(c;f T’,-(c+;-l)]#o 

car par hypothese, c #f et done f +f - 1 #c +f - 1. 

6.2.3. 
z=ak, aEA, kal. 
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6.2.3.1. Si c #f, la preuve est analogue & celle de 6.2.2, B ceci pr& que 
(Q, =I= (-lY(Q, ~2). 

6.2.3.2. Si c = f, k est impair, sinon w E S. Calculons alors 

P = tp(xa"x"-') = (-ad(x))2”“(rp(xak)) 

On voit que w =xcakxc 
(i, j) = (0, c - 

n’appardit dans cette expression que pour 
1) et (k, c). Done, 

(P,w)=(-l)k+k-l [(~~~)(3(-l~-~+(";')(~)(-l~+k] 

= (-1)3c+k-2[(~~~)+(2c;1)] (k estimpair), 

et done (P,w)#O. Cl 
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