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We characterize the words appearing as monomials in Lie polynomials.

1. Infroduction

IL’algébre de Lie libre (3 coefficients dans Z\ sur un afphabet A peut étre vue
comme ’ensemble des polynomes non commutatifs obtenus a partir des lettres de
A au moyen du crochet de Lie [x, y] =xy —yx, et par combinaison linéaire de
telles expressions. Les mots du monoide libre A*™ r’apparaissent pas tous dans
les polynomes ainsi formés: par exemple, pour a € A, il est clair que le mot aa ne
figure dans aucun polynéme de Lie. M.P. Schiitzenberger a posé la question de
déterminer Yes mots qui n*apparaissent jamais. Nous y répondons dans cet article.

2. Notations et rappels

Dans ce qui suit, A désigne un afphabet (fini ou non}, A* e monoide libre sur
A et A* = A* — {1} le semigroupe libre.

On notera |w| la longueur d’'un mot w € A*.

On note Z(A) la Z-algebre associative libre sur A, Z{A) I'algébre des séries
formelies non commutatives sur A, €t L{A) 1a Z-adigeore de Lie Yiore sur A, 1.e. 1a
sous-algébre de Lie de Z(A) (pour la structure de Lie canonique [x, y] = xy — yx)
engendrée par A. Les éléments de L(A) sont appelés polyndmes de Lie. Le fait
que L(A) soit effectivement libre, i.e. que toute application de A dans une
algebre de Lie g s’étende de maniére unique a2 un morphisme de L(A) dans g
n’est pas trivial: c’est une conséquence du théoréme de Poincaré-Birkhoff-Witt,
qui montre aussi que Z{A) est l'algébre enveloppante de L(A). Pour toutes ces
questions, voir [2, 3].

On appelle composante homogéne de degré n de L(A) le sous-module noté
L™(4), formé des polyndmes de Lie homogenes de degré n. On note Z,{A)
Pemsemble de tous &s polyndmes homaglacs de degeé 1. $i ¢ est une algdbre de
Lie et x € g, on appelle adjointe de x I’endomorphisme (pour la structure de
module) de g noté ad(x) et défini par: ad(x)(y) =[x, y]. T’est une dérivation de
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g (conséquence de P'identité de Jacobi). On définit sur Z{A) un produit scalaire
par:
1 siu=v

. " _
siu,veA* (u,v) {0 Su#v

est prolonge par bilinéarité. Pour f e Z{A)) et we A*, on désigne encore par
(f, w) le coefficient de w dans f. Pour P, Q €e Z(A) et a€ A, on a: (aP, aQ) =
(P, Q) = (Pa, Qa).

L’image miroir d’'un mot w=x,...x, €A* (x; € A) est par définition le mot
W=X,...Xx;. On prolonge cette opération 3 Z{A) par linéarité: si f=
Tweas (f, WIW, f = Zyea- (f, w)Ww. Un palindrome est un mot tel que w = w.

Dan la suite, nous noterons P I’ensemble des palindromes de longueur paire, N
Pensemble des mots de la forme a*, avec ae A et n=2. On pose S=PUNU
{1}. On appelle support d’'un polynéme ou d’une série f I’ensemble:

supp(f) = {w € A* | (f, w) 0.

Lorsqu’il n’y a pas de risque de confusion avec la longueur d’'un mot, le support
de f est aussi noté |f|. On appelle support d’une partie de Z{A) la réunion des
supports de ses éléments.

Rappelons aussi une proprié€té simple:

Lemme. Soient g une algébre de Lie sur un anneau s et ¢ un automorphisme de
g. Pour a € A posons:

g, = Ker(o — ald)

Alors, @D, g, est une sous-algtbre de Lie de g, graduée par le monoide
multiplicatif (&, .).

Preuve. Si x€g,, yegs o(lx y])=[o(x), o(y)]=[ax, By] = aBlx, y] donc
[x) y ] € gaﬂ- O

3. Résultats
Voici la caractérisation annoncée:

Théoréme. Les mots qui n’apparaissent pas dans les polynémes de Lie sont
exactement:

1. les mots de la forme a”, ac A, n=2
2. les palindromes de longueur paire.

Avec les notations de la Section 2, le support de L(A) est donc le
compiémentaire de S dans A*.
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La démonstration occupe les Sections 4 a 6. Dans la Section 4 nous définissons
des systemes générateurs de L(A) adaptés au probléme. Leur comportement par
rapport a 'opération d’image miroir (Lemmes 5 a 8) permet (Section 5) de
comprendre pourquoi les mots de S n’apparaissent jamais. La réciproque, i.e. le
fait que tout mot de A* — S apparait dans au moins un polyndme de Lie, est
établie au Section 6, essenticllement au moyen d’'une formule du type Leibniz
permettant de calculer les puissances de I’adjointe d’une lettre (Lemme 3).

4. Adjointes itérées

On définit une application x:A* — L(A) récursivement par: sia € A, n(a)=a
et pour w e A", m(aw) = ad(a)m(w). Autrement dit, si w=a, - - - a, avec g, € A,

m(w) = (ad(a;)°ad(a;)e- - -°ad(a,-1))(a,) =[as, [a2, [. . ., a.] - .1}
On définit également @:A*— L(A) par: pour acA, ¢(a)=a, et @(wa)=

[@(w), a) = —ad(a)@(w). Ces deux applications permettent de construire des
systémes générateurs de L(A) bien adaptés au probleme.
Lemme 1. x(w)= @(W).
La preﬁve est laissée au lecteur. 0O
Lemme 2. (7(w)), ca» engendre L"(A) en tant qgue Z-module.
Preuve. Voir [1], Ch. I, 2, Prop. 7. O
Corollaire. (¢(W)), ca~ engendre L"(A).
Lemme 3. Pour x,y e Z{A), on a la formule:
@) ) = 3 ()1t
Preuve. Par récurrence sur n: pour n =0, la formule donne y =y, et:
@) 0)= 3, ()1t -ty
n+l
2 ( )( — 1) +ikyyk — zl (k’: 1)(_1)k—lxn+l—kyxk

=Y (”+1)( 1)k 1 Ryk 4 xm+ly o (= 1)yt
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Donnons maintenant une formule pour le calcul de ¢(w). Dans ce qui suit, (N)*
désigne le monoide libre d’alphabet I'ensemble des entiers naturels N.
Considérons la série formelle E e€Z{N) dont les composantes homogénes
E, € Z,{(N) sont définies récursivement par les formules:

{ El =1
E...=E,(n+1)—(n+1)E,

On note |E,| le support du polyndme E,. Une récurrence immédiate montre que
tout mot de |E,| est de la forme m =i, - - - i,, o (iy, . . . , i,) est une permutation
de (1,...,n). Ainsi, tout mot me(N)* tel que (E,,m)#0 définit une
permutation o, € S, par m =0,(1) - - - 0,(n). On pose u(m)=(E,, m), avec
n =|m|. Remarquons qu’'on a toujours u(m) = x1 lorsque m € |E,|. De plus, si
m'e|E,_|,

u(m'n)=pu(m’),  p(rm')=—pu(m’).

Pour we A" et m € |E, |, on pose W,, =X, 1)" * * Xg, ) (W=X1 " X,).
Avec ces notations, on a:

Lemme 4. (p(W) = ZmelE,.l y'(m)wm-

Preuve. Par récurrence sur |w|: pour |w| =1, @(w)=w et la formule est vérifiée.
Si maintenant w=x,---x,€ A", etx,,, €A,

PWx,11) =[@W), Xpi1] = @(W)Xp i1 — X 10 (W)
= X uMWuXnsr— 2 U(M)Xps1Wn

me|E,| me|E,|
= X #w(p)Wxpr),. O
PEIEn 1l

Lemme 5. E, =(—1)"*'E,. En particulier, |E,| = |E,|.

Preuve. Par récurrence:
E,=1=E,
E,=12-21=-F,
Alors,
Ezpi1=Ep(2n+1)—(2n +1)E,, = (—E,,)(2n + 1)
—(2n+ )(—Ez,) = Ezpiy-

De méme, E?Jt+2 = _E2"+2. O
Lemme 6. w,;,= (w,,).

Preuve. Laissée au lecteur. [J



Le support de I’algébre de Lie libre 127
Lemme 7. Soit n = |w|. Alors p(w)=(-1)""'p(w).
Preuve.

W)= 2 pm)n= 2 pmwa= 2 u(p)w,

mel|E,| me|E,| PEelEy|

=)™ 2 w(pw,=(-1"""pw). O

PE\Ey|

Soit o 'automorphisme d’algébre de Lie de Z{A) défini par o(P)= —P. Posons
comme  la Section 2 [Z(A)], = {PeZ(A) | o(P) = aP)}.

Lemme 8. L>*(A) c[Z(A)], et L**'(A) c[Z(A)]-:.

Preuve. En effet, (p(w)),cax engendre L¥(A). O

5. Non-apparition des mots de S dans L(A)

Il est maintenant facile d’établir que les mots de S n’apparaissent pas dans
L(A).

En effet, comme les ¢(w) engendrent L(A), tout mot qui apparait dans L(A)
apparait dans au moins un @(w). Or @(a")=0 pour tout a € A dés que n=>2.
Soit maintenant w = x¥ un palindrome de longueur paire. Il est clair qu’on a pour
tout polynéme P € Z(A) et tout mot v e A*:

(P, v) = (P, v).
Si w apparait dans L(A), il apparait dans un @(u) avec |u| = |w| =2n. Mais alors,

(p(u), w)=(— m’ w)=(- ‘;(le, w) = —(a’m: w)=—(e(u), w),
dou (¢p(u), w)=0. O

6. Un polynéme pour tout mot w e A*—S§

Montrons maintenant la réciproque, i.e. que pour tout mot w € S, il existe un
polynéme de Lie P € L(A) tel que (P, w) #0.

La preuve se fait par récurrence sur la longueur n de w. Pour n =1 ou 2, c’est
immédiat: AN L(A), etsia, beA, ([a, b], ab) =1. Si n =3, w peut s’écrire sous
la forme:

w=xvy avec X,y€A et veA".

On distingue alors deux cas:
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6.1. Premier cas: x*y

Alors, xv ou vy ¢ S (en effet, tous les éléments de S commencent et finissent
par la méme lettre). Supposons par exemple xv ¢ S. Alors, par I’hypothése de
récurrence, il existe Q € L(A) tel que (Q, xv) #0, et on a:

(9, y1, w) = (Q, y], xvy) = (Qy, xvy) — (yQ, xvy) = (Q, xv) #0.

6.2. Deuxieme cas: x =y

w est alors de la forme x°zx/, ol z € A* ne commence ni ne finit par x.

6.2.1.

Si z ¢3S, il existe Q € L(A) tel que (Q, z) #0. Soit P = (ad(x))**/(Q). Par le
Lemme 3,

P= g (C Zf ) (=1)*xc+ -k Qx*,

Si g € Supp(Q) est tel que x“* *gx* =xzxf, on a c+f—-k=c et k<f, don
k=fet q=2z; donc: '

(P, w)= (P, x°zx’) = (c Jf'f )(—1)’(Q, 2)£0.

6.2.2.
Si z = ui alors ¢ #f sinon w € S. 1l existe alors Q € L(A) tel que (Q, xz) #0.
En effet, z ne commence ni ne finit par x donc xz ¢ S. Comme Q est de degré

impair, Q = Q; de plus zx = zx, donc (Q, zx) = (0, zx) = (Q, xz). Considérons
alors le polyndme de Lie p défini par:

P=@y i @= 3“7 Y)eiosge

Soit g € Supp(Q) tel que x“*/~'*gx* =x2xf =w. Alors, c+f—1-k=<c et

k<f, dod f—1<k<f Sik=f—1alors x’gx'' = xzx’ d'odt g = zx, et si k =,
x°"'qx’ = x“zx’ entraine q = xz. Par conséquent,

®w=e.xz) =TT en+ () o

f-1
@[ ) (1 o

car par hypothése, c#fetdonc f +f —1#c¢ +f -1

6.2.3.
z=a* aeA k=1.
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6.2.3.1. Si c#f, la preuve est analogue a celle de 6.2.2, & ceci prés que
(@, zx) = (-1)“(Q, x2).

6.2.3.2. Si c =f, k est impair, sinon w € S. Calculons alors
P = p(xa"x*~") = (—ad(x))* (¢ (xa®))

=t S (%7 )ttt
=(—1)*"! 2}2)1 (2]]— 1)(_1)ix2c—l—j[(_1)k ,éo (l:)(_l)iak—i . xai]xi
=(—1)**k? Zz:: ?; (Zc]— 1)(,;)(—1)i+jx2‘“"a"“xa‘xi.

On voit que w=x%"x° n’apparait dans cette expression que pour
@ )=(0,c—1) et (k, c). Donc,

e (AN S
= (_1)3c+k—2[(2€ - 1)

2c—-1 . .
c—1 + ( c )] (k est impair),
et donc (P, w)#0. O
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