MATHEMATICS

INTEGRATION NON-ARCHIMEDIENNE, II

BY
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(Communicated by Prof. H. FREUDENTHAL at the meeting of May 25, 1963)

5.  Décomposition de X ; fonctions et ensembles négligeables.

Conservons les notations des numéros précédents.
Pour tout «>0 nous posons

X,={zeX|N@) =a).

En se rappelant la définition de N(x), on voit que X, est un ensemble
fermé dans X; c’est donc un sous-espace localement compact de X.
Posons
X, =U X,, Xo={xeX|N(x) =0},
«>0

alors
X =X,uU X,.

(5.1) Définition: Une fonction f sur X & valeurs dans K est négligeable
pour la mesure p lorsque N(f)=0. Un ensemble A C X est négligeable (pour
la mesure u) lorsque sa fonction caractéristique @ est négligeable.

(Rappeler qu’on a défini N(f) au no. 4 pour un f quelconque).

(5.2) Pour que la fonction f soit négligeable, il faut et il suffit que N(x)=0
pour tout x € X avec f(x)+0.

Cela résulte de la définition de N(f) (no. 4, formule (3)).

Comme conséquence de (5.2) mentionnons:
(a) pour qu'un ensemble A soit négligeable, il faut et il suffit que tous
ses points soient des ensembles négligeables;
(b) il existe un ensemble négligeable maximal.

Ceci montre que la situation est plus simple que dans le cas de 1'inté-
gration classique.

Le résultat suivant implique une définition directe des ensembles
négligeables.

(6.83) Pour qu'un ensemble A C X soit négligeable, il faut et il suffit que
pour tout €>0 1l existe un recouvrement spécial U =(U;) tel que |u(pv)|<e
pour tout ensemble ouvert compact V, contenu dans un quelconque des U,
et qui contient un élément de A.
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Supposons 4 négligeable. Alors pour tout > 0 il existe un recouvrement
spécial % =(U;) de X tel que N(py)<e lorsque U; contient un point
de A. Soit V ouvert compact, contenu dans un U; et contenant un point
de A. Alors (4.2) (a) et (4.4) montrent que

lu(pr)| = N(gr) = N(pu,) <e.

Inversement, supposons la condition de 1’énoncé satisfaite. Alors, lorsque
U; N A+, on voit, en utilisant la définition 4.1 de N, que N(x)<e pour
x e U; N 4. La définition de N (no. 4, formule (3)) montre alors qu’on
a N(pa)<e. ¢ étant arbitraire > 0, 4 est négligeable.

Le résultat suivant est une conséquence facile de la définition de N.

(5.4) Soient f et g des fonctions sur X ; supposons g négligeable. Alors
N(f+g)=N(/).

Nous utiliserons ’expression ‘“‘presque partout’ dans le sens usuel.
f étant une fonction définie presque partout, (5.4) entraine que N(f) est
défini.

Appelons équivalentes deux fonctions sur X dont la différence est
négligeable. Alors nous pouvons définir N sur I'ensemble des classes
d’équivalence.

Comme la situation est familiere dans le cas classique, nous n’y
insisterons pas.

6. L’espace L.

Continuant le no. 5, nous appelons F(u) (ou simplement F') I’espace
des classes de fonctions sur X sur lesquelles NV est finie. C’est un espace
vectoriel normé sur K, avec norme N. On vérifie sans peine (utilisant
le fait que K est complet) que F est un espace de Banach.

(6.1) Définition: Soit Ll(u) (ow L) Uadhérence dans F(u) du sous-
espace formé des classes des fonctions de C(X). Une fonction sur X a valeurs
dans K est dite intégrable, lorsque sa classe est dans L!.

11 résulte de (4.2) (a) qu’'on peut prolonger la fonction linéaire u sur
C(X) & une fonction linéaire conttnue sur L1, que nous désignerons aussi
par u. Nous appelons u(f) I'intégrale de la fonction intégrable f.

Un ensemble 4 C X est dit ntégrable lorsque sa fonction caractéristique
@4 lest; nous définissons la mesure u(A) de A par u(4)=u(pa).

Nous voulons caractériser les fonctions intégrables sur X. Notons
d’abord que toute classe de fonctions définit une fonction sur le sous-
espace X 4 défini au no. 5: cela résulte de ce que les ensembles négligeables
sont contenu dans CX..

(6.2) Soit f une fonction intégrable sur X. Alors la restriction de f & tout
X (x>0) est continue.

11 existe une suite (fn) avec fn € C(X) dont les classes convergent vers
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la classe de f dans L. Ceci veut dire que lim N(f—f,)=0. Utilisant la
formule (3) du no. 4 on voit que la suite (f,) converge uniformément
vers f sur tout compact X, (x>0). Par conséquent la restriction de f &
tout X, (x>0) est continue.

Pour aller plus loin nous avons besoin de la définition suivante.

(6.3) Définition: Une fonction f sur X & valeurs dans K est dite
absoltiment continue par rapport & N lorsqu’elle satisfait aux deux conditions
susvantes :

(a) Pour tout ¢>0 il existe >0 tel que pour tout ouvert compact U avec
N(py)< 6 on ait N(fpv)<e;

(b) lim N(fpy)=0, V parcourant le filtre des sections de Uensemble des
complémentaires des ensembles compacts de X.

Une notion analogue est utilisée en intégration ‘“‘ordinaire” dans la
théorie des espaces fonctionnels, (voir [5] p. 156). Il convient d’observer
qu’ici la condition d’étre absoliment continue impose & une fonction f
des limitations quant & la croissance de f(x) lorsque x tend vers X, ou
vers “Vinfini”.

(6.4) Sout f une fonction intégrable sur X. Alors | est absoldment continue
par rapport o N.

Prenons d’abord f € C(X). Alors f est absoliiment continue par rapport
a4 N: (a) resulte de (4.2) (b) et (b) est évident, f ayant support compact.

Soit maintenant f une fonction intégrable quelconque.

Soit £>0, prenons g € C(X) telle que N(f—g)<e.

Soit 6>0 tel que N(gpu)<e lorsque U est un ouvert compact avec
N(py) <.

Alors

N(fpv) = Max (N((f—9)pv), N(gev)) <e,

ce qui montre que f vérifie la condition (a) de (6.3). (b) se démontre de
fagon similaire.

Maintenant nous pouvons caractériser les fonctions intégrables.

(6.5) Pour qu'une fonction f soit intégrable il faut et il suffit qu’elle satis-
fasse aux conditions suivantes :

(a) la restriction de f & tout X, (ox>0) est continue,

(b) [ est absoldment continue par rapport & N.

I1 resulte de (6.2) et (6.3) que les conditions sont nécessaires.

Supposons maintenant que f vérifie ces conditions. Soit ¢>0. Nous
allons établir qu’il existe g € C(X) telle que N(f—g)<e. Ceci impliquera
évidemment que fe L.

f étant absoliiment continue par rapport & N, il existe un ouvert compact
S de X tel que N(fpcs)<e. Il suffit de déterminer g € C(X) telle que

N(fps—g)<e.
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Or la mesure u sur X induit une mesure g sur 'ouvert compact S de
la facon suivante: pour toute fonction continue f sur S, on a a(f)=u(f),
ou f e C(X) est égale a f sur S et est nulle en dehors de S. Il suffit main-
tenant de considérer le probléme correspondant pour S et . Autrement
dit, nous pouvons supposer dés le commencement que X est compact.

Soit alors

A =sup N(z), m = sup |f(x)|.
reX zeX

X étant compact, 1 et m sont finis (quant & A voir 3.1).

Prenons 6 tel que N(fpy)<e pour tout ouvert compact U de X satis-
faisant & N(py)< 6. Choisissons un sous-espace X, (défini au no. 5) avec
a<min (8, m1le). X, est fermé, donc compact. Par hypothése, f est
continue sur X . Alors f est uniformément continue sur X,. Par conséquent
il existe une famille spéciale finie d’ouverts compacts (U;)i<i<n de X
telle que

1) |f(x)— f )| < A71¢ lorsque z,y € X, N U;,
(1]) XaCUUi, Xaﬁ U;, # 0.

i1
Soit ¢; la fonction caractéristique de U;; prenons z; € X, N U,.
Alors la fonction g = > f(xi)p; est continue sur X et on a |g(z)| =m
i=1
pour tout x € X
Or |f(x)—g(x)|<Ale lorsque x € X,, donc [f(x)—g(x)|N(x)<e lorsque
xelX,.

Mais lorsque zx €| J U;, x ¢ X, on a
=1

If(x)—g(x)| = m, N(x) <& <mle,
done

f(2)—g(@)| N@) <&, zeU U

D’autre part le complémentaire U de |J U; est ouvert compact et
N(pv)<a<d, ce qui implique N(fgu)<e, 1ée qui équivaut a
[f(z) [N( x) < & lorsque x ¢ | U;.
Done i
N(f- g)—suplf g(@)| N(x) <

Comme nous avons observé au commencement de la démonstration ceci
entraine l'intégrabilité de f.
Mentionnons un cas particulier:

(6.6) Pour qu’un sous-ensemble A C X soit intégrable, il faut et il suffit
qu’il satisfasse aux conditions sutvantes :
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(a) AN X, est ouvert et fermé dans X, pour tout x>0,
(b) pour tout >0 1l existe un compact S tel que
N(pancs) <e.
La démonstration de (6.6) est laissée au lecteur.
Remarque. — On voit de (6.2) et de la démonstration de (6.5) que
toute fonction intégrable est limite d’une suite de fonctions continues en

escalier et que la convergence est uniforme sur tout X,(«>0). L’intégrale
u(f) s’obtient comme limite de sommes

S i) uy  @e )

(comparer la méthode de définir I'intégrale suivie dans [2]).

Rappelons la définition (4.1) de N(f) pour feC(X). Ensuite nous
avons étendu la définition de N(f) aux fonctions quelconques sur X a valeurs
dans K au moyen de la formule (3) de (4.5). Cependant, pour les fonctions
intégrables la formule (4.1) reste vraie. On a

(6.7) Pour tout fe L' on a
N(f) = sup gl lu(fg)l (9 € C(X)).

Il existe une suite (f,) avec f, € C(X) dont les classes convergent vers
la classe de f dans L. On a

N(f) = lim N(fn).
Il s’ensuit
N(fa) = 19117 |u(fag)]

pour tout n et tout g € C(X). Puisque

p(fng) — u(fg)
on en tire

N = sup llgll= lu(fg)l -

Pour montrer I'inégalité opposée, soit «>0 tel que

lu(fg)l = gl

pour tout g € C(X). Etant donné £>0 il existe une fonction f, € C(X)
telle que
N(f—f) <e.
On a
_ lu(fg)l = Max (|u(fg)l, |u(f—fIg)-
Il s’ensuit
lu(f)l = Max (, ¢)-lg]l-
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Done
N(f.) < Max («, &).
Par l'inégalité triangulaire on obtient
N(f) = Max (N(f.), N(f—1.) = Max («, &)
et, ¢ étant arbitraire
N(f) < o
Il s’ensuit

N(f) = sup lgll=* 1u(fg)l -

Mentionnons les conséquences suivantes:

(a) pour tout fe L, geC(X) on a
N(fg) = N(f)-llgll-

C’est une généralisation de l'inégalité de Holder (voir (4.2) (b)).

(b) Soit f une fonction intégrable telle que u(fg)=0 pour tout g € C(X).
Alors | est nulle presque partout.

Au no. 3 nous avons donné quelques exemples de mesures. A titre
d’exercice nous donnerons quelques résultats relatifs & ces exemples.
Nous renvoyons au no. 3 pour les notations.

(@) On a
N(z) =0 pour x # x;
N(z) = |os| pour x =z,
donc
N(f) = sup |f(@:)] |l -

Une fonction est négligeable lorsqu’elle s’annule dans tous les ;. Les
fonctions intégrables sur X sont toutes les fonctions sur X telles que
S f(zi)x; converge, et alors

1 u) = 3 f(o.

(b) Les résultats sont analogues:
on a

N(f) = sup [«(d)[ |H(d)]

deD

et une fonction sur X est intégrable lorsque Y f(d)x(d) converge.
deD

(¢) Supposons maintenant, comme dans l’exemple (c) au no. 3, que G
soit un groupe topologique (localement compact, de dimension 0, dénom-
brable & l'infini), possédant une mesure de Haar x4 & valeurs dans K.
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Alors 'invariance de u sous les translations & gauche implique évidemment
que N(g) est constant. Il en résulte que
N(f) = o sup [f(g)].

geG

Ceci implique que X=X et que L' est l’espace formé des fonctions
continues f, telles que lim N(py)=0, V parcourant le filtre des sections
de I’ensemble des complémentaires des sous-ensembles compacts. Lorsque
X est compact on voit que L!'=C(X), donc toute fonction intégrable est
continue (un résultat analogue est donné dans [2]).

Les démonstrations sont laissées au lecteur.

7. Fonctions measurables.

La définition suivante des fonctions mesurables est inspirée sur celle
de BoURBAKI (voir [1] p. 180). Les notations restent toujours les mémes.

(7.1) Définition: Une fonction f sur X est u-mesurable lorsque pour
tout compact S C X et tout nombre ¢>0 1l exsste un compact Sy C S tel que
NS N CS1)<e et que la restriction de f a Sy sott continue.

Dans notre cas on a la caractérisation suivante des fonctions mesurables:

(7.2) Pour qu'une fonction f sur X sott mesurable, il faut et il suffit que
la restriction de [ a tout X, (x>0) soit continue.

Supposons f mesurable. Soit x € X, (¢>0) et soit S un ouvert compact
de X contenant x. Soit alors S; un compact possédant la propriété de
(7.1). Comme N(SNCS;)<e, on a SN X, C8;. Or SN X, est fermé
dans 8; et, S étant ouvert, contient un voisinage de z dans X,. La con-
tinuité de f sur S; entraine done la continuité de la restriction de f & X,
au point x. Ceci démontre la continuité de f sur tout X, (¢>0).

Réciproquement, supposons que f satisfait & la condition de (7.2) et
démontrons que f est mesurable. Soit § un compact de X et soit £>0.
Alors l'ensemble S;=X, N S posséde les propriétés requises.

Comme cas particulier de (7.2) on a

(7.3) Pour gqu'un sous-ensemble A de X soit mesurable, il faut et il suffit
que A N X, soit ouvert et fermé dans X, pour tout o> 0.

Il résulte facilement de (7.2) que les fonctions mesurables sur X forment
un anneau.

D’autre part, contrairement au cas classique, la limite d’une suite
convergente de fonctions mesurables n’est plus nécessairement mesurable.
Cela tient & ce que dans notre cas la convergence en tout point (ou
presque partout) n’est pas le “bon’’ type de convergence. Mais en utilisant
la convergence “‘selon Egoroff”’, définie plus bas, nous pouvons restaurer
’analogie au cas classique. Le théoréme d’Egoroff, qui dit que la convergence
presque partout et la convergence selon Egoroff sont équivalentes dans
le cas classique, n’est plus valable dans le cas non-archimédien.

43 Series A
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(7.4) Définition: La suite (fn) de fonctions mesurables sur X converge
selon Egoroff lorsque pour tout compact S et tout ¢>0 il existe un sous-
espace compact Sy de S tel que N(S N OS1)<e et que la suite (f,) converge
uniformément sur Si.

Alors nous avons la caractérisation suivante:

(7.5)  Pour que la suite (fn) converge selon Hgoroff il faut et il suffit qu’elle
converge uniformément sur tout X, («>0).

La démonstration est analogue a celle de (7.2).

Maintenant on voit, vu (7.2) et (7.5), qu'une suite (f,) de fonctions
mesurables qui converge selon Egoroff, converge presque partout et que
la limite est presque partout égale & une fonction mesurable.

Nous pouvons aussi énoncer le théoréme de convergence de Lebesgue,
sous une forme qui vaut aussi dans le cas classique.

(7.6) Soit (fn) une suite de fonctions intégrables sur X qui converge selon
Egoroff. Supposons qu’il existe une fonction intégrable g telle que |fx(x)| < |g(x)|
pour tout x € X. Alors la limite de la suite est définie presque partout et
est égale presque partout & une fonction intégrable f telle que u(f) =lim u(f).

La premiére partie de I’enoncé résulte de ce qui précéde, la derniére
partie est une conséquence de lim N(f—f,)=0, ce qu’on verifie sans peine.

Pour terminer, remarquons que le théoréeme de Radon—Nikodym ne
reste plus valable dans le cas non-archimédien. En effet, soit G' un groupe
topologique compact, de dimension 0, qui posséde une mesure de Haar u
4 valeurs dans K. Soit » la mesure sur G définie par »(f)=f(e), e désignant
I’élément neutre de . Alors un ensemble u-négligeable est vide, donc est
certainement v-négligeable. D’autre part, si le théoréme de Radon-
Nikodym était vrai, on aurait »(f)=pu(fg), ou g est une fonction u-inté-
grable, done continue sur G (voir ’exemple (c) au no. 6).

Donc

f(e) = ulfg)-
Ceci implique que

N(fg) = sup IRl |u(fgh)| = |f(e)l-

Selon le no. 4, formule (3), ceci donne

If(e)] = sup [f@)] 1g(x)| N ().

Lorsque f(¢)=0, on aurait f(z)g(x)=0 (N(x) étant constant). Comme il
v a des fonctions continues f avec f(e)=0, f(x)+# 0 dans un x donné distinct
de e, cela entrainerait g(x)=0 pour tout z+e;g étant continue, on aurait
g=0, ce qui est une contradiction.

Remarque. — Le fait que le théoréme de Radon—Nikodym est en
défaut dans le cas non-archimédien est lié & la propriété connue qu’aucun
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espace normé non-archimédien de dimension infinie sur un corps complet
sphérique ne peut étre réflexif [7]. Supposons que X est compact. Con-
sidérons le cas ou X=X (comparer le no. 6, exemple (c)). Rappelons
qu’on a alors L!'=C(X). Soit donnée une mesure fixe u sur X. Supposons
que pour toute mesure v sur X il existait ¢ € C(X) telle que

v(f) = u(fg)

pour tout f e C(X).

Cette relation définit une application » — g du dual C’(X) de C(X) sur
sur C(X). On voit que c¢’est un isomorphisme (voir (6.7) (b)). C’est une
application isométrique puisqu’'on voit sans peine qu’on a

N(g) = vl
Or, ceci est impossible si K est complet sphérique et C(X) est de dimension

infinie puisque C(X) ne peut étre réflexif.

8. Produits de mesures.

Soient X et Y des espaces localement compacts, de dimension 0 et
dénombrables & 'infini. Soient u et » des mesures sur X et Y. Désignons
pour feC(X), g eC(Y) par f ® ¢ la fonction sur ’espace produit X x Y,
définie par

(f®9) (@ y) = f(=) 9(y).
(8.1) Il existe sur X xY une mesure u @ v et une seule telle que pour
feCX), geC(Y) on ait
(n ® ) (f @ g) = u(f) »(9)-

La démonstration du résultat classique correspondant (voir [1] Chap.
IIT, § 5) se transpose sans peine. Notons qu’on doit y utiliser le théoréme
de Stone—Weierstrasz (cité au no. 1).

Introduisons maintenant les semi-normes, N w N,N L@ w correspondan-
tes aux mesures u, v et u @ ».

Lorsque f est une fonction sur X x Y, & valeurs dans K, nous désignons
par fy la fonction x — f(x, y) sur X.

(8.2) (a) Soit xeX,yeY. Alors
N, (@, ) = N, () N(y);
(b) Soit f une fonction arbitraire sur X xY, a valeurs dans K. Alors
Nygif) = sup (IV ulfo) No(y))-
Par définition on a
N, 0,((@, 9)) = inf N, g (o),

W parcourant les voisinages ouverts compacts de (x,y) dans X x Y.
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11 suffit de faire parcourir W les voisinages de la forme W=UxV, Uet V
étant des voisinages ouverts compacts de x et y dans X resp. Y.
Or, d’apres (8.1),

N, @4(puxv) = N, g.(pu @ ov) = N () N, (¢v).

Ceci implique (a).
Quant & (b), d’aprés la définition de N et (a) on a

N, = sup If(z, y)| N, (x) N,(y) = sup (sup |/(z, y)| N, (x)) Ny(y) =
' = sup (N, (fy) Ny())

Démontrons maintenant le théoréme de Lebesgue—Fubini.

(8.3) Soit f une fonction p & v-intégrable sur X xY, & valeurs dans K.
Alors fy est u-intégrable pour presque tout y € Y, la fonction y — u(fy) est
v-intégrable et on a

(1 ® »)(f) = »(u(fy))-

f étant intégrable, il existe une suite (»f) de fonctions de C(X x ¥) telle
que nlggo N,gy (f—fa)=0. Fixons y € Y avec N,(y)+0.

Alors, d’aprés (8.2) (b), on a
Lim N, (nfy—nfy) =0,

m,n—> 00
ce qui implique qu’il existe une fonction intégrable g, sur X telle que

nh_fl;o N(gy—nfy) = 0.

D’autre part, (6.5) et la définition de N 1« @y montrent que la suite
of (%, y) converge presque partout sur X d’une part vers f(x, y), d’autre
part vers gy(x), (y étant toujours fixé). Ceci établit le premier point.
fy étant maintenant u-intégrable, nous avons

[u(fo)l = N(fy),
et (8.2) (b) implique
‘N,u®v(f) = N, (u(fy))-

Maintenant on vérifie sans peine que u(fy) est »-intégrable. Pour
démontrer la formule, prenons d’abord f dans C(X x Y). Alors 1’égalité
voulue est vraie: ¢’est une conséquence de (8.1) et du théoréme de Stone—
Weierstrasz.

Par conséquent les mesures f — (u ® v) (f) et f — »(u(fy)) sont identi-
ques, ce qui implique 1’égalité pour toute fonction u ® »-intégrable.

Nous nous bornerons & ces résultats relatifs aux produits.

Mathematisch Instituut der
Rigksuniversiteit te Utrecht.
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