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5. Decomposition de X; lonctions et ensembles negligeables. 

Conservons les notations des numeros precedents. 
Pour tout lX > 0 nous posons 

XIX= {x EX I N(x) ~IX}. 

En se rappelant la definition de N(x), on voit que XIX est un ensemble 
lerme dans X; c'est done un sous-espace localement compact de X. 
Posons 

X+= U XIX,Xo={xEXIN(x)=O}, 
IX>O 

alors 

X=X+UXo. 

(5.1) Definition: Une lonction I sur X a valeurs dans K est negligeable 
pour la mesure p, lorsque N(f) = 0. Un ensemble A C X est negligeable (pour 
la mesure p,) lorsque sa lonction caracteristique ({JA est negligeable. 

(Rappeler qu'on a defini N(/) au no. 4 pour un I quelconque). 

(5.2) Pour que la lonction I soit negligeable, il laut et il suffit que N(x) = 0 
pour tout x EX avec l(x) =I= 0. 

Cela resulte de la definition de N(/) (no. 4, formule (3)). 
Comme consequence de (5.2) mentionnons: 

(a) pour qu'un ensemble A soit negligeable, il faut et il suffit que tous 
ses points soient des .ensembles negligeables; 

(b) il existe un ensemble negligeable maximal. 

Ceci montre que la situation est plus simple que dans le cas de !'inte­
gration classique. 

Le resultat suivant implique une definition directe des ensembles 
negligeables. 

(5.3) Pour qu'un ensemble A C X soit negligeable, il laut et il suffit que 
pour tout s>O il existe un recouvrement special Olt=(Ui) tel que lp,(g;v)l<e 
pour tmtt ensemble ouvert compact V, contenu dans un quelconque des U i 
et qui· contient un element de A. 
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Supposons A negligeable. Alors pour tout 8 > 0 il existe un recouvrement 
special Olt=(Ui) de X tel que N(q;u.)<8 Iorsque Ui contient un point • de A. Soit V ouvert compact, contenu dans un Ui et contenant un point 
de A. Alors (4.2) (a) et (4.4) montrent que 

l,u(q;v)l ~ N(q;v) ~ N(q;u,) < 8. 

Inversement, supposons la condition de l'enonce satisfaite. Alors, lorsque 
Ui f1 A# 0, on voit, en utilisant la definition 4.1 de N, que N(x) < 8 pour 
X E ui ()A. La definition de N (no. 4, formule (3)) montre alors qu'on 
a N(q;A) < 8. 8 etant arbitraire > 0, A est negligeable. 

Le resultat suivant est une consequence facile de la definition de N. 

(5.4) Soient f et g des fonctions sur X; supposons g negligeable. Alors 
N(f+g)=N(f). 

Nous utiliserons !'expression "presque partout" dans le sens usuel. 
f etant une fonction definie presque partout, (5.4) entraine que N(f) est 
defini. 

Appelons equivalentes deux fonctions sur X dont la difference est 
negligeable. Alors nous pouvons definir N sur !'ensemble des classes 
d'equivalence. 

Comme la situation est familiere dans le cas classique, nous n'y 
insisterons pas. 

6. L' espace Ll. 

Continuant le no. 5, nous appelons F(,u) (ou simplement F) l'espace 
des classes de fonctions sur X sur lesquelles N est finie. C'est un espace 
vectoriel norme sur K, avec norme N. On verifie sans peine (uti1isant 
le fait que K est complet) que F est un espace de Banach. 

(6.1) Definition: Soit Ll(,u) (ou Ll) l'adherence dans F(,u) du sous­
espace forme des classes des fonctions de C(X). Une fonction sur X a valeurs 
dans K est dite integrable, lorsque sa classe est dans Ll. 

II resulte de (4.2) (a) qu'on peut prolonger la fonction lineaire ,u sur 
C(X) a une fonction lineaire continue sur L1, que nous designerons aussi 
par ,u. Nous appelons ,u(f) l'integrale de la fonction integrable f. 

Un ensemble A C X est dit integrable lorsque sa fonction caracteristique 
({!A l'est; nous definissons la mesure ,u(A) de A par ,u(A)=,u(q;A)· 

Nous voulons caracteriser les fonctions integrables sur X. Notons 
d'abord que toute classe de fonctions definit une fonction sur le sous­
espace X+ defini au no. 5: cela resulte de ce que les ensembles negligeables 
sont contenu dans ex+. 

(6.2) Soit f une fonction integrable sur X. Alors la restriction de f a tout 
X,.(lX > 0) est continue. 

II existe une suite (/n) avec fn E O(X) dont les classes convergent vers 
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la classe de I dans Ll. Ceci veut dire que lim N(f- In)= 0. Utilisant la 
formule (3) du no. 4 on voit que la suite (/n) converge unilormement 
vers f sur tout compact X.,.(£X>0). Par consequent la restriction de I a 
tout X.,.(£X>0) est continue. 

Pour aller plus loin nous avons besoin de la definition suivante. 

(6.3) Definition: Une lonction I sur X a valeurs dans K est dite 
absolUment continue par rapport aN lorsqu'elle satislait aux deux conditions 
suivantes: 

(a) Pour tout e > 0 il existe t5 > 0 tel que pour tout ouvert compact U avec 
N(cpu)<t5 on ait N(fcpu)<e; 

(b) lim N(fcpv)=O, V parcmtrant le filtre des sections de l'ensemble des 
complementaires des ensembles compacts de X. 

Une notion analogue est utilisee en integration "ordinaire" dans la 
theorie des espaces fonctionnels, (voir [5] p. 156). Il convient d'observer 
qu'ici la condition d'etre absoh1ment continue impose a une fonction I 
des limitations quant a la croissance de l(x) lorsque X tend vers Xo ou 
vers "l'infini". 

(6.4) Soit I une lonction integrable sur X. Alors I est absolument continue 
par rapport a N. 

Prenons d'abord I E O(X). Alors I est absoh1ment continue par rapport 
aN: (a) resulte de (4.2) (b) et (b) est evident, I ayant support compact. 

Soit maintenant I une fonction integrable quelconque. 
Soit e>O, prenons gEO(X) telle que N(f-g)<e. 
Soit t5>0 tel que N(gcpu)<e lorsque U est un ouvert compact avec 

N(cpu) < t5. 
Alors 

N(fcpu) ~Max (N((f-g)cpu), N(gcpu)) < e, 

ce qui montre que I verifie la condition (a) de (6.3). (b) se demontre de 
fayon similaire. 

Maintenant nous pouvons caracteriser les fonctions integrables. 

(6.5) Pour qu'une lonction I soit integrable il laut et il suffit qu'elle satis­
jasse aux conditions suivantes : 

(a) la restriction de f a tout X.,.(£X > 0) est continue, 

(b) I est absolument continue par rapport a N. 

Il resulte de (6.2) et (6.3) que les conditions sont necessaires. 
Supposons maintenant que f verifie ces conditions. Soit e > 0. Nous 

allons etablir qu'il existe g EO(X) telle que N(f-g)<e. Ceci impliquera 
evidemment que IE Ll. 

f etant absolument continue par rapport aN, il existe un ouvert compact 
S de X tel que N(fcpcs) <e. Il su:ffit de determiner g E O(X) telle que 
N(fcps·- g)< e. 
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Or la mesure f-l sur X induit une mesure il sur l'ouvert compact S de 
la fac;on suivante: pour toute fonction continue f sur S, on a p,(f) = f-l(f), 
ou J E O(X) est egale a f sur Set est nulle en dehors deS. II suffi.t main­
tenant de considerer le problt~me correspondant pourS et p,. Autrement 
dit, nous pouvons supposer des le commencement que X est compact. 

Soit alors 

A= sup N(x), m =sup lf(x)[. 
XEX a: EX 

X etant compact, A et m sont finis (quant a A voir 3.1). 
Prenons b tel que N(fcpu)<s pour tout ouvert compact U de X satis­

faisant a N(cpu) <b. Choisissons un sous-espace X"' (defini au no. 5) avec 
<X<min (b, m-Is). X"' est ferme, done compact. Par hypothese, f est 
continue sur X"'. Alors fest uniformement continue sur X"'. Par consequent 
il existe une famille speciale finie d'ouverts compacts (Uth~t~n de X 
telle que 

(i) lf(x)- f(y) I < A -Is lorsque x, y EX"' n Ut, 

" 
(ii) X"' C U Ut, X"' n Ut #- 0. 

Soit fPi la fonction caracteristique de ui; prenons Xt EX"' n ui. 
" Alors la fonction g = :L f(xt)cpt est continue sur X et on a [g(x)[ ~ m 

i~l 

pour tout x EX. 
Or lf(x)-g(x)[<A-ls lorsque xEX"', done ff(x)-g(x)[N(x)<s lorsque 

XEX"'. 
" Mais lorsque x E U Ut, x ¢=XIX on a 

i~l 

lf(x) -g(x)[ ~ m, N(x) <"' < m-ls, 

done 

lf(x)-g(x)[ N(x) < s, x E U Ut. 
i 

D'autre part le complementaire U de U Ui est ouvert compact et 
i 

N(cpu)<<X<b, ce qui implique N(fcpu)<s, ce qui equivaut a 
lf(x)-g(x)[ N(x) < 8 lorsque X¢= u ui. 

• i 

Done 

N(f-g) =sup [f(x)-g(x)[ N(x) < s. 
a: EX 

Comme nous avons observe au commencement de la demonstration ceci 
entraine l'integrabilite de f. 

Mentionnons un cas particulier: 

(6.6) Pour qu'un sous-ensemble A C X soit integrable, il faut et il sutfit 
qu'il satisfasse aux conditions suivantes: 
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(a) A n X" est ouvert et ferme dans X" pour tout iX > 0, 

(b) pour tout e > 0 il existe un compact S tel que 

N(rpA n cs) < e. 

La demonstration de (6.6) est laissee au lecteur. 

Remarque. - On voit de (6.2) et de la demonstration de (6.5) que 
toute fonction integrable est limite d'une suite de fonctions continues en 
escalier et que la convergence est uniforme sur tout X"(iX > 0). L'integrale 
{l(f) s'obtient comme limite de sommes 

n 

.L f(xi) {l( Ui) 
i~l 

(comparer la methode de definir l'integrale suivie dans [2]). 

Rappelons la definition (4.1) de N(f) pour f E O(X). Ensuite nous 
avons etendu la definition de N(f) aux fonctions quelconques sur X a valeurs 
dans K au moyen de la formule (3) de (4.5). Cependant, pour les fonctions 
integrables la formule ( 4.1) reste vraie. On a 

(6. 7) Pour tout f E £1 on a 

N(f) =sup [[g[[-1 [{l(fg)[ (g E O(X)). 
g'i'O 

II existe une suite (fn) avec fn E O(X) dont les classes convergent vers 
la classe de f dans £1. On a 

N(f) =lim N(fn). 

II s'ensuit 

pour tout n et tout g E O(X). Puisque 

{l(fng) --+ {l(fg) 

on en tire 

N(f) ~sup [[g[[-1 [ft(fg)[. 
g'i'O 

Pour montrer l'iriegalite opposee, soit iX > 0 tel que 

lfl(fg) I ~ iX llgll 
pour tout g E O(X). Etant donne e > 0 il existe une fonction f. E O(X) 
telle que 

N(f- f.) <e. 
On a 

lfl(f,g)[ ~Max ([{l(fg)[, lfl(f- f,)g[). 

II s'ensuit 
[f/,(f,g)[ ~Max (tX, e) ·[[g[[. 
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Done 

N(f.) ~Max (£X, e). 

Par l'inegalite triangulaire on obtient 

N(f) ~Max (N{f.}, N(f- 1.)) ~Max (£X, e) 

et, e etant arbitraire 

N(f) ~£X. 

II s'ensuit 

N(f) ~sup llgll-1 l,u{fg)l. 
g*O 

Mentionnons les consequences suivantes: 

(a) pour tout IE Ll, g E O(X) on a 

N(fg) ~ N(f) ·llgll· 

C'est une generalisation de l'inegalite de Holder (voir (4.2} (b)). 

(b) Soit I une lonction integrable telle que ,u(fg) = 0 pour tout g E O(X). 
Alors I est nulle presque partout. 

Au no. 3 nous avons donne quelques exemples de mesures. A titre 
d'exercice nous donnerons quelques resultats relatifs a ces exemples. 
Nous renvoyons au no. 3 pour les notations. 

(a) On a 

~ N(x) = 0 pour x -=F Xt 

? N(x) = I£Xil pour x = Xt, 

done 

N(f) =sup ll(xt)II£Xtl· 
i 

Une fonction est negligeable lorsqu'elle s'annule dans tous les Xi. Les 
fonctions integrables sur X sont toutes les fonctions sur X telles que 
1 l(xi)£Xi converge, et alors 
i 

,u(/) = 1 l(xt)£Xt. 
i 

(b) Les resultats sont analogues : 
on a 

N(f) =sup I£X(d)lll(d)l 
dED 

et une fonction sur X est integrable lorsque 1 l(d)£X(d) converge. 
dED 

(c) Supposons maintenant, comme dans l'exemple (c) au no. 3, que G 
soit un groupe topologique (localement compact, de dimension 0, denom­
brable a l'infini}, possedant une mesure de Haar ,u a valeurs dans K. 
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Alors l'invariance de t-t sous les translations a gauche implique evidemment 
que N(g) est constant. II en resulte que 

N(f) =IX sup Jl(g)J. 
DEG 

Ceci implique que X+=X et que Ll est l'espace forme des fonctions 
continues I, telles que lim N(tpv} = 0, V parcourant le filtre des sections 
de ]'ensemble des complementa.ires des sous-ensembles compacts. Lorsque 
X est compact on voit que £1 =O(X), done toute fonction integrable est 
continue (un resultat analogue est donne dans [2]). 

Les demonstrations sont laissees au lecteur. 

7. Fonctions measurables. 

La definition suivante des fonctions mesurables est inspiree sur ceJle 
de BouRBAKI (voir [1] p. 180). Les notations restent toujours les memes. 

(7.1) Definition: Une lonction I sur X est t-t-mesurable lorsque pour 
tout compact S C X et tout nombre e > 0 il existe un compact S1 C S tel que 
N(S t1 OS1)<e et que la restriction de f ti S1 soit continue. 

Dans notre cas on a ]a caracterisation suivante des fonctions mesurables: 

(7.2) Pour qu'une lonction I sur X soit mesurable, il laut et il suffit que 
la restriction de I a tout X,.(ac: > 0) soit continue. 

Supposons I mesurable. Soit x E X.(e>O) et soit Sun ouvert compact 
de X contenant X. Soit alors sl un compact possedant ]a propriete de 
(7.1}. Comme N(S t1 OS1) < e, on a S t1 X. C S1. O:r S t1 x. est ferme 
dans sl et, s etant ouvert, contient un voisinage de X dans x .. La con­
tinuite de I sur S1 entraine done la. continuite de la. restriction de 1 a x. 
au point x. Ceci demontre la continuite de I sur tout X.(e>O). 

Reciproquement, supposons que I satisfait a la condition de (7 .2) et 
demontrons que I est mesurabJe. Soit S un compact de X et soit e > 0. 
Alors !'ensemble S1=X. t1 S possede les proprietes requises. 

Comme cas particulier de (7.2) on a 

(7.3} Pour qu'un sous-ensemble A de X soit mesurable, il laut et il suffit 
que A t1 X,. soit ouvert et lerme dans X"' pour tout IX> 0. 

II resuJte facilement de (7.2) que les fonctions mesurables sur X forment 
un anneau. 

D'autre part, contrairement au cas classique, la limite d'une suite 
convergen~e de fonctions mesurables n'est plus necessairement mesurable. 
Cela tient a ce que dans notre cas la convergence en tout point (ou 
presque partout) n'est pas le "bon" type de convergence. Mais en utilisant 
la convergence "selon Egoroff", definie plus bas, nous pouvons restaurer 
l'analogie au cas classique. Le theoreme d'Egoroff, qui dit que ]a convergence 
presque partout et la convergence selon Egoroff sont equivalentes dans 
le cas classique, n'est plus valable dans le cas non-archimedien. 

43 Series A 
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(7.4) Definition: La suite (fn) de lonctions mesurables sur X converge 
selon Egoroff lorsque pour tout compact S et tout 8 > 0 il existe un sous­
espace compact S1 de S tel que N(S n CS1) < 8 et que la suite (fn) converge 
unilormement sur sl. 

Alors nous avons la caracterisation suivante: 

(7.5) Pour que la suite (fn) converge selon Egoroff il laut et il suffit qu'elle 
converge unilormement sur tout X,.(.x > 0). 

La demonstration est analogue a celle de (7 .2). 
Maintenant on voit, vu (7.2) et (7.5), qu'une suite (fn) de fonctions 

mesurables qui converge selon Egoroff, converge presque partout et que 
la limite est presque partout egale a une fonction mesurable. 

Nous pouvons aussi enoncer le theoreme de convergence de Lebesgue, 
sous une forme qui vaut aussi dans le cas classique. 

(7.6) Soit (fn) une suite de lonctions integrables sur X qui converge selon 
Egoroff. Supposons qu'il existe une lonction integrable g telle que lln(x) I~ lg(x)l 
pour tout x EX. Alors la limite de la suite est definie presque partout et 
est egale presque partout a une lonction integrable 1 telle que t-tU) =lim t-tUn). 

La premiere partie de l'enonce resulte de ce qui precede, la derniere 
partie est une consequence de lim N(f- In)= 0, ce qu'on verifie sans peine. 

Pour terminer, remarquons que le theoreme de Radon-Nikodym ne 
reste plus valable dans le cas non-archimedien. En effet, soit Gun groupe 
topologique compact, de dimension 0, qui possede une mesure de Haar f-l 
a valeurs dans K. Soit P la mesure sur G definie par P(j) =I( e), e designant 
!'element neutre de G. Alors un ensemble ,_,-negligeable est vide, done est 
certainement P-negligeable. D'autre part, si le theoreme de Radon­
Nikodym etait vrai, on aurait P(j) = t-tUg), ou g est une fonction ,_,-inte­
grable, done continue sur G (voir l'exemple (c) au no. 6). 

Done 

l(e) = f-t{fg). 

Ceci implique que 

N(fg) =sup llhll-1 lt-t(fgh)l = ll(e)l. 
h*O 

Selon le no. 4, formule (3), ceci donne 

ll(e)l =sup ll(x)llg(x)l N(x). 
rJJIE.G 

Lorsque l(e)=O, on aurait l(x) g(x)=O (N(x) etant constant). Comme il 
y a des fonctions continues I avec l(e) = 0, l(x) =1= 0 dans un x donne distinct 
de e, cela entrainerait g(x) = 0 pour tout x =1= e; g etant continue, on aurait 
g = 0, ce qui est une contradiction. 

Remarque. - Le fait que le theoreme de Radon-Nikodym est en 
defaut dans le cas non-archimedien est lie ala propriete connue qu'aucun 
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espace norme non -archimeruen de dimension infinie sur un corps complet 
spherique ne peut etre reflexif [7]. Supposons que X est compact. Con­
siderons le cas ou X+=X (comparer le no. 6, exemple (c)). Rappelons 
qu'on a alors Ll =C(X). Soit donnee une mesure fixe!-" sur X. Supposons 
que pour toute mesure v sur X il existait g E C(X) telle que 

v(f) = fl(/g) 

pour tout f E C(X). 
Cette relation definit une application v --+ g du dual C'(X) de C(X) sur 

sur C(X). On voit que c'est un isomorphisme (voir (6.7) (b)). C'est une 
application isometrique puisqu'on voit sans peine qu'on a 

N(g) = llvll· 
Or, ceci est impossible si K est complet spherique et C(X) est de dimension 
infinie puisque C(X) ne peut etre reflexif. 

8. Produits de mesures. 

Soient X et Y des espaces localement compacts, de dimension 0 et 
denombrables a l'infini. Soient !-" et v des mesures sur X et Y. Designons 
pour f E C(X), g E C(Y) par f ® g la fonction sur l'espace produit X x Y, 
definie par 

(f ® g) (x, y) = f(x) g(y). 

(8.1) Il existe sur X x Y une mesure !-" ® v et une seule telle que pour 
f E C(X), g E C(Y) on ait 

(!-" ® v) (f ®g) = !-"(/) v(g). 

La demonstration du resultat classique correspondant (voir [1] Chap. 
III, § 5) se transpose sans peine. Notons qu'on doit y utiliser le theoreme 
de Stone-Weierstrasz (cite au no. 1). 

Introduisons main tenant les semi-normes, N W Nv, N 110 V' correspondan­
tes aux mesures fl, v et !-" ® v. 

Lorsque fest une fonction sur X x Y, a valeurs dans K, nous designons 
par fy la fonction x--+ f(x, y) sur X. 

(8.2) (a) Soit x EX, y E Y. Alors 

Np,®v((x, y)) = N 11(x) Nv(y); 

(b) Soit f une fonction arbitraire sur X x Y, a valeurs dans K. Alors 

Par definition on a 

W parcourant les voisinages ouverts compacts de (x, y) dans X x Y. 
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II suffit de faire parcourir W les voisinages de la forme W = U x V, U et V 
etant des voisinages ouverts compacts de x et y dans X resp. Y. 

Or, d'apres (8.1), 

Np®v(f/Juxv) = Np®v(rpu®rpv) = Np(rpu)N"'(rpv). 

Ceci implique (a). 
Quant a (b), d'apres la definition de N et (a) on a 

Np®v(f) =sup /l(x, y)/ Np(x) N'f(y) ~sup (sup /l(x, y)/ Np(x)) Nv(Y) = 
"'·11 11 "' 

=sup (N p,Uv) Nv(Y)). 
11 

Demontrons maintenant le thCoreme de Lebesgue-Fubini. 

(8.3) Soit I une lonction p, ® P-integrable sur X x Y, a valeurs dans K. 
Alors IY est p,-integrable pour presque tout y E Y, la lonction y-+ p,(fy) est 
v-integrable et on a 

I etant integrable, il existe une suite (n/) de fonctions de C(X X Y) telle 
que lim Np®v (f-ln)=O. Fixons y E Y avec Nv(Y)#-0. 

fi--HlO 

Alors, d'apres (8.2) (b), on a 

lim N,.(mlv-nlv) = 0, 
m.n~oo 

ce qui implique qu'il existe une fonction integrable gy sur X telle que 

lim N,.(gy-nlv) = 0. 
n~oo 

D'autre part, (6.5) et la definition de Np®v montrent que la suite 
nl(x, y) converge presque partout sur X d'une part vers l(x, y), d'autre 
part vers gy(x), (y etant toujours fixe). Ceci etablit le premier point. 
lv etant maintenant p,-integrable, nous avons 

et (8.2) (b) implique 

Maintenant on verifie sans peine que p,(fy) est P-integrable. Pour 
demontrer la formule, prenons d'abord I dans C(X x Y). Alors ]'egalite 
vou]ue est vraie: c'est une consequence de (8.1) et du theoreme de Stone­
Weierstrasz. 

Par consequent 1es mesures I-+ (p, ® v) (f) et I-+ P(p,(fy)) sont identi­
ques, ce qui implique l'egalite pour toute fonction p, ® v-integrable. 

Nous nous bornerons a ces resultats re1atifs aux produits. 

Mathematisch Instituut der 
Rijksuniversiteit te Utrecht. 
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