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Résumé

Soient £ un corps commutatif de caractéristique p quelconque et k-dga la catégorie des
k-algébres de cochaines connexes. Dans [3] Dupont et Hess définissent dans k-dga les notions
d’extension tordue, fibration algébrique et de cloture acyclique. Dans ce papier nous donnons une
définition de k-algebres de cochaines quasi-commutatives et des morphismes d’icelles. L’exemple
canonique de telles algébres étant les cochaines singuliéres normalisées d’un espace topologique
simplement connexe, et nous montrons que tout morphisme de k-algébres de cochaines quasi-
commutatives est une fibration algébrique. Une conséquence immeédiate de ce résultat est que de
telles algebres possédent des clotures acycliques. © 1998 Elsevier Science B.V.

Abstract

Let £ be a field of any characteristic p and k-dga the category of connected cochain algebras.
In [3] Dupont and Hess defined notions of twisted tensor product, twisted extension, algebraic
fibration and acyclic closure. In this paper we define the notion of quasi-commutative cochain
algebras and their morphisms and we prove that every morphism of quasi-commutative cochain
algebras is an algebraic fibration. Consequently, every such a cochain algebra admits an acyclic
closure. (© 1998 Elsevier Science B.V.

1991 Math. Subj. Class.: 55P62; 55505

1. Introduction

Dans leur contribution a I’étude des modeles algébriques des fibrations, Dupont et
Hess [3] ont introduit un certain nombre de définitions que nous rappelons ici. Dans
tout ce texte, toutes les structures que nous considérons ont pour corps de base &k de
caractéristique p quelconque. Notons que nos résuitats sont valables pour p =0, mais
n’apportent rien de nouveau du point de vue des applications topologiques dans ce cas.
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Définition 1.1. (a) Un produit tordu de (4, dy) et (B, dg) noté (A® B,d) ou (4, dy)
et (B, dp) sont dans k-dga est un objet de k-dga vérifiant:

(1) comme espace vectoriel gradué, AOB=A®B;

(2) pour tous a€A4, beB, (aR1)O(1Qb) — a®bcAT®B<P, et (1®b)0
(@@ )=(-Dllltla®b ot ® désigne le produit dans 4 ® B;

(3) la suite 0 — (4, dy) SN (A®B,d) — (B, dg) — 0 est une suite de morphismes
d’algébres de cochaines exacte en (4, dy) et (B, dp);
onai(a)=a®1 et n{a®b)=c¢(a) - b. Le morphisme ¢ est I’augmentation.

(b) L’injection i:(4, d4)— (A® B, d) est appelée extension tordue de A.

Définition 1.2. Soit ¢: (R, dr) — (S, ds) un morphisme de k-dga; on dit que ¢ est une
fibration algébrique s’il existe un diagramme commutatif & homotopie prés dans k-dga:

¢
(R, dp)———»(S, dy)
A A

U, dy)——— (V. dy)

v v
A, d)—>» (A0 B,d)

ou i:(4,dy)—(A®B,d) est une extension tordue et les fleches verticales sont des
quasi-isomorphismes.

Définition 1.3. Soit (4, d;) dans k-dga. S’il existe une extension tordue
i:(4,dy)—(A0OB,d)
avec (4 ® B, d) acyclique, on dit que (4, ds) admet une cloture acyclique.
Quelles algebres de cochaines possédent une cloture acyclique et quels morphismes
d’algebres de cochaines sont des fibrations algébriques?
Le but de cet article est de donner une réponse partielle a ces questions en considérant

des algébres de cochaines privilégiées que nous appelons dans la suite algebres de
cochalnes quasi-commutatives.
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Nous démontrons en fait le théoréme suivant:

Théoreme 1. Soit f:(A,dy)— (B, dg) un morphisme d’algébres de cochaines quasi-
commutatives, alors [ est une fibration algébrique.

Dans tout le texte qui suit, s désigne I’opérateur de suspension; il est de degré —1
alors que s~' est la désuspension; c’est un opérateur de degré +1.

2. Algébres de cochaines quasi-commutatives

Définition 2.1. Une algebre de cochaines quasi-commutative est la donnée d’un triplet
(4, dy, pa) ol (4, dy) est une algebre de cochaines cohomologiquement 1-connexe de
type fini et 4 une classe d"homotopie de morphismes d’algébres de cochaines de 4 ® 4
dans 4 qui prolonge la codiagonale V: 4[4 — A vérifiant:

(a) [uga o Tl=p,y ol uy désigne aussi un de ses représentants,

(b) [ma 0 (e ® D] =[1a 0 (1 @ pa)l,
ou 7T est I’isomorphisme de transposition T:A®A4—A®RA défini par T(a®b)=
(-Dlllp @ a.

Définition 2.2. Soient (4, dy, pi4) et (B, dp, 1g) deux algébres de cochaines quasi-
commutatives et f:(A4, ds) — (B, dg) un morphisme d’algébres de cochaines. On dira
que f est un morphisme d’algébres de cochaines quasi-commutatives si

[f © palretana = [ps © f @ f lretania-
Définition 2.3. (1) La catégorie formée des algébres de cochaines quasi-commutatives
et des morphismes ad hoc sera notée k — chga;k.
(2) Si (4, dy, uy) est une algeébre de cochaines quasi-commutative, tout représentant
de p4 est appelé quasi-multiplication.

Soit (4,d,) cohomologiquemnent l-connexe de type fini et soit (T(V),dy) son
modele libre minimal:

(a) si (A4,dy, psa) est quasi-commutative, 1l existe un morphisme d’algébres de
cochaines uy:M(T(VYQT(V))— (T(V),dy) qui prolonge la codiagonale V:T(V @
V'Y—T(V)ou M(T(V)®T(V)) désigne le modéle libre minimal du produit tensoriel
(TMYRTV), dy @dy).

(b) Le morphisme up est une quasi-multiplication.

Considérons (4, dg4, ptq) et (B, dp, up) deux algébres de cochaines quasi-commutatives
de modeles libres minimaux respectifs (7(V), dy) et (T(U), dy). Soit f:(A4,d4)—
(B, dg) un morphisme d’algébres de cochaines.

Notons encore f:(T(V),dy)—(T(U),dy) le morphisme induit au niveau des
modgles libres minimaux; on a un morphisme:

F:M(T(VYRT(V))— M(T(U)® T(U))
qui reléve f® £ (T(VYQT(V), dy @dy)— (T(U)® T(U), dy @dy).
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Si f est un morphisme d’algébres de cochaines quasi-commutatives le diagramme
suivant commute a homotopie prés (relativement & T(V & V')) dans la catégorie des
algébres de cochaines:

(T(V),dy) »(T(U),dy)

t

My By

M(T(V)®T(V))—F—> MTU)Y®TWU))

Lemme 2.4 (relévement). Dans la catégorie des algébres de cochaines cohomologi-
quement 1-connexes de type fini, considérons le diagramme commutatif suivant:

TV)—— 1Y)

v !

T(V@W)—f-———b W)

dans lequel | est une extension libre et \ un quasi-isomorphisme.
Il existe un morphisme h:T(V®W)—T(Y) tel que hoi=g et y o h homotope
af

Le relévement h est unique a homotopie prés (relativement a T(V)).

Lemme 2.5. (1) Soit X un espace topologique simplement connexe ayant le type
d’homotopie d’un c.w. complexe de type fini. Notons C*(X) son algébre de cochaines
singuliéres normalisées a coefficients dans k. Alors C*(X) est quasi-commutative.
(2) Si f:X — Y est une application continue entre espaces toplogiques simplement
connexes, alors f:C*(X)— C*(Y) est un morphisme d’algébres quasi-commutatives.

Démonstration. Considérons la diagonale 4:X —X xX. Elle induit C*(4):
C*(X xX)— C*(X).

On a le morphisme d’Eilenberg-Zilber: EZ: C*(X xX)— C*(X)® C*(X) qui est
un quasi-isomorphisme d’algebres. En Prenant des modéles libres minimaux, on a le
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diagramme suivant:

c(4

C'XxX) »C'(X
1&
EZ b,
v
CX)RC'(X) V)
Uy Hy
M(T(V)®T(V))

En appliquant deux fois le lemme de relevement, on a un morphisme d’algébres de
cochaines yp qui prolonge la codiagonale et rend le diagramme ci-dessus commutatif a
homotopie prés. Autrement dit C*(X ) est une algébre de cochaines quasi-commutative.

Considérons f:Y — X une application continue entre espaces topologiques simple-
ment connexes ayant le type d’homotopie de c.w. complexes de type fini, on a le
diagramme commutatif 3 homotopie prés, suivant:

) f (4

C'(XxX) — C*'(X) —»C'(V) <« C'(YXY)
A A ? A
&y du
f
Id V)y——» T(U Id
A 1\
Hy Hy

C* (X X X) —— MT(V) @ T(V))——> M(T(U)® T(U))——» C* (Y X Y)

EZ EZ
vy Yy

; v . fof . v ,
CX)RC*"X)—» C*'(V)RC'(Y)
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dans lequel (T(U),dy) désigne le modeéle libre minimal de Y, ¢y, éy, v, vy, EZ,
nv, nu sont des quasi-isomorphismes; n et ny sont obtenus par le lemme de releve-
ment. Les morphismes uy oF et fopy reléevent ¢y o f opy a homotopie prés. D’apres
le lemme de relévement, ces deux morphismes sont homotopes (rel. a (T(V & V)).

3. Modé¢le libre minimal d’'un produit tensoriel

Définition 3.1. Soit 4 une algébre de cochalnes et M un A-bimodule. Une application
linéaire f:4— M est une dérivation de degré r si:

Va,beAd: fa-b) = f(a)-b+(=1Y"¥a- f(b).

On se donne (4, dy) et (B, dg) deux algébres de cochaines connexes, cohomologi-
quement 1-connexes de type fini. Notons (7'(V),dy) et (T(U),dy) leurs modéles libres
minimaux respectifs.

Rappelons la construction du modele libre minimal de {4 ® B, dy ® dg) [2].
Considérons 1’algébre tensorielle T(V & U @ s~'(s¥ ® sU)). Pour tout u€ U on
a une application linéaire:

0 V=TV @U®s™ (sV @sU))

qui & v associe 8,(v) =v#u==s""(sv @ su).
On prolonge J, en une dérivation sur 7(V) qu’on note encore J,

S, TV =>TWV @U@®s™'(sV@sU)),

V- QU= du(1 R Q) =(0) ® - QU )Hu
on a ainsi une application linéaire:

0:U — Der(T(V), T(V ® U & s (sV ®@sU))),

U Oy

Observons que Der(T(V),T(V & U @ s~ '(sV ® sU))) qui est 1’espace vectoriel des
dérivations définies sur 7(¥) a valeurs dans T(V ® U @ s~ '(sV ®sU)) est un T(U)-
bimodule. On prolonge alors § par dérivation sur 7(U). Ce qui en fait nous donne une
double dérivation J définie sur T(V)® T(U) a valeurs dans T(V @ U G s~ (sV @sU)),
c’est-a-dire: 8 € Der (T(U), Der(T(V),T(V & U @ s~ 1(sV @ sU)))).

Fixons une fois pour toutes les notations suivantes:

VHU =s"(sV @sU) et YaeT(V), VbeT(U), a#b = dy(a).
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Définissons sur T(V & U @ V#U) la dérivation D de degré +1 suivante: on pose
YveV, YueU

Dv = dyv, Du = dyu,
Ds ' (sv@su) =v@u— (=D)My @ v — [dy v#tu + (=) v#dyul.
11 est facile de vérifier que pour tous a€ T'(V), b€ T(U), on a la formule
D(a#b) =a® b — (—1)""b @ a — [Dattb + (—1)“a#Db].

On en déduit que D* =0.
En considérant le morphisme d’algébres de cochaines:

YTV e USVH#U),D) - (T(V)RTU),dy ® dy)

défini par: YoeV, Yue U, Y)=v® 1, lﬁ(u)z 1 Qu, t/;(v#u)———O, on a le modéle
libre minimal du produit tensoriel (4 ® B, d; ® dg). Pour le voir, on peut reprendre mot
pour mot la preuve du Lemme 4.1 ci-dessous.

4. Démonstration du théoréme

Tout ce paragraphe est consacré a la démonstration du Théoréme 1. Le procédé est
fort simple et se résume de la maniére suivante.

On se domne f:(T(V),dv)—(T(U),dy) un morphisme d’algébres quasi-
commutatives. On construit:

(1) une suite croissante d’espaces vectoriels gradués (X,),>o telle que T(V)—
T(V)® T(X,) soit une extension tordue;

(2) une suite {f,} de morphismes d’algébres de cochaines telle que. f,: M(T(V)®
T(X,)—T(U) étende f,_;, ou M(T(V)®T(X,)) désigne le “modele libre canonique”
(voir Remarque 4.2) de T(V)® T(Xy).

On montre, en notant X la limite inductive des X,, qu’'on a une extension tordue
T(V)—T(V)®T(X) et un quasi-isomorphisme f : M(T(V)® T(X))— T(U) d’alge-
bres de cochaines.

Soit donc f:(4, d4) — (B, dg) un morphisme d’algébres de cochaines quasi-commu-
tatives. Notons encore f :(T(V),dy)— (T(U),dy) le morphisme induit au niveau
des modeles libres minimaux. Nous conservons toutes les notations du paragraphe
précédent.

Posons

Y =s Ker H*f @® CoKer H*( f)
et considérons,

0, Ker H*( f)— Z(T(V)) une section.
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Comme dans la construction d’un modele libre d’un produit tensoriel, on définit pour
tout y € Y, une application linéaire: 5; VTV @7Y) par

5(0) viy=py(v#a,s~'y) si yesKerH*(f),
v) = _
4 vy =0 si y€ CoKer H*(f).

On prolonge 5;’ par dérivation sur T(¥) (On suppose que 5)‘,’ s’annule sur les con-
stantes ), de sorte que ’on a une dérivation 5;’ définie sur T(V) a valeurs dans T(V @ Y).
On a ainsi une application linéaire:

8°:Y — Der(T(V), T(V & Y)).

Comme Der(T(V),T(V @ Y)) est un T(Y )-bimodule, on prolonge 5° par dérivation
sur T(Y). Par conséquent, ’expression a#b est bien définie dans 7(V @ Y) lorsque
acT(V)et beT(Y).

Définition du produit tordu ©

Notons S la suite des commutateurs de 7(V @ Y) de la forme [v;, y;] ou v, €V,
y; €Y et I I’idéal engendré par S. Posons [v;, y;1, =[vi, y;] — (—1)|”"|(v,-'§yj); notons
T la suite formée de tels éléments et J I’idéal engendré par 7. Ordonnons les ¢léments
de S et T de la maniére suivante: un mondme qui commence par un élément de Y
est strictement supérieur a tout mondéme qui commence par un ¢élément de V. Si deux
mondmes commencent par un élément de Y (resp. V), le plus grand est celui dont
la composante dans Y (resp. dans V) a le degré le pus élevé. Pour chaque terme de
chacune des suites prenons le monéme le plus grand. Puisque le degré de la composante
de (v;# ¥;) qui est dans Y est strictement inférieur au degré de y; on obtient deux
nouvelles suites qui sont identiques. Notons R la nouvelle suite ainsi obtenue et K
I’idéal qu’elle engendre. Selon la terminologie de [1] la suite R est “combinatorially
free” et d’apres le Théoréme 3.2 de [1], les suites S et T sont inertes (“strongly free”) et
de plus T(V @Y )/ K, T(VepY)/l et T(VHY)/J ont méme série de Hilbert. Et comme ce
sont des espaces vectoriels de dimensions finies en chaque degré, ils sont isomorphes.
Mais T(V & Y)/I étant isomorphe a T(V)@T(Y),ona IT(V e NI X T(V)RQ T(Y).
On pose alors T(VYO T(Y)Y=T(V & Y)/J qui est une algébre associative. On adopte
le choix suivant pour €crire explicitement ce produit.

Va,d € T(V),¥b,b € T(Y):
(@@)e@el)=a-d®l, (1R )=1Qb-V,
YveV, Vyey,

o y)=vey+(—D"fy, (19y)e@e )=(-)""i y.
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On définit maintenant sur T(V) ® T(Y) un opérateur d, de degré 1 de la maniére
suivante:

o) =dwv®1 Yvev,
d(1Rx)=0,s"'x®1 VxesKer H*(f),
d(1®y)=0 Vyec CoKer H*( f).

On prolonge ensuite d, sur T(V)®T(Y) par dérivation. Il est alors évident que d2 = 0;
et (T(V)® T(Y),d,) est un produit tordu au sens de Dupont—Hess.

Considérons 1’algebre tensorielle T(V @Y @ V#Y), ot V#Y =s"!(sV ®sY), on y
définit une différentielle D, a savoir:

Dyo=dyv Yvev,
Doy =0,y VWyesKer H*(f),
D,y =0 Vye CoKer H*( f),

Doty =v®y— (~)ly @ v — (dpv#ty) — (- (#y) Yoe V,Vy s Ker H*(f)
(il faut bien se rappeler la différence entre # et #),

et VvoeV et Wy € CoKer H*( f),
D,w#y)=v®y— (—D"ly @ v —(dyv#y)  Vye CoKer H*(f).

Il n’est pas difficile de se convaincre que D? =0.
Soit le morphisme d’algébres de cochaines ¥, :(T(V @ Y @ V#Y),D,) — (T(V)©®
T(Y),d,) défini par VoV, Vxe€Y:

W) =v@1, YW(y)=10y Y(v#y)=0.
Pour montrer que ¥, commute avec les différentielles, il suffit de vérifier que:
U(Dov#y) = 0.

En effet, soit y € s Ker H*( f)

YWDo(v#y) = Y0 ® y — (~1)PPly @ v — (do#t y) — (=1)"I(v# y))
=@eeDeI®y)-vey—(-D"I(vEy)
=0.

Soit y € CoKer H*( f)

YoDo(0# ) =0 @ y — (—1)Ply @ v — (dv# )]
=0.

Lemme 4.1. Le morphisme i, est un quasi-isomorphisme.
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Démonstration. Il est clair que , est surjectif. Il suffit dés lors de montrer que Ker s,
est acyclique. Remarquons que Ker, est engendré par les éléments de la forme

v®y— (=D @ v — (—1)Plyiy, v@z—(-D)Fz R0 er vix

avec vEV, ycsKer H*(f), z€ CoKer H*(f) et x€Y.
On définit une nouvelle graduation sur Kery, en posant

ol = ol + 1, Ayl =1yl el =zl lo#xll = Jol + x| + 1.

Posons F,Ker i, = {t € Ker y,/||t|| > n},n>0, on a D,F, CF, et {F,},>0 est une filtra-
tion décroissante qui donne une suite spectrale convergeant vers H* Ker . Le terme E!
de cette suite spectrale est H* Ker s lorsque dy = 0. Et lorsque dy =0, Ker ), est acy-
clique car la suite des [v, y] —(—1 Yel(v# y) est inerte dans T(V @ Y) et par conséquent
HYT(V®Y®V#Y),Do)=H*(T(V)OT(Y),do) oi Dy(v#y) = [1, = (=D (v# p),
d’ou le lemme.

Rappelons que le morphisme f :(7'(V),dv) — (T(U),dy) induit

FA(T(V &V @ V#V),Dy)— (T(U & U & U#U"),Dy),
v — f)#f(V)

et fuy est homotope a uyF relativement & 7(V @ V'). C’est-a-dire qu’'on a le dia-
gramme commutatif’

T(VOV'®V#V’)
- wF
J
v
# o > T(U)
F 3
i
Sfuy

(T(VOV’ ®V#V’),D,)

o: K =(T(VRV'SVHEV' OVOV' OVHEV @sV &sV' ®&sV @sV'),d) est le cylindre
sur T(Va V' @ V#V') et H,sV =H,sV' =0.
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Considérons f,: (T(V®YDV#Y),D,) — (T(U),Dy) défini par: f,(v)= f(v),YvEV
soit y€sKer H*(f); ona f(g,s7'y) =dyf, on pose alors f,(y)=f, et f(v#y)=py
(f#E L) — (=DH,S(v#6,57'y), ot Hy est ’homotopie choisie entre fuy
et uyF et S:TH(X)>T(X & X' @ sX) est la (j — j') dérivation de degré —1 qui
prolonge I’identité de X sur sX. La différentielle d sur T(X & X’ & sX) est donnée
par: dsx =x" —x—S(dxx). Considérons 1 : CoKer H*( f)— Z(T(U)) une section. soit
z€ CoKer H*( f), on pose f,(z)=1z et f,(v#z)=uy( f;(v)# f,(z)) Yo e V.

Montrons que f, commute aux différentielles. Il suffit de montrer que f, commute
aux différentielles sur V'#Y. En effet:

soit z € CoKer H*( f):

SDo(v#z) = £(0)® fi(z) — (=D £(2)® £(0) — pu( fldyo)# fi(2)).
= dypu( f(0)# f5(2))

=dyf(v#z)
soit yesKerH*(f) etver:

LD 0# )= £ £(y) — (DL f(0) — pu(£(dro)Ef(0))

— (=DVH,S(dyv# s y) = (=D fup(v#as~ y),

dy f(0#y) = )R £(») — (=D L)@ f(0) — uu( £(drv)# ()
— (=D (L@ # 0,57 y) + (—DP g (f(0) # foos ™ y)

— (=DM fup(vtas~ y) — (~ 1)V H,S(dv#a,s ™ p).

Ce qui veut dire que f, commute aux différentielles.

Nous construisons maintenant un modele libre de (T(V)QT(VOYDVHY), dy QDy).
Notons pour éviter toute confusion #' le # issu du produit tensoriel et considérons
I’algébre tensorielle My =(T(VOV' @Y SVHY BVHVOVH# YSVH# (V#Y)),D,) ou
la différentielle D, est D, sur T(V @& V' &Y ®V#Y), et D,(x#'y)=x -y — (=)
y-x — (Dx#y + (—D¥x#'D,y).

Soit lﬁo My—=(T(V)QT(VeY@V#Y),dy®Dy) le morphisme qui envoie ¥ sur
VRk, (VEYBVHY) sur kQ[VOYOVHY] et VE(VOYDVHY) sur zéro.

On montre, en reprenant exactement la démonstration du Lemme 4.1 que l[/o est un
quasi-isomorphisme et donc que M, est un modéle libre de (T(V)QT(V Y ®BV#Y),
dy ®Dy).

Remarque 4.2. (1) Un tel modéle sera appelé par la suite modele libre canonique de
(T(NRXT(VEYDV#HY), dy RDy).

(2) Le modele du Lemme 4.1 est aussi appelé modéle libre canonique de 7(V)®
7(Y).
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Lemme 4.3. (1) Il existe po: My — (T(V O Y & V#Y), Do) morphisme d’algébres de
cochaines qui identifie les deux copies de V et qui est uy sur V#'V.

(2) Notons M(T(WYQTVYQR TV &Y & V#Y),dy @ dy ® Dy) le modéle libre
canonique de (T(VYRT(VYRT(VOY®VHY),dy@dy @Dy) et to(1® o), ot ®@1)
les morphismes induits au niveau des modéles libres; alors (1 ® po) est homotope
a oo ® 1) relativement ¢ M(T(VYRT(V &Y & V#Y),dy @ Dyg).

Démonstration. (1) On pose
po(v# u) = py(v#u) Vo,ueVv,
u(v# x) =v#x VYveV VxeV¥;
to(v# (uttx)) = (=) uo(v #u)#x + (—1)“KS(v # (u# Dox))

ou K est une homotopie fixée entre py(1Quy) et up(uy ®1) relativement a M(T(V)®
T(V),dy ®dy).
1l est facile de voir que po commute aux différentielles pour les deux premicres
égalités.
Par un calcul direct on a:
du(po(v# (u#x)) = (=) po(v #'u) © x + (—1)x @ po(v #'u) + v @ (utx)
H=1)P(v#x) Qu — (—1)u ® (v#x) — (1) (u¥x) Qv
—(= D" po(dyv #u)ttx + po(v# dyu)ttx
(=DM o v #' o #' Dox)
—(=DMKS(dyv# (u# Dex)
— (=D HKS (o # (dyu# Dox)
= poDo(v #u#'x)

ot @ = [v|fx|+[ul x|+ o]+ x}; b = [ullx]+|vl; ¢ = [offu]+|v] +|x|;d = [o]lx]+ |v]|u| +]v].

(2) I faut construire morphisme d’algébres de cochalnes K, du cylindre sur
MIWVYRTWV)YQT(V &Y dV#Y),dy ®dy ® Dy) a valeurs dans (T(U),dy) qui
soit une homotopie entre pp(1 @ po) et po(po ® 1). On pose

Kos((w#y)=0 YocVVNyeVaYoVi#Y,;
Kos(uy # v, #103) = Ks(v1 #0, #13), 1v; € V et Ky commute aux différentielles;
Kis(oi #0,#y)=0, v, eV,yeY @ V#Y.

Pour se convaincre que Ko commute aux différentielles, on raisonne par récurrence sur
le degré de v #'vy et cela ce fait sans difficulté.
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Le morphisme fo : (T(V &Y & V#Y),Dy) — (T(U),dy) induit Fo: My — (T(U U’
© U#U),Dy) défini par Fo/rrererersr) = fo.Fob#y) = fo(v)# fo(y).

Lemme 4.4. Les morphismes d’algébres de cochaines puyFy et foug sont homotopes
relativement a T(V ® V' @Y ® V#Y).

Démonstration. 11 s’agit de construire morphisme d’algébres de cochaines T sur le
cylindre sur My qui soit une homotopie entre uyFy et foup. On pose évidemment
Tp = 0 sur la suspension de 1’espace vectoriel des générateurs de T'(V & V' @ Y @
V#Y) et To=Hp sur V#V ou Hy est une homotopie fixée entre uyF et fuy. En
faisant un raisonnement par récurrence sur le degré de v on montre qu’on peut poser
Tos(# y)=0Vy e YO V#Y.

Posons maintenant X, =Y. Supposons qu’on ait construit Vi > 0

(1) une algeébre de cochaines (T(V & X; & V#X;),D;),

(2) un produit tordu (7(V)®T(X;),d;) tel que le morphisme d’algébres de cochaines
% (T(V & X @ V#X),D;) — (T(V) © T(X;),d;) défini par yi(v)=v ® L;(x)=
1 @ x; Y{v#x) =0 soit un quasi-isomorphisme;

(3) un morphisme d’algébres de cochaines y; : M; — (T(V & X; & V#X;),D;) ou M,
est le modele libre canonique de T(V) R T(V & Y & V#X;),dy ® D;) et un morphisme
d’algeébres de cochaines f;: (T(V X, @ V#X;),D;) — (T(U),dy) tels f; étende f;_;
et uyF; soit homotope & f;u; relativement a T(V @ V' © X; @ V#X;).

Nous faisons les mémes constructions a ’ordre i + 1.

(1) L’algébre de cochaines (T(V & Xi1y & V#Xi11),Diy1). Posons Xip) =X; D
skerH™(f;). Soit 6, :ker H*(f;) — Z(T(V ®X; © V#X;)) une section et considérons
pour tout x € X;,, ’application linéaire 5’,‘ 10V — T(V @Xi1) définie par 5? ()=
55(v) si x €X; et &, (v) = vix = p(v#as~'x) si x € sker H*(f;). )

On prolonge &7 ; par dérivation sur T(V); on a ainsi une dérivation 6} , sur
T(V) a valeurs dans T(V @ X;4+). On a en fait une application linéaire 5,-+1 Xy —
Der(T(V), T(V & Xi+1)). Comme Der(T(V),T(V ®Xi11)) est un T(X;;1)-bimodule,
on prolonge 8ip1 sur T(Xii1) par dérivation. De sorte que I’expression a#b a un sens
précis si ac T(V) et beT(Xiuq).

Définissons sur 7(V & X;1 © V#X;1) Uopérateur D;.y de degré 1 suivant:

Diywv=dyv=D; WreVl; Diy1x=Dix six€X;

Disix=o0;s""x six eskerH*(ﬁ) et D (v#x)=D;(v#x) six€X;

Din(v#x)=v@x — (= 1)"Wx v — (dyv#x) — (=1)|(vfx) si xesker H*(f)).
On vérifie, en appliquant la formule

Diji(a#b)=a®b— (-1 a — (D v#x) — (—1)1(a#ib) que D2, =0.

(2) Le produit tordu (T(V)® T(Xiy1),di+1). Lalgébre T(V)O T(X;41) est le quo-
tient de 7(V @ X;+1) par I'idéal engendré par la suite inerte formée des éléments
1@x — (—Dx v — (~1)Pl(w#x) ot veV et xeXi.
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Considérons le morphisme d’algébres iy : T(V ® X1 & V#Xi 1) =»T(V)YO T(Xit1)
défini par Y1 (0)=v® ;Y 1(x) = 1®x et Yy 1(v#x)=0. Si on pose d; . v=dyv et
divix =Y 1(D;11x), on a directement les faits suivants: dfﬂ =0 et ¥,y commute aux
différentielles. En reprenant mot pour mot la preuve du Lemme 4.1, on montre que
Yi+1 est un quasi-isomorphisme surjectif.

(3) Le morphisme p;yq. Soit M;., le modéle libre canonique de (T(V)QT(V @
X1 B V#X11),dy ®Diy1), on a le lemme suivant.

Lemme 4.5. (1) Il existe pip1: M —(T(V @ X1 ®V#Xi1),Div1) morphisme
d’algébres de cochaines qui étend y;.

(2) Notons M(T(VYQTV)YRT(V & Xy @ V#Xi11),dy ®dy ®@Div) le modéle
libre canonique de (T(VYQT(V)QRT(V &Xit1 ©VH#Xip1),dy Qdy ®Diy1) et pip
(1 ®pip1), piv1(piv1 @ 1) les morphismes induits au niveau des modéles libres; alors
Ui+1(1 @ pi1) est homotope a iy 1(piv1 ® 1) relativement ¢ M(T(V)YRT(V & X1 ©
V#Xi11),dv® Digr).

Démonstration. (1) On pose
win(v#x)=vé#x VYveV ¥x€Xyy;
pi1 (0 # (uttx) = — (=) (0 # wytx + (— DMK S (0 # (u# Dig1x)

ou K; est une homotopie fixée entre u;(1® p;) et w;(p; ® 1) relativement a M(T(V)®
T(VeX,oVH#X),dy QD).
Le point (2) se raméne au cas du Lemme 4.3.

Rappelons que par hypothése uy F; est homotope a f;u;; fixons-nous une homotopie
T;. Nous construisons un morphisme fi :(T(V & Xir1 ® V#Xi11),Div1) — (T(U),dy)
en posant Vo e V: fi 1(v)= fi(v); fir1(x) = fi(x)Vx € X;.

Soit x € sker H*(f;) on a fi(o;5~'x) =dyz. On pose alors fi (x)=z et fi, (v¥x)=
pu(fis1(@# fir1(x)) — (=DPIT,S(o# Diyix). Vérifions que fi4, commute aux
différentielles. Il suffit pour ce faire de montrer que

Jir1(Dir1(v#x)) =dy fira(v#x)  Vx € skerH*(f1);

du fis1(0#x) = fi1(@)® fir1(x) = (DI f110) @ fi1 (v)
—uu(fir1(@dy)# fir1(x)) = (D py (fi1 (0} fi(Dig1x))
(=DM g (fis1 (0)# fiDix))
~(=1) fipu(o# Diy1x) — (=DM T,S(dy v#' Dy 1 x)

= fir1(Dip1(v#x)).
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Le morphisme fi11:(T(V © Xi41 © V#Xi41), Di1) — (T(U),dy) induit Fiyy: My
—(T(U e U ®U#U),Dy) défini par Fii/rvav o x.. o vex,) = fir, Fim(v# x)=
Sir1(0)# fir1(x).

Lemme 4.6. Les morphismes d’algébres de cochaines pyF;.1 et fii\piv1 sont homo-
topes relativement a T(V V' & X1 ®VH#X1).

Démonstration. Il s’agit de construire un morphisme d’algébres de cochaines T;;;
sur le cylindre sur M;.; qui soit une homotopie entre pyFiy1 et fiviti+;. On pose
évidemment T;,, = T; sur le cylindre sur M; et Tiy((sv# x)=0, Vx € sker H*(f;).

Observons que les JX; forment une suite croissante d’espaces vectoriels gradués et
posons X égal a la limite inductive des X;. On a de maniére évidente:

(a) un produit tordu (7(V) ® T'(X),d);

(b) un quasi-isomorphisme ¥ : (T(V & X @ V#X),D) - (T(V)O T(X).d);

(¢) un morphisme f : (T(V & X & V#X),D) — (T(U),dy) qui étend f.

Démonstration du Théoréme 1. On suppose que (4,d )=(T(V),dy) et (B,dg) =
(T(U), dy), il nous suffit dés lors de montrer que le morphisme £ construit ci-dessus
est un quasi-isomorphisme. Comme CoKer H*( f) est contenu dans X, f est surjective
en cohomologie. Soit z un cycle de T(V & X @V #X) tel que f(z)=dyp. 1l existe n
tel que z€ T(V X, DV #X,); si la classe de z est nulle dans H*(T(V © X, BV #X,)),
il n’y a rien a dire, sinon il existe t € X, tel que D,y 1=z et donc [z]=0.

Corrollaire 4.7. Toute algébre de cochaines quasi-commutative posséde une cloture
acyclique.

Démeonstration. On applique le Théoréme 1 a 1’augmentation:
& (A, dy )-—>k

pour avoir le résultat.

Remarque 4.8. Lorsque k=0, il est bien connu qu’un modéle de Sullivan d’une
application f détermine le type d’homotopie rationnelle de la fibre homotopique
de f. Par contre, un modéle tensoriel de f (1’analogue non commutatif du modéle de
Sullivan) ne détermine méme pas 1’algébre de cohomologie de la fibre homotopique
de f en général. Un exemple est donné par la fibration des chemins P(XCP(2))— X
CP(2) dont le modéle tensoriel est le méme que celui de la fibration des chemins
P(S° v §%)—8° v S mais on sait que Hx(Q(S® Vv S3);Z/2Z) est primitivement en-
gendré alors que Hx(2(ZCP(2));Z/2Z) ne ’est pas.

D’ou la question: que devons-nous savoir du modéle tensoriel de f pour en déduire
un modéle de la fibre homotopique?

Nous avons ici construit un modele codant de plus les diagonales topologiques; est-
ce suffisant? Nous ne le savons pas mais nous espérons revenir sur cette question dans
un prochain travail.
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