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Soient k un corps commutatif de cara&ristique p quelconque et k-dga la catCgorie des 
k-algkbres de cochaines connexes. Dans [3] DuPont et Hess dkfinissent dans k-dga les notions 
d’extension tordue, fibration algkbrique et de cl8ture acyclique. Dans ce papier nous donnons une 

dCfinition de k-algkbres de cochaines quasi-commutatives et des morphismes d’icelles. L’exemple 
canonique de telles algkbres Ctant les cochaines singulikres normalisCes d’un espace topologique 
simplement connexe, et nous montrons que tout morphisme de k-algkbres de cochaines quasi- 
commutatives est une fibration algbbrique. Une conslquence immddiate de ce rksultat est que de 
telles algkbres possbdent des cl6tures acycliques. @ 1998 Elsevier Science B.V. 

Abstract 

Let k be a field of any characteristic p and k-dga the category of connected cochain algebras. 
In [3] DuPont and Hess defined notions of twisted tensor product, twisted extension, algebraic 
fibration and acyclic closure. In this paper we define the notion of quasi-commutative cochain 
algebras and their morphisms and we prove that every morphism of quasi-commutative cochain 
algebras is an algebraic fibration. Consequently, every such a cochain algebra admits an acyclic 
closure. @ 1998 Elsevier Science B.V. 

1991 Math. Subj. Class.: 55P62; 55305 

1. Introduction 

Dans leur contribution B I’kude des mod&es algkbriques des fibrations, DuPont et 

Hess [3] ont introduit un certain nombre de dkfinitions que nous rappelons ici. Dans 

tout ce texte, toutes les structures que nous considkrons ant pour corps de base k de 

caracthistique p quelconque. Notons que nos rksultats sont valables pour p = 0, mais 

n’apportent rien de nouveau du point de vue des applications topologiques dans ce cas. 
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Ddinition 1.1. (a) Un produit tordu de (A, dA) et (B, ds) note (A 0 B, d) oh (A, dA) 

et (B, dB) sont darts k-dga est un objet de k-dga verifiant: 

(1) comme espace vectoriel grad& A 0 B ?’ A @ B; 

(2) pour tous aEA, bEB, (a@l)o(l@b) - a@bbEA+@B<lbl, et (l@b)O 

(a@ 1)=(-1)1”1161 a @ b oti 0 designe le produit dans A @B; 

(3) la suite O-+(A,dA)A(AOB,d) & (B, de) + 0 est une suite de morphismes 

d’algebres de cochaines exacte en (A, dA> et (B, ds); 

on a i(a) = a @ 1 et z(a @ b) = e(a). 6. Le morphisme E est I’augmentation. 

(b) L’injection i : (A, dA ) -, (A 0 B, d) est appelee extension tordue de A. 

DCfinition 1.2. Soit C/I : (R, dR) + (S, ds) un morphisme de k-dga; on dit que 4 est une 

fibration algebrique s’il existe un diagramme commutatif a homotopie pres dans k-dga: 

(A, 4) - (A 0 B, 4 

oh i: (A, dA)’ (A 0 B, d) est une extension tordue et les fleches verticales sont des 

quasi-isomorphismes. 

DCfinition 1.3. Soit (A, dA) dans k-dga. S’il existe une extension tordue 

i:(A,dA)+(AOB,d) 

avec (A @B, d) acyclique, on dit que (A, dA) admet une cloture acyclique. 

Quelles algebres de cochaines possedent une cl&me acyclique et quels morphismes 

d’algebres de cochaines sont des fibrations algebriques? 

Le but de cet article est de donner une rtponse partielle a ces questions en considerant 

des algbbres de cochaines privilegiees que nous appelons dans la suite algbbres de 

cochaines quasi-commutatives. 
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Nous dtmontrons en fait le theoreme Avant: 

Thboreme 1. Soit f: (A, dA) ---f (B, dB> un morphisme d’algzbres de cochaines quasi- 
commutatives, alors f est une jibration algCbrique. 

Dans tout le texte qui suit, s designe l’operateur de suspension; il est de degre -1 

alors que s- ’ est la dtsuspension; c’est un operateur de degre + 1. 

2. Alg&hres de cochaines quasi-commutatives 

Definition 2.1. Une algbbre de cochdnes quasi-commutative est la donnee d’un triplet 

(A, dA, PA) oti (A, dA ) est une algebre de cochaines cohomologiquement 1-connexe de 

type fini et PA une classe d’homotopie de morphismes d’algebres de cochaines de A @A 
dans A qui prolonge la codiagonale V: A Jj A + A verifiant: 

(a) [PA 0 7’1 = PA ou PA dtsigne aussi un de ses representants, 

(b) [~A~O~ALA~~)I=[~A~O~~C~A)I, 
oti T est l’isomorphisme de transposition T:A @A+A @A defini par T(a@ b) = 
(-l)l’Ilblb@a. 

DCfinition 2.2. Soient (A, dA,,uA) et (B, dB,pB) deux algbbres de cochaines quasi- 

commutatives et f : (A, dA> + (B, dB) un morphisme d’algbbres de cochaines. On dira 

que f est un morphisme d’algebres de cochaines quasi-commutatives si 

[f O PAlrelAUA = [PB 0 f @ flre/A~~ 

DCfinition 2.3. (1) La categoric formee des algebres de cochaines quasi-commutatives 

et des morphismes ad hoc sera notee k - Qcdga;. 

(2) Si (A, dA, PA) est une algbbre de cochaines quasi-commutative, tout representant 

de PA est appelt quasi-muhiplication. 

Soit (A, dA ) cohomologiquemnent I-connexe de type fini et soit (T(V), dv) son 

modele libre minimal: 

(a) si (A, dA, PA) est quasi-commutative, il existe un morphisme d’algbbres de 

cochalnes PV : M( T( V) @ T(V)) + (T( V), dv) qui prolonge la codiagonale V : T( V @ 

V’) -+ T( P’) oti M( T( V) @ T(V)) designe le modele libre minimal du produit tensoriel 

(T(V)@T(V),&@&). 
(b) Le morphisme py est une quasi-multiplication. 

Considerons (A, dA, PA) et (B, dB, pi) deux algbbres de cochaines quasi-commutatives 

de modbles libres minimaux respectifs (T(V), dv) et (T(U), du). Soit f : (A, dA) + 
(B, ds) un morphisme d’algebres de cochaines. 

Notons encore f : (T(V), dv) + (T( U),du) le morphisme induit au niveau des 

modeles libres minimaux; on a un morphisme: 

qui rel&e f~f:(T(V)~T(V),dv~ddv)~(T(U)~T(U),d~~dU). 



264 B. Ndomboll Journal of Pure and Applied Algebra 125 (1998) 261-276 

Si f est un morphisme d’algebres de cochaines quasi-commutatives le diagramme 

suivant commute a homotopie pres (relativement a T( V@ V)) dans la categoric des 

algbbres de cochaines: 

Lemme 2.4 (relevement). Duns la categoric des algbbres de cochaines cohomologi- 
quement 1-connexes de type jini, considerons le diagramme commutatif suivant: 

T(V@W)- T(U) 
f 

duns lequel i est une extension libre et rl/ un quasi-isomorphisme. 

I1 existe un morphisme h: T( V 6~ W) -+ T(Y) tel que h o i = g et $ o h homotope 

af: 
Le relevement h est unique a homotopie p&s (relativement a T(V)). 

Lemme 2.5. (1) Soit X un espace topologique simplement connexe ayant le type 
d’homotopie d’un C.W. complexe de typehni. Notons C*(X) son algebre de cochaines 

singulieres normalistes a coejficients dans k. Alors C*(X) est quasi-commutative. 
(2) Si f :X -+ Y est une application continue entre espaces toplogiques simplement 

connexes, alors f : C*(X) + C*(Y) est un morphisme d’algebres quasi-commutatives. 

Dkmonstration. Considerons la diagonale d:X+XxX. Elle induit C*(d): 

c*(X xX)-, c*(X). 

On a le morphisme d’Eilenberg-Zilber: EZ : C*(X x X) -+ C*(X) @ C*(X) qui est 

un quasi-isomorphisme d’algebres. En Prenant des modeles libres minimaux, on a le 
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diagramme suivant: 

cyxx X) 
C’(A) 

bC’(X) 

En appliquant deux fois le lemme de relevement, on a un morphisme d’algbbres de 

cochaines FV qui prolonge la codiagonale et rend le diagramme ci-dessus commutatif a 

homotopie prbs. Autrement dit C*(X) est une algebre de cochaines quasi-commutative. 

Considerons f : Y +X une application continue entre espaces topologiques simple- 

ment connexes ayant le type d’homotopie de C.W. complexes de type fini, on a le 

diagramme commutatif a homotopie pres, suivant: 

C’(A) C’(A) 
C'(XxX)~C'(X)fc*(Y)-C'(Yx Y) 

\4 @f I/ 
c’(x)@c’(x)---+ C’(Y)@C’(Y) 
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dans lequel (T(U),d”) designe le modele libre minimal de Y, $v, &J, $v, I/Q, EZ, 

nv, gu sont des quasi-isomorphismes; vv et qu sont obtenus par le lemme de releve- 

ment. Les morphismes pu o F et f o PV relevent 4~ of o PV h homotopie pk. D’apres 

le lemme de relevement, ces deux morphismes sont homotopes (rel. a (T( V $ V)). 

3. Modkle libre minimal d’un produit tensoriel 

DCfinition 3.1. Soit A une algbbre de cochaines et A4 un A-bimodule. Une application 

lineaire f : A + M est une derivation de degre r si: 

On se donne (A, dA) et (B, ds) deux algbbres de cochaines connexes, cohomologi- 

quement 1-connexes de type fini. Notons (T(V), dv) et (T(U),du) leurs modbles libres 

minimaux respectifs. 

Rappelons la construction du modgle libre minimal de (A @I B, dA @ dB> [2]. 

Considerons l’algebre tensorielle T( V @ U @ s-‘(sV 8 sU)). Pour tout u E U on 

a une application lineaire: 

6,: V+T(V$ u@s-ysvc3su)) 

qui a v associe 6,(v) = 2~724 =s-‘(su 8 su). 

On prolonge 6, en une derivation sur T(V) qu’on note encore 6, 

on a ainsi une application lineaire: 

6 : u + Der(T(V), T( V a2 U a3 S-‘(sV 6s mu))), 

u ++ 6,. 

Observons que Der(T( V), T( V $ U @ SK’(sV @ sU))) qui est l’espace vectoriel des 

derivations dtfinies sur T(V) a valeurs dans T( V @ U @ s-‘(sV 8 sU)) est un T(U)- 

bimodule. On prolonge alors 6 par derivation sur T(U). Ce qui en fait nous donne une 

double derivation 6 definie sur T(V) @ T(U) St valeurs dans T( V @ U @s-‘(sV @sU)), 

c’est-a-dire: 6 E Der (T( U), Der( T( V), T( V @ U @ s-‘(sV @ sU)))). 

Fixons une fois pour toutes les notations suivantes: 

V#U =s-‘(sV@sU) et ValaT(V), ifbET( a#b=&(a). 



B. NdombollJournal of Pure and Applied Algebra 125 (1998) 261-276 267 

Definissons sur T( V @ U @ V# U) la derivation L? de degre + 1 suivante: on pose 

VVEV, VUEU 

do = dvv, &A = d”u, 

ds-‘(sv tam) = v cc u - (-1)“““~ ~3 v - [dvv#u + (-l)‘“‘v#dUu]. 

11 est facile de verifier que pour tous a E T(V), b E T(U), on a la for-mule 

d(a#b) = a @ b - (-l)‘““b’b @ a - [hz#b + (-l)‘%#bb]. 

On en deduit que d2 = 0. 

En considtrant le morphisme d’algebres de cochaines: 

$:(T(VWW’#U),~)~(T(V)@TT(U),~V@~~) 

defini par: Vu E V, VU E U, 3(v)= v @ 1, I&U) = 1 ~3 U, $(v#u) =O, on a le modele 

libre minimal du produit tensoriel (A @B, dA @ ds). Pour le voir, on peut reprendre mot 

pour mot la preuve du Lemme 4.1 ci-dessous. 

4. DCmonstration du thCor&me 

Tout ce paragraphe est consacre a la demonstration du Theoreme 1. Le pro&de est 

fort simple et se resume de la maniere suivante. 

On se donne f : (T( V),dv) -+ (T( U),du) un morphisme d’algebres quasi- 

commutatives. On construit: 

(1) une suite croissante d’espaces vectoriels graduts (X,), 2 0 telle que T(V) + 

T(V) 0 ?“(A’,) soit une extension tordue; 

(2) une suite {fn} de morphismes d’algebres de cochaines telle que. fn : M(T( V) 0 

T(X,) + T(U) etende fn-i , oh M( T( V) 0 T(X,)) designe le “mod&e libre canonique” 

(voir Remarque 4.2) de T(V) 0 T(X,). 

On montre, en notant X la limite inductive des X,,, qu’on a une extension tordue 

T(V) -+ T(V) 0 T(X) et un quasi-isomorphisme f : M( T( V) 0 T(X)) --f T(U) d’alge- 

bres de cochaines. 

Soit done f : (A, dA) + (B, dB) un morphisme d’algebres de cochaines quasi-commu- 

tatives. Notons encore f : (T(V), dv) + (T(U), du) le morphisme induit au niveau 

des modeles libres minimaux. Nous conservons toutes les notations du paragraphe 

precedent. 

Posons 

Y=sKerH*f@ CoKerH*(f) 

et considerons, 

go : Ker H*( f) -+ 2'( T( V)) une section. 
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Comme dans la construction d’un modele libre d’un produit tensoriel, on d&nit pour 

tout y E Y, une application lintaire: 2 : V 4 T( V @ Y) par: 

qll) = 
i 

u#y=ppf(u#a,s-‘y) si yEsKerH*(f), 

u#y = 0 si y E CoKer H*( f). 

On prolonge 8; par derivation sur T(V) (On suppose que $ s’annule sur les con- 

stantes), de sorte que l’on a une derivation 8; definie sur T(V) h valeurs dans T( V@Y). 

On a ainsi une application lineaire: 

P:YrDer(T(V),T(V@ Y)). 

Comme Der( T( V), T( V @ Y)) est un T( Y)-bimodule, on prolonge s” par derivation 

sur T(Y). Par consequent, l’expression a#b est bien definie dans T( V $ Y) lorsque 

a E T(V) et b E T(Y). 

Dllfinition du produit tordu o 

Notons S la suite des commutateurs de Z’( V $ Y) de la forme [vi, yj] oh Ui E V, 

yj E Y et I l’idtal engendre par S. Posons [~i,yj]~ = [vi, yj] - (-1)Iv81(ui#yj); notons 

T la suite formte de tels elements et J l’idtal engendre par T. Ordonnons les elements 

de S et T de la man&e suivante: un monome qui commence par un element de Y 

est strictement superieur a tout monome qui commence par un element de V. Si deux 

monomes commencent par un element de Y (resp. V), le plus grand est celui dont 

la composante dans Y (resp. dans V) a le degre le pus eleve. Pour chaque terme de 

chacune des suites prenons le monome le plus grand. Puisque le degre de la composante 

de (ui# yj) qui est dans Y est strictement inferieur au degre de yi on obtient deux 

nouvelles suites qui sont identiques. Notons R la nouvelle suite ainsi obtenue et K 

l’ideal qu’elle engendre. Selon la terminologie de [l] la suite R est “combinatorially 

free” et d’aprbs le Theo&me 3.2 de [ 11, les suites S et T sont inertes (“strongly free”) et 

de plus 7’( Y@ Y)/K, T( V $ Y)/Z et T( V@ Y)/J ont m&me serie de Hilbert. Et comme ce 

sont des espaces vectoriels de dimensions finies en chaque degre, ils sont isomorphes. 

Mais T( V 6E Y)/Z &ant isomorphe a T(V) @ T(Y), on a T( V 63 Y)/J 2 T(V) @ T(Y). 

On pose alors T(V) 0 T(Y) = T( V TV Y)/J qui est une algebre associative. On adopte 

le choix suivant pour tcrire explicitement ce produit. 

Vu, a’ E T(V), ‘db, 6’ E T(Y): 

VVEV, VyEY, 

(UN l)O(l @y)=v@y+(-l)‘“‘e#y, (1 @y)O(u@ l)=(-l)‘U”&@y. 
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On d&nit maintenant sur T(V) 0 T(Y) un opirateur d, de degrk 1 de la man&e 

suivante: 

d,(v@l)=dVv@l VVE~ 

d,(l @xx> = CT,S-~X@ 1 VxE.sKerH*(f), 

d,( 1 18 y) = 0 Vy E CoKerH*( f). 

On prolonge ensuite d, sur T(V) 0 T(Y) par derivation. 11 est alors evident que d,’ = 0; 

et (T(V) o T(Y),&) est un produit tordu au sens de DuPont-Hess. 
Considerons l’algebre tensorielle T( V @ Y $ V# Y), oh V# Y = s-l (SF’ 63 sY), on y 

dtfinit une differentielle D, a savoir: 

D,v = dvv Vu E V, 

D,y = o,,s-‘y ‘dy’vsKerH*(f), 

D,y = 0 Vy E CoKerH*( f ), 

D,u#y=v~y-(-l)~~~~v~y~v-(d~v#y)-(-l)~v~(v#y)Vu~V,Vy~sKerH*(f) 

(il faut bien se rappeler la difference entre # et #), 

et Vu E V et Vy E CoKerH*( f), 

D,(v#y)=v@y-(-l)~y~~“~y@v-(dvv#y) VyyCoKerH*(f). 

11 n’est pas difficile de se convaincre que 0: = 0. 

Soit le morphisme d’algebres de cochaines t,k, : (T( V EB Y @ V # Y), D,) -+ (T(V) 0 
T(Y), do) defini par Vu E V, Vx E Y: 

Il/otv> = v 8 1, k4Y) = 1 @ y, &4v# y) = 0. 

Pour montrer que eO commute avec les difkkentielles, il suffit de vkifier que: 

Idb(D,v#~) = 0. 

En effet, soit y E s Ker H*( f) 

&,DO(v#y)=&,(v@ y-(-1)“““‘y@3u-(dv#y)-(-1)‘“‘(v#y)) 

= (0 @ 1) 0 (1 By) - v G9 y - (-l)‘“‘(v#y) 

= 0. 

Soit y E CoKer H*( f) 

t,kD,,(v#y) = &Jo ~3 y - (-l)ly”“‘y @ v - (dv#y)l 

= 0. 

Lemme 4.1. Le morphisme & est un quasi-isomorphisme. 
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Dkmonstration. I1 est clair que &, est sutjectif. I1 suffit d&s lors de montrer que Ker I+& 

est acyclique. Remarquons que Ker I,& est engendre par les elements de la forme 

2j @ y _ (_1)lYll”’ y @ u - (-l)‘L”V#JJ, u @z - (-l)~“ll’lz @ u et u#x 

avec UE V, yEsKerH*(f), ZE CoKerH*(f) et XE Y. 

On definit une nouvelle graduation sur Ker t+bo en posant 

II4 = I4 + 12 ll.Yll = I.4 llzll = I4 Ilu#xll = IUI + 1x1 + 1. 

Posons F,Ker~b={tEKer~“/lltll>n},n>O, on a D&C& et {F,},>s est une filtra- 

tion decroissante qui donne une suite spectrale convergeant vers H*Ker t,b. Le terme E’ 

de cette suite spectrale est H*Ker I) lorsque dv = 0. Et lorsque dv = 0, Ker &, est acy- 

clique car la suite des [u,y] -(-l)l”l(u#y) est inerte dans T(V @ Y) et par consequent 

H*(T(V@YW’#Y),Do)=H*(T(V)aT(Y),do) oti Do(u#y) = [u,y]-(-l)I”l(u#y), 

d’oh le lemme. 

Rappelons que le morphisme J’ : (T(V), dv) + (T( U),du) induit 

F:(T(V@ V’@ V#V’),&) + (T(U$ U’MJ#U’),~u), 

u#u’ H f(u)#f(u’) 

et fpv est homotope a p”F relativement A T(V @ V’). C’est-a-dire qu’on a le dia- 

gramme commutatif 

.,, 
J 

.I 
I 

0171: ~=(T(V~V’@V#V’~~V@V’@V#V’@SV@SV’@SV@~V’),~) est le cylindre 

sur T(V@ V’@ V#V’) et H,sV=H,sV’=O. 



B. Ndomboll Journal of Pure and Applied Algebra 125 (1998) 261-276 271 

ConsidCronsf,:(T(V~Y~V#Y),D,)~(T(U),D~)dCfinipar:f,(u)=f(v),~’vEV 

soit y Es KerH*( f); on a f(oOs-‘ y) =&by on pose alors fO(y) = By et f,(v#y) = pu 

(f(u)#fo(y)) - (-l)‘U’KIw+w-l y), oh Ho est l’homotopie choisie entre fblV 

et ~uF et S : T+(X) + T(X @ X’ @ sX) est la (j - j’) derivation de degrt - 1 qui 

prolonge l’identite de X sur sX. La differentielle d sur T(X @ X’ @ sX) est don&e 

par: dsx =x’ -x - S(dxx). Considerons r : CoKer H*( f) -+ T’( T( U)) une section. soit 

z E CoKer H*( f), on pose fO(z) = rz et j~(u#z) = PV( fO(u)#fO(z)) ‘du E V. 

Montrons que fo commute aux differentielles. I1 suffit de montrer que fo commute 

aux differentielles sur V#Y. En effet: 

soit z E CoKer H*( f): 

foD,(u#z) = .h(u)@fo(z) - (-1)‘“““h(z)WXu) - w(_tKdvu)#h(z)). 

= duw( h(u)#fo(z)) 

= 4/fo(u#z) 

soit y E s KerH*( f) et u E V: 

foD(u#y) = fo(u)@L(y) - (-l)“““‘fo(y)@~(u) - wAfo(dw)#fo(y)) 

- (-l)‘“‘HOS(dvu#&y) - (-l)‘“‘fo~V(u#oOs-‘y), 

duf,(u#y) = fo(u)@_6(y) - (-1 )‘y”“‘fo(y)@fo(~) - w(fo(dvu)#fo(y)) 

-C-l) lb’ Pu(h(~>#fo~o~-lY> + (-1>'"'~u(fo(~)~fooos-'Y> 

-(-l)‘v’fo~~(o#~~os-‘y) - (-l)‘“‘H,S(du#a,s-‘y). 

Ce qui veut dire que fo commute aux differentielles. 

Nous construisons maintenant un modele libre de (T(V)@ T( V@ Y@ V# Y), dv @Do). 

Notons pour kiter toute contusion #’ le # issu du produit tensoriel et considtrons 

l’algebre tensorielleMo=(T(V~V’~Y~V#Y~V#‘V~V#’Y$V#’(V#Y)),~,) ou 

la differentielle D, est DO sur T(V@V’$Y@V#Y), et dO(x#‘y)=x. y - (-l)lxll~l 

y .x - (D,x#y + (-l)‘“‘x#‘DOy). ^ 
Soit ~~::M,--,(T(V)~T(V~Y~V#Y),dy~Do) le morphisme qui envoie V sur 

V@k, (V’@Y@V#Y) sur k@[V@YBV#Y] et V#‘(V@Y@V#Y) sur zero. 

On montre, en reprenant exactement la demonstration du Lemme 4.1 que I+&* est un 

quasi-isomorphisme et done que A4, est un mod&e libre de (T(V)@ T( V @ Y @ V# Y ), 

& @Do). 

Remarque 4.2. (1) Un tel modele sera appele par la suite mod&e libre canonique de 

(T(V)~~(I/~Y~V#Y),dv~Do). 
(2) Le modble du Lemme 4.1 est aussi appele modele libre canonique de T(V) 0 

T(Y). 
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Lemme 4.3. (1) II existe no : A40 -+ (T( V $ Y @ V# Y), Do) morphisme d’algebres de 

cochaines qui identi$e les deux copies de V et qui est ur sur V#’ V. 
(2) Notons M(T(V) CG T(V) @ T(V $ Y CB V#Y),dV @ dV @DO) Ze modele libre 

cunonique de (T(V)~T(V)~T(V~Y$V#Y),dv~dv~~o) et ,uo(~@~o),~o@o@~) 

les morphismes induits au niveau des modeles libres; alors uo( 1 ~3 ~0) est homotope 

h ,U&Q ~3 1) relativement ci M(T(V)@ T(V ~3 Y ~$3 V#Y),dr @DO). 

Dbmonstration. (1) On pose 

po(v#‘u) = pv(v#‘u) vu,24 E v; 

/.&J(z) #‘x) = v#x vu E v vx E Y; 

po(u#‘(u#x)) = (-l)‘“‘~o(U#‘U)#X + (-l)‘ks(u #‘(u#‘Don)) 

oh K est une homotopie fixee entre ,UV( 1 @,LQ) et /_QJ(/AL~ @ 1) relativement a M(T( V)@ 

T(V),dv @ dv). 
11 est facile de voir que ~0 commute aux differentielles pour les deux premieres 

tgalites. 

Par un calcul direct on a: 

d”(~~(v#‘(u#x))=(-1)‘“‘~~(v#‘U)~X+(-l))aX~’(u#’U)+v~(U#X) 

+(-l)b(U#X) @ u - (-1)“u @ (u#x) - (-l)“(u#x) C3 v 

-(-l)‘“‘/~~(d~v#‘u)#x + po(u#‘dyu)#x 

+(-l)‘“‘+‘“‘~~(v#‘&4#‘Do.x) 

-(-l)‘U’KS(dVu#‘(u#‘Dox) 

-(-l)‘“‘+‘“‘K,S(v#‘(dVu#‘Dox) 

= /&( u #‘u #‘x) 

oti a = IvIIxl+lulIxl+lul+lxI;b = IuIIxI+IvI;c = Ivllul+/vI+IxI;d = Iullxl+luIIuI+IvI. 
(2) 11 faut construire morphisme d’algebres de cochaines KO du cylindre sur 

M(T(V) @ T(V) @ T(V $ Y CB V#Y),dr @ dr @DO) 1 valeurs dans (T(U),do) qui 

soit une homotopie entre ,us( 1 ~3 ~0) et &LO ~3 1). On pose 

Kos((v#‘y) = 0 Vu E V,V’y E V ~8 Y $ V#Y; 

Kos(u, #‘uz #IQ) = Ks(ul #‘vz #‘v3), ui E V et KO commute aux differentielles; 

Kos(ul #‘vz #‘y) = 0, ui E v,y E Y 63 V#Y. 

Pour se convaincre que KO commute aux differentielles, on raisonne par recurrence sur 

le degre de vi #‘UZ et cela ce fait sans difficult&. 
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Le morphisme fs:(T(V@Y@V#Y),Ds) + (T(U),dU) induitFo:Mo --f (T(U@U’ 

@ ~#WJ%) dehni par ~O/T(YWWYW#Y) = .W’O(V#‘Y) = f~(V)#h(y). 

Lemme 4.4. Les morphismes d’algtbres de cochaines ~UFO et fop0 sont homotopes 

relativement d T( V $ V’ @ Y @ V# Y). 

Dbmonstration. I1 s’agit de construire morphisme d’algebres de cochaines TO sur le 

cylindre sur n/i, qui soit une homotopie entre p~F0 et fop,,. On pose tvidemment 

TO = 0 sur la suspension de I’espace vectoriel des generateurs de T( V $ V’ $ Y 8 

V#Y) et TO =I& sur V#‘V oti HO est une homotopie fix&e entre pr/F et f pv. En 

faisant un raisonnement par recurrence sur le degre de v on montre qu’on peut poser 

Tos(u#‘y)=O Vy E Y @ V#Y. 

Posons maintenant X0 = Y. Supposons qu’on ait construit Vi > 0 

( 1) une algebre de cochaines (T( V $ Xi $ V#Xi),Di); 

(2) un produit tordu (T( V)OT(Xj),di) tel que le morphisme d’algbbres de cochaines 

$i:(T(V @Xi @ V#Xi),O]) -+ (T(V) @ T(X;),di) defini par $i(u)=u @ l;&(X)= 

1 @ X; I6;:(U#x) = 0 soit un quasi-isomorphisme; 

(3) un morphisme d’algebres de cochaines ,Ui : Mi 4 (T( V $ Xi @ V #Xi), Di) oh Mi 

est le modele libre canonique de T(V) @ T( V $ Y @ V#Xi), dV @ Di) et un morphisme 

d’algbbres de cochaines I; : (T( V CB Xi CB V #Xi), Di) + (T(U), du) tels h etende f;- 1 

et PuFi soit homotope a filli relativement a T( V @ V’ @Xi @ V#Xi). 

Nous faisons les memes constructions a l’ordre i + 1. 

( 1) L’aZgPbre de cochaines (T( V @ &+I $ V#Xi+l ), Di+l ). Posons X+] =X $ 

.&erH*(fi). Soit Gi :kerH*(fi) + .T(T(V@Xi @ V#Xi)) une section et considerons 

pour tout x EXi+] l’application lineaire &+, : V + T(V@Xi+l) definie par &+,(v)= 

e(U) si X EXi et -e+](n) = V#X = /ii(V#biS-IX) si X EskerH*(fi). 

On prolonge q+] p ar derivation sur T(V); on a ainsi une derivation &+, sur 

T(V) g valeurs dans T( V @Xi+,). On a en fait une application lintaire Si+] :Xi+] + 

Der( T( V), T( V @Xi+, )). Comme Der( T( V), T( V @Xi+1 )) est un T(Xi+] )-bimodule, 

on prolonge Si+] sur T(Xi+]) par derivation. De sorte que l’expression a#b a un sens 

precis si a E T(V) et b E T(&+l ). 

Definissons sur T( V @Xi+] @ V#Xi+l) l’operateur Di+l de degre 1 suivant: 

Di+lV=dyv=Di VVVE V; Di+lx = Dix si x E Xi; 

Di+lx=ois-‘x si ~~skerH*(fi) et Di+l(v#x)=Di(v#x) si XEX~; 

Di+l(v#x)=v@x - (-l)‘““x’ x@v - (dVv#x) - (-l)~“~(v#x) si xEskerH*(fi). 

On verifie, en appliquant la formule 

Di+l(a#b)=a@b - (-l)l’llblb@a - (Di+lv#x) - (-l)l’l(a#b) que Of+, =O. 

(2) Le produit tordu (T(V) o T(&+I), di+l ). L’algebre T(V) 0 T(&+l) est le quo- 

tient de T( V @I Xi+,) par I’idtal engendre par la suite inerte form&e des elements 
ugx - (_1)l”ll”l XC3V - (-l)I’l(V#X) Oh VE V et XEXi+]. 
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Considtrons le morphisme d’algebres $;+, : T( V $&,I @ V#A’~+~ )-+T( V) 0 T(_-&+~ ) 

d&i par $i+I(U)=uCS l;$i+~(x)= 18X et &+i(v#x)=O. Si on pose d;+in=dvu et 

d;+iX = Il/i+l (D;+lX), on a directement les faits suivants: df+, = 0 et $;+I commute aux 

differentielles. En reprenant mot pour mot la preuve du Lemme 4.1, on montre que 

&+I est un quasi-isomorphisme surjectif. 

(3) Le morphisme p;+l. Soit M;+i le modble libre canonique de (T(V)@ T(V@ 

xi+1 @ V#x;+l ), dv @D;+i), on a le lemme suivant. 

Lemme 4.5. (1) 11 existe cl;+1 :M;+l -+ (T( V BX;+l C% V#X;+l),D;+l) morphisme 

d’algdbres de cochafnes qui &tend p;. 

(2) Notons M(T(V)@T(V)@T(V@X~+I $ V#X+l),dv@dy@D;+l) le mod2le 

libre canonique de (T(V)~T(V)~T(Vt~X;+l$V#X;+l),dv~dv~oi+l) et p;+l 
(1 @3p;+1 >, p;+l(/.l;+~ ~3 1) les morphismes induits au niveau des mod2les libres; alors 
,a;+~(1 C%p;+l) est homotope ci p;+l(p;+l @ 1) relativement h M(T(V)@T’(V@X;+l @ 

v#4+l ),dV@Di+l 1. 

Dkmonstration. (1) On pose 

/L~+l(V#‘X)=U#X VVE V VXEEXj+J; 

ou K; est une homotopie fixee entre I*;( 1 @ ,U;) et p;(p; @ 1) relativement a M(T( V) @ 
T(VCBXCE V#X,),dIJ@D;). 

Le point (2) se ramene au cas du Lemme 4.3. 

Rappelons que par hypothese p”F; est homotope a f;p;; fixons-nous une homotopie 

T;. N~usconstruisonsunmorphisme~~i :(T(V@x+l@V#&+l),LI;+l)-(T(U),du) 
en posant Vuc V: J;+l(u)=fi(u);~+~(~)=f;(x)~xkEi. 

Soit x E skerH*(J;) on a J;:(a;s-ix) = d UZ. On pose alors J;+i(x)=z et fi+i(v#x)= 

/Q/(fi+i(U)#fi+i(X)) - (-l)‘“‘T;S(V#‘D;+iX). Verifions que fi+i commute aux 

differentielles. 11 suffit pour ce faire de montrer que 

J;+i(D;+i(n#X))=dufr+l(~#X) VX;cEskerH*(f,); 

duf;:+l(v#x) = f;:+~(v)@‘+l(x) - (-1)‘“““‘J;:+1(x)@~+&) 
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Le morphisme fi+i :(r(VBXi+i @ v#xi+t),Di+l)-(T(U),dU) induit Fi+i :Mi+i 

+(T(UEBU’@U#U),&) defini par ~i+l/~(~~y’~~,,~~#~,+,)=fi+l,~i+l(~#’x)= 

fi+l(~>#h+l(x). 

Lemme 4.6. Les morphismes d’algsbres de cochaines puFi+l et fr+lpi+l sont homo- 
topes relativement Li T( V @3 Y’ @Xi+1 $ V#Xi+l). 

Dkmonstration. 11 s’agit de construire un morphisme d’algbbres de cochaines K+i 

sur le cylindre sur Mi+i qui soit une homotopie entre puFi+l et fi+ipi+i. On pose 

tvidemment T. 2+i = Ti sur le cylindre sur Mi et Z’i+l(sv#‘x) = 0, Vx E skerH*(fi). 

Observons que les Xi forment une suite croissante d’espaces vectoriels graduts et 

posons X &gal a la limite inductive des Xi. On a de man&e Cvidente: 

(a) un produit tordu (T(V) 0 T(X), d); 

(b) un quasi-isomorphisme $ : (T( V CE X CB V#X), D) --+ (T(V) o T(X), d); 

(c) un morphisme f : (T(V @X CB V#X),D) --) (T(U),du) qui &tend f. 

DCmonstration du ThCor&me 1. On suppose que (A, dA) = (T( V), dv) et (B, ds) = 

(T(U), du), il nous suffit des lors de montrer que le morphisme _? construit ci-dessus 

est un quasi-isomorphisme. Comme CoKer H*( f) est contenu dans X, f" est surjective 

en cohomologie. Soit z un cycle de T(V@X@ V#X) tel que f-(z) =du/I. 11 existe n 

tel que z E T( V@X, @ I’#&); si la classe de z est nulle dans H*( T( V@X, @ V#X,)), 

il n’y a rien a dire, sinon il existe t EX,+~ tel que &+I t =z et done [z] = 0. 

Corrollaire 4.1. Toute algtbre de cochaines quasi-commutative possbde une cl&ture 
acyclique. 

Dkmonstration. On applique le Theoreme 1 a l’augmentation: 

E:(A,dA)-+k 

pour avoir le resultat. 

Remarque 4.8. Lorsque k = Q, il est bien comm qu’tm modble de Sullivan d’une 

application f determine le type d’homotopie rationnelle de la fibre homotopique 

de f. Par contre, un mod&e tensoriel de f (l’analogue non commutatif du modble de 

Sullivan) ne determine meme pas l’algebre de cohomologie de la fibre homotopique 

de f en general. Un exemple est donne par la fibration des chemins P(CCP(2))-+ C 

CP(2) dont le modble tensoriel est le meme que celui de la fibration des chemins 

P(S5 V S3)+S5 V S3 mais on sait que H*(s2(S5 V S3);Z/2Z) est primitivement en- 

gendre alors que H*(fi(CCP(2));2/22) ne l’est pas. 

D’oti la question: que devons-nous savoir du modele tensoriel de f pour en deduire 

un modble de la fibre homotopique? 

Nous avons ici construit un mod&e codant de plus les diagonales topologiques; est- 

ce suffisant? Nous ne le savons pas mais nous esptrons revenir sur cette question dans 

un prochain travail. 
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