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Abstract

In this paper, we give a semi-algorithm to sample uniformly at random from the Fibonacci
language L = ¢ + La + Lbb. It needs a uniform bit generator and the average complexity is
linear. We show that we can transform this semi-algorithm to a true algorithm still with a linear
complexity. Finally, we discuss a generalization to a class of regular languages.

Résumé

Dans cet article, nous donnons un semi-algorithme qui permet d’engendrer de fagon aléatoire
et rigoureusement uniforme un mot du langage de Fibonacci, L = ¢ + La + Lbb. 11 utilise un
générateur uniforme de bits et la complexité moyenne en temps et en espace est linéaire. Nous
montrons comment transformer ce semi-algorithme en algorithme a terminaison assurée, tout en
gardant une complexité linéaire en moyenne. Enfin, on donne une famille de langages rationnels
pour lesquels notre méthode s’applique. (©) 2002 Published by Elsevier Science B.V.
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0. Introduction

Les nombres de Fibonacci 0,1,1,2,3,5,8,13,..., (cf. Section 2) énumeérent de nom-
breux objets combinatoires, allant des couplages de n points alignés jusqu’a certaines
familles de polyominos [2]. Parmi ces objets, le langage de Fibonacci est un des ex-
emples les plus élémentaires. Il est formé des mots sur I’alphabet a 2 lettres X= {a, b}
obtenus en concaténant de toutes les fagons possibles les facteurs a et bb (facteurs
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constitutifs que nous appelerons motifs dans la suite). C’est un langage rationnel
d’équation (cf. Section 2) L=¢+ La + Lbb.

La génération aléatoire uniforme de mots d’un langage rationnel, uniforme par rap-
port a la longueur des mots engendrés, est un probléme que 1’on sait résoudre par une
méthode récursive, en considérant ces langages comme cas particuliers de langages
algébriques [6] ou de structures décomposables [5]. Cependant, la mise en ceuvre de
cette méthode conduit a manipuler des nombres exponentiels en la longueur du mot
que I’on souhaite engendrer, et donc cela ne facilite pas la génération des mots de
tres grande taille. Signalons toutefois que des progres sensibles ont permis récemment
(voir [3,4]), en utilisant I’arithmétique flottante, d’atteindre un complexité bit a bit
quasilinéaire (O(n'**)), aprés un précalcul en O(n>*¢) (réduit a O(n'**) dans le cas
algébrique).

Dans cet article, nous proposons a contrario une méthode a la fois légere, paresseuse,
mais juste, précise et efficace.

Légere car elle ne nécessite ni précalcul, ni aucune opération arithmétique sur des
grands nombres. Paresseuse car aucun calcul n’est effectué avant sa stricte nécessité.
Juste, car la génération se fait sans biais, et fournit un échantillon avec une probabilité
rigoureusement uniforme. Précise car cette méthode ne met en jeu que des calculs bits
a bits, sans utiliser d’arithmétique flottante. Efficace car la complexité moyenne en bits
tirés est de I’ordre de O(n), et elle permet réellement selon 1’algorithme 1 ci-dessous,
d’engendrer en quelques secondes un mot de plusieurs millions de lettres du langage
de Fibonacci.

Le principe de la méthode est double:

e d’une part elle est fondée sur I'utilisation d’un semi-algorithme a rejet [1,9,10],
qui construit le mot a partir du mot vide en concaténant les motifs les uns
apres les autres, motifs choisis avec les probabilités appropriées, en gardant la
possibilit¢ de rejeter le mot et de recommencer lorsque celui-ci n’est pas
correct;

e d’autre part, pour décider quel motif choisir entre “a” et “bb” pour le concaténer
au mot courant en cours de construction, on effectue un tirage paresseux : il con-
siste a tirer juste le nombre de bits nécessaires du développement binaire d’un
réel aléatoire pour pouvoir décider du choix. Les mots engendrés le sont de fagon
rigoureusement uniforme sous 1’hypothese que 1’on sache également tirer des bits
de fagon uniforme, comme présenté dans le trés bel article fondateur de Knuth et
Yao, [7].

La premiére section décrit la méthode paresseuse du tirage a pile ou face. La
deuxiéme montre comment appliquer cette méthode a la construction d’un mot de
Fibonacci. Puis la troisieme section présente la complexit¢ moyenne en nombre de
bits aléatoires pour engendrer un mot de longueur n. Nous montrons également com-
ment on peut transformer notre semi-algorithme en algorithme, tout en gardant une
complexité linéaire. Dans la derniére section, nous discutons les extensions possi-
bles de notre algorithme a une famille de langages rationnels, les étoiles de
motifs.
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1. Tirage paresseux

L’objectif est de tirer dans un espace d’épreuves E a deux éléments mutuelle-
ment exclusifs 4 et B, ’événement 4 avec la probabilité donnée p. Dans le cadre
de I’arithmétique flottante, la fagon usuelle de procéder est de tirer selon la loi con-
tinue et uniforme un nombre réel » entre 0 et 1, et de choisir 4 si 0<r<p, et B si
p<r<1. Ce cas sort du cadre que I’on s’est fixé.

Un autre approche, utilisant un flot de bits uniformes, consisterait a tirer un nombre
réel r bit par bit, a le comparer, aprés chaque bit tiré, a la probabilité cible p supposée
parfaitement connue, et s’arréter dés que I’on serait assuré que r différe (en plus grand
ou plus petit) de p. Mais cela ne pourrait convenir que si p a une écriture binaire
finie, ce qui n’est évidemment pas le cas dans le tirage des mots de Fibonacci, ou la
probabilité fait intervenir (cf. Section 2) le nombre d’or ¢ =(1 ++/5)/2.

Nous présentons ici une méthode qui suppose que la probabilité cible p est donnée
comme racine simple d’un polynome P de degré d a coefficients entiers, suppos¢, pour
simplifier, monotone dans I’intervalle [0, 1].

1.1. Méthode

On tire le nombre r bit par bit. Le tirage est paresseux car on s’arréte de tirer dés
que I’on peut déterminer si, quelle que soit la suite des bits tirés ultérieurement, la
valeur globale du nombre » construit sera définitivement inférieure ou supérieure a la
probabilité cible p, rendant donc superflu de continuer. Un tel bit 7; sera dit bit décisif,
et on montrera que le nombre moyen de bits utiles, c’est-a-dire le nombre de bits tirés
jusqu’au bit décisif est exactement 2.

La comparaison du nombre tiré r avec la probabilité cible p se fera en évaluant le
signe du polynome définissant la probabilité, pour la valeur de la séquence tirée. Ce
calcul se fait en binaire avec une complexité (évaluée en multiplications bit a bit) finie.

1.2. Bit décisif

Soit » un nombre réel » compris entre 0 et 1; on note ; le ieme bit de 1’écriture
binaire de sa partie fractionnaire. Inversement, étant donné un mot w (possiblement
infini) sur l’alphabet {0,1}, on note w; la iéme lettre de w et val(w) le nombre qui
admet w comme développement fractionnaire, c’est-a-dire val(w)= 3., wi(l /24).

Avec ces notations nous pouvons préciser la notion de bit décisif.

Définition 1. Soient deux nombres p et » dans [0,1]. On dira que le bit ; du développe-
ment de r est décisif si i est le rang du premier bit qui differe dans les développements
de p et de r.

Plus précisement, le bit décisif vérifie,

L. I<j<i=r=pj,
2. (rizl/\pi:())\/(l’i:()/\pizl).
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Ainsi la connaissance des i premiers bits permet de décider, quelle que soit la contin-
uation du développement de 7, si ¥> p ou si r< p.

Le nombre p étant donné, la probabilité que le bit r; soit égal a p; est %, tout
comme la probabilité qu’il en differe. La probabilité que le bit décisif soit le bit de
rang i est donc 1/(2'~1)x 1 =1/2'. D’ou la propriété,

Propriété 2. Si p est donné, et si r est tiré uniformément bit par bit, le rang moyen
du bit décisif r; est égal a ), i/2' =2.

Plagons nous maintenant dans le cadre spécifique de 1’article, c¢’est-a-dire le dévelop-
pement binaire de la probabilité cible p est inconnu, mais p est déterminé uniquement
comme racine d’un polynome P donné, racine supposée unique dans I’intervalle [0, 1].

Les propriétés suivantes montrent qu’il est toujours possible de déterminer efficace-
ment le bit décisif de r.

1.3. Complexité bit a bit

Une conséquence directe de la définition du bit décisif conduit a la propriété suivante,
ou il est intéressant de noter que, dans les deux cas, la valeur de la méme chaine de
bits est comparée a p.

Propriété 3. Sous les mémes hypotheses que la Propriété 2, on a,

l. ri=1=(p;=0< (val(riry...7—11)> p),
2. ri=0=(p;=1< (val(ryry...ri_1 1)< p).

Preuve. Pour le point 1 c’est évident car précisément (r;,=1A p;=0) < val(rir;...
ri)>p.

De méme pour le point 2 c’est vrai a fortiori car (val(riry...ri-11)<p)&
Pi= 1. O

Apres chaque tirage d’un bit r;, il convient de vérifier s’il est décisif. Pour cela il
suffit, d’aprés la Propriété 3, et sous les hypothéses choisies pour le polynome P dont
p est racine (a savoir p racine simple unique dans l’intervalle [0,1]), de calculer le
signe de P(val(ry...ri_11)).

La complexité en opération bit a bit de 1’évaluation du signe de ce polyndme dépend
polynomialement du rang i du bit testé, ce qui donne une complexité moyenne constante
pour cette évaluation, en raison de la décroissance exponentielle de la probabilité du
nombre de bits tirés.

Cependant on peut aisément donner une majoration plus précise de cette complexité.
Appelons d le degré du polyndme P, et /, la longueur maximale des chaines de bits
codant les coefficients de P. On a la proposition suivante,

Propriété 4. A Iétape i le nombre d’exécutions d’opérations binaires est majoré par
2d((d — 1)/2) +id(l + d) + d(I + (d + 1)/2). Le coiit moyen est donc majoré par
6d? —2d + 4d|.
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Preuve. Selon le schéma de Horner, le polyndme P peut s’écrire,

P(x)=((agx + ag—1)x + ag—2)x + - -+ + ap.

Or une multiplication de nombres binaires a pour complexité bit a bit le produit des
longueurs, et le résultat a pour longueur la somme des longueurs. Pour une somme, la
complexité et la longueur du résultat sont toutes deux majorées par la longueur du plus
long terme augmentée de 1. D’ou la premicre expression de la complexité, en évaluant
ces quantités dans 1’ordre du schéma de Horner.

L’expression du colit moyen s’en déduit immédiatement car ), i2(12h=6. O

1.4. Généralisation

Il est clair que le procédé s’étend au cas ou la probabilité cible p est racine mul-
tiple (on prend la dérivée adéquate), ou également au cas ou l’intervalle d’unicité de
racine et de monotonie du polyndme, déterminé par deux rationnels o et ff, o <f5, est
strictement inclus dans [0,1]. De méme, la technique du résultant de deux polynomes
permet de traiter le cas ou ’on a plus de deux événements mutuellement exclusifs
a tirer. Il suffit d’exprimer la seconde (voire la troisieme ...) probabilité cible sous
forme polynomiale en fonction de la premiere, (voire de la précédente) ce qui con-
stitue le nouveau polynome du résultant, le premier restant le polynome P dont p est
racine.

2. Génération aléatoire du langage de Fibonacci

Il est bien connu que les nombres de Fibonacci [11] sont définis par les conditions
initiales et la récurrence linéaire suivantes,

fo=0,fi=1,etpour n = 2, fy=fu_1 + fn_2.

Ils s’expriment en fonction du nombre d’or ¢ =(1+ +/5)/2 et de I’opposé de son
invgrse, R

d=—1/p=(1—+/5)/2, et I'on a, f,=(V/5/5)(¢" — ¢").

Le langage de Fibonacci L, défini dans ’introduction, est un langage rationel sur
l’alphabet {a,b}, de grammaire,

L=c¢+ La + Lbb. (1)

On obtient ainsi un ensemble infini dont les premiers mots, rangés par longueur crois-
sante, sont,

L={¢ a,aa,bb,aaa,abb,bba,...}.

On note L, I’ensemble des mots de Fibonacci de longueur n et L, leur nombre. Ce
dernier est clairement le nombre de Fibonacci f, .

Pour tirer un mot de Fibonacci de fagon équiprobable parmi 1’ensemble des mots
de longueur n, on construit le mot, motif par motif, en choisissant de concaténer au
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mot courant le motif a avec la probabilité p et le motif bb avec la probabilité g. On
doit avoir d’une part ¢ = p? pour respecter I’'uniformité selon la longueur, et d’autre
part p+g=1 car ce sont les deux seuls motifs possibles. D’ou I’équation polynomiale
1—p— p*=0dont p=¢ ! est racine dans I’intervalle [0, 1].

Par ce procédé, chaque mot de L de longueur n est engendré avec la probabilité
¢~". Si la longueur du mot obtenu est n + 1 (le mot appartient alors a L,_;.bb), on
le rejette et on recommence le procédé. Ceci est illustré par 1’algorithme 1. Dans la
suite, on appellera essai, le tirage par cet algorithme d’un mot de L, UL,_;.bb, (ce
qui revient a supprimer les lignes 5—7 de 1’algorithme 1).

Algorithme 1. Tirage uniforme d’un mot de Fibonacci de longueur n (semi-
algorithme)

Entrée un entier n

Sortie un mot de Fibonacci aléatoire et uniforme de longueur n
I: wee
2: tant que |w|<n faire
3. | «— Motif_aléatoire
4:  w—wl
5: si lw/=n+1 alors
6: we¢
7:  finsi
8: fin tant que

A chaque étape de la construction du mot on effectue un tirage paresseux afin de
choisir entre les deux motifs, et ceci sans connaitre le développement binaire de ¢!,
comme expliqué dans la Section 1.

L’algorithme 2 met en oeuvre ce procédé. Pour comparer la valeur de la suite binaire
courante construite par 1’algorithme avec ¢!, il suffit d’évaluer le signe du polynome
P(t)=1 —t — t*. Ce polyndme, décroissant sur [0, 1], vérifie bien les hypothéses de
validité de la méthode exposée Section 1.

3. Complexité

On évalue la complexit¢ de I’algorithme 1, en nombre d’appels a la fonction
Motif_aléatoire (algorithme 2) nécessaires a I’obtention d’un mot de Fibonacci de
longueur n (i.e. a la terminaison de 1’algorithme 1).

De I’équation (1) du langage de Fibonacci, on déduit la série génératrice de L selon
la longueur

0 1 - 1
L(XFZT‘)L"X Clex—x2 (1— (1 — )
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Algorithme 2. Motif_aléatoire

Entrée P(1)=1—1t — >

Sortie le motif a avec probabilité ¢—! ou le motif bb avec probabilité 1 — ¢!
I: r—e
2: tant que on n’a atteint le bit décisif faire

3: z « un bit aléatoire uniforme
4. si z=1 alors

5: si p(val(r1))<0 alors

6: z est décisif; retourner bb
7 fin si

8: sinon {z=0}

9: si p(val(r1))<0 alors

10: z est décisif; retourner a
11: fin si

12: fin si

13: r—rz

14: fin tant que

ou qg est le pole de plus petit module de L(x). On en déduit immédiatement le com-
portement asymptotique du nombre de mots de Fibonacci de longueur n, L, ~ (+/5/5)
¢n+] .

La complexité moyenne de 1’algorithme 1 s’exprime comme le produit du nombre
moyen d’appels a la fonction Motif_aléatoire() lors de la génération d’un mot, par le
nombre moyen d’essais nécessaires a 1’obtention d’un mot de Fibonacci de longueur n.

Il est clair que le nombre d’appels de la fonction Motif_aléatoire, égal au nombre de
motifs qui ont servi a construire le mot, est compris entre [n/2] et n, donc sa moyenne
¢galement. Pour avoir une valeur plus précise, nous définissons une variable aléatoire
X qui compte le nombre de motifs a et de motifs bb lors d’un essai de I’Algorithme
1. La moyenne de X, notée E(X) s’exprime comme la somme du nombre moyen de
motifs a et de motifs b dans les mots de L de longueur n et du nombre moyen de
motifs a et de motifs bb dans les mots de Lbb de longueur n + 1.

Soit Ay = 3_ ey, |fla+ [flew, le nombre total de motifs a et de motifs bb dans les
mots de longueur n. D’apres (1) L, =L,_ja 4+ L,_,bb. On peut donc écrire

Av= > ASfla+ 1 oo+ D S lat [ f s

S€L,—1a fEL,_2bb
= > Aflat D+ s+ D [ flat (flos+ 1)
f€EL,— feEL,—2

=A, 1 +A,2+ L, +L, 5.

Les valeurs initiales sont 4g=0, 4, =1, 4, =3, A3=7, et puisque L, =L, + L,_7,
on obtient pour n>=4, I’expression,

Ay =241 + Ay — 24, 3 — Aya.
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On en déduit alors (voir [11])

x+x2 N ¢?
(I—x—=x2 (14291

A, =" ¢,

ce qui donne

EX)=Ayp™" + Ayt + L) ™",

¢*+1
n——-—.
5

~

(2)

On calcule maintenant le nombre moyen d’essais nécessaires a 1’obtention d’un mot
de Fibonacci. Soit Y la variable aléatoire qui compte le nombre moyen d’essais pour
obtenir un mot correct. ¥ suit une loi géométrique avec comme probabilité de succes
L,¢~". On a immédiatement,

E(Y)~V5¢7" (3)

En multipliant (2) par (3) on obtient le nombre moyen de tirages de motifs a ou de
motifs bb, ce qui fait I’objet de la proposition suivante.

Proposition 5. La complexité moyenne %, de I'algorithme 1 en nombre d’ appels de
la fonction Motif_aléatoire est,

€, ~ n.

D’apres la Propriété 2, il faut en moyenne 2 bits pour tirer un motif aléatoire. Ainsi,
la complexit¢é moyenne de 1’algorithme 1 en nombre de bits aléatoires est asymp-
totiquement égale a 2n. Si I’on compte les opérations binaires, cette complexité est
majorée par 2kn ou k est la constante calculée dans la Section 1 (Propriété 4), soit
k=6d> —2d +4dl avec d=2 et [ =1 ce qui donne une majoration de 28 opérations
bit a bit par appel.

4. Algorithme a terminaison assurée

La complexité dans le pire des cas de 1’algorithme 1 est infinie. Ceci est une
caractéristique des algorithmes a rejet, et peut ne pas convenir a certaines applica-
tions qui requiérent une réponse slire. Néammoins, puisque 1’on connait un algorithme
dont le pire des cas est O(n?) [3], on peut décider de lancer 1’algorithme quadra-
tique si le semi-algorithme (algorithme 1) n’est pas terminé au bout de 7 essais
(algorithme 3).

Soit K(n)=0(n?) la complexité moyenne d’un algorithme fondé sur la méthode
récursive (par exemple l’algorithme proposé dans [3]) pour engendrer un mot de



J.G. Penaud, O. Roques/ Discrete Mathematics 256 (2002) 791-800 799

Fibonacci de longueur n. La complexité moyenne de 1’algorithme 3 est alors

T
E(X)) " iProb(Y=1i) + Prob(Y > T)(K(n) + TE(X))
i=1

1 —(T+ 1)g" + T¢™!
1 _

=EX) +¢"(K(n) + TE(X)).

ol ¢ =¢ 2. En prenant par exemple T =n, la complexité de ’algorithme 3 est O(n).
Algorithme 3. Tirage uniforme d’un mot de Fibonacci de longueur n (algorithme)
Entrée un entier n, un entier T’

Sortie un mot de Fibonacci aléatoire et uniforme de longueur n
I: wee

2: i+0

3: tantque i<T7T et |w|<n faire
4: | + Motif_aléatoire

5: w— wl

6: si|w|=n-+1 alors

7 We—¢

8: fin si

9: fin tant que

10: si ||w||=n-+1 alors

11:  Lancer un autre algorithme (qui termine).
12: fin si

5. Extensions

L’algorithme 1 peut aisément s’étendre aux langages rationnels du type étoile de
motifs, (voir (Fig. 1), langages qui apparaissent souvent lors de la génération aléatoire
de chemins du plan a I’aide d’algorithmes a rejet (cf. [9] ou [8]). Ils s’écrivent,

L=(m +my+-- +m)*,

ou my,...,m; sont des motifs de longueur quelconque. Dans ce cas, chaque motif de
longueur / doit étre tiré avec une probabilité p’, ou p est racine réelle positive du
polyndme

k

1=

i=1

Cette racine est 1’unique racine positive d’apres la loi des signes de Descartes (voir
par exemple [12, pp. §9-93]).
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my

ms
Mg

Fig. 1. Une étoile a quatre motifs.

Le nombre de rejets reste en O(1) et le nombre moyen de motifs a choisir pour
construire un mot de longueur n diminue bien évidemment lorsque la longueur des
motifs est grande. Pour choisir un motif avec une probabilité donnée, on tire d’abord
la longueur / du motif par la méthode étendue du tirage paresseux (cf. Section 1). Puis
on choisit parmi les motifs de méme longueur /, a nouveau par un tirage bit a bit.
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