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1. L PROBLEME

Etant donnée une variété kihlérienne compacte (V,,,, g) de dimension
complexe m, il est du plus grand intérét de savoir §71l existe sur cette variété
une métrique d’Einstein—~Kihier. Ce probléme a été abordé pour la
premiére fois dans Aubin [1]). Ce probléme est équivalent a la résolution
de Péquation

Log M(gp}=—le+] (1

AeR et feC™(V) sont donnés et M{p)=]g'|lg] '=det{{3%+Vip))
avec A, u=1,2, ., m

On a introduit la métrique kihlérienne g’ dont les composantes dans un
systéme de coordonnées sont g5, =g, + 0., .

On dit qu’une fonction ¢ est admissible si g’ est définie positive, on note
=/ Uensemble des fonctions C* admissibles. Il est aisé de vérifier qu'une
solution C? de (1) est admissible.

2. REsoLuTioN DU PROBLEME

Soient w = (i/27) g,,dz" A dz la forme fondamentale de la variété
kihlérienne (V,,, ) et ¥ = (i/2n) R,; dz* A dz”* la forme de Ricci.

Si (Vy,., &) est une variété d’Einstein—Kdéhler, il existe AeR tel que
Y =4ig Dol une condition nécessairc d’existence d’une métrique
d’Einstein—Kahler est que la lére classe de Chern C,(FV) soit positive
négative ou nulle, cas qui correspondent 4 >0, A<0et A=0.

Le cas négatif a été résolu dans Aubin [27]. Des estimés a priori pour
Péquation (1) sont nécessaires, ¢t & cette époque, il ne manquait que
Pestimé C° pour pouvoir résoudre {1) lorsque A >0.
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Lorsque A =0 I'équation (1) est celle de la conjecture de Calabi [8].
Dans Yau [15] cette équation est résolue et dans Aubin [3] il est montré
comment on peut obtenir Pestimé C® (dans le cas A =0).

Reste a résoudre le cas positif (4 >0), c’est-a-dire celui ou "on suppose
C(V)>0. On sait que le probléme n’a pas toujours de solution. D’autre
part la méthode de continuité, qui permet de résoudre les deux premiers
cas, semblait a priori inutilisable lorsque 4> 0.

Dans Aubin [5] il est montré comment on peut utiliser néanmoins la
méthode de continuité, en considérant la famille d’équations

Log M(p)= —to +/. (2)

A noter que comme C,{V)>0, on prend au départ we C(V), ce qui fait
que Péquation a résoudre (1) est celle avec A= 1.

3. LE cas posITIF C(V)>0(A=1)

Comme il a été dit précédemment, seule Pestimé C? reste a établir. Plus
précisemment il faut trouver une estimé uniforme pour les éventuelles
solutions ¢, de P'équation (2) pour t€ [¢, 1], quelque soit ¢ > 0.

Dans Aubin [5] il est montré comment cette estimé est obtenue si au
préalable on a prouvé que les fonctions ¢, vérifient Iinégalité:

[e"@dvs Cexp[El(@)— V“’j@dV] 3)

avec & assez petit. Ici V={dV, I(¢)=] o[l —M(¢)]dV et C, ¢ sont des
constantes. Posons &, = inf(¢| C existe dans (3) qui doit étre vérifiée par les
fonctions ¢,, te e, 1]).

TrEoREME 1 (Aubin [5]). Soit (V,,,, g) une variété kdhlérienne com-
pacte de dimension complexe m, de volume V et a 1° classe de Chern
C(V)Y>0 (on prend we C,(V)). Si (m+1)¢&,, V<1, il existe une métrique
d’Einstein-Kihler.

Au lieu de Iinégalité (3) Tian [12] a considéré une inégalité différente
pour la fonction exponentielle.

THEOREME 2. Etant donnde une variété kihlérienne compacte M, il existe
un réel a(M) >0 tel que pour tout A<o(M) et tout o€ oA

j’e"‘*” av < C(,z)exp[—,zv-‘jgaw}. (4)
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1l est aisé de constater (voir Ding [10] ou Aubin [6]) que I'égalite (4)
entraine l'inégalité (3) pour les fonctions ¢, avec E= (1 —4) V'~ ! En effet,
il existe une constante k telle que

—[q),— yol j @, dV] <V 'He,)+k
Du Théoréme 1 on déduit alors le

THEOREME 3. Si a(M)>m/(m-+ 1), il existe une métrique d’ Einstein-
Kihler.

Preuve. L'inégalité (m+ 1) EV <1 du théoréme 1 sera vérifiée si (m+ 1)
(1 —A) <1, cest-a-dire si 4> m/{m+1).

4. INEGALITES CONCERNANT LA FONCTION EXPONENTIELLE

(a) Remarque

Pour démontrer le théoréme 2 Tian utilise essentiellement un resultat de
Hoérmander [117].

Dans cet article nous allons faire une approche différente de Tinégalité
(4). Tout d’abord nous allons faire son étude en dimension m =1, puis
nous montrerons comment par intégrations successives on passe aux
dimensions supérieures.

{b) La dimension m=1

THEOREME 4. Soit V, une variété Riemannienne C™ compacte de
dimension 2. Définissons

(suz{@e@/j@dv:o et j |40 a‘f/’<2u}.
{

Etant donné o< 4njy, il existe une constante C, dépendant de V., % et p.
telle que tout ¢ € &u vérifie

e av<c (5)

o

Démonstration. ’Soit G(P, Q) la fonction de Green du Laplacien 4 telle
que G(P, @)=0. Ecrivons G(P, QY= —(1/2n) Log f(r)+ F(P, Q) avec
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f(ry=r=d(P, Q) dans un voisinage de r=0, f{r) croissante et f{(r)=5/2
pour r > ¢ le rayon d’injectivité.

0(P)= [ G(P, Q) 40(Q) dV(Q)

d’ou

~o(P)< =] G(P.Q) 49(Q)dV(Q).

Comme

~ Ap dV = Ao dV, - dpdV<u

A <0 A =0 Ap <0

(P, Q)— F(P, Q) est une fonction continue sur V' x V, d'ou |F(P, Q) <a
une constante. On peut écrire

~ 4
e~ 0 < expj (,ﬁﬂ) Log f(r) ( —%’) dv
Ap <0

~

o [ [f(r)] o [~ dg/u]aV.

4o <0

Si on prend a <4n/u, e~ *¢ est intégrable et

j e~ dV < e sup j [ f(r)]~*>" a¥(Q) < Const.

PeV
COROLLAIRE 1. Sous les hypothéses du théoréme 4, une fonction e L,

d’intégrale nulle, dont le laplacien au sens des distributions satisfait a
{ld@| dV <2u, vérifie (5).

COROLLAIRE 2. Soient V, une variété riemannienne C* compacte de
dimension 2 et G un groupe d’isométries tel que chaque orbite admette au
moins k > 1 points distincts. Définissons comme au théoréme 4

éﬂy={¢ec2/j<pdr/=0 et f | 40| stzu}.
Les fonctions ¢ € &u invariantes par G vérifient

f e PP qV<Const  si B<Amkip.
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Démonstration. Soit v>0 un réel tel que dans chaque orbite il y ait &
points dont les distances mutuelles soient supérieures & 26. Reprenant la
démonstration du théoréme 4:

—o(Py<(1/2n) Log f(r) 40(Q) dV(Q) + Const.

Bpfvyn idp <0}
Vues les hypothéses — [, . a0 <0y 49 dV < pk d'ot le résultat.
COROLLAIRE 3.  Sous les hypothéses du théoréme 4, une fonction ¢ e C?

satisfaisant & [ @ dV=0 et Ap <2m vérifie (5) avec u=2mV, V érant le
volume de la variété.

(¢} Cas particulier de la sphére S,

Soit S, munie de sa métrique canonique g, de courbure égale a 1, son
volume est V=4n. Considérée comme une variété kihlérienne, une
fonction ¢ est admissible si son laplacien réel vérifie 4@ < 2. Posons

o=0—[oav. jin (6)
¢ vérifie (5) si x <1 (ici u=8n). Plus généralement.

THEOREME 5. Soit S, munie d’une métrigue g', V' son volume. Une
fonction @ admissible pour g' vérifie, si f<2n/V",

J e dV_< Const (7

ou la constante ne dépend que de B et de V.

Démonstration. Tt existe un réel k>0 et une fonction Y e C* tels que
dans un systéme de coordonnées locales:

g;:ﬂ Zkg,:;;’F@,;;;!/I

g,=((2;z)) et nous prenons ¥ telle que [y dV, =0.
Si ¢ est admissible pour g’, (¢ + ) k' est admissible pour g, et d’aprés
le corollaire 3, si a < §,

[ e-tmr@+9) gy < Const.

o

Y/k est admissible pour g, d’ou

Y(P)

il

[ 6.(P. Q) aw(0) av(Q) < 2% [ G.(P. @) av(Q) =k
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d’autre part comme V' =4nk, ¢ vérifie (7) avec f=a/k <2r/V'. En effet

je”w’ stgeﬁ"fe"‘?“'”*"’}dVg<Const.

Drautre part nous avons
[ e "7 dV’ < Const. sup[ V'/2n — Ay ].

(d) Cas du projectif complexe P,,(C)

THEOREME 6. Soit P,(C) le projectif complexe muni de sa métrigue
canonique g, (celle pour laquelle we C,). Toute fonction admissible ¢
dintégrale nulle sur P, {C) vérifie

j e dV<Const si a<l/m+1) (8)
Pm(C)

Si P, (C) est muni d’une métrique g’ telle que o' ~kw une fonction
admissible ¢ pour g', d'intégrale nulle, vérifie

je”}“’ dV'<Const  si B<l1/k(m+1).

Démonstration. On procéde par récurrence. On suppose avoir montré
que toute fonction admissible ¢ sur (P,,_,(C), g,) d’intégrale nulle vérifie

f e P dv<Const  lorsque < 1/m, 9
Py - 1(C)

la constante ne dépendant que de m.

Si Z, (0<Ai<m) est un systéme de coordonnées homogénes pour
P_{(C), sur 'ouvert U< P,(C} ou Z,# 0 nous considérerons le systéme de
coordonnées z*=Z,/Z, (1<Ai<m). Les composantes de la métrique g,
sont

g.:=(m+1)0,; Log(l +r*+ p?)

ol nous avons posé r’=|z'|>et p?=37_, 2"
Ecrivons
gii(r, p)=(m+1)0,; Log(1 +r*)+ 0,1/ {10)
avec

f=(m+1)Log[(1 +r*+p?)/(1 +rH)].

Les sphéres p = Cte ont toutes le méme volume V' =2n(m + 1).
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Soient ¢ une fonction admissible d’intégrale nulle sur P,,(C), et y(z') sa
trace sur 'une de ces sphéres p=Cte {on a fixé z* pour A>2). 7 est
admissible pour la métrique g,1{r, p), voir (10). On peut appliquer le
théoréme 5:

J e"”“?stscfieexp[{~cc/4n)f *de,} pour x<l/(m+1) (11)
Sz

52

Posons
2 ST __ﬁ_{_ { - a2 H d’:i A df]
(p(‘*’s“!'- ) 27&)5‘2(0["3"5"“3“ )(1_{_2_3)3
, i dzt A dz!
g..(z% M = { g;4(z" 2, .., Z™) pour A, u>1
y 2m s, o i+r7)
@ étant admissible pour g, ¢ est admissible pour § sur P,, (C). Comme
o drz
Log(l +r* + p?) ————
L g( ro) a7

L

{ B
=Loel1+ 9?14+ — P I
Og[ +p]+p2’1‘0g[!+r2+p2]

o
ga={m+1)0,, Log(1 +p7)+ Coph

avec h=(m+1) p- *Log(1 + p?). §,;dz* A dz* est homologue a (m+ 1 )/m
fois la forme fondamentale sur P, ,(C) muni de g,- Comme & est
admissible pour g, (m/(m -+ 1))@ + h) est admissible pour g, et d’aprés (9)

L ( e PN IV L Cre exp [Ji f (@+h)dV] (12}
- ()

o W 1 Y Py 1(Q)

lorsque a < 1/(m+1), w,_, étant le volume de P, ,(C). Comme / est
compris entre 0 et | (12) donne

L e~ gV

- HE}

~

L Cre exp[ —

W — | ¥ Py (€Y

(I)dVJ lorsque a < 1/(m+1). (13)
Cette inégalité et (11) entrainent

j (L+p3y ™imdz> A - A dE’"J (14+r3)2e * dz' A d5!
Par (€} :

52

< Cre exp [{“cz,/’wm._a, N q“)dV]. (14}

Pom o fC
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Le théoréme 6 sera démontré lorsque nous aurons établi que

~ & dV < Cte. (15)

Pp—1(C)

En effet appelons Uy={Ze P, (C)/|Z,| <|Zy|} et U, ={ZeP,(C)/|Z,]|
<|Z|}. Sur Uy (1+r*+p*) "+*D<4(1+r*)"2(1+p?)~™ car r<]1.
Dot [, e (1 +r7+p?) " Vdz' AdZ' A - AdZ"<4 fois e
premier membre de (14). Méme résultat sur U, en considérant les coordon-
nées z' = Zy/Z, et z* =Z,/Z, pour i> 1.

Combinant (14) et (15) avec ces deux derniers résultats on trouve (8).
Démontrons maintenant (15). Ecrivons que [2/(m+1)](f+¢) est
admissible pour g,; en utilisant la fonction de Green du laplacien il vient:

L 2 . L - mdzl/\dz"1
(o). 2% 2S5 | (0N 2 ) T

les k,> 0 étant des constantes. .
Nous nous plagons en un point (z', z? .., z”) ou f+ ¢ prend la valeur
moyenne

m2m)(1+p?)" [ (f+ @)1+ +p?) " ' 1

et nous intégrons sur P,,_ (C). On obtient

jw) (f+o)dV<k, |

Pm-1(C)

[qb +j f(1+r)72 drz] dvV+k;.
4]
Comme ¢ est & intégrale nulle sur P,(C) et f=0:

—f ¢dV<k4+k5f f Log[1 + p/(1 +r?)]
Py 1(C) 0 0

m fois

X(1+72) 2 (1+p?) " d| 2! 2 d |27

- (Z)stk6[1+ Log(1+p2)dV:|<k7.
Pm-1(C)

Pm—1(C)

COROLLAIRE. Soit la variété produit (W,g) de deux exemplaires de
P,.(C) munis de la métrique g,, g étant la métrique produit.
Toute fonction admissible ¢ sur W d’intégrale nulle vérifie

f e " dV<Const si a<l/(m+1).
w
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Si W est muni d’une métrique g’ telle que ' ~ kw une fonction ¢ admissible
pour g', d’intégrale nulle vérifie

J e~Pody <Conmst  si f<1/k(m+1).
w

(e) PROPOSITION. Soient V, une variété Riemannienne C™ compacte de
dimension 2, k et m deux réels positifs donnés. Il existe «>0 tel que toute
fonction ¢ & C2, dintégrale nulle, satisfaisant & Ap <m et |V |5 < k vérifie

[ e*" dv < Const. (16)

o

Ceci est un cas particulier d'un résuitat bien connu de Tridinger [14].
On peut démontrer cette proposition en appliquant la méme démonstration
gue pour le théoréme 4

1 . ro
0*(P) =7, [ 0* &V + [ G(P, 0) 49%(0) aV(Q),

Comme [ @ dV=0, [ *dV <(1/4,)|Vol|3. 4, étant la 1ére valeur propre
du laplacien, IY’autre part

A9*=2[@ do—|Ve|’1< 20 dp
et

-J

{pdip) <0

pApdV<m| (—p)adV+Cm|  (—do)dv

<O Ao <0

=(m/2)U 1ol dV+aj |40 dV}
ou a={ G(P, Q)dV(Q). On en déduit

pAp dV <k +2m*Va=b

“lpdei>0

o PY< K/, V + } bG(P, Q }(?—‘sﬁ) av.

{epdei>0 7

Si o< 4n/b, ¢ vérifie (16).
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