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~~t~iques d’~;nstejn-K~~~e~ et 
exponentiel des fonctions admissibles 

THIERRY AUBIN 

1. LE PIWBI~ME 

I?tant don&e une varitte kGhlCrienne compacte (V,,,,, g) de dimension 
complexe rn, if est du plus grand inter& de savoir s’il existe sur cette variete 
une metrique d’Einstein--KahIer. Ce probleme a ttt aborde pour ia 
premiere fois darts Aubin Cl]. Ce probleme est equivalent B la resolution 
de l’iquation 

Log M( 4,) = - ;:cp Cl‘ (1) 

Lea;9 et .~‘E-C’“(V) sont don&s et M(p)==/ g’i]g] -‘=det((6~+Vpcpf) 
avec 2, [I = 1, 2, . . . . ~2. 

On a introduit la m&rique kahltrienne g’ dont Ies composantes dans un 
systeme de coordonntes sont g’+ =g+ + n,, cp. 

On dit qu’une fon~tion cp est admissible si g’ est defmie positive, on note 
.d t’ensemble des fonctions c” admissibles. II est &se de verifier qu’une 
solution C? de ( 1) est admissible. 

2. R&ILUTI~N DU PROBL~ME 

Soient 0 = (i/271) gil,dzi A dzfi la forme fondamentale de la variktit 
kahlerienne ( V2m.R) et 3, = (i/an) ip,, dz; A cizfi la forme de Ricci. 

Si ( Vzm, 2) est une variete d’E~nste~n-K~hler, it existe 1~ [w tel que 
$ = ?.g. D’oh une condition ntccssairc d’existencc d’une mttriquc 
d’Einstein-KPhler est que la lbre classe de Chern C,(V) soit positive 
negative ou m&e, cas qui correspondent i A > 0, A -ZZI 0 et 1= 0. 

Le cas negatif a Cte resolu dans Aubin [2 J. Des estimts a priori pour 
l’equation (1) son1 ntcessaires, et i\ cette tpoque, iI ne manquait que 
I’estime C” pour pouvoir resoudre ( 1) lorsque 12 0. 
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Lorsque I = 0 l’equation (1) est celle de la conjecture de Calabi [S]. 
Dans Yau [lS J cette equation est resolue et dans Aubin [3] ii est montre 
comment on peut obtenir I’estime Co (dans ie cas I = 0). 

Reste a resoudre le cas positif (2 > 0), c’est-a-dire celui oh l’on suppose 
C,(V) > 0. On sait que le probllme n’a pas toujours de solution. D’autre 
part la mtthode de continuite, qui permet de resoudre les deux premiers 
cas, semblait a priori inutihsable lorsque A > 0. 

Dans Aubin [5] ii est montre comment on peut utihser neanmoins la 
mtthode de continuite, en considerant la famille d’equations 

Log M(cp) = - tf$ I-f: (2) 

A noter que comme C, ( V) > 0, on prend au depart w E C, ( V), ce qui fait 
que I’equation a rtsoudre (1) est celle avec A = 1. 

3. LE CAS POSITIF c,(v)>o(A= 1) 

Comme iI a CtC dit precedemment, seule i’estimt Co reste a ttablir. Plus 
pr~cisemment il faut trouver une estime uniforme pour les tventuelles 
solutions qn, de l’equation (2) pour t E [E, 11, quelque soit E > 0. 

Dans Aubin [5] il est montre comment cette estime est obtenue si au 
prealable on a prouve que les fonctions cpI verifient I’inegalite: 

avec 5 assez petit. Ici V= j dV, Z(q) = J q[ 1 - M(q)] dV et C, < sont des 
constantes. Posons <, = inf( 5 ) C existe dans (3) qui doit etre verifiee par les 
fonctions cpI, t E [a 11). 

THI?ORI?ME 1 (Aubin [S] ). Suit ( Vz,, g) une vari&t! k~h~~rien~e com- 
pacte de dinzevlsion complexe m, de volume V et ir 1” classe de Chern 
C,(V) > 0 (on prend w E C,(V)). Si (m + 1) g, V< 1, if existe une mgtrique 
d’Einstein-Kiihler. 

Au lieu de l’intgalitt (3) Tian [I23 a consider& une inegahtb differente 
pour La fonction exponentielle. 

THJ~OR~ME 2. &ant don&e une oari& kiihl&ienne compacte M, il exists 
un rCe1 a(M) > 0 tel que pour tout A< a(M) et tout v, E J@ 

s eeAq dV< C(A) exp [ -nV-~~~dV]. (4) 
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11 est aise de constater (voir Ding [lo] ou Aubin [6]) que l’egalite (4) 
entraine l’intgalite (3) pour les fonctions rp, avec 5 = (1 - i,) I/ ‘. En effet, 
il existe une constante k telle que 

-[p-V I,,,dV]<V- ‘I(cp,)+k. 

Du Theo&me 1 on dtduit alors le 

THkORF:ME 3. Si E(M) 3 m/(m + l), il existe we m~triqlie d’Einste& 
Kepler. 

Preuve. L’inigalite (m + 1) gV< 1 du theorlme 1 sera verifiee si (m + 1) 
( 1 - 1) < I, c’est-a-dire si 12 m/( m + 1). 

4. IN~GALIT~S CONCERNANT LA FONCTION EXPONENTIELLE 

(a ) Remarque 

Pour dtmontrer le thtoreme 2 Tian utilise essentiellement un resultat de 
H~rmander [ 1 I]. 

Dans cet article nous allons faire une approche differente de I’intgalitc 
(4). Tout d’abord nous allons faire son etude en dimension m = I, puis 
nous montrerons comment par integrations successives on passe aux 
dimensions supkieures. 

(b) La dimen~~io~ m = f 

TH~OR~ME 4. Soit V, une varib! Riemannienne C*. compacte de 
dimen.sion 2. D@nissons 

&ant don& a < 47t/p, il existe une constante C, dbpendunt de V,, x et p, 
telle yue tout cp E 8~ vhij?e 

1 
1 e-““dV<C. (5) 

DPmonstration. Soit G(P, Q) la fonction de Green du Laplacien A telle 
que G(P, Q) 2 0. lkrivons G( P, Q) = - (l/212) Log f(r) -t F(P, Q) avec 
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f(r)=r= d(P, Q) dans un voisinage de r = 0, f(r) croissante et .f(r) = 6/2 
pour r&:6 le rayon d’injectivitk. 

cp(P) = j G(P, Q) h(Q) dV(Q) 

d’oti 

-v(p)< -J G(P, Q) 4(Q) dV(Q). 
A@<0 

Comme 

- 
J dcodv=j &dV, - 

Aq<O Alp>0 J dqdV<p 
Arp-rO 

(P> Q, -, F(P> Q) es une fonction continue sur V x V, d’oti 1 F(P, Q)I < a t 
une constante. On peut tcrire 

e-“Q<e”w j [f(r) -J -w’*~ [--d&p J dV. 
AC+?<0 

Si on prend 01< 47r/p, c ~ w est integrable et 

.c e -X9 dV< eaulr sup [f(r)]-“~‘*” dV(Q) -C Const. 
PE v J 

COROLLAIRE 1. Sous les hypothPses du thtorzme 4, une fonction cp E L, 
d’intt!grale nulie, dont Ie laplacien au sens des distributions satisfait d 
j ldcp ( dV<2p, utrijie (5). 

COROLLAIRE 2. ~oient V2 une variEt6 riemannienne C” compacte de 
dimension 2 et G un groupe d’isomttries tel gue chague orbite admette au 
mains k > 1 points distincts. Dt$nissons comme au thkorgme 4 

E,u= cp~C* 
1 i 

jqdV=0 et j [Aql dVQ2p 
I 

. 

Les fonctions 50 E bp invariantes par G vtrfient 

I e-B9 dV,< Const si ,& < 4zk/p. 
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Demonstration. Soit v > 0 un reel tel que dans chaque orbite il y ait k 
points dont les distances mutuelles soient suptrieures a 26. Reprenant la 
demonstration du thtoreme 4: 

Vues les hypotheses - IB,(rln Inw+l dy, dV< p/k d’oti le resultat. 

COROLLAIRE 3. Sous les hypothbes du thiortime 4, une .fononction cp E c“ 
satisfaisant ir j CJI dV= 0 et dq 6 2m vPrifie (5) aver p = 2mV, V &ant Ie 
uolume de la unribtt. 

(c) Gas particutier de la sphpre Sz 

Soit Sz munie de sa metrique canonique g de courbure egale a 1, son 
volume est Y= 47~. Consideree comme une variete k~hl~rienne, une 
fonction (i, est admissible si son laplacien reel verifie ~$9 < 2. Posons 

cij = ty - c cp dV,/4n (6) I 

@ verifie (5) si LX < $ (ici p = 87~). Plus generalement. 

TH~OR~ME 5. Soit S2 munie d’une ~~~triqffe g’, V’ son l~ol~rne. tine 
Jbnction cp admissible pour g’ vPr$e, si p -C 2x/l”, 

J‘ e - NJ d V,, < Const (7) 

oli la constante ne dkpend que de j? et de V’. 

DPmonstration. 11 existe un reel k >O et une fonction $I EC” tels que 
dans un systeme de coordonn~es locales: 

g, = ( (gi,,)) et nous prenons $ telle que f $ dV,, = 0. 
Si cp est admissible pour g’, (p + $) k -I est admissible pour g,Y et d’apres 

le corollaire 3, si CI < 4, 

$/k est admissible pour g,s d’oti 

+(f’) = j G,(P, Q) 4$Q) dV(Q) < 2k j G,JP, Q) dV(Q) = k 
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d’autre part comme V = 4zk, $3 verifie (7) avec ,4 = a/k < 27c/V’. En effet 

D’autre part nous avons 

f e-B+ dV < Const. sup[ V’/2n - AI,&]. 

(d) Cas du projectif compiexe P,,(C) 

THBORBME 6. Soit P,,,(c) le projectif complexe muni de sa mPtrique 
canonique g, (celle pour laquelle co E C,). Toute fonction admissible 40 
d’int~gra~e m&e sur P,( EZ) vkifie 

5 eezq dV < Const si u < l/(m + 1). (8) 
Pm(C) 

Si P,,,(c) est muni d’une mPtrique g’ telle que co’- ko une fonction 
admissible 9 pour g’, d’int&grale m&e, vPrifie 

J eeBq dV < Const si p < l/k(m + 1). 

DPmonstration. On pro&de par recurrence. On suppose avoir montre 
que toute fonction admissible ~5 sur (I’,,- r(C), g,) d’inttgrale nulle verifie 

s e -flJ, dV < Const lorsque p < l/m, (9) 
pm- I(C) 

la constante ne dependant que de m. 
Si Zn (Od;C<m) est un systeme de coordonnies homogenes pour 

P,(C), sur I’ouvert UC Pm(@) ou Z, # 0 nous considererons Ie systeme de 
coordonnees 2’ = Z./Z, (1 <A Q m). Les composantes de la metrique g, 
sont 

g,, = (m + 1) dj., LOg( 1 t r* -I- p’) 

oti nous avons pose r* = 1 z1 j * et p2 = CyS z j rA ) *. 
Bcrivons 

avec 

g,dr, PI = (m + 1) dli Log(l + rZ) + a,Tf 

f=(m+1)Log[fl+r2+p2)/(tir2)~. 

Les spheres p = Cte ont toutes le m&me volume V’ = 2z(m -t 1). 



Soient 9 une function admissible d’intigrafe nulle sur P,,(C$ et yfz ’ ) sa 
trace sur l’une de ces sphkres p = Ck (an a fixk zd pour iL 3 2). 7~ est 
adrn~ss~b~~ pour la mitrique g&, p), v&r (10). On peut appliquer le 
thtar&me 5: 

Posons 

9 &tant admissibk pour g,, (7, est admissible pour jf SW P,, \(@ 3. Comme 



392 THIERRY AUBIN 

Le theoreme 6 sera demontrt lorsque nous aurons etabli que 

(15) 

En effet appelons U,= {ZEP,(C)/[Z,) < IZ,l} et U, = {ZEP,(@)/~Z~( 
<(Z,I). Sur U, (i+r*+p’)- (m+‘)<4(1 +r*)-* (1 +P*))~ car r< 1. 
D’ou i”[,e-“‘@(l +r2+p2)-(m+1)dz’ A dZ* A ... A dZ”<4 fois le 
premier membre de (14). MCme resultat sur U, en considerant les coordon- 
nees .Z1 = Z,/Z, et Zi. = ZJZ, pour A > 1. 

Combinant (14) et (15) avec ces deux derniers rtsultats on trouve (8). 
Dtmontrons maintenant (15). lkrivons que [2/(m + l)](f+ cp) est 
admissible pour g,; en utilisant la fonction de Green du laplacien il vient: 

(f+ d(z’, z*, . . . . zrn) d & s, (f+ cp)(z’, zz, . . . . zrn) ;‘Jr;; + k, 

les k, > 0 Ctant des constantes. 
Nous nous placons en un point (z’, z*, . . . . zm) oti f+ cp prend la valeur 

moyenne 

m(i/27c)( 1 + p’)” j (f+ cp)( 1 + r2 + p2)--(m+1) dz’ A d?’ 
sr 

et nous integrons sur P,,- ,(C). On obtient 

Comme cp est a integrale nulle sur P,(C) et f 2 0 : 

- 
s pm- l(C) 

@dV~k,+k5~~~~~~~Log[l+y2/(l+r2)] 
0 0 

m lois 

- 
I 

Log(1 +p*) dV <k, 
Pm- I(C) 

@dV<k, l+j 
[ pm- l(C) 1 

COROLLAIRE. Soit la vari.S produit (W, g) de deux exemplaires de 
P,,,(c) munis de la mt?trique gp, g ttant la mttrique produit. 

Toute fonction admissible cp sur W d’intbgrale nulle vhjyie 

s e OLq dV < Const si CI < l/(m + 1). 
W 



I e Bv dV’ < Const si /?< I,‘k(m+ 1). 
W 

(e) PROPOSITION. Soient V, une vari&k Riemann~enne C” compacte de 
dimension 2, k et m deux rPe1.y positifS dorm& I1 existe ct r 0 tel que toutr 
fonction v, E C2, d’intt@ule m&e, snti.$aisant Li Ap d m et !iVq, j/ : < k v&fie 

Ceci est un cas particutier d’un rbultat bien cm-m de Triidinger [ 141. 
On peut dkmontrer cette proposition en appliquant la m&me ditmonstration 

que pour le thtorkme 4 

Use =+ j @ dVf j G(P, Q) A~‘(Q)dV(Q). 

Comme j (p dl/- 0, j $ dV d (l/A,)IIVq 11:. i, ktant la l&e valeur propre 
du laplacien. D’autre part 

dy2=2~yAy-~Vyj”~g2ydy 

et 

=(m/2) j Iy/ dV+aj IAqrtl dV 

oti a =f G(P, Q) dV(Q). On en dtduit 
1) 
i cpA~dV~k+2m2Vu=h 
* (i,?‘itp b P ft 

Si 2-c 4n/h, y vtrifie ( 16). 

1. T. AURIN, Mdtriques riemanniennes et courbure, J. DifSerenfial Geom. 4 (1970), 383-424. 
2. T. AUBIN, Equations du type Monge-Amp&e sur Ies variitis kChl&iennes compactes, 

C. R. Acad. Sci. Paris Sir. A 283 (1976), 119. 



394 THIERRY AUBIN 

3. T. AUBIN, Equations du type Monge-Amp&e sur les varietes kahleriennes compactes. 
Bull. Sei. Math. 102 (1978), 63-95. 

4. T. AUBIN, “Nonlinear Analysis on Manifolds. Monge-Ampere Equations,” Springer- 
Verlag, Berlin/New York, 1982. 

5. T. AUBIN, Reduction du cas positif de l’equation de Monge-Ampere sur les varittes 
ktihliriennes compactes a la demonstration d’une intgaliti, J. Funcr. Anal. 57 (1984), 
143-153. 

6. T. AUBIN, Mctriques Weinstein-K~hler. Differential Geometry, Peniscola 1988 
(A. M. Naveira, Ed.), Lecture Notes in Mathematics. Springer-Vertag, New York/Berlin, 
1988. 

7. S. BANDO ET T. MAB~CHI, Uniqueness of Einstein-K~hler metrics modufo connected group 
actions, Adv. Studies in Pure Math. 10 (1987) Kinokuniya, Tokyo and North-Holland. 

8. E. CALABI, The space of Kahler metrics, Proc. Internal. Congress Math. Amsterdam 2 
(1954), 206-207. 

9. E. CALABI, On Kahier manifolds with vanishing canonical class, *‘Algebraic Geometry and 
Topology. A Symposium in Honor of S. Lefschetz,‘” pp. 78-79, Princeton Univ. Press, 
Princeton, NJ, 1955. 

LO. W. Y. DING, Remarks on the existence problem of positive K~hler-Einstein metrics, 
preprint. 

11. L. H~RMANDER, “An Introduction to Complex Analysis in Several Variables,” North- 
Holland, Amsterdam/London, 1973. 

12. G. ‘DAN, On K~hler-Einstein metrics on certain Kfihler manifolds with C,(M) > 0, Inherit. 

k&h. 89 (1987), 225-246. 
13. 6. TIAN ET S-T. YAU, Klhler-Einstein metrics on complex surfaces with C, >O, Comm. 

Math. Phys. 112 (198?), 175-203. 
14. N. TR~~DINGER, On imbedding into Orlitz spaces and some applications, J. Mafh. Phys. 

17 (1967), 473-484. 
15. S-T. YAU, On the Ricci curvature of a compact Klhler manifold and the complex 

Mange-Amp&e equations, I., Comm. Pure Appi. Mnth. 31 (19?8), 339411. 


