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Abstract

The notions of retraction and injectivity have been useful in the study of many categories
(category of modules over a ring, category of posets, category of metric spaces over an Heyting
algebra ...).

In this article the category of 0-transition algebras is considered, and in this frame, answers
are given to the key questions related to these notions. For instance it is shown:
— how to construct all the retraction types of a given 0-transition algebra.
— that the category of 0-transition algebras has enough injective objects and an injective

cogenerator.
— that every 0-transition algebras has an injective envelope.
These allow to obtain results concerning the structure and the decomposition of a 0-transition

algebra. c© 2002 Elsevier Science B.V. All rights reserved.
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0. Introduction

Les notions de r�etraction, de cor�etraction, et d’injectivit�e ont montr�e leur utilit�e dans
l’�etude de nombreuses cat�egories (cat�egorie des modules sur un anneau, cat�egorie des
ensembles ordonn�es [3], cat�egorie des espaces m�etriques sur une alg%ebre de Heyting
[10], etc.).
Les questions cl�es concernant ces notions dans une cat�egorie C sont les suivantes:
question 1. Parmi les �epimorphismes de source un objet de C, quels sont ceux qui

sont des r�etractions? Peut-on d�eterminer tous les types de r�etractions d’un objet de C?
question 2. Peut-on repr�esenter ou d�ecomposer un objet de C %a l’aide de ses

r�etractions?
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question 3. Quels sont les objets de C qui sont des r�etract�es absolus (i.e. ceux pour
lesquels tous les monomorphismes, dont ils sont la source, sont des cor�etractions)?
question 4. C a-t-elle assez d’objets injectifs? C admet-elle un cog�en�erateur injectif?

Quels sont les objets injectifs de C?
question 5. Un objet de C admet-il une enveloppe injective?
Le but de ce qui suit est d’apporter une r�eponse %a ces questions pour la cat�egorie des

�-alg%ebres de transitions, appel�ees encore �-semi automates ou avec la terminologie des
alg%ebres universelles, �-alg%ebres unaires (voir [5,7]) ; en particulier il est d�emontr�e que
les questions 2, 4 et 5 ont une r�eponse aIrmative pour cette cat�egorie, ce qui permet,
et c’est l%a l’une des motivations de ce travail, d’obtenir des r�esultats concernant la
structure et la d�ecomposition des objets de cette cat�egorie. Les r�esultats suivants ont
�et�e expos�es le 3 Juin 1999 au s�eminaire LMD de l’Universit�e Lyon I.

1. G�en�eralit�es sur les alg�ebres de transitions

Le 1.1 et le 1.2 qui suivent ne sont destin�es qu’%a Lxer la terminologie; seul le 1.3
introduit un concept nouveau utile pour ce travail.

1.1.

Soit � un ensemble. On appelle �-alg%ebre de transitions [2] (ou �-alg%ebre unaire
[7], ou �-semi automate [5,6,9], ou encore �-machine de transitions compl%ete [8] un
couple de la forme:

A=(A; (�A)�∈�)

o%u A est un ensemble non vide appel�e ensemble des �etats de A, et o%u pour tout �∈�,
�A est une application de A dans A.
L’application �A:A × � → A : (x; �) �→ (x; �)�A = x�A s’appelle la fonction de

changement d’�etats de A et elle se prolonge en une application �A∗ de A×�∗ dans A,
o%u �∗ d�esigne le monoOPde libre de base �; si pour le mot vide 1 de �∗, 1A d�esigne
l’application identique de A, et si pour le mot u= �1�2 : : : �‘ de longueur ‘ de �+; uA

d�esigne l’application de A dans A d�eLnie pour tout x∈A par xuA = x�A1 : : : �A‘ , on a
pour tout x∈A et tout u∈�∗; (x; u)�A∗ = xuA.
Conform�ement %a la terminologie des alg%ebres universelles [7], une application f de

l’ensemble des �etats A d’une �-alg%ebre de transitions A dans l’ensemble des �etats
A′ d’une �-alg%ebre de transitions A′ s’appelle un homomorphisme de �-alg%ebres de
transitions de A dans A′ si on a:

(x�A)f= xf�A
′

pour tout �∈� et tout x∈A.
Les �-alg%ebres de transitions s’organisent alors en une cat�egorie dont les morphismes

sont les homomorphismes de �-alg%ebres de transitions.
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1.2.

Une situation un peu plus g�en�erale que la pr�ec�edente dans laquelle la fonction de
changement d’�etats est seulement une application partielle, conduit %a la notion de
�-machines de transitions [8] permettant de mod�eliser diverses situations (en
�electronique, biologie, chimie, psycholinguistique : : : [8]). De mani%ere plus pr�ecise une
�-machine de transitions [8] (ou �-alg%ebre unaire partielle [7]) est un couple de la
forme:

M=(M; (�M)�∈�)

o%u M est un ensemble non vide appel�e ensemble des �etats de M et o%u pour tout
�∈�, �M est une application partielle de M dans M ; si pour �∈�, l’�etat x de M

n’appartient pas %a l’ensemble de d�eLnition de �M, on convient d’�ecrire x�M = ∅.
Conform�ement %a la terminologie des alg%ebres universelles [7], une application f de

l’ensemble des �etats M d’une �-machine de transitions M, dans l’ensemble des �etats
M ′ d’une �-machine de transitions M′, s’appelle un homomorphisme de �-machines
de transitions de M dans M′ si pour tout x∈M et tout �∈� tel que x�M soit
d�eLni, il en est de même pour xf�M

′
et (x�M)f= xf�M

′
. Les �-machines de transi-

tions s’organisent en une cat�egorie dont les morphismes sont les homomorphismes de
�-machines de transitions; alors la cat�egorie des �-alg%ebres de transitions est une sous
cat�egorie pleine de la cat�egorie des �-machines de transitions.
Soit f un homomorphisme de �-machines de transitions de M dans M′; suivant [7],

f est dit plein, si pour tout �∈� et tout �etat x de M tel que xf�M
′ ∈ Im(f), il existe

un �etat x0 de M tel que x0f= xf avec x0�M d�eLni; suivant [7], f est dit fort si pour
tout �∈� et tout �etat de x de M tel que xf�M

′
soit d�eLni, il en est de même pour x�M

(si M est compl%ete, tout homomorphisme de �-machines de source M est fort donc
plein; sinon cela n’est pas n�ecessairement le cas); la notion d’homomorphisme plein
(resp. fort) n’est donc pertinente que pour les �-machines de transitions incompl%etes.
Si M est une �-machine de transitions dont l’ensemble des �etats est M , on d�esigne par
M la �-alg%ebre de transitions dont l’ensemble des �etats est M auquel on a adjoint un
�etat suppl�ementaire not�e et dont les op�erateurs de transitions �M avec �∈� sont
d�eLnis pour tout x∈M ∪ { } par:

x�M =

{
x�M si x∈M et x�M 	= ∅

sinon:

Si N est une partie non vide de l’ensemble M des �etats d’une �-machine de transitions,
la �-machine de transitions obtenue par restriction de M %a N est la �-machine de
transitions:

M|N =(N; (�M|N )�∈�);

avec pour tout �∈� et tout x∈N

x�M|N =

{
x�M si x�M ∈N
∅ sinon:
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Même si M est une �-machine de transitions compl%ete (i.e. une �-alg%ebre de transi-
tions) en g�en�eral M|N n’est pas compl%ete. L’injection canonique de M|N dans M est
un homomorphisme fort de �-machines si et seulement si on a:

N�M ⊂ N pour tout �∈�:
Dans ce cas M|N s’appelle, conform�ement %a la terminologie des alg%ebres universelles
[7], une �-sous machine de transitions de M, et si de plus M est une �-alg%ebre de
transitions, M|N est dans ce cas une �-alg%ebre de transitions appel�ee sous �-alg%ebre
de transitions de M.
Si M est une �-machine (resp. alg%ebre) de transitions, x un �etat de M, et T un

ensemble d’�etats de M, l’automate d�eterministe construit sur M dont l’�etat initial est
x et l’ensemble des �etats terminaux T , est not�e (M; x; T ) et le comportement de cet
automate, i.e. le langage reconnu par cet automate est conform�ement %a [4]:

|(M; x; T )|= {u∈�∗|xuM ∈T};
si T est r�eduit au singleton {y}, on note (M; x; y) au lieu de (M; x; {y}).
D’une mani%ere g�en�erale la terminologie non explicit�ee ici, concernant les congruences

sur une �-machine (resp. alg%ebre) de transitions, le quotient d’une �-machine (resp.
alg%ebre) de transitions par une congruence, les produits directs ou sous directs de
�-machines (resp. alg%ebre) de transitions, est celle des alg%ebres universelles partielles
ou non [7]. EnLn ici, comme les applications sont �ecrites %a droite de leurs arguments,
la compos�ee de deux applications f et g lorsqu’elle est d�eLnie est not�ee fg au lieu
de gof [4].

1.3.

M �etant une �-machine (resp. �-alg%ebre) de transitions dont l’ensemble des �etats
est M , l’ensemble FM des parties N de M telles que N�M ⊂ N pour tout �∈� est
l’ensemble des parties ferm�ees d’une topologie sur M dite associ�ee %a M; si N ∈FM,
on dit que N est un ensemble d’�etats ferm�e de M. On observe que pour toute partie
X de M , l’adh�erence de X pour la topologie pr�ec�edente, est l’ensemble X aM des �etats
de M qui sont accessibles %a partir de X i.e.,

X aM =
⋃
u∈�∗

XuM;

comme X aM =
⋃
x∈X {x}aM , la topologie consid�er�ee est alg�ebrique et de type VS (pour

la d�eLnition voir [1]). Si pour toute partie X de M , on note X bM l’ensemble des �etats
de M qui sont coaccessibles %a partir de X i.e.,

X bM = {y∈M |{y}aM ∩ X 	= ∅};
on observe qu’une partie X de M est ouverte pour la topologie associ�ee %a M si et
seulement si on a, X bM =X . Il r�esulte de ceci que l’ensemble des voisinages d’un
�etat x de M est le Lltre principal des parties de M contenant {x}bM ; les ferm�es
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non vides compl�etement
⋃
-irr�eductibles sont de la forme {x}aM avec x∈M , et tout

ferm�e non vide est r�eunion de ferm�es compl�etement
⋃
-irr�eductibles; les ferm�es distincts

de M compl�etement
⋂
-irr�eductibles sont de la forme –M{x}bM avec x∈M , et tout

ferm�e distinct de M est intersection de ferm�es de M distincts de M compl�etement⋂
-irr�eductibles; bien sûr on a un r�esultat dual pour les ouverts.
Ici, en adaptant une id�ee de Rees concernant les id�eaux d’un semi-groupe, on va

associer %a un ensemble d’�etats ferm�e N de M une congruence; pour cela on observe
que l’�equivalence RN sur l’ensemble M des �etats de M, identiLant les �el�ements de N
et s�eparant les autres (formellement (x; y)∈RN si et seulement si x=y ou x; y∈N ),
est une congruence sur M appel�ee ici congruence de Rees associ�ee au ferm�e N ;
la sous �-machine (resp. alg%ebre) de transitions N=M|N de M et la �-machine
(resp. alg%ebre) quotient M=RN , que l’on peut qualiLer de quotient de M par la sous
�-machine (resp. alg%ebre) N, permet alors d’obtenir (Proposition 2.2.3 et remarques
2:2:6 et 2:2:7) une d�ecomposition de M au sens de [4].

2. R�etractions et cor�etractions d’une alg�ebre de transitions

2.1.

Dans la cat�egorie des �-machines de transitions, un morphisme r d’une �-machine de
transitions M=(M; (�M)�∈�) dans une �-machine de transitions M′ =(M ′; (�M

′
)�∈�)

s’appelle une r�etraction de M s’il existe un morphisme s de M′ dans M tel que:
sr= idM ′ ; s s’appelle alors une cor�etraction de M′ associ�ee %a r. On remarque qu’une
r�etraction r d’une �-machine de transitions est un morphisme surjectif plein, et que
toute cor�etraction associ�ee est un monomorphisme fort. S’il existe une r�etraction r de
M sur M′, M′ est dite r�etract�ee de M.
Si r1 (resp. r2) est une r�etraction d’une �-machine de transitions M sur une

�-machine de transitions M′
1 (resp. M′

2), on dit que r1 et r2 sont �equivalentes ou
encore de même type, s’il existe un morphisme de �-machines de transitions t1 (resp.
t2) de M′

1 dans M′
2 (resp. de M′

2 dans M′
1) de telle sorte que l’on ait:

r1t1 = r2 et r2t2 = r1;

dans cette situation t1 et t2 sont des isomorphismes de �-machines de transitions.
La notion de r�etraction envisag�ee ici dans la cat�egorie des �-machines de transitions

(ou de mani%ere analogue dans la cat�egorie des �-alg%ebres de transitions) a �et�e �etudi�ee
dans diverses cat�egories (cat�egorie des ensembles ordonn�es [3], des espaces m�etriques
sur un semi-groupe [10], de certains graphes etc.). L’un des probl%emes centraux qui
se pose est la caract�erisation des morphismes surjectifs qui sont des r�etractions et la
d�etermination des types de r�etraction d’un objet dans une telle cat�egorie (question 1).
Une r�eponse %a cette question dans la cat�egorie des �-machines de transitions (re-

spectivement des �-alg%ebres de transitions) est bas�ee sur les remarques suivantes:

Remarque 2.1.1. Si � est une congruence sur la �-machine de transitions M, alors
le morphisme canonique �� de la �-machine de transitions M sur la �-machine de
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transitions M=� est une r�etraction si et seulement si � admet un ensemble de
repr�esentants Ld%ele et ferm�e dans M. (Un syst%eme de repr�esentants N de � est dit
Ld%ele si pour tout �∈�, et tout n∈N , on a n�M 	= ∅ si et seulement si [n]��

M 	= ∅;
bien sûr, si M est une �-alg%ebre de transitions tout ensemble de repr�esentants d’une
congruence est Ld%ele).

Remarque 2.1.2. Si r est une r�etraction d’une �-machine de transitions M sur une
�-machine M′ alors:

(a) la congruence Ker(r) sur M associ�ee %a r admet un ensemble de repr�esentants
Ld%ele et ferm�e dans M

(b) l’application canonique de M sur M=Ker(r) est une r�etraction de M �equivalente
%a r et en particulier M′ est isomorphe %a M=Ker(r)

(c) pour toute cor�etraction s de M′ dans M associ�ee %a r; g= rs est un endomorphisme
idempotent de la �-machine M dont l’ensemble des points Lxes est l’ensemble
d’�etats ferm�e N =M ′s de M et M|N est une �-sous machine de M; le mor-
phisme de �-machines de transitions de M sur M|N induit par g est une r�etraction
de M �equivalente %a r (en particulier M′ est isomorphe %a M|N ); de plus si r′

est une r�etraction de M �equivalente %a r, pour toute cor�etraction s′ associ�ee %a r′

l’endomorphisme idempotent g′ = r′s′ de M est R-�equivalent au sens de Green %a
g (i.e. dans le monoOPde des endomorphismes de M, l’id�eal %a droite engendr�e par
g′ est le même que celui engendr�e par g, ce qui �equivaut %a Ker(g)=Ker(g′));
l’ensemble N des points Lxes de g et des points Lxes N ′ de g′ sont alors deux en-
sembles de repr�esentants Ld%eles et ferm�es d’une même congruence
sur M.

Remarque 2.1.3. Etant donn�ee une �-machine de transitions M et une partie N de
l’ensemble M des �etats de M, les propri�et�es suivantes sont �equivalentes:

(a) L’injection canonique de N dans M est une cor�etraction de �-machines de transi-
tions de M|N dans M;

(b) Il existe un endomorphisme idempotent g de M tel que N = Im(g);
(c) N est un ensemble de repr�esentants Ld%ele et ferm�e d’une congruence sur M
(d) N est un ensemble transversal ferm�e et Ld%ele d’une partition de M compatible

avec la structure de �-machine de transitions de M.

Un ensemble d’�etats N de M v�eriLant l’une des conditions �equivalentes pr�ec�edentes
est appel�e un ensemble ferm�e direct de M.
Si N1 et N2 sont deux ensembles d’�etats de M, les conditions suivantes sont

�equivalentes:

(a) N1 et N2 sont deux ensembles de repr�esentants ferm�es et Ld%eles d’une même
congruence sur M;

(b) N1 et N2 sont les images de deux cor�etractions associ�ees %a une même r�etraction
de M;
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(c) N1 et N2 sont les images de deux cor�etractions associ�ees %a deux r�etractions
�equivalentes de M;

(d) N1 et N2 sont les images de deux endomorphismes idempotents de M,
R-�equivalents au sens de Green.

Il r�esulte des remarques pr�ec�edentes les deux r�esultats suivants:

Proposition 2.1.4. Dans la cat�egorie des �-machines de transitions les morphismes
surjectifs qui sont des r�etractions sont ceux qui sont pleins et pour lesquels la con-
gruence associ�ee admet un ensemble de repr�esentants ferm�e et :d;ele.
Dans la cat�egorie des �-alg;ebres de transitions les morphismes surjectifs qui sont

des r�etractions sont ceux pour lesquels la congruence associ�ee admet un ensemble de
repr�esentants ferm�e.

Proposition 2.1.5. Soit M=(M; (�M)�∈�) une �-machine de transitions. Il y a bijec-
tion entre:

(a) Les types de r�etractions de M;
(b) Les congruences sur M admettant un ensemble de repr�esentants ferm�e et :d;ele;
(c) Les partitions de M compatibles avec la structure M de �-machine de transitions

et admettant un ensemble transversal ferm�e et :d;ele;
(d) Les classes d’�equivalences des ferm�es directs de M;
(e) Les R-classes d’�equivalence des endomorphismes idempotents de M.

Si dans la proposition pr�ec�edente M est une �-machine de transitions compl%ete i.e.
une �-alg%ebre de transitions, on peut supprimer dans l’�enonc�e (b) et (c) le mot Ld%ele.
Les deux r�esultats pr�ec�edents donnent un proc�ed�e eUectif pour d�eterminer tous les

types de r�etractions d’une �-machine (resp. �-alg%ebre) de transitions M admettant un
nombre Lni d’�etats et en particulier pour d�ecider si un homomorphisme surjectif de
�-machines (resp. �-alg%ebres) de transitions de source M est une r�etraction de M.

Exemple 2.1.6. Dans tout cet exemple �= {�1; �2} et A est la �-alg%ebre de transitions
dont l’ensemble des �etats est A= {x1; x2; x3; x4; x5} et dont les op�erateurs de transitions
sont donn�es par:

x1 x2 x3 x4 x5

�A1 x2 x3 x3 x2 x3

�A2 x3 x1 x2 x3 x4:

Les ferm�es non vides de A sont:

N1 = {x1; x2; x3}; N2 = {x1; x2; x3; x4} et N3 =A= {x1; x2; x3; x4; x5};
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N1 et N3 =A sont des ferm�es directs de A et N2 est un ferm�e de A non direct; dans
le monoOPde End(A), le seul idempotent g= g2 diU�erent de l’identit�e est donn�e par:

x1g= x4g= x1; x2g= x5g= x2; x3g= x3:

Il existe sept types d’homomorphismes surjectifs de �-alg%ebres de transitions de source
A:
fo :A → Bo, avec Bo la �-alg%ebre de transitions dont l’ensemble des �etats est le

singleton Bo= {y1}, et avec: xifo=y1 pour i∈{1; 2; 3; 4; 5}, n’est pas une r�etraction;
f1 :A → B1, avec B1 la �-alg%ebre de transitions dont l’ensemble des �etats est

B1 = {y1; y2; y3} et les op�erateurs transitions donn�es par:

y1 y2 y3

�B1
1 y2 y3 y3

�B1
2 y3 y1 y2;

et avec: x1f1 = x4f1 =y1; x2f1 = x5f1 =y2; x3f1 =y3, est une r�etraction car la con-
gruence �1 =Ker(f1) admet N1 comme ensemble de repr�esentants; une cor�etraction
associ�ee %a f1 est s1 d�eLnie par, yis1 = xi, pour i∈{1; 2; 3};
f2 : A → B2, avec B2 la �-alg%ebre de transitions dont l’ensemble des �etats est

B2 = {y1; y2} et les op�erateurs de transitions donn�ees par:

y1 y2

�B2
1 y1 y1

�B2
2 y1 y1;

et avec: x1f2 = x2f2 = x3f2 = x4f2 =y1; x5f2 =y2, n’est pas une r�etraction;
f3 :A → B3 =B2, avec: x1f3 = x2f3 = x3f3 = x5f3 =y1; x4f3 =y2, n’est pas une

r�etraction;
f4 : A → B4, avec B4 la �-alg%ebre de transitions dont l’ensemble des �etats est

B4 = {y1; y2; y3; y4} et les op�erateurs de transitions donn�es par:

y1 y2 y3 y4

�B4
1 y2 y3 y3 y3

�B4
2 y3 y1 y2 y1;

et avec: x1f4 = x4f4 =y1; x2f4 =y2; x3f4 =y3; x5f4 =y4, n’est pas une r�etraction;
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f5 :A → B5, avec B5 la �-alg%ebre de transitions dont l’ensemble des �etats est
B5 = {y1; y2; y3} et les op�erateurs de transitions donn�es par:

y1 y2 y3

�B5
1 y1 y1 y1

�B5
2 y1 y1 y2;

et avec: x1f5 = x2f5 = x3f5 =y1; x4f5 =y2; x5f5 =y3 n’est pas une r�etraction ; f6 :
A → A avec f6 = 1A est la r�etraction triviale.

2.2. Autour de la question 2

Si M est une �-machine (resp. alg%ebre) de transitions, la classe des �-machines
(resp. alg%ebres) de transitions r�etract�ees de M est not�ee R(M). Conform�ement %a [3] une
famille (Mi)i∈I de �-machines (resp. alg%ebres) de transitions est une R-repr�esentation
de M si on a:

M∈R

(∏
i∈I

Mi

)
et Mi ∈R(M);

M est dite R-irr�eductible si pour toute R-repr�esentation de M du type pr�ec�edent, il
existe i0 ∈ I tel que M∈R(Mi0 ): En utilisant les mêmes id�ees que [3] d�evelopp�ees
dans le cadre des ensembles ordonn�es, il est facile d’observer que l’on a:

Remarque 2.2.1. Toute �-machine (resp. alg%ebre) de transitions Lnie a une R-
repr�esentation %a l’aide d’un nombre Lni de �-machines (resp. alg%ebres) de transitions
R-irr�eductibles.

Une cons�equence imm�ediate de la proposition 2:1:5 est:

Corollaire 2.2.2. Soit M une �-machine (resp. �-alg;ebre) de transitions. Si tout
idempotent du mono=>de End(M) di?�erent de 1M est de rang 1 (i.e. n’a qu’un point
:xe), M est R-irr�eductible ; ceci se produit en particulier si le seul idempotent de
End(M) est 1M; donc a fortiori si M est fortement connect�e.

(M est dit fortement connect�e si pour tout couple d’�etats (x; y) de M, il existe
u∈�∗ et v∈�∗ tels que x=yuM et y= xvM). Dans l’exemple 2.1.6. pr�ec�edent, B1

est R-irr�eductible car fortement connect�e, B5 est R-irr�eductible (car le seul idempotent
de End(B5) distinct de 1B5 a pour image le puits {y1}) mais B5 n’est pas fortement
connect�e (il est cependant connect�e).
Le r�esultat suivant montre qu’%a toute r�etraction r d’une �-machine (resp. �-alg%ebre)

de transitions est associ�ee une d�ecomposition de M comme produit sous direct de
l’image de r et d’un quotient de Rees de M; de mani%ere plus pr�ecise M est produit
sous direct de M′ = Im(r) par M′′ =M=RIm(s) o%u s est une cor�etraction associ�ee %a r.
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Proposition 2.2.3. Soit N un ensemble d’�etats ferm�e direct d’une �-machine (resp.
alg;ebre) de transitions M. Alors il existe un monomorphisme fort de M dans M|N×
M=RN repr�esentant M comme produit sous direct du r�etract�e M|N de M par le
quotient de Rees M=RN associ�e ;a N .

D�emonstration. Il existe un endomorphisme idempotent g de M tel que N =Mg, o%u
M d�esigne l’ensemble des �etats de M. On consid%ere l’application $ :M → N ×M=RN

d�eLnie pour tout m∈M par: m$=(mg;m�N ) o%u �N d�esigne l’application canonique de
M dans M=RN . On v�eriLe que $ est un monomorphisme fort de �-machines de M

dans P=M|N ×M=RN de sorte que Im($) est un ferm�e de l’ensemble des �etats de
P et que M est isomorphe %a P|Im($). La proposition r�esulte alors de ce que l’on a:
Ker(g) ∩RN =%M o%u %M d�esigne la diagonale de M ×M i.e. l’identit�e de M .

Remarque 2.2.4. Avec les hypoth%eses et les notations de la proposition pr�ec�edente, il
est donc obtenu en particulier une simulation [9] de M %a l’aide de la composition en
parall%ele de deux de ses quotients; l’homomorphisme canonique �N de M sur M=RN

n’est pas en g�en�eral une r�etraction de M (ainsi dans l’exemple 2:1:6 A est produit
sous direct de A|N1  B1 et de A=RN1  B5 avec A|N1 r�etract�e de A mais A=RN1

non r�etract�e de A; dans cet exemple A|N1 et A=RN1 sont R-irr�eductibles); si l’on
d�esigne par V l’ouvert compl�ementaire de N dans M on obtient:
�N est une r�etraction de M si et seulement si N contient un puits p tel que d’une

part V ∪ {p} soit ferm�e et d’autre part on ait p�M 	= ∅ d;es que N�M 	= ∅ (cette
derni;ere condition �etant toujours r�ealis�ee si M est une �-alg;ebre de transitions).
Si M est une �-machine (resp. alg%ebre) de transitions Lnie, la proposition 2:2:3

montre que M peut être repr�esent�ee comme produit sous direct d’un nombre Lni
de ses diviseurs qui sont des �-machines (resp. alg%ebres) de transitions directement
ind�ecomposables (i.e. n’admettant pas de r�etractions propres).

Remarque 2.2.5. N �etant un ensemble d’�etats ferm�e d’une �-machine de transitions
M, et V �etant l’ouvert compl�ementaire de N dans M , il existe un homomorphisme
bijectif de �-machines de transitions de M=RN sur (M|V ) qui est un isomorphisme
si et seulement si M=RN est compl%ete ce qui est le cas si M est une �-alg%ebre de
transitions ; donc si dans l’�enonc�e de la proposition pr�ec�edente M est une �-alg%ebre
de transitions, il existe un monomorphisme de M dans M|N × (M|V ) repr�esentant
M comme produit sous direct de la �-sous alg%ebre r�etract�ee M|N par la �-alg%ebre de
transitions (M|V ) associ�ee %a l’ouvert V =–MN:

Remarque 2.2.6. Si N est un ferm�e non vide de l’ensemble des �etats M d’une
�-machine M, qui n’est pas direct, la situation est plus complexe que dans la propo-
sition pr�ec�edente; si l’on note M|N la �N -machine de transitions avec �N r�eunion
disjointe de � et de N , telle que �M|N = �M|N pour tout �∈�, et nM|N l’application
de N dans N de valeur constante n pour tout n∈N , il est possible de d�emontrer qu’il
existe, avec la terminologie habituelle [5], une connexion sans boucle ! de M=RN
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avec M|N telle que M soit image homomorphe d’une sous �-machine de transitions
de la �-machine de transition: M|N ×! M=RN produit en cascade de M=RN et de
M|N ; en particulier M est simul�e proprement par ce produit en cascade. Dans le cas
o%u N est un ferm�e non vide minimal donc une composante de connexion forte de M ,
on peut remplacer dans le produit en cascade M|N par M|N qui est alors une �-sous
machine fortement connect�ee de M.

Remarque 2.2.7. Si N est un ensemble d’�etats ferm�e d’une �-machine de transitions
M qui est aussi ouvert i.e. si N est un of, on observe qu’il existe un monomorphisme
fort de M dans M=RN × M=RM−N repr�esentant M comme produit sous direct de
M=RN par M=RM−N ; ce r�esultat se g�en�eralise pour une partition de l’ensemble des
�etats M de M form�ee d’ofs. En eUet, si M =

⋃
i∈I Ni est une partition de M en ofs, on

obtient: %M =
⋂
i∈I RM−Ni (avec %M diagonale de M ×M) ; ce qui prouve qu’il existe

un monomorphisme fort de M dans
∏

i∈I M=RM−Ni repr�esentant M comme produit
sous direct de la famille (M=RM−Ni)i∈I . Une telle partition de M existe toujours: deux
�etats x et y de M sont dits connect�es s’il existe z0; z1; : : : ; z‘ ∈M avec z0 = x; z‘=y
et zi+1 ∈{zi}aM ∪{zi}bM pour i∈{0; 1; : : : ; ‘−1}; la relation binaire sur M associ�ee est
une �equivalence et si (Ci)i∈I d�esigne la partition de M correspondante, Ci est pour tout
i∈ I une composante connexe de M donc un of non vide minimal et M|Ci est une
�-machine de transitions connect�ee. Pour une �-alg%ebre de transitions non connexe on
obtient donc:

Proposition 2.2.8. Soit A une �-alg;ebre de transitions et (Ci)i∈I les composantes
connexes de l’ensemble des �etats de A. Il existe un monomorphisme de �-alg;ebres
de transitions de A dans

∏
i∈I (A|Ci) repr�esentant A comme produit sous direct

des �-alg;ebres de transitions (A|Ci) avec pour tout i∈ I; A|Ci �-sous alg;ebre de
transitions connect�ee de A.

3. Enveloppe injective d’une alg�ebre de transitions

3.1.

On d�esigne par L la �-alg%ebre de transitions dont l’ensemble des �etats est l’ensemble
P(�∗) des langages sur l’alphabet �, et dont les op�erateurs unaires �L avec �∈�
sont d�eLnis par:

L�L =L::�= �−1L= {w∈�∗|�w∈L}; pour tout L∈P(�∗):

On va d�emontrer que L=(P(�∗); (�L)�∈�) est un cog�en�erateur injectif de la cat�egorie
des �-alg%ebres de transitions.

Proposition 3.1.1. Pour tout monomorphisme , d’une �-alg;ebre de transitions
A=(A; (�A)�∈�) dans une �-alg;ebre de transitions B=(B; (�B)�∈�) et tout homo-
morphisme f de �-alg;ebres de transitions de A dans L; il existe un homomorphisme
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g de �-alg;ebres de transitions de B dans L tel que ,g=f; i.e. L est un objet injectif
de la cat�egorie des �-alg;ebres de transitions.

Sous les hypoth%eses de la proposition 3:1:1 ci-dessus, A′ =A, est un ensemble ferm�e
d’�etats de B et la �-sous alg%ebre A′ =B|A′ de B est isomorphe %a la �-alg%ebre de
transitions A; la proposition ci-dessus r�esulte alors du lemme suivant:

Lemme 3.1.2. Pour toute �-machine de transitions M=(M; (�M)�∈�) et toute �-sous
machine N=(N; (�N)�∈�) de M; tout homomorphisme de �-machines f de N dans
L se prolonge en un homomorphisme g de �-machines de M dans L.

D�emonstration du lemme. On consid%ere l’application g de M dans P(�∗) d�eLnie pour
tout x∈M par:

xg=
⋃
y∈N

|(M; x; y)|(yf)

o%u |(M; x; y)|= {v∈�∗ | xvM =y} est le comportement de l’automate d�eterministe
(M; x; y) admettant pour �etat initial x et pour �etat Lnal y et dont la �-machine de
transitions sous-jacente est M. Soit y0 ∈N ; pour tout u∈yof, on a:

u=1u∈ |(M; yo; yo)|(yof);
avec 1 le mot vide de �∗, donc u∈yog, ce qui prouve l’inclusion: yof ⊂ yog.

R�eciproquement soit u∈yog; alors il existe y∈N tel que:

u∈ |(M; yo; y)|(yf);
et on a, u= vw avec v∈ |(M; yo; y)| et w∈yf; comme y=yovM =yovN (car N est
un ensemble d’�etats ferm�e de M), on obtient:

yf=(yovN)f=yofvL =yof::v;

ce qui implique: u= vw∈yof, ce qui prouve l’inclusion: yog ⊂ yof.
Finalement pour tout yo ∈N , on a yof=yog, i.e. g prolonge f.
D�emontrons que g est un homomorphisme de �-machines de transition ; pour tout

x1; x2 ∈M et tout �∈� tel que x2 = x1�M, comparons (x1g)�L = x1g::� et x2g=
(x1�M)g; soit u∈ x2g; il existe y∈N tel que l’on ait:

u∈ |(M; x2; y)|(yf);
et on a, u= vw avec v∈ |(M; x2; y)| et w∈yf; il en r�esulte, �u= �vw∈ |(M; x1; y)|(yf),
donc on obtient �u∈ x1g i.e. u∈ x1g::�=(x1g)�L ce qui prouve l’inclusion: x2g ⊂
(x1g)�L; r�eciproquement, soit u∈ (x1g)�L; alors il existe y∈N tel que l’on ait:

�u∈ |(M; x1; y)|(yf);
et on a, �u= vw avec v∈ |(M; x1; y)| et w∈yf; si v=1, il vient x1 =y∈N et
�u=w∈yf; comme N est un ensemble d’�etats de M ferm�e, on a: x2 = x1�M ∈N ,
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donc x2g= x2f=(x1�M)f=(x1f)�L =(x1g)�L et u∈ x2g; si v 	=1, on a compte tenu
de l’�egalit�e �u= vw, l’existence de v′ ∈ |(M; x2; y)| tel que v= �v′; on obtient donc:
u= v′w∈ |(M; x2; y)|(yf), d’o%u u∈ x2g, ce qui prouve l’inclusion: (x1g)�L ⊂ x2g.
Finalement x2g=(x1�M)g=(x1g)�L et g est un homomorphisme de �-machines de
transitions.

Remarque 3.1.3. Une �-machine de transitions E est dite injective pour les monomor-
phismes forts ou encore (s)-injective, si pour tout monomorphisme fort i d’une
�-machine de transitions N dans une �-machine de transitions M, et tout homomor-
phisme f de �-machines de N, dans E, il existe un homomorphisme de �-machines g
de M dans E tel que: ig=f. Le lemme pr�ec�edent prouve que L est (s)-injective dans
la cat�egorie des �-machines; il en r�esulte que toute �-machine de transitions r�etract�ee
d’un produit quelconque de copies de L est une �-alg%ebre de transitions (s)-injective
dans la cat�egorie des �-machines de transitions; il est clair que toute �-alg%ebre de
transitions (s)-injective dans la cat�egorie des �-machines de transitions est injective
dans la cat�egorie des �-alg%ebres de transitions; ce qui est remarquable comme cela
sera montr�e plus loin c’est que la r�eciproque est vraie.

Si , est un monomorphisme d’une �-alg%ebre de transitions A=(A; (�A)�∈�) dans
une �-alg%ebre de transitions B=(B; (�B)�∈�); , pr�eserve le comportement de tout
�-automate construit sur A, i.e. pour tout x; y∈A, on a:

|(A; x; y)|= |(B; x,; y,)|:

Pour les �-machines de transitions la situation est plus complexe, car un monomor-
phisme de �-machines ne pr�eserve pas n�ecessairement le comportement d’un automate
construit sur une telle �-machine; dans le cas o%u cela se produit un tel monomorphisme
est dit comportemental (avec la terminologie de [10], il ne s’agit pas d’isom�etrie de
P(�) espace mais d’isom�etrie de P(�∗) espace); pour caract�eriser un tel monomor-
phisme, on consid%ere sur l’ensemble des �etats M d’une �-machine M de transition la
fermeture alg�ebrique cM d�eLnie pour tout X ∈P(M) par X cM =X aM

⋂
X bM (cM n’est

pas en g�en�eral l’adh�erence d’une topologie sur M , mais d’une pr�etopologie de type VI
[1]). Alors un morphisme $ d’une �-machine de transitions M dans une �-machine de
transitions M′ est un monomorphisme comportemental de �-machines de transitions si
et seulement si d’une part $ induit isomorphisme de �-machines de M sur M|Im($) (i.e.
avec la terminologie de [7], $ est une immersion relative de M dans M′) et d’autre
part (Im($))cM′ = Im($). Le lemme 3.1.5 suivant montre que pour toute �-machine de
transitions M, il existe un monomorphisme comportemental de M dans la �-alg%ebre
de transitions LM o%u M d�esigne l’ensemble des �etats de M ce qui implique:

Proposition 3.1.4. Il existe un monomorphisme de �-alg;ebres de transitions de
toute �-alg;ebre de transitions A=(A; (�A)�∈�) dans la �-alg;ebre de transitions
injective LA.
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La d�emonstration du r�esultat pr�ec�edent est une cons�equence du lemme suivant.

Lemme 3.1.5. Soit M=(M; (�M)�∈�) une �-machine de transitions; il existe un
monomorphisme comportemental $ de �-machines de transitions de M dans LM :

D�emonstration. Soit $ l’application de M dans LM d�eLnie pour tout x∈M par:

x$=(|(M; x; z)|)z∈M :
Pour tout x; y∈M , on a:

|(LM ; x$; y$)|=
⋂
z∈M

|(L; |(M; x; z)|; |(M; y; z)|)|;

avec:

|(L; |(M; x; z)|; |(M; y; z)|)|= {u∈�∗ ||(M; x; z)|::u= |(M; y; z)|}:
Soit u∈ |(M; x; y)|; pour tout z ∈M , on v�eriLe que l’on a:

|(M; x; z)|::u= |(M; y; z)|;
ce qui prouve, compte tenu de ce qui pr�ec%ede: u∈ |(LM ; x$; y$)|. R�eciproquement si
u∈ |(LM ; x$; y$)|, on a pour tout z ∈M : |(M; x; z)|::u= |(M; y; z)| donc en particulier,
|(M; x; y)|::u= |(M; y; y)| ce qui implique u∈ |(M; x; y)|:
Finalement pour tout x; y∈M on obtient: |(M; x; y)|= |(LM ; x$; y$)| ce qui implique

que $ est un monomorphisme comportemental de �-machines.

Remarque 3.1.6. Si dans la situation du lemme pr�ec�edent M n’est pas une �-machine
de transitions compl%ete i.e. une �-alg%ebre de transitions, le plus petit ensemble d’�etats
ferm�e de LM contenant M$ est M$ ∪ {!} o%u ! d�esigne l’�el�ement de P(�∗)M dont
toutes les composantes coOPncident avec le langage vide; de plus pour tout m∈M et
tout �∈�, on a (m$)�L

M
=! si et seulement si m�M = ∅; la compl�etion de M est

alors isomorphe %a LM |M$ ∪ {!}:

Il r�esulte de la proposition pr�ec�edente et de la remarque 3.1.3 suivant la proposition
3.1.1, la caract�erisation suivante des �-alg%ebres de transitions injectives.

Th�eor�eme 3.1.7. Soit E=(E; (�E)�∈�); une �-alg;ebre de transitions. Les propri�et�es
suivantes sont �equivalentes:

(i) E est une �-alg;ebre de transitions injective;
(ii) E est une �-alg;ebre de transitions r�etract�ee de la �-alg;ebre de transitions LE ;
(iii) E est (s)-injective dans la cat�egorie des �-machines de transitions;
(iv) E est un r�etract�e absolu dans la cat�egorie des �-alg;ebres de transitions (i.e. tout

monomorphisme de source E est une cor�etraction)

Les r�esultats pr�ec�edents 3.1.1, 3.1.4 et 3.1.7. r�epondent donc aux questions 3 et 4
de l’introduction.
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3.2.

Conform�ement %a la terminologie habituelle de la th�eorie des cat�egories, un monomor-
phisme i d’une �-alg%ebre de transition E=(E; (�E)�∈�), dans une �-alg%ebre de tran-
sitions A=(A; (�A)�∈�) est dit essentiel si tout homomorphisme , de �-alg%ebres de
transitions de A dans une �-alg%ebre de transitions B tel que i, soit un monomorphisme
de �-alg%ebres de transitions, est un monomorphisme de �-alg%ebres de transitions.
Le lemme suivant caract�erise cette situation.

Lemme 3.2.1. Soit i un monomorphisme d’une �-alg;ebre de transitions E=
(E; (�E)�∈�) dans une �-alg;ebre de transitions A=(A; (�A)�∈�); les trois conditions
suivantes sont �equivalentes:

(i) i est un monomorphisme essentiel de �-alg;ebres;
(ii) pour toute congruence % sur A; la condition %∩(Im(i)× Im(i))=%Im(i) implique

%=%A (i.e. % est l’�egalit�e sur A);
(iii) pour toute congruence % sur A distincte de l’�egalit�e; il existe deux �etats distincts

de Im(i) appartenant ;a une même classe d’�equivalence de %.

Un ensemble d’�etats ferm�e N d’une �-alg%ebre de transitions A=(A; (�A)�∈�) est
dit essentiel dans A si l’injection canonique de N dans A est un monomorphisme
essentiel de la sous �-alg%ebre de transitions A|N de A dans A. (Avec les notations
de l’exemple 2.1.6, N1 n’est pas essentiel dans A mais N2 est essentiel dans A).

Remarque 3.2.2. Si N ′ et N ′′ sont deux ferm�es de A avec N ′ ⊂ N ′′, alors N ′ est
essentiel dans A si et seulement si N ′ est essentiel dans la �-sous alg%ebre de transitions
A|N ′′ de A et N ′′ est essentiel dans A.

Remarque 3.2.3. Si N est un ferm�e de A avec N essentiel dans A et N 	=A, on a:

(a) Tout p∈A tel que {p}aA ∩ N = ∅ est un puits et si un tel puits existe, c’est le
seul puits de A.

(b) NbA contient tous les �etats de A %a l’exception peut-être d’un puits, i.e. tous les
�etats de A %a l’exception peut-être d’un puits sont coaccessibles %a partir de N .

Remarque 3.2.4. Si N est un ferm�e non vide de A, inclus strictement dans A et tel
que pour tout (x; y)∈A2−%A il existe u∈�∗ v�eriLant (xuA; yuA)∈N 2−%N , alors N
est essentiel dans A et A=NbA .

Remarque 3.2.5. La notion d’essentialit�e, le lemme 3.2.1 et les remarques pr�ec�edentes
s’�etendent %a la cat�egorie des �-machines; cela n’a pas �et�e explicit�e ici car le r�esultat
principal de cette section n’a �et�e �etabli que pour la cat�egorie des �-alg%ebres de tran-
sitions. On rappelle que l’enveloppe injective d’un objet A d’une cat�egorie est un
monomorphisme essentiel i de A dans un objet injectif E. Il est important de savoir
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pour une cat�egorie si tout objet admet une enveloppe injective car alors on peut obtenir
des r�esultats concernant la structure et la d�ecomposition alg�ebrique de ces objets ; cela
a �et�e fait pour la cat�egorie des modules sur un anneau ou plus g�en�eralement pour
une cat�egorie de Grothendieck. Le r�esultat suivant montre que dans la cat�egorie des
�-alg%ebres de transitions, toute �-alg%ebre de transitions admet une enveloppe injective
unique %a un isomorphisme pr%es; on obtient donc une r�eponse aIrmative %a la question 5.

Th�eor�eme 3.2.6. Pour toute �-alg;ebre de transitions A; il existe un monomorphisme
essentiel i de A dans une �-alg;ebre de transitions injective E; et si i′ est un autre
monomorphisme essentiel de A dans une �-alg;ebre injective E′; il existe un isomor-
phisme / de �-alg;ebres de transitions de E sur E′ tel que i/= i′.

La d�emonstration de ce r�esultat repose en partie sur le lemme suivant:

Lemme 3.2.7. Une �-alg;ebre de transitions E est injective si et seulement si elle
n’admet pas d’extension essentielle propre (i.e. si et seulement si tout monomorphisme
essentiel de source E est un isomorphisme):

D�emonstration. Soit E=(E; (�E)�∈�) une �-alg%ebre de transitions injective. Pour tout
monomorphisme essentiel i de �-alg%ebres de transitions de E dans une �-alg%ebre de
transitions A=(A; (�A)�∈�); E′ =Ei est un ensemble ferm�e d’�etats de A et E′ =A|E′

est une sous �-alg%ebre de A; i induit un isomorphisme i0 de �-alg%ebres de transitions
de E sur E′. Puisque E est une �-alg%ebre de transitions injective, il existe un ho-
momorphisme , de �-alg%ebres de transitions de A dans E tel que 0′,= i−1

0 o%u 0′

d�esigne l’injection canonique de E′ dans A. D’o%u: i00′,= i0i−1
0 = idE = i,; puisque i

est essentiel, , est un monomorphisme de �-alg%ebres de transitions de A dans E, et
comme i,= idE implique la surjectivit�e de ,, il en r�esulte que , est un isomorphisme
de �-alg%ebres de transitions dont l’isomorphisme r�eciproque est i ; il en r�esulte que E

n’admet pas d’extension essentielle propre.
R�eciproquement, soit E=(E; (�E)�∈�) une �-alg%ebre de transitions n’admettant pas

d’extension essentielle propre dans la cat�egorie des �-alg%ebres de transitions. On con-
sid%ere un monomorphisme quelconque , de �-alg%ebres de transitions de E dans une
�-alg%ebre de transitions A=(A; (�A)�∈�). L’ensemble 1 des congruences % sur A

telle que %∩Im(,)×Im(,)=%Im(,), ordonn�e par inclusion est inductif et admet donc un
�el�ement maximal %0. La surjection canonique �%0 de A sur la �-alg%ebre de transitions
quotient A=%0 est un homomorphisme surjectif de �-alg%ebres de transitions. Comme
%0 ∩ Im(,)× Im(,)=%Im(,), l’homomorphisme i= ,�%0 de �-alg%ebres de transitions de
E dans A=%0 est un monomorphisme. La maximalit�e de %0 dans 1 implique que le
ferm�e Im(i) de A=%0 est essentiel dans A=%0 et par suite i est un monomorphisme
essentiel de �-alg%ebres de transitions. D’apr%es l’hypoth%ese i est donc un isomorphisme
de �-alg%ebres de transitions de E sur A=%0 et on a ,�%0 i

−1 = ii−1 = idE ce qui prouve
que , est une cor�etraction de la �-alg%ebre de transitions de E dans A. Il en r�esulte



A. Hudry /Discrete Mathematics 247 (2002) 117–134 133

que E est un r�etract�e absolu dans la cat�egorie des �-alg%ebres de transitions; il r�esulte
alors du th�eor%eme 3.1.7 que E est une �-alg%ebre de transitions injective.

D�emonstration du th�eor�eme 3.2.6. Soit A=(A; (�A)�∈�) une �-alg%ebre de transitions;
d’apr%es la proposition 3:1:4, il existe un monomorphisme $ de �-alg%ebres de transitions
de A dans la �-alg%ebre de transitions injective LA; A′ =A$ est un ensemble d’�etats
ferm�e de LA et $ induit un isomorphisme $′ de �-alg%ebres de transitions de A

sur la �-alg%ebre de transitions A′ =LA|A′ de LA. L’ensemble 2 des ferm�es N de
LA tels que A′ soit essentiel dans N=LA|N est inductif pour l’inclusion ; soit
E un �el�ement maximal de 2 et E=LA|E; l’inclusion canonique 0 de E dans LA

est un monomorphisme de �-alg%ebres de transitions. Compte tenu de l’injectivit�e de
LA, pour tout monomorphisme essentiel ’ de �-alg%ebres de transitions de E dans une
�-alg%ebre de transitions F=(F; (�F)�∈�), il existe un monomorphisme 0̃ de �-alg%ebres
de transitions de F dans LA tel que 0=’0̃; F ′ =F0̃ est un ferm�e dans LA contenant
E; si %′ est une congruence sur la �-sous alg%ebre de transitions F′ =LA|F ′ de LA

telle que %′ ∩ E × E=%E , alors

%= {(x1; x2)∈F2 | (x10̃; x20̃)∈ %′};
est une congruence sur F telle que %∩Im(’)×Im(’)=%Im(’), ce qui implique %=%F
et %′ =%F′ ; ceci prouve que E est essentiel dans F′; comme A′ est essentiel dans E,
il en r�esulte que A′ est essentiel dans F′; la maximalit�e de E dans 2 implique E=F ′;
0̃ induit un isomorphisme de la �-alg%ebre de transitions F sur E dont l’isomorphisme
r�eciproque est ’. D’apr%es le lemme 3.2.7, E est une �-alg%ebre injective ; si $′′ d�esigne
l’injection canonique de A′ dans E; i= $′$′′ est un monomorphisme essentiel de la
�-alg%ebre de transitions A dans la �-alg%ebre de transitions injective E. Soit i′ un
autre monomorphisme essentiel de la �-alg%ebre transitions de A dans une �-alg%ebre
de transitions injective E′. Il existe un homomorphisme / de �-alg%ebres de transitions
de E dans E′ tel que i/= i′. Comme i est essentiel, / est un monomorphisme de
�-alg%ebres de transitions; on remarque que / est un monomorphisme essentiel; il r�esulte
du lemme 3.2.7 que / est un isomorphisme de �-alg%ebres de transitions.

Une cons�equence du r�esultat pr�ec�edent est:

Corollaire 3.2.8. Toute �-alg;ebre de transitions injective admet une R-repr�esentation
;a l’aide d’enveloppes injectives de �-alg;ebres de transitions avec deux g�en�erateurs. De
plus toute �-alg;ebre de transitions; enveloppe injective d’une �-alg;ebre de transitions
:nie ;a n �etats admet une R-repr�esentation ;a l’aide de n2 enveloppes injectives de
�-alg;ebres de transitions :nies avec deux g�en�erateurs.
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