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Using certain sets of points of a finite projective geometry some results are
obtained from properties of two-weight projective codes. A problem concerning
complete caps is solved. A deep connection between binary uniformily packed
codes and difference sets over elementary Abelian 2-groups is established and a
characterization of these difference sets is given.

1. INTRODUCTION

Les codes projectifs 4 deux poids ont, en plus de 'intérét qu’ils présentent
pour la théorie des codes correcteurs, des liens étroits avec les graphes
fortement réguliers, les schémas d’associations a deux classes, les “designs”
et les géométries finies.

Ils ont été étudiés, en liaison avec les graphes fortement réguliers par
Delsarte [9, 10, 12], & partir des travaux de Bose [5], Seidel [24] et Goethals
[15]; Goethals et Van Tilborg {16] ont montré une relation avec les codes
quasi-parfait uniformément empilés et plusieurs classes de codes ont été
mises en évidence et étudiées par Baumert et McEliece [2] et Wolfmann
[30, 31].

Le chapitre 2 rassemble, sans démonstration, des résultats connus con-
cernant les codes projectifs & deux poids.

Dans la suite on introduit la notion de (A, j£) ensemble de points projectifs.
Ces ensembles sont caractérisés, puis utilisés, pour indiquer des constructions
de codes et pour établir deux résultats nouveaux.

D’abord la détermination de certains ‘‘caps” complets étudiés par
Tallini [26] puis la mise en évidence du lien entre les codes fortement
uniformément empilés sur F, (u = X + 1) avec les ensembles de différences
des 2-groupes abeliens élémentaires. Enfin, on donne une caractérisation de
ces ensembles de différences.
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CODES PROJECTIFS A DEUX POIDS 209
2. PRELIMINAIRES SUR LEs Copes PRroJectiFs A DeUx Poibps

Cette partie rassemble les définitions et résultats nécessaires 4 la suite,
sans démonstration. Celles-ci peuvent se trouver dans les arficles indiqués
en références ou bien se déduisent des autres résultats.

2.1. Codes (Voir [3, 4, 6, 22, 28])

Soit K un corps fini, K = F, (g puissance d’un nombre premier p). Le
poids d’un élément de K" (n entier) est le nombre de ses composantes non
nulles et la distance (de Hamming) entre deux éléments est le poids de leur
différence,

Un code linéaire (n, k) sur K est un sous-espace de dimension k& de K”.
Soit C un tel code. Ses éléments s’appellent les mots du code et » sa longueur.
Son polyndéme de poids est S o Aizi, A; étant le nombre de mots du code
de poids i. Le poids de C est le minimum des poids des mots. Si d est le poids
de C et e la partie entiére de 4 — 1 on dit que le code est e-correcteur.

Chaque mot de C est de la forme ¢, = (wy(a), wy(a),..., w,(a)) avec ae L,
L = Fuetw,, w,,..., w, des formes linéaires de L: Les formes coordonnées
du code, qui seront identifiées, par dualité a des éiéments de L.

L’application (x, y) — tr x, tr désignant la trace de L sur X, est une forme
bilinéaire symétrique non dégénérée. En conséquence, pour chaque w,,
il existe un élément v; tel que w{a) = trav;.

L’orthogonal de C est 'orthogonal pour le produit scalaire usuel de K™:
3 x; vi . Cest 'ensemble des (x; , X, ,..., X,) de K™ tels que 3y Xiw; = 0.

Soit C un code linéaire sur K, e-correcteur, de longueur n:

(a) C est dit parfait si les boules (pour la distance de Hamming) de
rayon e, centrées sur les mots de C forment une partition de K™

Tous les codes linéaires parfaits sont connus (voir [27]).

(b) Aet p étant deux entiers, C est dit (A, p) uniformément empilé si
(voir [16]) c’est un code non parfait tel que:

Pour tout x de K” i la distance ¢ d’un mot de C, le nombre de mots de C
a la distance e + 1 de x est A.

Pour tout x de K* 3 la distance e + 1 ou plus de chaque mot de C, le
nombre de mots de C & la distance e + 1 de x est u.

Un code C(n, k) linéaire sur X est dit projectif si le poids de son orthogonal
est au moins trois. Les formes coordonnées de C déterminent alors des points
distincts de la géométrie projective G = GP(k — 1, ¢). Soit E ’ensemble de
ces points; Un code projectif sera dit complémentaire de C si I’ensemble
de points associé est le complémentaire de E dans G. Tous les complémentaires
de C ont le méme polyndme de poids.
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2.2. Codes Projectifs a Deux Poids

On dira q’un code linéaire est-a deux poids s’il a exactement deux poids
non nuls.

ProrositioN 2.1 (voir [13, 16, 29]). (1) L’orthogonal d’un code projectif
a deux poids est e-correcteur avec e == 1 ou e = 2.

(2) L’orthogonal d’un code projectif a deux poids est 2-correcteur si et
seulement si cet orthogonal est parfait.

(3) Lorthogonal d’un code C projectif a deux poids est 1-correcteur si et
seulement si cet orthogonal est uniformément empilé.

Si w, et w, sont les poids de C et si son orthogonal est (A, ) uniformément
empilé alors:

dyd. d.d.
2 =2nlg — 1)~ +wd + L~ @—2,  w= iF.

Dans ce qui suit on considére un code projectif (#, k) sur K = F,, q puissance
d’un nombre premier p, & deux poids wy , w, avec wy < w, .

PRrOPOSITION 2.2 (voir [9]). 1l existe u et r entiers, u > 1, r = 0 tels que:
wy =up’, Wy =(u+1)p"

PRrOPOSITION 2.3 (voir [7, 11, 12, 18)]). Soit n’' le nombre de mots de C de
poids w, et A la matrice dont les lignes sont les N’ mots, N' = nl{(q — 1), deux
a deux non proportionnels de poids w, de C.

Le sous-espace de KV engendré par les colonnes de 4 est un code C/,
(N', k), projectif a deux poids, w," < wy’ avec:

nlg—1)g*—(g*—Dwm

N, = ’
(g — D)(wy — wy)
, Mg — 1) n — qwy] . g — 1) n—gw + 1]
w = R wy = .
Wy — Wy Wg — Wy

Cas d’exception. Cest un code a deux poids non nuls, sauf si w," = 0.
Dans ce cas on montre que I’ensemble des points projectifs déterminés par les
formes coordonnées est le complémentaire d’une variété projective de
GPk — 1, g9).

DERINITION 2.4, Sauf dans le cas d’exception, le code C’ s’appelle le dual
de C (en tant que code projectif a deux poids).
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DERINITION 2.5, Cest dit auto-dual si son polyndme de poids est celui de
son dual ou celui d’'un complémentaire de son dual.

PROPOSITION 2.6. Soit d, et d, les deux poids de C et k sa dimension.
C est auto-dual si et seulement si:

k est pair, k = 2tetilexiste ec{—1, +1}, u>=1;

tels que: dy = (u -+ €) g* 2, dy = ug*~2. Dans ce casn= (q* — €)u + e)fiq — 1).

Remarque 2.7. Tout complémentaire de C est aussi un code a deux poids
sauf dans le cas d’exception.

3. ASPECTS PROJECTIFS
(Pour LEes Notions DE GEOMETRIE PROJECTIVE VoIR [1, 14])

Cette partie contient des résuitats de géométrie projective déduits de
I’étude des codes projectifs a deux poids.

D’apres la définition d’un code projectif, on associe & un tel code de
dimension k sur F,, un ensemble de rang & de points de la géométrie projec-
tive G = GP(k — 1, q). Inversement, un tel ensemble détermine les formes
coordonnées d’un code projectif, & des coefficients de proportionalité prés
(ce qui ne présente pas d’inconvénients si ’on s’intéresse seulement aux
poids).

Soit £ un tel ensemble. Chaque mot ¢, , non nul, du code est de la forme
¢, = (wy(a), wy(a),..., w,(a)). On lui associe 'hyperplan projectif H, des
points & dont les représentants w vérifient w(a) = 0. Inversement H, corres-
pond a tous les mots non nuls proportionnels 4 ¢,. Le nombre de zéros
de c, est le cardinal de EN H, .

3.1. (A, p) Ensembles

DerniTION 3.1, Un [r]-ensemble est un ensemble E de points projectifs
de rang maximum (c’est 2 dire: E engendre G) tel que r soit le cardinal de
I'ensemble des nombres | EN H | ou H décrit I'ensemble des hyperplans
projectifs.

DEFINITION 3.2.  Aet p étant deux entiers, u % 0 on dira qu’un ensemble
F de points projectifs est un (A, u) ensemble si F est different de G et si tout
point de F est aligné avec deux autres points distincts de F de A maniéres,

tout point du complémentaire de F est aligné avec deux points
distincts de F de p maniéres.

582a/23/2-7
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THEOREME 3.3. Soit E un sous-ensemble strict de points d’une géométrie
finie. E est un [2]-ensemble si et seulement si c’est un (A, p)-ensemble.

Preuve. On remarque, tout d’abord, que les définitions impliquent que
le rang d’un [2]-ensemble ou d’un (A, w)-ensemble est maximum. Soit donc £
un ensemble de # points de G, de rang maximum et soit w, , w, ,..., w, des
représentants dans L — F des points de E. L’application ¢ de (F,)" dans L
est définie par 8(x; , X, ,..., X,,) = s, X;w;. Elle est linéaire et son noyau
est 'orthogonal du code C projectif associé & E. Son image est L car £ est de
rang maximum. D’autre part un élément (x,, X ,..., X,,) est 4 la distance s
d’un mot de I'orthogonal de C si et seulement si son image par 8 est combi-
naison linéaire, & coefficients non nuls, de s éléments w; distincts.

Si E possede 4 points distincts coplanaires:

L’orthogonal de C a au moins un mot de poids 4, il est donc 1-correcteur.
C est a deux poids si et seulement si son orthogonal est (A, x) uniformément
empiié pour deux entiers A et p. D’aprés les définitions et les propriétés de 8,
ceci implique que E est [2]-ensemble si et seulement si ¢’est un (A, w) ensemble.

Si aucun des quadruplets de points distincts de E n’est coplanaire;
'orthogonal de C est au moins 2-correcteur; C est & deux poids si et seulement
si son orthogonal est parfait 2-correcteur. Ceci implique, comme ci-dessus,
que E est un [2]-ensemble si et seulement si C est un (A, p) ensemble avec
A=0etpu=1

3.2. Caps

DerFmvrions 3.4, Un “N-cap™ est un ensemble de N points projectifs
tel que trois quelconques d’entre eux ne sont pas alignés.

Deux “caps” sont équivalents s’ils se correspondent au moyen d’une
bijection projective.

Un “N-cap” est dit de type s, si s -+ 1 points quelconques sont indé-
pendants et s’il contient s - 2 points dépendants.

Un “N-cap” de type s est dit complet s'il n'est pas contenu dans
(N + I)-cap de type s et incomplet dans le cas contraire.

Les ““caps™ ont été étudies par Tallini (voir [26]) qui a montré que tout
cap de type s est contenu dans un cap complet de type 2 ou 3 et que tout cap
de type s, pour s = 4 est contenu dans un cap complet de type 2. Il montre
également qu’il existe des caps de type 3 non contenus dans des caps complet
de type 2, en donnant des conditions nécessaires d’existence et deux exemples.
Le théoréme suivant résoud le probléme de I'existence et de la détermination
de tels caps.

THEOREME 3.5. Les seuls caps complets de type 3 non contenus dans un cap
de type 2 sont, a une équivalence prés, les ensembles de points projectifs suivants:
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(1) Dans GP(4, 3) assimilé a I'espace projectif induit par le corps F3’
considéré comme espace-vectoriel sur Fy:

L’ensemble des points projectifs de F;® déterminés par les racines 11-iémes
de 'unité.
(2) Dans GP(3, 2): I'ensemble des points projectifs déterminés par les
vecteurs (1,0, 0, 0)(0, 1, 0, 0)(0, 0, 1, 0X0, 0, 0, 1)(1, 1, 1, 1).

Preuve. Soit £ un N-cap complet de type 3 dans GP(k — 1, q) non
contenu dans un cap de type 2.

Soit m un point projectif qui n’est aligné avec aucun couple de points de E.
Trois points quelconques de E° = EU{m} sont indépendants d’apres le choix
de m et puisque E est de type 3. De méme 4 points de £’ sont indépendants car
sinon E serait contenu dans un cap de type 2. Enfin il existe 5 points de E
dépendants puisqu’il en existe dans E.

Ceci montre que E’ est un cap de type 3 et que donc m € E puisque F est
complet. En conséquence tout point du complémentaire de E est aligné avec
deux points de E. D’autre part cet alignement n’a lieu que d'une seule maniére
car E ne contient pas 4 points dépendants.

E est donc un (A, p)-ensemble avec A =0 et u = 1 et aussi un {2]-
ensemble. [l définit un code (N, k) projectif a 2 poids dont 'orthogonal est
2-correcteur donc parfait.

Or les deux seuls codes linéaires parfaits 2-correcteurs sont (voir [28]):

(a) le code de Golay sur F; ;
{b) le code parfait trivial sur F, de longueur 5.

E est donc projectivement équivalent & I'un des deux ensembles suivants:

(1) lensemble des points associés aux formes coordonnées de I'ortho-
gonal du code parfait de Golay sur F; . N = 11, ¢ = 3, k = 5. C est alors
un code cyclique irréductible (voir [28]) dont les formes coordonnées sont
définies, & un automorphisme prés, par w,(x) = tr f*x ou B est une racine
11-iéme de I'unité. L’application 8 > w, étant un isomorphisme vectoriel,
la conclusion s’est déduit.

(2) L’ensemble des points associés aux formes coordonnées de ’ortho-
gonal du code parfait trivial sur F, de longueur 5. Le code parfait indiqué
est formé par le mot nul et le mot (1, 1, 1, 1, 1). Tl est facile de vérifier que la
matrice suivante est une matrice génératrice de son orthogonal:

00

- o OO
- — - —

1

610
0 0 1
000

d’ou le résultat.
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Remarque 3.6. Les deux seuls cas trouvés sont, & une équivalence prés,
ceux indiqués comme exemple par Tallini dans [26]. Pour le cas (1) Tallint
a montré que les 11 points appartiennent & 5 hyperquadriques de GP(4, 3).

Pour le cas (2), I'auteur a montré dans [30] que les 5 points forment une
hyperquadrique elliptique de GP(3, 2).

4. CoNSTRUCTION DE CODES PROJECTIFS A DEUX PoIDS

Dans [16, 29] on trouve une liste des paramétres des codes uniformément
empilés 1-correcteur connus dont les orthogonaux sont évidemment projectifs
a4 deux poids. Ce paragraphe donne des exemples de (A, p)-ensembles
permettant de construire de tels codes a deux poids. On remarquera que des
(A, p)-ensembles non projectivement équivalents peuvent induire des codes
ayant le méme polyndme de poids.

Le corps M = F sera souvent utilisé comme espace vectoriel de dimension
k sur F, sous-jacent a la géométrie projective GP(k — 1, q). Les poids sont
reliés aux A et u au moyen de la proposition 2.1.

Les poids et les nombres de mots seront déterminés par les intersections
des hyperplans projectifs avec les ensembles de points considérés. Chaque
paragraphe suivant correspondra a un type particulier d’ensembles de points
projectifs. La géométrie GP(K — 1, q) sera désignée par G.

4.1. Complémentaire d’Une Variété Projective

Soit E le complémentaire, dans G, d’une variété projective V' de dimension
s—1L 1 <s<k—1.
Les hyperplans qui contiennent V coupent E en [(¢* — /(g — 1)] —
[(4* — Dftg — 1] points.
Les hyperplans qui ne contiennent par V en [(g"! — 1)/(g — 1)] —
[(g** — 1)/(g — 1)} points.
On obtient un code de longueur #» = [(g* — ¢°)/(g — 1}] avec
g*—* — 1 mots de poids ¢*~1,
g* — g*=* mots de poids g — g5 1.

Le dual de ce code n’est pas déterminé, c’est le cas d’exception de la
Proposition 2.3.

4.2. Pour k = 2t, Réunion de Variétés Projectives de Dimension t — 1,
Deux a Deux Disjointes

Soit E = J,, E; . les E; étant des variétés projectives de dimensions  — 1
(k = 2r) deux a deux disjointes, et telles que E = G.Par exemple,si L = F:.
on peut choisir des L-sous-espaces vectoriels de dimension 1 de M, considéré
comme espace vectoriel sur L, pour induire les variétés E, .
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Chaque hyperplan projectif contient une ou zéro variété E; et coupe
chacune de celles qu’il ne contient pas en (¢! — 1)/(g — 1) points. On
obtient un code de longueur n = rf(g* — 1)/(g — 1)] avec:

r(g* — 1) mots de poids (r — 1) gi1
g¥ — 1 — r(¢* — 1) mots de poids rgi-t

d’apres la Proposition 2.6, ce code est auto-dual.

4.3. Hyperquadriques d’Une Géométrie Finie Pour k Pair

Soit E une hyperquadrique de G avec k = 2t. L’auteur a montré dans [30]
que I'on obtient un code de longueur (g* — €)(g'~! -+ €)/(g — 1) avec

(g° — €)(g"! + €) mots de poids g2V
(g2~ — eg')g — 1) mots de poids gtYgt! + )

avec € = +1 ou e = —1 suivant que F est hyperbolique ou elliptique.
En conséquence de la proposition 2.1, on obtient la proposition suivante:

PropoSITION 4.1.  Soit D une forme gquadratique non dégénérée de F .
sur Fy et N ensemble de ses zéros. Tout élément x de Fp: est combinaison
linéaire de poids 2 d’éléments de N de L[q*-2 — q 4 q'~'(q — 1)] maniéres si
x € N de qt Y (q** + €) maniéres si x ¢ N avec e = +1 ou —1 suivant que @
est hyperbolique ou elliptique.

Remarque 42. Dans 4.2 on obtient, pour r = ¢ ' + 1, le méme
polyndme de poids que pour un code précédent de type hyperbolique. Or,
on peut montrer qu’une hyperquadrique de cette sorte n’est pas (a un auto-
morphisme prés) la réunion de variétés projectives du type de 4.2.

Ceci montre qu’il existe des codes projectifs a 2 poids qui ont le méme
polyndme de poids sans étre équivalents.

Cas particulier ¢ = 2. Dans ce cas, la géométrie projective GP(k — 1, 2)
se confond avec I’espace vectoriel privé de zéro: F,"\{0}.

L’auteur a montré, dans [30], qu'une hyperquadrique elliptique sur F,,
pour k = 2¢, est la réunion de sous-espaces vectoriels privés de zéro, de
dimension ¢+ — 1, deux & deux disjoints (ou variétés projectives de dimension
t—2).

Exemple de codes hyperquadriques sur F,: (k pair).

Soit P, les formes quadratiques définies sur le Fp-espace vectoriel F,* par:
SI X = (X1, Xg o0y X3)

k k
Di(x) =Y xix; et Dyx) =Y x; + Dy(x).
i=1

i=1
i
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On montre facilement que ces deux formes sont non dégénérées et leurs
noyaux sont:

Pour @,: £, I'ensemble des éléments de F,* dont le poids est 0 ou 1
modulo 4.

Pour @,: £, ’ensemble des éléments de F,* dont le poids est 0 ou —1
modulo 4.

0, et £, sont des ensembles de formes coordonnées de deux codes a deux
poids du type indiqué ci-dessus.

4.4. Urtilisation de Racines de I’Unité: Soit k = 2t avec t =rl et ny =
(¢ —Dlg"+ 1

Il a été montré dans [2] et dans [31] que le code projectif C; déterminé
par I'ensemble des points projectifs définis par les racines #-iéme de I'unité
de F,* est un code projectif de longueur n," = m /(g — 1), & deux poids:

L = ugt, dy = (u + € q'7,
avec
u=(¢"—eq)(@+1) et = (DU,

Dans [31], a partir d’un lien avec la famille des hyperquadriques d’équations
tr ax?t! = 0, on a montré que chaque mot ¢, de C; , qui peut s’écrire sous la
forme ¢,” = (trav, , trav, ...., trav,’) avec vy , Uy ...., U, des racines n;-iennes
de I'unité deux & deux non proportionnelles, a pour poids d; ou d;, suivant
que a est ou n’est pas une racine r;-i¢me de I'unité.

Considérons dans le groupe multiplicatif du corps Fu, la réunion de N
classes distinctes modulo le sous-groupe des racines n-ieme de 'unité, avec
2 < N < ¢", et I'ensemble 2 des points projectifs induit par cette réunion.
D’aprés la propriété ci-dessus on montre que £2 détermine un code projectif
de longueur #’, & deux poids d,’ et dy’ tels que:

n = Nn/, df =(N—1)dy+dy, dy =Nd,.

Ce code est auto-dual avec le méme coeflicient € que le code C;

Si Nn, divise g2 — 1 on obtient un code irréductible du type indiqué
dans [2].
Dans le cas contraire, on obtient un code non cyclique.

4.6. Codes sur un Sous-Corps Intermédiaire

M =Fu. K=F,, et K, =F, avec g, =q', r divise k& de sorte que
K C K; C M sont trois corps emboités.

Soit C; un code projectif & deux poids sur K; de dimension &; = k/r et de
longueur n, .
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tr Mg, tt Mg , tr Ky x désignent les traces de M et K, respectivement
sur K puis K; et K.

Chaque mot de C, peut sécrire ¢, = (tr M/ (avy), tr Mk (avy),... .
try, /Kl(‘w"l))’ Uy Vg seres U, désignant des éléments de M qui sont deux & deux
non K,-proportionnels.

Considérons la réunion des ensembles K *v;, i = 1,..., n, avec K;* =
K \{0} et 2 I’ensemble des points projectifs de GP(K — 1, q) associés a cette
réunion:

£2 détermine un code projectif C sur K, , de longueur n = [(g" - /(g — D] n,
chaque mot c, est obtenu par concaténation des mots partiels ¢, =
(tr M| (au,v;), tt M pausn)),..., tr Miglauyo;) avec N = (@™ — Di(g — 1).

Or, d’aprés une propriété des traces, tr M/g(auv;) = tr Ky x(u; tr M /Klavi)
le mot partiel est le mot nul si trM;av, =0 sinon, il contient
(¢ — 1)/(g — 1) termes nuls. Si 4. est le poids de c,’, le poids de ¢, est:

di=nfm — (T L)+ (5]

oun d2 == di,qr—-l.

C est donc un code projectif a deux poids de dimension & de longueur
n={q — Dilg — D]ln,etdepoidsd; = d/'q"Y, i =1, 2.

On vérifie que si C, est auto-dual il en est de méme pour C et les deux
codes ont le méme coefficient e.

ExeMPLE. Si k = 2rl on peut choisir pour C; un code déterminé par une
hyperquadrique de M sur K .

5. ENSEMBLES DE DIFFERENCES

Les paramétres des ensembles de différences des 2-groupes abeliens
élémentaires ont été déterminés par Mann [19] et Hall [17]. Ce paragraphe
établit un lien important entre ces ensembles de différences et les codes
fortement uniformément empilés sur F, ainsi qu’une caractérisation au moyen
de leurs intersections avec les différents hyperplans.

DErmrTioN 5.1. Si G est un groupe abélien fini, un ensemble partiel de
différences (v, A, o, B) est un sous-ensemble D de G tel que, pour chaque u
non nul de G, le nombre de solutions (d; ,d;)de d; — d; =uest asiueD
et Bsiué¢ D(w=|G|,h=|D)).

Cette définition est celle, & une nuance prés, de Chakravarti {8].
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DErniTioN 5.2, Un ensemble de différences est un ensemble partiel de
différences (v, A, a, B) avec « = B. On le note (v, h, a) et il est dit trivial si
h=1louh=v—1.

On remarque que le complémentaire d’'un ensembie de différences est
aussi un ensemble de différence
A propos de cette notion on peut voir, par exemple [17].

DErNITION 5.3, Un code linéaire fortement uniformément empilé est un
code (A, u) uniformément empilé avec A = pu + 1.

Cette défimtion est équivalente a:

Si le code est e-correcteur sur K de Jongueur » et si x est un élément de

K dont la distance au code est au moins e alors le nombre de mots du code
a la distance e + 1 de x est une constante.

Cette terminologie est celle de Van Tilborg [29] alors que Semakov, etc.,
[25] utilise I'expression ‘“‘uniformément empilé” qui peut préter a confusion
avec ““(A, p)-uniformément empilé.”

Dans la suite on considére des codes linéaires sur F, et on confond les
points projectifs de G = GP(k — 1, 2) avec les vecteurs non nuls de F,* dont
le groupe additif est abélien élémentaire d’ordre 2*.

ProOPOSITION 5.4.  Un code projectif (n, k) sur Fy est a deux poids si et
seulement si lensemble de ses formes coordonnées est un ensemble partiel de
différences du 2-groupe abélien élémentaire d’ordre 2¥. Dans ce cas N == 2%,
h==n o =2\08=2u

Preuve. Sur F, la notion de (A, p)-ensemble se confond avec celle
d’ensemble partiel de différences et le résultat est une conséquence du
théoréme 3.3.

THEOREME 5.5. Soit E un sous-ensemble strict et non vide de G et soit C le
code dont E est ensemble des formes coordonnées. La réunion de E avec zéro
est un ensemble de différence du 2-groupe abélien élémentaire d’ordre 2% si et
seulement si I'orthogonal de C est, soit |-correcteur fortement uniformément
empilé, soit le code parfait trivial de longueur 5.

Preuve. Soit E le complémentaire de E dans G.

Si E est contenu dans un hyperplan, toutes les différences d’éléments de
E sont dans cet hyperplan donc E U {0} n’est un ensemble de différence que
si E est réduit 2 un point. D’autre part, £ ne peut étre un (A, u)-ensemble,
donc un [2]-ensemble que si le code complémentaire de C a un seul poids
non nul, c’est-a-dire si E est une variété projective. Or, les calculs de 4.1 et les
relations de la proposition 2.1 montrent que le seul cas ou C est fortement
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uniformément empilé lorsque E est une variété projective est celui ou celle-ci
est réduite & un point.

Si E n’est pas contenu dans un hyperplan: Dans ce cas E est un [2]-
ensemble si et seulement si il en est de méme pour E, donc E est un (A, p)-
ensemble si et seulement si E est un (A, )-ensemble.

Si, alors, I’orthogonal de C est 1-correcteur, les relations de la
proposition 2.1 conduisent, & partir des poids du code complémentaire de C,
au résultat; @ — A =X —p -+ 1. Comme, d’aprés les définitions, un
ensemble de différences est un (A, , u,)-ensemble avec A; = u, , ceci montre
que C est fortement uniformément empilé si et seulement si E est un ensemble

de différences ce qui est équivalent & E U {0} est un ensemble de différences.

Si 'orthogonal de C est 2-correcteur alors il est parfait et A = 0,
# = 1 ce qui montre que E U {0} est un (A, u'}-ensemble avec A’ = .’ donc
un ensemble de différences. Le seul parfait 2-correcteur sur F, est celui de
I’énoncé.

Remarques. Ce résultat caractérise les ensembles de différences différent
de Fy qui contiennent zéro; ceux qui ne contiennent pas zéro sont les
complémentaires des précédents.

Dans [17] Hall détermine les paramétres des ensembles de différences
(v, h, @) considérés ci-dessus et trouve, dans les cas non triviaux:

v =22 (k =2, h = 221 4 -1 q = 222 | Q-1

avec e € {—1, +1} (ce résultat est du & Mann [19)).
D’autre part Van Tilborg dans [29], montre que les seuls codes fortement
uniformément empilés sur F, sont les codes (n, k) tels que:

(@ k=2 n=02 -2 +e), A=2%3 ] L2 p
2883 L e22aveceec{—I1, +1}etf =2sie =1, > 3sie == —1;
(b) n=2F—2,1 =201 =2 p =281
(C’est le premier cas de la preuve du théoréme 5.5 correspondant a un

ensemble de différence trivial, k = v — 1.)
Ces résultats concordent avec celui du théoréme 5.5.

THEOREME 5.6. Un sous-ensemble E du 2-groupe abélien élémentaire d’ordre
2% (t = 2) est un ensemble de différences non trivial si et seulement si il existe
ee{—1, +1} tel que le nombre d’éléments de E dans chaque hyperplan (sous-
groupe d’ordre 287Y) soit 2242 oy 2%-2 — €201,

Preuve. Soit N = | E|.

Si E est un ensemble de différence non trivial:

582af23/2-8
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Drapres les définitions E\{0} est un (A, u) ensemble et est donc I'ensemble
des formes coordonnées d’un code projectif & deux poids donc la longueur est
N ou N — 1 suivant que zéro appartient ou non a E.

Le théoreme 5.5 et les remarques qui le suivent permettent de calculer,
dans chacun des cas, les poids du code et donc les nombres | H N E | pour
les différents hyperplans H qui sont ceux de I’énoncé.

Réciproque.

Si pour chaque hyperplan H, | H N E |esta;, = 2¥2oug, = 222 — 21
alors, suivant que zéro appartienne ou non a E, E\{0} ou E détermine un code
projectif C de longueur » 4 deux poids d; et d, tel que:

@ n=N-—-1,¢,=n—d =222%~1, ¢, =n—d, = 2%~
2= — 1, ou
b) n=N, ¢ =n—d =282 ¢, =n —d, =282 21,
Si Ay L Az + 4,27 est le polyndme de poids de C les identités bien
connues, de Pless (voir [23]) permettent d’écrire:
(1) A} + A, = 221
(2) Ay + Agcy == n(221 — 1),
(3)  Ayc® + A = n2%-1 4 n(n — 1) 222 — p2,

Par combinaison linéaire de [[-3] au moyen des coefficients c,c,,
—{c; + ¢5), 1 on obtient:

4) (2% — )r® — [(2°1 — 1)(¢g + ¢y) — 22720 + ,0(22t — 1) = 0.
Dans le Cas (a):

On vérifie que n = (2! + €)(2!' — ¢) est une solution de (4) et que Iautre

solution n’est pas un entier. Les poids obtenus et la longueur montrent que C

est fortement uniformément empiié et donc, d’aprés le théoréme 5.5, que E
est un ensemble de différences (non trivial).

Dans le Cas (b):

On vérifie que n = 212! — ¢€) est une solution de (4) et que l'autre
solution n’est pas un entier. Les paramétres obtenus sont alors ceux d’un
code (A, 1) uniformément empilé avec A = p et donc E est un ensemble de
différences (non trivial).

ExempLEs. D’aprés le paragraphe 4:

La réunion de 2¢! + 1 sous-espaces de dimension ¢ et deux a deux
supplémentaires est un ensemble de différences de G.

Le noyau d'une forme quadratique non dégénérée sur Fo: est un
ensemble de différences de G.
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L’exemple @, , de 4.3 est donné par Menon dans [20] qui n’en
indique pas la propriété d’étre le noyau d’une forme quadratique.

Remarques. Les codes fortement uniformément empilés F, ont des
orthogonaux autoduals. La définition du dual et ce qui précéde montrent
que ces codes sont caractérisés par la propriété suivante de leurs orthogonaux:

ce sont des codes projectifs & deux poids tels que I'une des deux classes
de mots de méme poids est un ensemble de différence du groupe additif
constitué par le code.

6. CONCLUSION

Le probléme ouvert posé par cette étude est de déterminer tous les (A, u)-
ensembles de points projectifs (dans le cas binaire- les ensembles partiels de
différences) afin de découvrir tous les codes projectifs 4 deux poids.

Delsarte dans [10], a montré un lien important entre les codes projectifs
a deux poids et une classe de graphes fortement réguliers. Un cas particulier
intéressant est celui des codes auto-duaux (2, 2). Pour € — -1 il existe de
tels codes pour tous les u admissibles (voir 4.2). Pour ¢ = —1 les codes ne
sont connus que pour certains parameétres u (4.3, 4.4, 4.6). Le probléme
d’existence pour tout les u reste posé dans ce cas. Le cas e == | correspond
aux graphes “carrés latins” et le cas € = —1 aux graphes “carrés latins
négatifs” (voir Mesmer [21]) dont I’existence est équivalente a celle de
certaines matrices de Hadamard (voir [15]).

Je remercie Monsieur le Professeur Tallini de m’avoir signalé qu’une
démonstration récente du théoréme 3.5, par Grazia Migliori, utilisant une
méthode différente de celle du chapitre 3, doit paraitre dans les Rendiconti
Accademia Nazionale dei Lincei, Roma.
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