
JOURNAL OF COMBINATORIAL THEORY (A) 23, 208-222 (1977) 

Codes Projectifs ZI Deux Poids, 

“Caps” Complets et Ensembles de Diffhrences 

JACQUFS WOLFMANN 

Centre Universitaire de Toulon, U.E.R. Sciences et Techniques, 83130 La Garde, France 

Communicated by the Managing Editors 

Received July 23, 1976 

Using certain sets of points of a finite projective geometry some results are 
obtained from properties of two-weight projective codes. A problem concerning 
complete caps is solved. A deep connection between binary uniformily packed 
codes and difference sets over elementary Abelian 2-groups is established and a 
characterization of these difference sets is given. 

1. INTRODUCTION 

Les codes projectifs a deux poids ont, en plus de 1’intCrCt qu’ils presentent 
pour la theorie des codes correcteurs, des liens Btroits avec les graphes 
fortement reguliers, les schemas d’associations a deux’classes, les “designs” 
et les geometries finies. 

11s ont tte CtudiCs, en liaison avec les graphes fortement reguliers par 
Delsarte [9, 10, 121, a partir des travaux de Bose [5], Seidel [24] et Goethals 
[15]; Goethals et Van Tilborg [16] ont montre une relation avec les codes 
quasi-parfait uniformement empiles et plusieurs classes de codes ont ttC 
mises en evidence et CtudiCes par Baumert et McEliece [2] et Wolfmann 
[30, 311. 

Le chapitre 2 rassemble, sans demonstration, des resultats connus con- 
cernant les codes projectifs a deux poids. 

Dans la suite on introduit la notion de (X, p) ensemble de points projectifs. 
Ces ensembles sont caracterises, puis utilids, pour indiquer des constructions 
de codes et pour Ctablir deux resultats nouveaux. 

D’abord la determination de certains “caps” complets CtudiQ par 
Tallini [26] puis la mise en evidence du lien entre les codes fortement 
uniformtment empiles sur Fz (p = X + 1) avec les ensembles de differences 
des 2-groupes abeliens tlementaires. Enfin, on donne une caracttrisation de 
ces ensembles de differences. 
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CODES PROJECTIFS A DEUX POIDS 209 

2. PRI~LIMINAIRES SUR LES CODES PROJECTIFS A DEUX PODS 

Cette partie rassemble les definitions et resultats necessaires a la suite, 
saris demonstration. Celles-ci peuvent se trouver dans les articles indiques 
en references ou bien se deduisent des autres resultats. 

2.1. Codes (Voir [3, 4, 6, 22, 281) 

Soit K un corps fini, K = F, (q puissance d’un nombre premier p). Le 
poids d’un element de Kn (n entier) est le nombre de ses composantes non 
nulles et la distance (de Hamming) entre deux elements est le poids de leur 
difference. 

Un code lineaire (n, k) sur K est un sous-espace de dimension k de KS. 
Soit C un tel code. Ses elements s’appellent les mots du code et n sa longueur. 
Son polynome de poids est CF=, Aizi, Ai &ant le nombre de mots du code 
de poids i. Le poids de C est le minimum des poids des mots. Si d est le poids 
de C et e la partie entibre de d - 1 on dit que le code est e-correcteur. 

Chaque mot de C est de la forme c, = (ml(u), ~~(a),..., w,(a)) avec a EL, 
L = Fqk et ol, w2 ,..., w, des formes lineaires de L: Les formes coordonnees 
du code, qui seront identifites, par dualitt a des elements de L. 

L’application (x, u) F+ tr xy, tr designant la trace de L sur K, est une forme 
bilineaire symetrique non degtneree. En consequence, pour chaque wi , 
il existe un Clement vi tel que ~~(a) = travi . 

L’orthogonal de C est l’orthogonal pour le produit scalaire usuel de K”: 
CL, xi yi . C’est l’ensemble des (xl , xg ,..., x,J de Kn tels que xi”_, Xiwi = 0. 

Soit C un code Iineaire sur K, e-correcteur, de longueur II: 

(a) C est dit parfait si les boules (pour la distance de Hamming) de 
rayon e, cent&es sur les mots de C forment une partition de K”. 

. Tous les codes lineaires parfaits sont connus (voir [27]). 

(b) h et p &ant deux entiers, C est dit (A, p) uniformement empilt si 
(voir [16]) c’est un code non parfait tel que: 

Pour tout x de K” a la distance e d’un mot de C, le nombre de mots de C 
B la distance e + 1 de x est A. 

Pour tout x de K” a la distance e + 1 ou plus de chaque mot de C, le 
nombre de mots de C a la distance e + 1 de x est p. 

Un code C(n, k) lineaire sur Kest dit projectif si le poids de son orthogonal 
est au moins trois. Les formes coordonnkes de C determinent alors des points 
distincts de la geometric projective G = GP(k - 1, q). Soit E l’ensemble de 
ces points; Un code projectif sera dit complementaire de C si l’ensemble 
de points associt est le compltmentaire de E dans G. Tous les complementaires 
de C ont le mCme polynome de poids. 
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2.2. Codes Projectifs d Deux Poids 

On dira q’un code IinCaire est-a deux poids s’il a exactement deux poids 
non nuls. 

PROPOSITION 2.1 (voir [13, 16,291). (1) L’orthogonal dun code projectif 
h deux poids est e-correcteur avec e = 1 ou e = 2. 

(2) L’orthogonal d’un code projectif a deux poids est 2-correcteur si et 
seulement si cet orthogonal est parfait. 

(3) L’orthogonal dun code Cprojectifd deux poids est l-correcteur si et 
seulement si cet orthogonal est untformement empile. 

Si w1 et wz sont les poids de C et si son orthogonal est (h, p) untformement 
empile alors: 

2h = 2n(q - 1) -q(wi + WE) + g - (q - 2), .& = 44 
qk-2. 

Dans ce qui suit on considbre un code projectif (n, k) sur K = F, , q puissance 
d’un nombre premier p, A deux poids w1 , w2 avec w1 < w2 . 

PROPOSITION 2.2 (voir [9]). Zl existe u et r entiers, u > 1, r > 0 tels que: 

Wl = up’, w2 = (u + l)p? 

PROPOSITION 2.3 (voir [7, 11, 12, 18-J). Soit n’ le nombre de mots de C de 
poids w2 et A la matrice dont les lignes sont les N’ mots, N’ = n/(q - l), deux 
a deux non proportionnels de poids w2 de C. 

Le sous-espace de Kn’ engendrk par les colonnes de A est un code c’, 
(N’, k), projectif h deux poids, wl’ < w2’ avec: 

N,= n(q - 1) qk-l - (qk - 1) Wl 

(4 - l)(wz - Wl) ' 

, _ 4k-2K4 - 1) n - 44 
Wl - 

, _ 4k-2N4 - 1) n - m + 11 
3 

w2 - Wl 
w2 - 

w2 - WI 

Cas d’exception. C’est un code h deux poids non nuls, sauf si wi = 0. 
Dans ce cas on montre que l’ensemble des points projectifs dttermints par les 
formes coordonnkes est le compl6mentaire d’une variCtC projective de 
GP(k - 1, q). 

DEFINITION 2.4. Sauf dans le cas d’exception, le code c’ s’appelle le dual 
de C (en tant que code projectif h deux poids). 
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DEFINITION 2.5. C est dit auto-dual si son polynome de poids est celui de 
son dual ou celui d’un complementaire de son dual. 

PROPOSITION 2.6. Soit dI et d, les deux poids de C et k sa dimension. 
C est auto-dual si et seulement si: 

k est pair, k=2tetilexisteeE{-l,+l}, u>l; 

teisque: d,= (u + l )q*-l,d~= uq*-l. Danscecasn= (q* - l )(u + E)/(q - 1). 

Remarque 2.7. Tout complementaire de C est aussi un code a deux poids 
sauf dans le cas d’exception. 

3. ASPECTS PROJECTIFS 
(POUR LES NOTIONS DE GI~OM~TRIE PROJECTIVE VOIR [1, 141) 

Cette partie contient des resultats de geomttrie projective dtduits de 
l’etude des codes projectifs a deux poids. 

D’apres la definition d’un code projectif, on associe a un tel code de 
dimension k sur F, , un ensemble de rang k de points de la geometric projec- 
tive G = GP(k - 1, q). Inversement, un tel ensemble determine les formes 
coordonnees d’un code projectif, a des coefficients de proportionalite pres 
(ce qui ne presente pas d’inconvenients si l’on s’interesse seulement aux 
poids). 

Soit E un tel ensemble. Chaque mot c, , non nul, du code est de la forme 
c, = (44, w&4,..., w,(a)). On lui associe l’hyperplan projectif H, des 
points & dont les representants w  verifient w(a) = 0. Inversement H, corres- 
pond a tous les mots non nuls proportionnels a c, . Le nombre de zeros 
de c, est le cardinal de E n H, . 

3.1. (A, CL) Ensembles 

DEFINITION 3.1. Un [r]-ensemble est un ensemble E de points projectifs 
de rang maximum (c’est a dire: E engendre G) tel que r soit le cardinal de 
l’ensemble des nombres 1 E n H 1 ou H decrit l’ensemble des hyperplans 
projectifs. 

DI~FINITION 3.2. h et p Ctant deux entiers, p # 0 on dira qu’un ensemble 
F de points projectifs est un (A, E.L) ensemble si F est different de G et si tout 
point de F est align6 avec deux autres points distincts de F de h man&es, 

. tout point du compltmentaire de F est align6 avec deux points 
distincts de F de p manieres. 

58423;2-7 
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TH~OREME 3.3. Soit E un sow-ensemble strict de points d’une ge’ome’trie 
finie. E est un [2]-ensemble si et seulement si c’est un (A, p)-ensemble. 

Preuve. On remarque, tout d’abord, que les definitions impliquent que 
le rang d’un [2]-ensemble ou d’un (A, El)-ensemble est maximum. Soit done E 
un ensemble de y1 points de G, de rang maximum et soit w1 , we ,..., w,, des 
representants dans L = Fpk des points de E. L’application 0 de (F,)” dans L 
est dtfinie par 8(x, , xe ,..., x,) = ~~=, xiwi, Elle est lineaire et son noyau 
est I’orthogonal du code C projectif associe a E. Son image est L car E est de 
rang maximum. D’autre part un element (x1 , x2 ,..., x,) est a la distance s 
d’un mot de l’orthogonal de C si et seulement si son image par 6’ est combi- 
naison lintaire, a coefficients non nuls, de s elements wi distincts. 

Si E possede 4 points distincts coplanaires: 

L’orthogonal de C a au moins un mot de poids 4, il est done I-correcteur. 
C est a deux poids si et seulement si son orthogonal est (A, p) uniformement 
empile pour deux entiers h et p. D’apres les definitions et les proprittes de 6, 
ceci implique que E est [2]-ensemble si et seulement si c’est un (A, p) ensemble. 

Si aucun des quadruplets de points distincts de E n’est coplanaire: 
l’orthogonal de C est au moins 2-correcteur; C est a deux poids si et seulement 
si son orthogonal est parfait 2-correcteur. Ceci implique, comme ci-dessus, 
que E est un [2]-ensemble si et seulement si C est un (A, ,u) ensemble avec 
A=Oetp=l. 

3.2. Caps 

DI~FINITIONS 3.4. Un “N-cap” est un ensemble de N points projectifs 
tel que trois quelconques d’entre eux ne sont pas align&. 

Deux “caps” sont equivalents s’ils se correspondent au moyen d’une 
bijection projective. 

Un “N-cap” est dit de type s, si s + 1 points quelconques sont inde- 
pendants et s’ii contient s + 2 points dependants. 

Un “N-cap” de type s est dit complet s’il n’est pas contenu dans 
(N + I)-cap de type s et incomplet dans le cas contraire. 

Les “caps” ont Ctt Ctudies par Tallini (voir [26]) qui a montre que tout 
cap de type s est contenu dans un cap complet de type 2 ou 3 et que tout cap 
de type s, pour s 3 4 est contenu dans un cap complet de type 2. 11 montre 
Cgalement qu’il existe des caps de type 3 non contenus dans des caps complet 
de type 2, en donnant des conditions necessaires d’existence et deux exemples. 
Le theoreme suivant resoud le probleme de l’existence et de la determination 
de tels caps. 

TH~OREME 3.5. Les seuls caps complets de type 3 non contenus dates un cup 
de type 2 sent, ci wne &uivalence psh, /es ensembles de points projec@ suiva,ants: 
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(1) Duns GP(4, 3) assimilt? ri l’espace projectif induit par le corps FS5 
consid& comme espace-vectoriel sur F3: 

L’ensemble des points project@ de FS5 de’termith par les racines 1 I-igmes 
de I’unitd. 

(2) Duns GP(3, 2): I’ensemble des points prqjectifs de’terminh par les 
vecteurs (I, 0, 0, O)(O, 1, 0, O)(O, 0, 1, O)(O, 0, 0, 1)(1, 1, 1, 1). 

Preuve. Soit E un N-cap complet de type 3 dans GP(k - I, q) non 
contenu dans un cap de type 2. 

Soit m un point projectif qui n’est align6 avec aucun couple de points de E. 
Trois points queiconques de E’ = EU{m} sont independants d’aprb le choix 
de m et puisque E est de type 3. De m&me 4 points de E’ sont independants car 
sinon E serait contenu dans un cap de type 2. Enfin il existe 5 points de E 
dependants puisqu’il en existe dans E. 

Ceci montre que E’ est un cap de type 3 et que done m E E puisque E est 
complet. En consequence tout point du complementaire de E est align6 avec 
deux points de E. D’autre part cet alignement n’a lieu que d’une seule man&e 
car E ne contient pas 4 points dtpendants. 

E est done un (A, p)-ensemble avec h = 0 et TV = 1 et aussi un [2]- 
ensemble. I1 definit un code (N, k) projectif a 2 poids dont l’orthogonal est 
2-correcteur done parfait. 

Or les deux seuls codes lineaires parfaits 2correcteurs sont (voir [28]): 

(a) le code de Golay sur F3 ; 

(b) le code parfait trivia1 sur F. de longueur 5. 

E est done projectivement equivalent a l’un des deux ensembles suivants: 

( I) l’ensemble des points associts aux formes coordonnees de I’ortho- 
gonal du code parfait de Golay sur F3 . N = 11, q = 3, k = 5. C est alors 
un code cyclique irreductible (voir [28]) dont les formes coordonnees sont 
definies, a un automorphisme prbs, par wj(x) = tr /Z?x ou /3 est une racine 
1 l-i&me de I’unite. L’application p w wi &ant un isomorphisme vectoriel, 
la conclusion s’est deduit. 

(2) L’ensemble des points associts aux formes coordonnees de l’ortho- 
gonal du code parfait trivial sur Fz de longueur 5. Le code parfait indique 
est forme par le mot nul et le mot (1, 1, 1, 1, 1). 11 est facile de verifier que la 
matrice suivante est une matrice generatrice de son orthogonal: 

1 0 0 0 1 
01001 
00101 
00011 

d’oh le rtsultat. 
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Remarque 3.6. Les deux seuls cas trouves sont, a une equivalence pres, 
ceux indiques comme exemple par Tallini dans [26]. Pour le cas (1) Tallini 
a montrt que les 11 points appartiennent a 5 hyperquadriques de GP(4, 3). 

Pour le cas (2), l’auteur a montre dans [30] que les 5 points forment une 
hyperquadrique elliptique de G&3,2). 

4. CONSTRUCTION DE CODES PROJECTIFS A DEUX POIDS 

Dans [16, 291 on trouve une liste des parametres des codes uniformement 
empilts 1-correcteur connus dont les orthogonaux sont Cvidemment projectifs 
a deux poids. Ce paragraphe donne des exemples de (A, p)-ensembles 
permettant de construire de tels codes a deux poids. On remarquera que des 
(A, CL)-ensembles non projectivement equivalents peuvent induire des codes 
ayant le mCme polynome de poids. 

Le corps M = F,k sera souvent utilid comme espace vectoriel de dimension 
k sur F, sous-jacent a la gComCtrie projective GP(k - 1, q). Les poids sont 
relies aux h et p au moyen de la proposition 2.1. 

Les poids et les nombres de mots seront determines par les intersections 
des hyperplans projectifs avec les ensembles de points considerts. Chaque 
paragraphe suivant correspondra a un type particulier d’ensembles de points 
projectifs. La geometric GP(K - 1, q) sera designee par G. 

4. I. ComplPmentaire d’Une Varie’tP Projective 

Soit E le complementaire, dans G, d’une variete projective V de dimension 
s - I,1 <s ,< k - 1. 

Les hyperplans qui contiennent V coupent E en [(qA-l - I)/(q - I)] - 
[(q” - I)/(q - I)] points. 

Les hyperplans qui ne contiennent par V en [(q”-l - l)/(q - l)] ~ 
[(q”-l - l)/(q - l)] points. 

On obtient un code de longueur n = [(q” - q”)/(q - I)] avec 

q”‘-s - 1 mots de poids q”-l, 

qA - q”-s mots de poids qk-l - qs-l. 

Le dual de ce code n’est pas determine, c’est ie cas d’exception de la 
Proposition 2.3. 

4.2. Pour k = 2t, R&union de VaritMs Projectives de Dimension t - I, 
Deux h Deux Disjointes 

Soit E = vi-l Ei , les Ei &ant des varittes projectives de dimensions t ~ 1 
(k = 2t) deux a deux disjointes, et telles que E + G. Par exemple, si L : F,,f . 
on peut choisir des L-sous-espaces vectoriels de dimension I de M, considere 
comme espace vectoriel sur L, pour induire les varittes E, 
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Chaque hyperplan projectif contient une ou zero variete Ei et coupe 
chacune de celles qu’il ne contient pas en (qt-’ - l)/(q - 1) points. On 
obtient un code de longueur n = r[(qt - I)/(q - l)] avec: 

r(qt - 1) mots de poids (r - 1) qt-l 

q2t - 1 - r(qt - 1) mots de poids rqt-l 

d’apres la Proposition 2.6, ce code est auto-dual. 

4.3. Hyperquadriques d’Une GPome’trie Finie Pour k Pair 

Soit E une hyperquadrique de G avec k = 2t. L’auteur a montre dans [30] 
que l’on obtient un code de longueur (qt - E)(qt-’ + c)/(q - 1) avec 

(qt - E)(qt-l + c) mots de poids q2’t-1) 
(q2t-1 - +l)(q - I) mots de poids qt-l(qt-l + c) 

avec E = +I ou E = -1 suivant que E est hyperbolique ou elliptique. 
En consequence de la proposition 2.1, on obtient la proposition suivante: 

PROPOSITION 4.1. Soit @ une forme quadratique non d&g&&&e de FQgt 
sur F, et N l’ensemble de ses zCros. Tout PiPment x de F,zt est combinaison 
linkaire de poids 2 d’&ments de N de &[q2t-2 - q + qt-l(q - l)] man&es si 
x E N de qt-l(qt-l + E) manit?res si x $ N avec E = tl ou -1 suivant que @ 
est hyperbolique ou elliptique. 

Remarque 4.2. Dans 4.2 on obtient, pour r = qt-l + 1, le m@me 
polynome de poids que pour un code precedent de type hyperbolique. Or, 
on peut montrer qu’une hyperquadrique de cette sorte n’est pas (a un auto- 
morphisme prbs) la reunion de varittes projectives du type de 4.2. 

Ceci montre qu’il existe des codes projectifs a 2 poids qui ont le mCme 
polynome de poids saris etre equivalents. 

Cas particufier q = 2. Dans ce cas, la geomttrie projective GP(k - I, 2) 
se confond avec I’espace vectoriel prive de zero: FZk\{O}. 

L’auteur a montre, dans [30], qu’une hyperquadrique elliptique sur F, , 
pour k = 2t, est la reunion de sous-espaces vectoriels prives de zero, de 
dimension t - 1, deux a deux disjoints (ou varittes projectives de dimension 
t - 2). 

Exemple de codes hyperquadriques sur F,: (k pair). 

Soit oi les formes quadratiques dtfinies sur le F,-espace vectoriel F27c par: 
si x = (x, , x2 ,..., xk) 

Q,(x) = i xisj 
i=l 
ifj 

et @&c) = f xi + CD),(x). 
i=l 
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On montre facilement que ces deux formes sont non dtgenerees et leurs 
noyaux sont: 

Pour @,: QI l’ensemble des elements de F,‘; dont le poids est 0 ou 1 
modulo 4. 

Pour ds,: L$ l’ensemble des elements de F,“’ dont le poids est 0 ou -1 
modulo 4. 

52, et &I, sont des ensembles de formes coordonnees de deux codes a deux 
poids du type indique ci-dessus. 

4.4. Utilisation de Racines de I’Unite’: Soit k = 2t avec t = rl et n, = 
kp - 1)/W + 1) 

II a ete montre dans [2] et dans [31] que le code projectif C, determine 
par I’ensemble des points projectifs dtfinis par les racines n,-i&me de l’unitt 
de Fqh est un code projectif de longueur n,’ = n,/(q - l), a deux poids: 

dI = uqt-‘, d, = (24 + c) qt-1, 

avec 

u = (qt - cq’)/(q’ + 1) et 6 = (-l)w~)+l* 

Dans [31], ti partir d’un lien avec la famille des hyperquadriques d’equations 
tr ax’f+l = 0, on a montre que chaque mot c,,’ de C, , qui peut s’tcrire sous la 
forme c,,’ = (trav, , trav, ,..., trav,,) avec u1 , L’~ ,..., 21,~ des racines n,-iennes 
de I’unite deux a deux non proportionnelles, a pour poids dl ou d2 , suivant 
que a est ou n’est pas une racine n,-ieme de l’unitt. 

Considerons dans le groupe multiplicatif du corps Fqk, la reunion de N 
classes distinctes modulo le sous-groupe des racines n&me de l’unite, avec 
2 < N < q’, et I’ensemble .Q des points projectifs induit par cette reunion. 
D‘apres la propriete ci-dessus on montre que Q determine un code projectif 
de longueur n’, a deux poids 4’ et d2’ tels que: 

?I’ = Nnl’, 4 = (N - 1) dz + dl , d2’ = Nd, 

Ce code est auto-dual avec le meme coefficient E que le code C, 

Si NH, divise qzt - 1 on obtient un code irreductible du type indiqut 
dans [2]. 

Dans le cas contraire, on obtient un code non cyclique. 

4.6. Codes sur un SowCorps IntermPdiaire 

M = F,+, K = F,, et Kl = FYI ,avec q1 = q“, r divise k de sorte que 
KC Kl C M sont trois corps embortes. 

Soit C, un code projectif a deux poids sur Kl de dimension k, == k/r et de 
longueur n, . 



CODES PROJECTIFS A DEUX POIDS 217 

tr MIK , tr MIX, , tr KM dtsignent les traces de M et Kl respectivement 
SW K puis Kl et K. 

Chaque mot de C, peut s’ecrire c, = (tr M/,I(u~,), tr M/,,(av,),... . 
trMiKIWn,)), 4 , v2 ,..., vnI designant des elements de A4 qui sont deux a deux 
non K,-proportionnels. 

Considerons la reunion des ensembles Kr*oi , i = I,..., n, avec K,* = 
K,\(O) et Q I’ensemble des points projectifs de GP(K - 1, q) associes a cette 
reunion: 

J2 determine un code projectif C sur Kl , de longueur )2 = [(q’ - l)/(q - l)] n, 
chaque mot c, est obtenu par concatenation des mots partiels c,,,~ = 
ttr M/&zu,oJ, tr M,&u~z)~L, tr ~~~(~~~~u~) avec N = (4’ -- I)/(q - 1). 

Or, d’aprb une propriett des traces, tr M/K(u~j~i) = tr Kl,,(uj tr M,,Iuui) 
le mot partiel est le mot nul si tr MIKlavi = 0 sinon, il contient 
(q’-1 - I)/(q - I) termes nuls. Si dil est le poids de c,‘, le poids de c, est: 

di = n [(n, - diO(S) + di’ ( q;14-l’ )] 

ou di = di’qr-l. 

C est done un code projectif a deux poids de dimension k de longueur 
12 = L(q’ - I)/(q - 1 )I 111 , et de poids di = di’q7-l, i = I, 2. 

On verifie que si C, est auto-dual il en est de meme pour C et les deux 
codes ont le mCme coefficient E. 

EXEMPLE. Si k = 2rI on peut choisir pour C, un code determine par une 
hyperquadrique de M sur Kl . 

5. ENSEMBLES DE DIFFI~RENCES 

Les parametres des ensembles de differences des 2-groupes abeliens 
tltmentaires ont CM determines par Mann [19] et Hall [17]. Ce paragraphe 
etablit un lien important entre ces ensembles de differences et les codes 
fortqment uniformement empilts sur Fz ainsi qu’une caracterisation au moyen 
de leurs intersections avec les differents hyperplans. 

DEFINITION 5.1. Si G est un groupe abelien fini, un ensemble partiel de 
differences (a, 13, 01, ,8) est un sous-ensemble D de G tel que, pour chaque u 
non nul de G, le nombre de solutions (d, , di) de di - dj = u est 01 si u E D 
et /3 si u 4 D (v = / G I, h = j D I). 

Cette defmition est celle, B une nuance pres, de Chakravarti [8]. 
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DEFINITION 5.2. Un ensemble de differences est un ensemble partiel de 
differences (v, h, 01, 8) avec 01 = /3. On le note (v, it, m) et il est dit trivial si 
h = 1 ouh = L’- 1. 

On remarque que le complementaire d’un ensemble de differences est 
aussi un ensemble de difference 

A propos de cette notion on peut voir, par exemple [17]. 

DEFINITION 5.3. Un code lintaire fortement uniformement empile est un 
code (h, p) uniformtment empile avec h = p + I _ 

Cette definition est Cquivalente a: 

Si le code est e-correcteur sur K de Iongueur n et si x est un element de 
K’” dont la distance au code est au moins e alors le nombre de mots du code 
a la distance e + 1 de x est une constante. 

Cette terminologie est celle de Van Tilborg [29] alors que Semakov, etc., 
1251 utilise l’expression “uniformement empile” qui peut prtter a confusion 
avec “(X, CL)-uniformement empilt.” 

Dans la suite on considere des codes lintaires sur FZ et on confond les 
points projectifs de G = GP (k - I, 2) avec les vecteurs non nuls de Frill‘ dont 
le groupe additif est abelien elementaire d’ordre 2L. 

PROPOSITION 5.4. Un code projectif (n, k) sur F, est a deux poids si et 
seulement si l’ensemble de ses formes coordonne’es est un ensemble partiel de 
d@&ences du 2-groupe abelien e’le’mentaire d’ordre 2k. Duns ce cas N == 2’:, 
h == n, N == 2X, p = 2~. 

Preuve. Sur F2 la notion de (h, p)-ensemble se confond avec celle 
d’ensemble partiel de differences et le rtsultat est une consequence du 
theoreme 3.3. 

TH~OREME 5.5. Soit E un sous-ensetnble strict et non vide de G et soit C ie 
code dont E est I’ensemble des formes coordonne’es. La reunion de E avec zero 
est un ensemble de dtiffeence du 2-groupe abtlien e’lementaire d’ordre 2” si et 
seulement si l’orthogonal de C est, soit I-correcteur fortement untformement 
empile, soit le code parfait trivial de longueur 5. 

Preuve. Soit E le complementaire de E dans G. 

Si E est contenu dans un hyperplan, toutes les differences d’tlements de 
E sont dans cet hyperplan done E u (0) n’est un ensemble de difference que 
si E est reduit B un point. D’autre part, E ne peut &tre un (h, p)-ensemble, 
done un [2]-ensemble que si le code complementaire de C a un seul poids 
non nut, c’est-a-dire si E est une varittt projective. Or, les calculs de 4. I et les 
relations de la proposition 2.1 montrent que le seul cas ou C est fortement 
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uniformement empile lorsque E est une variCtC projective est celui ou celle-ci 
est reduite a un point. 

Si E n’est pas contenu dans un hyperplan: Dans ce cas E est un [2]- 
ensemble si et seulement si il en est de m&me pour E, done E est un (A, p)- 
ensemble si et seulement si i? est un (A, FL)-ensemble. 

. Si, alors, I’orthogonal de C est I-correcteur, les relations de la 
proposition 2.1 conduisent, a park des poids du code complementaire de C, 
au resultat: ii - x = X - p + 1. Comme, d’aprb Ies definitions, un 
ensemble de differences est un (A, , PI)-ensemble avec A, = pcL1 , ceci montre 
que C est fortement uniformement empile si et seulement si i? est un ensemble 
de differences ce qui est equivalent a E u (0) est un ensemble de differences. 

. Si l’orthogonal de C est 2-correcteur alors il est parfait et h = 0, 
TV = 1 ce qui montre que E U (0) est un (A’, p’}-ensemble avec A’ = p’ done 
un ensemble de differences. Le seul parfait 2-correcteur sur F, est celui de 
l’enonce. 

Remarques. Ce resultat caracterise les ensembles de differences different 
de Fzk qui contiennent zero; ceux qui ne contiennent pas zero sont les 
complementaires des precedents. 

Dans [17] Hall determine les parametres des ensembles de differences 
(u, h, a) consider& ci-dessus et trouve, dans les cas non triviaux: 

v = 2= (k = 29, ,J, = 22t-1 + &!-l 
> 

a = p-2 + e2t-1 

avec E E { -1, +1} (ce resultat est du A Mann [19]). 
D’autre part Van Tilborg dans [29], montre que les seuls codes fortement 

uniformement empiles sur F2 sont les codes (n, k) tels que: 

(a) k = 2t, n = (2t - •)(2~-’ + E), h = 22t-3 - 1 + •2~-~, t.~ = 
22t-3+~2t-2avec~~{-l,+1}ett~2si~=1,t~3si~==-l; 

(b) n=2”-2,h=2”~1--,p=2~-1-]. 

(C’est le premier cas de la preuve du theoreme 5.5 correspondant a un 
ensemble de difference trivial, k = v - 1.) 

Cks resultats concordent avec celui du theoreme 5.5. 

T~OREME 5.6. Un sous-ensemble E du 2-groupe abt%en &mentaire d’ordre 
22t (t 3 2) est un ensemble de d@rences non trivial si et seulement si il existe 
E E { - 1, + I} tel que le nombre d’&ments de E dans chaque hyperplan (sous- 
groupe d’ordre 2”“-l) soit 22t-2 ou 22t-2 - E2t-1 

Preuve. Soit N = I E j. 

Si E est un ensemble de difference non trivial: 

582a/z3/2-8 
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D’aprts les definitions E\(O) est un (h, tL> ensemble et est done l’ensemble 
des formes coordonnees d’un code projectif a deux poids done la longueur est 
N ou iV - 1 suivant que zero appartient ou non a E. 

Le theoreme 5.5 et les remarques qui le suivent permettent de calculer, 
dans chacun des cas, les poids du code et done les nombres ) H n E j pour 
les differents hyperplans H qui sont ceux de l’enonct. 

Reciproque. 

Si pour chaque hyperplan H, I H n E j est a, = 22’-2 ou a2 = 22t-2 - 62-l, 
alors, suivant que zero appartienne ou non a E, E\{O} ou E determine un code 
projectif C de longueur n a deux poids dI et d, tel que: 

(a) n-N--], cl zn-4=22*-2-], c2 =,-daz22t-2- 
c2’-1 - 1, ou 

(b) n = N, cl = p, - dl z 2”‘~2, c2 = ,I - d2 = 22t-2 _ E2t-1. 

Si A, + A,z”l + A,zd3 est le polynome de poids de C les identites bien 
connues, de Pless (voir [23]) permettent d’ecrire: 

(1) A, + A, - 22t-‘, 

(2) A,c, + A,c, =:= /7(22’-1 - I), 

(3) A,c,” + A2cz2 = n22t-1 + n(n - 1) 22t-t - n2. 

Par combinaison lineaire de [l-3] au moyen des coefficients clcZ , 
-(cl + c,), 1 on obtient: 

(4) (22t-t - I) PI” ~ [(22t--1 - l)(c, + c2) - 27n + C,C,(2= - 1) = 0. 

. Dans le Cas (a): 

On vtrifie que n = (2t + ~)@-l - E) est une solution de (4) et que l’autre 
solution n’est pas un entier. Les poids obtenus et la longueur montrent que C 
est fortement uniformement empilt et done, d’apres le theorbme 5.5, que E 
est un ensemble de differences (non trivial). 

. Dans le Cas (b): 

On verifie que n = 2t-1(2t - 6) est une solution de (4) et que l’autre 
solution n’est pas un entier. Les parambtres obtenus sont alors ceux d’un 
code (h, ,u) uniformement empilt avec X = p et done E est un ensemble de 
differences (non trivial). 

EXEMPLES. D’aprts le paragraphe 4: 

La rkunion de 2’-1 + 1 sous-espaces de dimension f et deux a deux 
suppltmentaires est un ensemble de differences de G. 

Le noyau d’une forme quadratique non dtgCnCrCe sur F.+ est un 
ensemble de differences de G. 
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. L’exemple $, de 4.3 est don& par Menon dans [20] qui n’en 
indique pas la propriCtC d’&tre le noyau d’une forme quadratique. 

Remarques. Les codes fortement uniformtment empilts F, ont des 
orthogonaux autoduals. La dtfinition du dual et ce qui prtckde montrent 
que ces codes sont caractCrists par la propriCtC suivante de leurs orthogonaux: 

ce sont des codes projectifs B deux poids tels que I’une des deux classes 
de mots de meme poids est un ensemble de diffkrence du groupe additif 
constituk par le code. 

6. CONCLUSION 

Le probkme ouvert posC par cette Ctude est de dkterminer tous les (h, p)- 
ensembles de points projectifs (dans le cas binaire- les ensembles partiels de 
diff&ences) afin de dkouvrir tous les codes projectifs B deux poids. 

Delsarte dans [lo], a montrC un lien important entre les codes projectifs 
g deux poids et une classe de graphes fortement rkguliers. Un cas particulier 
intkressant est celui des codes auto-duaux (2,2). Pour E = +l il existe de 
tels codes pour tous les u admissibles (voir 4.2). Pour E = --I les codes ne 
sont connus que pour certains param&res u (4.3, 4.4, 4.6). Le probkme 
d’existence pour tout les u reste pose dans ce cas. Le cas E == 1 correspond 
aux graphes “car& latins” et le cas E = -1 aux graphes “car& latins 
nkgatifs” (voir Mesmer [21]) dont l’existence est Cquivalente B celle de 
certaines matrices de Hadamard (voir [I 51). 

Je remercie Monsieur le Professeur Tallini de m’avoir signal6 qu’une 
dkmonstration rkente du thkorkme 3.5, par Grazia Migliori, utilisant une 
mtthode diffkente de celle du chapitre 3, doit paraitre dans les Rendiconti 
Accademia Nazionale dei Lincei, Roma. 
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