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Dam cet article, on met en evidence divers rtsultats de compacite pour les sous- 
espaces d’espaces de Sobolev trts gtniraux constituts par les fonctions ayant un 
certain nombre de symetries: symetrie sphtrique, symetrie cylindrique, etc. 

In this paper, we show several compactness results concerning the subspaces of 
general Sobolev spaces formed by the functions possessing some symmetry: 
spherical symmetry, cylindrical symmetry, etc. 

De nombreux problemes nonlineaires de la Physique Mathematique 
possedent les caracteristiques suivantes: (i) ils sont poses sur des domaines 
non born& de RN (RN, d emi-espaces, bandes, infinies...); (ii) ils sont 
invariants par un certain nombre de transformations linlaires comme par 
exemple des rotations et done possedent des symtbies (symetrie spherique ou 
cylindrique...). La non bornitude du domaine empeche en general la 
resolution de ces probltmes par des methodes get&ales d’Analyse non 
lineaire i cause du manque de compacit&provenant du fait par exemple que 
le theoreme de Rellich n’est plus vrai dans RN tout entier. Dans plusieurs 
problemes tres differents, il a tte observe qu’en se restreignant, dans des 
espaces fonctionnels, aux sous-espaces formis des fonctions respectant les 
symetries du probleme, on obtenait certaines formes de compacite (voir W. 
A. Strauss [ 191, H. Berestycki et P. L. Lions [l-3] dans le cas des equations 
de champ scalaires, E. H. Lieb [ 1 l] dans le cas des problemes de Choquard, 
P. L. Lions [ 14, 15) dans le cas des problemes d’etoiles en rotation ou des 
problemes de Thomas-Fermi generalises, H. Berestycki et P. L. Lions [5] 
dans le cas des problemes d’anneaux-tourbillons, et M. J. Esteban [S] et M. 
J. Esteban et P. L. Lions [9] dans le cas de probltmes semilineaires poses 
dans des bandes intervenant en Mecanique des Fluides). 

Let but de cet article est de.mettre clairement en evidence les resultats de 
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compacite que l’on peut obtenir en utilisant les symetries des fonctions. 
Donnons deux exemples simples de nos resultats: 

EXEMPLE 1. Soient s > 0, 1 < p < 00; on note Wf*p(R”) le sous-espace 
de W”*P(R”) forme des fonctions a symetrie spherique. Soit p* l’exposant de 
Sobolev associi (p* = Np/(N - sp) si sp < N, et on conviendra que 
p* = $00 si sp > N). Alors, la restriction a’ Wf3p(RN) de Pinjection de 
Sobolev de WsqP(RN) duns Lq(RK) est compacte pour p < q < p*. 

EXEMPLE 2. Soient m > 1, Ni 2 2 pour i E (l,..., m). On pose 
N = CYl Ni et si x E RN, on note x = (xi ,..., x,,J oit xi E RN’. Soit H le 
sous-espace de H1(RN) (= W1q2(RN)) forme des fonctions u(x) = U(X, ,..., xm) 
telles que u est a symetrie spherique par rapport a xi, pour tout i, i.e.: la 
fonctions partielle (xi 3 u(xy ,..., x9-, , xi, xp+ , ,..., xk)) est a symttrie 
spherique sur RNi et ce pour tout i E {l,..., m) et pour tous .x; E R”i 
(1 < j < m). Soit 2” l’exposant de Sobolev associe: 2* = 2N/(N - 2) (si 
N > 2, sinon on prendra 2* = +a~). Alors, la restriction ci H de Pinjection 
de Sobolev de H’(RN) duns Lq(RN) est compacte pour 2 < q < 2*. 

Le cas s = 1, p = 2 de 1’Exemple 1 (i.e., le cas m = 1 de 1’Exemple 2) est 
contenu dans les articles de Strauss [ 191 et de S. Coleman, V. Glazer et A. 
Martin [7] et a 6te mis en evidence dans Berestycki et Lions [ 3,4 I. 

Nous revenons sur ce cas particulier dans la Section 1, puis nous traitons 
dans la Section II les resultats de compacite decrits dans 1’Exemple 1 ci- 
dessus; enfin dans la Section III, nous demontrons des resultats du type de 
ceux decrits dans 1’Exemple 2 ci-dessus. 

Les resultats de compacite present& ici sont utilises dans Esteban [8 1, 
Esteban et ‘Lions [9 ], et Lions [ 14, 17 ] pour la resolution de divers 
problemes non lineaires intervenant en Physique Mathematique. 

I. RAPPELS 

Dans cette section, nous rappelons deux resultats qui nous seront utiles 
dans ce qui suit: (i) nous rappelons et dtmontrons le resultat de compacite 
correspondant au cas p = 2, s = 1 de 1’Exemple 1 (Section I. 1), (ii) nous 
enoncons et demontrons un lemme standard sur les fonctions dicroissantes 
de R, (Section 1.2). 

I. 1 Compacite’ duns H:(RN) 

Le resultat qui suit est du a Strauss [ 191 (voir igalement Coleman, Glazer 
et Martin [ 7] et Berestycki et Lions [ 3, 41): 
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PROPOSITION I. 1. Soit N > 2; on pose 2* = 2N/(N - 2) si N > 3, 
2* = + co si N = 2. Alors la restriction d H:(RN) de l’injection de Sobolev de 
H’(RN) dans Lq(RN) est compacte si 2 < q < 2*. 

Remarque I. 1. 11 est facile de voir que ce rtsultat nest pas exact si 
N = 1, ou si q = 2 ou q = 2*. Neanmoins; le Lemme I.1 ci-dessous permet de 
demontrer facilement que si a > 0 est fixe alors H:(RN) s’injecte dans 
Lq(B”) oti B” = (x E RN, Ix] > a) pour 2 <q < +cc et que cette injection 
est compacte si q > 2. 

Rappelons la demonstration de la Proposition 1.1: elle est bake sur le 
lemme suivant: 

LEMME 1.1. Soient N> 2, u E H:(RN) alors on a: 

lu(x)l < c,v{lull/2:R~~~ IVul&yl IXI-(N-1)‘2 p.p. xER”. (1) 

Remarque 1.2. En fait on peut identifier u(x) a une fonction zT(]x]) oti 
22 E co,“2(]0, +a3 [). 

Remarque 1.3. Nous verrons plus loin que l’on a tgalement: 

lu(x)l < c,,,((UI&N) Ivul&.&~} IX(-(n+(N-2)‘2)~ (2) 

oti O<a<i si N>3 et O<a&+ si N=2. Bien stir le cas a=; redonne 
(1). Indiquons egalement que (2) est optimal c’est-a-dire que (2) n’est pas 
verifii si a E If, l] (ou si a = 0, N = 2). 

Dkmonstration du Lemme I. 1. Par densite il suffit de demontrer le lemme 
pour u E H:(RN) n g(RN): on notera u(x) = u(r) ou r = Ix]. En remarquant 
que: (d/dr)(r N-‘u2) > Zu(du/dr) #“-‘, on obtient: 

Flu”(r) 4 2 ial IuI 
-I I I 

$ sN-’ ds,< C,Iu):/2&*) /Vu/L’&,,. 

Dkmonstration de la Proposition I. 1. C’est une consequence immediate 
du theorime de Rellich et de I’inegalite suivante dtcoulant du Lemme I. 1: si 
R > 0 et si u E H:(RN): 

ou a = q - 2. D’oti on deduit: 

IlUll~q~q < cN lIh,qwR-~~ VR > 0, Vu E H;(R”‘). 



318 PIERRE-LOUIS LIONS 

1.2. Un lemme sur les fonctions de’croissantes de R + 

Soit X=Lp(R+)nLq(R+) 06 l<p<q< +oo. On note K le c6ne 
convexe fermi: difini par: 

K = {u E X, u(t) est dkroissante pour t > 0). 

LEMME 1.2. Tout sous-ensemble borne’ de K est relativement compact 
dans L”(R +) pour a E ]p, q[. 

Dkmonstration. It sufflt de montrer que de toute suite (u,) bornke de K 
on peut extraire une sous-suite convergente dans L”(R+). Or on a 

C 2 -’ (u,(s))’ ds > (u,(t))% J 0 

pour p E [p, q]. De plus on a: VE > 0 

lI%lIBY~c.IIE6 cc (ind. de n > 1). 

En effet: 

Done il existe une sous-suite de U, toujours notte U, qui converge p.p. sur 
R, vers u E K; et done u, +” u dans L.“(O, R), VR < 03. 

On conclut en remarquant que: 

j: cc (u,(s>Y ds < $ !, m (u,(s)>~ ds, 

oti y = (a - p)/p. 

II. ESPACES DE SOBOLEV ET FONCTIONS A SYMBTRIE SPH~QUE 

II. 1. Espaces de Sobolev 

THI?OR~ME 11.1. Soient N> 2, s > 0, pE [l,+oo[; on pose 
p* = Np/(N - sp) si sp < N et p* = +co si sp > N. La restriction d 
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W:p(RN) de l’injection de Sobolev de Ws,p(RN) dans Lq (RN) est compacte si 
P<Y(P** 

Remarque II. 1. Comme dans la Remarque 1.1, signalons que le resultat 
precedent nest pas vlrifie si N= 1 ou si q = p, p*. Neanmoins, la 
demonstration du Theoreme II.1 permet de voir que si a > 0 est lixe alors 
W:p(RN) s’injecte dans Lq(Ba) pour p < q < p/(1 - ps) si s < l/p, 
p < q < co si s = I/p et p < q < +co si s > l/p; et que de plus cette injection 
est compacte si p < q < p/( 1 - ps). 

Nous allons tout d’abord demontrer le Theoreme II. 1 dans le cas s = 1: il 
suffit alors de demontrer le lemme suivant: 

LEMME 11.1. Soient N > 2, 1 ,< p < foe, u E W:Vp(RN); alors on a 
rinPgalitP suivante: 

I+)1 < C(N, ~>{lul~~p,c~f?,l~ IVUI;$~;RN)} IxI-(~-‘)‘~ p.p. x E IRN. (3) 

Remarque 11.2. En fait on peut identifier u(x) a une fonction $/xl) oti 
22 E co*+“‘P (IO, +co [). 

Remarque 11.3. Nous verrons plus loin (Section 11.2) que l’on a 
egalement: 

(4) 
ou l>a>l/psip>N, l>a>l/psip<Netoli/?=N/p-a. 

Le cas a = l/p redonne bien stir (3). Indiquons egalement que (4) est 
optimal c’est-a-dire que (4) n’est pas verifiee si a E [0, l/p[ (ou si a = 1, 
N< PI. 

Dkmonstration du Lemme II. 1. Par densite, il suffit de demontrer le 
lemme pour u E WjVp(RN) f7 Q(RN): on notera u(x) = u(r). Or on a: 

d’ou en integrant entre r et + co : 

ce qui demontre (3). 
On deduit du Lemme 11.1, exactement comme dans la preuve de la 

Proposition 1.1, que l’injection de W:*p(RN) dans Lq(RN) est compacte si 
p ( q ( p*. De plus si s > 1, comme WrTp(RN) G Wi*p(RN), on dtduit de la 
demonstration precedente que Wr*P(RN) s’injecte avec injection compacte 
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dans L4(R.V) pour q E ]p, p*( avec p -* = Np/(N - p) si p < N, p* = + co si 
p > N. On en deduit le Theoreme II. 1 en utilisant les inegalites de Sobolev et 
les inegalites de Holder. 

Reste a considerer le cas s E 10, 1 ]: on est alors amene a introduire 
quelques espaces: soit p E ] 1, +co [, on note: 

H”,P(R”) = {u E P(P)),.FP’((l + ]~/‘)““<9%) E LP), 

ou ,P- dtsigne la transformation de Fourier et r est la variable duale 
r = (r, ,..., &,) de x = (x, ,..., x,,,) E R”. On munit Hs3p de la norme: 

II 4IHS.P = 11~~--‘((1 + I 512)““~~41LP. 

Enlin on note 

HS,2p(RN) = {u E H”3p(RN), u est a symetrie spherique}. 

Rappelons quelques resultats standards (voir par exemple J. L. Lions et E. 
Magenes [ 121 et E. Magenes [18]): (i) W1.“(RN) = HLsp(RN) et done 
Wf*B(RN) = H:*p(RN); (ii) H stETp(RN) G HseETp(RN), VIZ > 0, Vs > 0 et done 
HfS+E*P(RN) G WfvpRN) G H,YP(RN), VIE > 0, Vs > 0; (iii) [Lp, W’3p], = 
HS*p(RN) si s E IO, l[ et done [Z,:, Wi*p], = H”,sP(RN) (oti [e, .I, designe 
l’espace d’interpolation obtenu par la methode complexe-cf., par exemple, 
Magenes [ 181). 

On va demontrer que si U(X) = u(r) E W:,” alors r(‘VP’)‘P~(r) E 
W’.P( 1, co): 

LEMME 11.2. Soient N > 2, p E [ 1, +co [; alors on a pour tout u dam 
W;,p(RN): 

Remarque 11.4. Si p < N; alors on a en fait: 

llr (N-l)IPU(.)(I 
w~*P(l,m) G c IIGv~.P(RN). (6) 

En admettant provisoirement le Lemme II.2 et en remarquant que si 
u E L;(RN): 

IIr (N--I)‘PU(‘)IiLP(O, t cm) = cN I/ ’ IhWl ; 

on obtient immtdiatement par interpolation: Vu E Wi3p(RN) (0 < s < 1, 
l<p<co): 

I/ r(N-l)‘Pu(.)JI HS.D(l, t co) G c II tJ IIffyR~~~ 
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On en deduit alors aisement l’existence de q E ] p, p * [ tel que: 

/lull Lq(RY < c 11 ’ iIWw(R~) 

II r (N-‘)q.)ll 
L~(l,co) < c 11 uhVS.~(R”) 

pour tout u E W’~Yp(RN). Ceci permet alors de montrer la compacite de l’in- 
jection: WSiiN) G L9(RN); puisque l’on a: 

! 11 ! 
-tm 

uqdx=CN 
-BR R 

f+’ Iulqdr~~~+ar(k-‘)(q/P) lu14d,. 
R 

pour tous u E WslP(RN), R > 0; oti 6 = (IV - I)(q/p - 1). 
On conclut aisement grace aux inegalites de Holder, ce qui prouve le 

Theoreme II. 1 dans le cas oti 0 < s < 1, p > 1. Reste le cas p = 1, que l’on 
traite en remarquant que d’apres les inegalites de Sobolev: WS3’(RN) C, 
Ws--EVp(RN) on 0 ( E ( s, p ( N/(N - E); ce qui permet de se ramener au cas 
precedent. 

De’monstration du Lemme 11.2. If suffit de considerer le cas ou 
u E W:3p(R”‘) n 9(R”‘). En posant v(.) = r(N-l)‘p~(.), on voit que: 

Comme on a bien sdr: 

Remarque 11.5. Le demonstration du Theoreme II.1 prouve plusieurs 
rtsultats supplementaires: (i) l’injection de Sobolev de HS3p(RN) dans Lq(RN) 
restreinte a HF*p(RN) est compacte si p < q < p*; (ii) Si sp > 1, alors 
Ws3p(RN) G L”O(1, co; r’N-‘)‘p dr). La m&me demonstration permet 
egalement de dtmontrer divers risultats de compacite pour les sous-espaces 
de fonctions a symetrie spherique de divers espaces (par exemple espaces 
d’interpolation du type espaces de Besov BSqp(RN)...). 

11.2. Quelques inkgalitks 
Dans cette section on indique quelques gentralisations de la 

Proposition I.1 et du Lemme I.1 a des espaces du type: 

X= {u E Lp(RN), Vu E LP(RN)}, 

oti N > 2, 1 < p, q < +co. On note X, = {u E X, u est a symetrie spherique }. 
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PROPOSITION 11.1. Soient N > 2, 1 < p, q < $00. Alors on a pour tout u 
duns X,: 

l4x>l < ww,,,. l4:.&d 1-T -(.% -‘)n p.p. x E R.“, (7) 

02 a = p’/(p’ + q) et p’ = p/(p - 1) ( on convient que a= 1 sip= 1, a=0 
si q = og, p’ = 1 si p = co); ozi C ne dipend que de N, p, q. 

Remarque 11.6. Si p = 1, il sufit de prendre: X= (u E LN”“-“(RN), 
Vu E L’(R”‘)} muni de la norme 11 u IIx = /I Vu llL,(R.,rJ et on a: 

lu(x>l < CJp&p, IXI-(N-‘) p.p*, VU E x,. 

Avant de dkmontrer la Proposition II.2 signalons quelques corollaires 
utiles: rappelons tout d’abord que si 1 < p < N, la complttion de G(R&) 
pour la norme II Vz411LeCRN) est I’espace X = {u E LP*(RN), Vu E LP(RN)} oti 
P” = NPI(N - P). 

COROLLAIRE 11.1. Soient N et p tels que 1 < p < N, on pose 
X = {u E Lp*(RN), Vu E LP(RN)} avec p* = Np/(N - p). Alors on a: 
VUEX,, 

I u(x>l < c II vu IILP(iw) I XI -(N-p”p p.p. x E R”, (8) 

oli C ne d&end que de N et p. 

En remarquant we si u E X = (v E Lq(RN), Vv E Lp(R”)} oti 
1 <p 6 +oo, 1 <q< $00; alors u E L”(RN) avec s compris entre q et 
p* = Np/(N - p) si p < N et s compris entre q et +co si p > N; on en dkduit 
done le 

COROLLAIRE 11.2. Soient N > 2, 1 < p, q < +CQ ; on prend s compris 
entreqetp*sip<NetsE[q,+oo[sip~N.PourtoutudansX,,ona: 

I u(x)1 G Gil WLW) IUIZ, I Ix/ -(N-l)a p.p. x E R”, (9) 

. 
a = P’/(P’ + s), 

yq + (1 - eyp* = l/s. 
/? = 1 - Bq/(p’ + q) et 19 E [0, l] vPriJie: 

Enfin de mime que dans les sections prhdentes on obtient le: 

COROLLAIRE 11.3. Soient N> 2, 1 ,< p, q <,+w. On suppose que si 
p > N, alors q # w et que si p < N alors q # p* = Np/(N - p). Enfin on 
note I Pintervalle ouvert ]q, p*[ ou ]p*, q[. Alors la restriction ti X, de l’in- 
jection de X duns L”(RN) est compacte pour s E I. 



SYMkTRIE ET COMPACITk 323 

Remarque 11.7. On peut combiner les resultats et methodes des 
Sections II.1 et II.2 pour obtenir des resultats semblables dans des espaces 
du type Sobolev (plus compliqds). 

DPmonstration de la Proposition II. 1. On ne fera la demonstration que 
dans le cas oti 1 c: p, q < +co (le cas general s’obtient par des modifications 
aisles de ce qui suit). Par densid, il sufftt de considtrer u E X, n G9(RN). On 
pose p = l/a = (p’ + q)/p’. Comme on a: 

on obtient aisement: 

et 

(p- l)p’=q. 

III. SYMBTRIE CYLINDR~QUE ET COMPACIT~~ 

III. 1. Le rhdtat principal 

Soient m > 1, Ni > 2 (i E {l,..., m}). Posons N = x7=, Ni ; et introduisons 
le sous-espace de H’(RN) ditini par 

H:(R”‘) = (U E H’(RN), Vi E {l,..., m), u est a symetrie 

sphtrique par rapport i xi E RN/} 

(c’est-i-dire: Vi E {l,..., m), Vx; E RN;, la fonction delinie par 
RN’ 3 xi -+ U(X~ ,..., x7-, , xi, xp, , ,..., x”,) est a symetrie spherique). 

TH~~OR~ME III. 1. Le restriction ci H:(RN) de l’injection de Sobolev de 
H’(RN) duns L4(RN) est compacte si 2 < q < 2N/(N - 2). 

Remarque III. 1. Ce resultat contient evidemment la Proposition I. 1 et de 
meme que dans la Remarque 1.1, on voit aisement que le resultat precedent 
n’est pas verilie si q = 2 ou si q = 2N/(N - 2). 

Remarque 111.2. Dans la Section 111.3, nous donnons diverses 
gentralisations de ce resultat a des espaces plus generaux. 

La demonstration du Theoreme III.1 est donnee dans la section suivante 
(111.2): introduisons tout d’abord quelques notations et faisons quelques 
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rappels. Si u E L’(RN), on designe par L’ = Sju la symetrisee de u par 
rapport a xi, i.e., u est l’unique element de L’(R”) a symetrie sphtrique par 
rapport a xj E RNj veriliant: 

Vt > 0, mes,,+j( / U(X: ,..., xy- , , x.j+, ,..., x”,)] > t } 

= mes,,{u(xy ,..., xj”-, , x,y+ , . . . . . x2) > t } 

p.p. x; E RN1 ,..., x”, E RNm; 

(10) 

v(xY )...) O xj-l>xj3xo J + 1 3..*9 XE) < V(xy 9*.*3 Xj”- i 2 fj 3 Xj”+ 1 1...3 x”, ) 

Vx; E RNl,..., Vx; E R”;-I, Vxj, Xj E R”j tels que ]]xj]l > ]]..Cj]], (11) 

Vx? 
J+l 

E RNi+l,..., V/xi E RN, 

(pour la definition et les principales propriites de la symetrisation ou 
rearrangement d&croissant, nous renvoyons le lecteur a G. H. Hardy, J. E. 
Littlewood et G. Polya [lo], H. J. Brascamp, E. H. Lieb et J. M. 
Luttinger [6], E. H. Lieb [ 111, and P. L. Lions [ 161). Rappelons brievement 
les principales proprittes de l’operateur Sj: Sj: Lp -+ L* si 1 < p < co et 
sj: w’.* + w’q* si l<p<co;deplusona: 

I/P 

p.p. xiE R”l(i#j) (13) 
Vl<p<m, 

II v(sjuIILP(R9 G II VUIIL.P~RN~ 2 Vl <p< CO, VuE WLqp(R”). (14) 

111.2. De’monstration du Thkordme III. 1 

11 s&it de montrer que si (u,),, i dtsigne une suite bornee dans Hf(R”), 
alors il existe une sous-suite convergente dans L,(RN) pour 
2 < q < 2N/(N- 2). Sans restreindre la generalite on peut supposer qu’il 
existe u E Hi(RN) tel que: 

u, +,, u p.p. dans RN, faiblement dans H1(RN) et done dans (15) 

L4(RN)pour 2=q=&, fortement dans LyO,(RN) pour 2 Q q < 2. 

On introduit ui = S, u,,, ui = S,- , S, u, ,..., uy = (ET= z Sj) u, ; d’apres 
u2w4) (~j,)~>, est born&e dans H:(RN) et done sans restreindre la 
gtntralite on peut supposer que (15) a lieu pour u’, avec u remplace par 
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uj E Hf(Z?“). Remarquons egalement que u’, (j > 2) est nonnegative et 
decroissante par rapport i /xk 1 pour k > m - j + 2; en particulier uy est 
decroissante par rapport i ]xk/ pour k > 2. 

Le demonstration du Theoreme III.1 est divisee en deux &tapes: 

(!Yi 
on montre que U: converge dans Lq(RN) vers urn; 

on montre que urn = nJY2 Sju. 

Ceci permet de conclure car on a alors d’apres (12): 

~R*/U~lqdx=~R”lu~lqdx-;;t!R~lu~~qdx= I’ lul4dx 
‘R 

pour 2 < q < 2N/(N - 2), ce qui montre que: u, +,, u dans Lq(RN). 

&tape 1: Convergence de ur. Pour simplifier les notations, on posera 
v, = u;, v = urn; on veut montrer que v, + v dans Lq(RN). On va pour cela 
utiliser un argument dti i Lions [ 141 (qui est en quelque sorte une 
combinaison de la Proposition I.1 et du Lemme 1.2): on demontre tout 
d’abord le 

LEMME 111.1. Si zi E Hi(R”) et si u’ est d&roissante par rapport 6 Ixi I 
pourj>2, on a: 

0 < u’(x) < C( / zq/2:RN) I v,, zq&)} 
x Ix~I-(~~-~)/* lx21-*‘2/* . . . IX,I-Nm/* pp. (16) 

DPmonstration du Lemme III. 1. On identifie zj a une fonction 
a1 > Ix2 I,..., I-&l) et on pose pour Ix2 I,..., Ix, / > 0 fixes: 

W=]Ixz’ .-*]~xm’ti(x,,t2 ,..., t,,,)ty2-’ . . . tym-‘&, . . . dt,. 

On v&lie aistment que w E H:(RNl) et que: 

IVWI LZ(R”I) < cN [‘I IxjIN”* IVx,cILZ(R”)- 
j=2 

On deduit done du Lemme I.1 l’inegalite suivante: 

0 < w(xl) < C{lz$,if,, IV,,zZI~~~R~} Ixll-(Ni-1)‘2 Ix21N2’* ... Ix,lNJ2. 
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On en dbduit (16) en remarquant que: 

w(x*) > qx,, ,x2/ )...) ,xm,)F ... * p.p. 
m 

Remarque 111.3. On n’utilise pas en fait que Vu E L’(R”) mais 
seulement V,,U E L2(RN). 

On dkduit du Lemme III. 1 l’inegalite suivante: 

0 <u,(x) < c (X,,-(Nl-‘)‘2 ,x,p’* .a* ,xmpJ* p.p. (17) 

Cette inegalid permet de montrer que: u,, +” v dans L”(Q,) oti 
Q,={xERN,/xi]&l, ViE{l,..., m}} et oti 2 <q < 2N/(N-2). On sait 
deja que: u,+, u dans Lq(Q2) oti 2 <q < 2N/(N- 2) et Q, = {x E RN, 
lxil < 1, Vi E {l,..., m}}. 11 reste done a dtmontrer la convergence de o, vers 
u dans Lq pour des domaines dont la forme typique est: 

oti 1 < p < m - 1 (on ne restreint pas la gh&alitt en ne considkrant que des 
domaines de cette forme car la dkmonstration qui suit utilise (17) mais sans 
utiliser la forme precise des exposants des ]xi]). De l’inegalite (17) on deduit 
aisement comme dans la Section I que si B = ((x, ,..., xP) E RN1 x ..a X RNq 
lxil < 1, Vi E {l,..., p}} alors: 

P*P* B= . . . $(x, ,..., xp, xp+, ,..., x,) dx,, 1 ... dx, 

-! 
. . . 

n J 
u4(x, ,..., xp, xp+ , ,..., x,) dx,, , . . . dx, 

IX,,ll>~ IX,/ > 1 

pour 2 < q < 2N/(N - 2). On note alors y = (x, ,..., xP) E RN1 x . . . x R”e et 
on pose: 

(P.w=j .‘* j ~~(x~~...,xg,xpi ,,..., x,)dxP+, a.. dx,. 
I~p+1l>l Ixmlal 

Bien sir q,, est bornee dans L’(B) et pn -+n p p.p. oti a, est obtenue a partir 
de u comme rp, I’est a partir de v,. 

De plus (P,, E W’*‘(B) si q est tel que 2(q - 1) < 2N/(N- 2), 
q E 12, 2N/(N - 2)[-un tel choix est tvidemment toujours possible-en 
effet on a: 
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done (CPA, I est bornee dans W’*‘(B). Comme 9,+, 9 p.p. dans B, on 
conclut: 9,, -+n 9 dans L’(B). Ceci permet done de montrer que si 
q E ]2,2N/(N - 2)[ et si q < N/(N-- 2) + 1, alors: 

d’oti v, +n u dans L4(RN). On en dkduit la convergence dans L4(RN) pour 
tout q E ]2,2N/(N- 2)[ par les inegalitls de Holder. 

&ape 2: IdentiJication des uj, Nous avons vu que pour conclure il suffit 
de montrer que v = urn est donne par: urn = (njm=* Sj)u. Nous allons en fait 
montrer que urn = S2umP1, urn-’ = S3um-‘,..., u2 = S,u. Montrons done que 
um = s2um-l Soit R > 0 fixk: on note QR = {xE RN tel que (xi] <R, 
x2 E RN2, Ix,;< R ,..., IX,1 GR}. D’ a p res le Lemme III.2 qui suit on a: 

m-1 
url AU 

m-l pourZ<q<&, VR < co, 
WQ,) 

D’aprks (13), on a: 

et comme ur +n urn dans Lq(R”), on en dtduit: 

um = S2Um-I sur QR, VR<+oo. 

Comme on a: 

I’ /u:-‘lqdx=jarlu~/Udx~jnvIum~qdx=jnrIum-’~qdx 
“Rh 

on en deduit que: ur-’ +,, urn-’ dans Lq(RN) (2 < q < 2N/(N- 2)). De 
meme montre-t-on: urn-’ = S3ume2, ur-’ jn urn-’ dans Lq,..., u2 = S,,,u, 
u, -+,, u dans Lq. On conclut done avec le 

LEMME 111.2. Soient R un domaine bornP de RN, de front&e Lipschit- 
zienne, p un entier 22. On note Hf(l2 x Rp) = {u E H’(J2 X R”), Vx E G, 
(y -+ u(x, y)) est d syme’trie spht!rique sur RP} et N = n + p. 

La restriction ci Hf(O x RP) de l’injection de Sobolev de H’(Q X Rp) dans 
Lq(f2 x RP) est compacte si 2 < q < 2N/(N - 2). 

Dkmonstration du Lemme 111.2. 11 suffit de demontrer le resultat pour la 
restriction a X, = {u E HA(B, x RP), u est a symetrie spherique par rapport a 
yE Rp} de l’injection de H’(R” X RP) dans Lq(R” X RP); oti 
B,={xER”,Ixl<R}, B, 2 fi, et ou on convient que si u E HA(B, X RP) 

5R0’49/3 5 
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alors 24 E H’(R” X RP) (en prolongeant u par 0 sur (R” -B,) X RP). On 
note S l’operation de symmetrisation par rapport a x (E R”) de sorte que si 
u E X, alors Su E X, et Su est decroissant par rapport a 1x1. Alors si (u,)“., , 
est une suite bornee de X,, (Su,) est igalement bornee et on peut supposer 
saris restreindre la generalite que: 

U, 7 u p.p. B, x RP, faiblement dans HA(B, X RP) et 

fortement dans L4(B, x BK) oti K > 0,2 < q < & 

en notant B,= {yERP,)y) <K}. 
Exactement comme dans l&ape 1 ci-dessus, on peut montrer que 

Su, --+” v E Hi(B, x Rp) et la convergence a lieu dans L4(BR X RP) (ou 
Lq(RN) pour 2 ( q < 2N/(N - 2)). 11 sufftt done pour conclure de montrer 
que v = Su. Or pour tout K > 0, on a d’apres (13): 

~~“xr~lSu-S~,lq~~~~u”,, l~--u,Iq~x 
h 8. 

et done: v = Su. 

111.3. Quelques extensions 

Dans cette section nous donnons diverses extensions du Theorbme III.1 
qui se demontrent par la mCme methode. 

Le premiere concerne encore des sous-espaces de H’ (Rn’) mais d’une 
structure plus generale que Hf. Soient n, m,p des entiers >O; soit Q un 
domaine borne de RN dans le cas oti n > 1; soient N, ,..., N, des entiers 22 
dans le cas ou m 2 1. On pose: 

N=n+c Ni+p et N5=& si N> 3, N,=+co si N<2. 
i-l 

On introduit K le cone convexe ferme de HA(R X R” X RP) (oti fl= cy!, Nj) 
dtfini par: K est l’ensemble des elements u de Hi(B x RN X RP) veriliant: 

(i) si m > 1, u est a symttrie spherique par rapport a y, E RN’, pour 
tout i E ( l,..., m}. 

(ii) si p 2 1, u est dtcroissante par rapport a zi E R + , pour tout 
i E (l,..., p} et croissant par rapport a zi E R _, pour tout i E ( I,..., p}. 

Si p = 0, on convient que K = H:(R X R”); si n = 0, K est le cone inclus 
dans H’(R” x RP) forme des fonctions satisfaisant (i), (ii); si m = 0, K est le 



SYMiTRIE ET COMPACITi 329 

cone inclus dans H,#2 x RP) forme des fonctions satisfaisant (ii); et enfin on 
utilise des conventions similaires si deux des trois entiers m, p, n sont nuls: 
on supposera que n + m + p > 1. 

THBOR~ME 111.2. Avec les notations prtkkdentes, la restriction d K de 
l’injection de Sobolev de HA(f2 x R”x R”) dans L”{R x R” x RP) 
transforme les born& en ensembles relativement compacts de L,, si 
2<q<N,. 

Ce resultat se demontre exactement comme le Theoreme 111.1: aussi ne 
donnerons-nous pas la preuve. 

Remarque 111.4. On peut remplacer l’hypothese que Q est borne par 
l’hypothise moins restrictive que l’injection de Hi(R) dans L’(Q) est com- 
pacte. 

Remarque 111.5. Le cas p = 0, m = 1 est demontre dans Esteban et 
Lions 191. 

La deuxiime gineralisation concerne des espaces de Sobolev plus 
generaux que H1(RN): on reprend les notations de la Section 111.1, i.e. 
N = x7!, Ni avec Ni > 2. Soient de plus r > 0, 1 < p < co ; on considere 
e*p(RN) = {u E W*“(RN), u est a symetrie sphtrique par rapport i 
xiERNi}.Onrappellequep*=NP/(N-rp)sirp<N,p*=+co sirp>N. 

THI!OR&ME 111.3. Le restriction ci y*p(RN) de Pinjection de Sobolev de 
WTp(RN) dans Lq(RN) est compacte pour q tel que: p < q < p*. 

Enfin une troisieme generalization concerne des espaces du type suivant: 
‘X={uELq(RN),VuELp(RN)} oti l<p<oo, l<q,<+co. On prend 
toujours N = CT! i Ni avec Ni > 2 et on note X, = (U E X, u est a symetrie 
spherique par rapport i xi E RN’}. On suppose que q # p* = NP/(N - p) si 
p < N, q < + co si p > N, et on note I l’intervalle ouvert dont les bornes sont 
q et p*. Alors on a: 

TH~OR~ME 111.4. Soient p, q vtS>ant: 1 ,< p, q < +oo; q # p*. Alors la 
restriction d X, de Pinjection de X dans L”(R “) est compacte si a E I. 

Remarque 111.6. On peut egalement demontrer par des techniques 
analogues diverses combinaisons entre les Thioremes 111.1, 111.2, 111.3, 111.4. 
On peut de plus dans le Theoreme III.4 considerer des espaces comme, par 
exemple: 

X= {u E L”(RN)nLD(RN), D,;u E Lyf(RN), ViE {l,..., m}}, 

oti 1 <a,</3<+co, 1 <ri<+ co, ViE (l,..., m}. 
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Signalons a titre d’exemple le resultat suivant (fondamental pour l’etude 
du problime classique d’etoiles en rotation dans le cas m = 1, N, = 2, 
p = l--cf. Lions [ 141): 

EXEMPLE III. 1. On prend encore 8 = Cy=, Ni, avec Ni > 2 et 
N = fl+ p ou p > 1. Enfin on introduit K = {u E L”(R”)fJLO(R”), 
D,iu E Lyi(RN), Vi E { l,..., m}), u verilie: 

(i) u est a symttrie spherique par rapport a xi E R”“, 

(ii) Vx E RN, Vh E {l,..., p}, U(X, JJ) est dtcroissante par rapport a yj 
pour 4) > 0 et croissante par rapport a yi pour yi < 0; 

ou 1 < CL <p< +co, 1 < yi < +co. Alors, l’injection de L” f3 L4 dans 
Ly(RN) transforme les born&s de K en ensembles relativement compacts pour 
YE la,P[. 

Le demonstration du Theoreme III.4 est semblable a celle du 
Theoreme III. 1 a une modification pres de la fin de la preuve de l&ape 1: 
expliquons cette modification sur un exemple: soit (v,),, , une suite vtrifiant: 
(u,) est bornle dans L”(RN)n L5(RN) (avec 1 < a </?< +a), (VU,,) est 
bornee dans Ly(RN) (avec 1 < y < +co) et v, satisfait: 

oli 6 , ,..., 6, > 0. On veut montrer que pour q E ]a, /I[, il existe une sous-suite 
de u,, convergeant dans Lq(RN). Sans restreindre la generalite on peut 
supposer que v, converge p.p. sur RN et dans L&,(RN) vers z’ (E L”(R’“)fl 
L4(RN), Vu E Ly(RN)). De plus de par l’inegalite ci-dessus: u, +n u dans 
L,(QJ 61 Q, = {x E RN, 1x11> I,..., Ix,] > 1 }. Comme dans la preuve du 
Theoreme 111.1, il nous sufftt de montrer: l,] u,lq dx -+,, l,\u I4 dx oli Q = 
(xERN,]xl]<l ,..., ]x,]<l, ]xP+,/>l ,..., ]x,]>l) et ou l<p<m-1. 
Remarquons que Ton sait deja par le lemme de Fatou: 

liminf!. 
Q 

Iv,/qdx> f Ivlqdx. 
“Q 

De plus si y = (x, ,..., x,) E B = {(x1 ,..., XJ E ~"1 x . . . x ~"0, /xi/ < 1 
vi E ( l,..., p}}, en posant: 

w.(y)=j . . . j u;(x,, . . . . xp, xp+ ,,..., x,,J dx,, , ... dx,, 
IX,+,l>l lx,/ > 1 

w(y)=f ..*J uq(xl ,..., xp, x~+~ ,..., x,) dx,+, ... dx, 
-k,+,l>l lx& z 1 

on voit que w, est bornte dans L’(B) et w, +,, w p.p. sur B. 
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Le seul point nouveau est que l’on ne peut trouver q E ]a, p[ tel que 
(V,w,) soit bornee dans L’(B) (i.e., trouver q E ]ar, p[ satisfaisant 
(4 - lb E ia9 PI oti y’ = y/(y - 1)). Cette difficult6 est resolue par la 
remarque suivante qui montre que l’on peut toujours prendre /3 = +cc et 
done le choix de q devient trivialement possible: en effet si M > 0, on pose 
V;, = u, A M; bien sdr d, satisfait les memes proprietes que U, avec /3 = + co. 
Si on montre que pour q E ]cf,p[, V;, -+,, v = v A A4 dans L4(RN) alors on 
peut conclure car on a en choisissant E > 0 tel que q + E </?. 

Ch. J v;+“dx>M’! v; dx, 
Rh . (l’,>M) 

d’oti on deduit: 

limsup 
J 

vzdx<l Pdx+&<!. 
c 

R” R .N R ,V 
vqdx+= 

et on conclut en faisant tendre M vers fco. 
Pour conclure on remarque que si 4 E ]a, + co [, veritie: (9 - 1) y’ E 

[a, t-co] alors G,, (obtenu a partir de V;, comme w, l’est a partir de un) 
converge dans L’(B) vers fi et done V;, converge dans L”(RN) vers V: On en 
deduit que V;, converge dans L9(RN) vers v’ pour q E ]a, /I[ grace aux 
indgalites de Holder. Et finalement le raisonnement ci-dessus montre que: v, 
converge vers u dans L4(RN) pour q E ]a, /I[. 

111.4. Quelques inPgalitt5 

Dans cette section nous demontrons quelques inegalites sur des fonction i 
symetrie spherique par rapport a un groupe de variables et “decroissantes” 
par rapport a un autre groupe de variables. Ces inegalites completent (et sont 
a la base) des resultats de compacite des sections pricedentes. 

Soient n, p deux entiers: on suppose n > 2, p > 1. On notera x un point 
generique de R” et y un point genirique de RP de composantes y = 
(Y , ,*“*’ y,). Soient a, /I E [ 1, +co 1. On pose N = n + p. On introduit K = 
{u E L”(RN), V,u E L4(RN)) et u verilie: 

(i) u(x, y) est pour tout y a symetrie spherique par rapport a x E R,‘; 

(ii) u(x, y) est pour tout x d&croissant par rapport a yi si yi > 0, 
croissant par rapport a yi si yi < 0, pour tout i E (l,..., p}. 
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THBORGME 111.5. Soient n > 2, p > 1 deux entiers; soient a,/3 verifiant: 
l,<a<+co, 1</3<+co.Alorsona,pourtoutudeK: 

o~~(x~Y)~c~IIv,~ll,e,(R,Il~ll~~(~y)J lxl-cn-‘yv-e ..’ lyply? (19) 

ou C ne depend que de a, p, n, p et 8 = /?‘/(/I’ + a), /3’ = p/(/3 - 1). 

Remarque 111.7. La demonstration donnee ci-dessous repose sur la 
Proposition 11.1. On peut egalement appliquer le Corollaire II.2 et obtenir 
ainsi d’autres inegalites du m2me type que nous ne donnerons pas ici. 

Remarque 111.8. Si on impose de plus aux elements de K d’etre a 
symetrie spherique par rapport a y E RP, on a alors: 

Demonstration du TheorPme 111.5. La preuve copie celle du 
Lemme 111.1. Demontrons (18) par exemple pour yi > 0, Vi E {l,..., p}. On 
introduit: v(x) = J”{l ... Jp u(x, z) dz. On veritie aisement que: 

II~II LlqRN) ,< (Y, ‘** YpY IMLa(&y?r 
IIV4l LO(R,Y) < (y, “’ Y,)“” iIvxuIILO(R,~). 

On conclut alors aisement en appliquant la Proposition II. 1 (puisque v est a 
symetrie spherique) et en remarquant que: 

APPENDICE: UNE REMARQUE SUR LA COMPACITB 

Dans cet appendice nous donnons un resultat elementaire de compacite 
qui permet en quelque sorte d’etendre “la zone de compacite” dans les 
resultats precedents. 

PROPOSITION. Soient a, /?, y trois reels satisfaisant: 1 < a < b < y < + 00. 
Soit C un ensemble borne dans L”(RN) n Ly(RN), relativement compact dans 
LO(R”). Enfin soit f E C(R, R) verifiant: 

If(t>l = o(ltl”>, quand t + 0; 

If(t)I = 4 t I y>3 quand ltj -+ +a~. 

(20) 

(21) 

Alors Pensemble des fonctions f(u), pour u E C, est relativement compact 
dans L ’ (R “). 
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Dbmonstration. 11 sufflt de considkrer une suite u, de C, convergente 
dans L4(RN) vers un tlkment u de L”(RN)nLy(RN) et de montrer que: 
f(u,) + f(u) dans L’(RN). De (21) on dkduit aistment que: I,, If(u) - f(u,)l 
dx+ ,,,O,pourtoutR<cootiB,={xERN,~~~~R}.Deplussi~>Oest 
fixk, il existe C, tel que: If(t)1 < ~(1 tla + I tlY) + C, 1 t14, Vt E R. Entin il existe 
R < 00 tel que: 

I’ lu,l”+lul”dx<$, Vn> 1, 
-BR E 

oti BR = {X E RN, 1x1 > R}. D’oti on dtduit: 

jiN V-W - f(u)l dx 

< ?gR If(u,J - f(u)l dx + JBR If(%,>l + If( dx 

< Cc + ! iR lf(u,) -f(u)1 dx 

et on conclut. 
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