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Résume

Nous étudions certaines propriétés combinatoires de la dynamique symbolique du billard
dans le triangle rectangle isocéle et le “demi-triangle équilatéral”. Dans le cas du triangle
rectangle isocéle, nous développons un algorithme de construction des suites obtenues comme
codage et nous calculons la complexité de ces suites lorsqu’elles ne sont pas périodiques. Nous
donnons des régles de construction des mots infinis qui codent les trajectoires de billard dans le
“demi-triangle équilatéral”. Ceci nous a conduit a établir un algorithme de construction du
codage d’'un point sous une rotation munie d’une partition en intervalles.

Abstract

We study some combinatorial properties of the symbolic dynamics of billiard in the isoceles
right angle triangle and in the “half equilateral triangle”. In the case of the isoceles right
angle triangle, we develop an algorithm to build the coding sequences and we compute the
complexity of these sequences when they are not periodic. Rules for building the infinite words
coding the billiard trajectories in an “half equilaterial triangle” are also given. Finally, this
leads to an algorithm that gives the coding of a point under a rotation with a partition by
intervals.

1. Introduction

Le probléme de billard le plus simple est celui du billard carré. On peut coder une
trajectoire d’un tel billard par une suite infinie m sur I'alphabet {0, 1} selon les cotés
quelle rencontre: les c6tés verticaux sont codés par O et les c6tés horizontaux par 1.
On sait, depuis les travaux de Hedlund et Morse [10], que, lorsque la pente de la
droite d’incidence est irrationnelle, la complexité du mot m vaut p(n) = n + 1, pour
tout nombre entier .
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La complexité du codage des trajectoires de billards polygonaux ou polyhédraux
a été beaucoup étudiée ([2, 3] pour le billard dans le cube, [13] pour les billards
polygonaux rationnels). Dans le cas particulier du triangle équilatéral, nous avons
donné une caractérisation compléte de la dynamique symbolique associée au flot du
billard [11]. D’autre part, les seuls polygones qui pavent le plan de fagon compatible
avec le flot du billard sont le carré, le triangle équilatéral, le triangle rectangle isocéle
et le “demi triangle-équilatéral” d’angle aux sommets (n/2, n/3, n/6) [20].

Nous étudions donc ici la dynamique symbolique du billard dans le triangle
rectangle isocéle et le “demi-triangle équilatéral”.

Nous donnons un algorithme de construction des mots infinis obtenus comme
codage de trajectoires de billard dans un triangle rectangle isocéle et nous calculons la
valeur exacte de la complexité de ces suites en fonction de 'angle d’incidence (Thé-
oréme 1).

Dans le cas du “demi-triangle équilatéral”, Pobtention d’un algorithme de construc-
tion des mots infinis est plus difficile. Pour obtenir cet algorithme, il est nécessaire de
pouvoir déterminer explicitement le codage d’un point sous une rotation munie d’une
partition en intervalles. Le théoréme 2 répond a cette question:

Theoréme 2. Soit o un nombre irrationnel, o € [0,1], xo, B €10, 1[ tels que § #£ 1 — a.
Soit w le mot infini qui code litineraire de xo sous &, rotation d’ angle « pour la partition
[0, B, [ B, 1[, u la suite sturmienne associee a litineraire de x sous la rotation &, et v la
suite sturmienne associee a litineraire de x, — B sous la rotation R,. Alors, pour tout
nombre entier n, le mot w verifie: w,, , = w, + v, — u,. De plus, wy s’obtient explicite-
ment en fonction des premiers termes des suites u et v.

2. Définitions, notations et résultats utiles

Soit K un mot infini sur un alphabet fini ., le langage d’ordre n de K, noté L,(K),
est ensemble des facteurs (ou sous mots) de longueur n de K. La complexité de K est
I’application p qui, & un nombre entier n, associe le cardinal le L,(K). On la note
p(n, K) ou plus simplement p(n) lorsque le contexte est clair.

Une suite infinie u sur un alphabet fini & deux lettres est dite sturmienne si
p(n) = n + 1, pour tout nombre entier n.

Soient o est un nombre irrationnel compris entre 0 et 1, x un point de [0, 1[ et &, la
rotation d’angle «, définissons la suite u(a, x) par:

u(e,x), =0 si #,"(x) appartient 4 [0,! — o[
u(a,x), =1 si &,"(x) appartient 4 [1 — o, 1[.

La suite u(a, x) est une suite sturmienne. Le théoréme de Hedlund et Morse [10]
affirme que toutes les suites sturmiennes sont construites par ce procéde.
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Les suites sturmiennes ont été beaucoup étudices tant au niveau géométrique ([17]
par exemple) que pour leurs propriétés combinatoires (voir, par exemple: [4, §, 9, 15,
19]). En particulier, il existe divers algorithmes de construction du mot u(x, x) en
fonction du point x et de du développement en fractions continues de 'angle « ([16]
ou [14] par exemple).

On s’intéresse ici au probléeme de billard dans un triangle T de sommets ABC. Sur le

bord de T les trajectoires suivent la regle suivante: 'angle d’incidence est égal a I'angle
de réflexion ([6] ou [S] pour une définition précise du flot du billard). On repére les
angles par rapport a une direction donnée, par example la droite AB.
Fixons une direction initiale ¢. Soit Q un point du bord de T dont la trajectoire
de billard de direction initiale ¢ ne rencontre pas de sommet de 7, on code cette
trajectoire par la suite des cotés quelle recontre. On obtient une suite infinie K
sur un alphabet fini 4 3 lettres, dites couleurs, dont nous allons étudier les
propriétés.

Definition. Soit M point du bord de T et Y un angle, la trajectoire dépliée de (M, /) est
la demi-droite Py, d’origine M qui fait un angle i avec AB.

Dire que le triangle T pave le plan de fagon compatible avec le flot du billard signifie
exactement que 'on peut déplier simultanément toutes les trajectoires de billard ou
encore que, dans une direction donnée, le flot du billard peut se représenter comme un
flot a pente constante sur un tore invariant. Nous renvoyons a [12] pour plus de
détails.

Deéfinitions. On dit qu’un triangle T est pavant s’il pave le plan de fagon compatible
avec le flot du billard. Un pavage du plan par symétrie par des triangles isométriques
a T est un T-pavage et 'union des arétes d’'un T-pavage est une T-triangulation du
plan.

On notera @, le flot du billard et @ l'application de premier retour du flot sur la
T-triangulation.

On code les arétes du T-pavage par symétrie (deux arétes symétriques par rapport
a une méme troisiéme sont codées de la méme fagon). Par conséquent, le codage des
intersections de la trajectoire dépliée de (Q, ¢) et de la T-triangulation est égal a la
suite K.

3. Billard dans le triangle rectangle isocéle

Soit T un triangle rectangle isocele, nous donnons, dans ce paragraphe, un algo-
rithme de construction des mots infinis obtenus comme codage de trajectoires de
billard dans T ainsi que le calcul exact de la complexité de ces mots infinis.
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3.1. Algorithme de construction des mots infinis

3.1.1. Notations

Un domaine fondamental D pour I'action du flot du billard dans un triangle
rectangle isocéle T est une union de 8 triangles isométriques & T formant un carré de
coté 2. Fixons un angle ¢ dont la tangente est irrationnelle et supposons que ¢ est
compris entre /4 et 1t/2, ce qui est toujours possible par symétrie du domaine D.

Les droites correspondant a 'hypoténuse de 7 seront codées par V, celles corres-
pondant aux cOtés de 'angle droit par R ou B selon leur nature (cf Fig. 1).

Soit @ un point appartenant 4 un c6té horizontal du T-pavage isocéle tel que la
trajectoire dépliée de Q ( notée 4) ne rencontre pas de sommet de la T-triangulation
on cherche a déterminer la suite K = (k,),» o de couleurs qui code la trajectoire de
billard de Q de direction initiale ¢. Pour cela, considérons f application de premier
retour du flot linéaire de pente tg(p) sur les cOtés horizontaux du domaine D. Utilisons
des coordonnées adaptées au probléme du codage. Le domaine D est divisé en 4 carrés
de cdtés 1, on définit la nature d’un de ces carrés selon qu'il intersecte une droite de la
T-triangulation de pente 1 ou-1. La nature du carré est égale a 0 s’il intersecte une
droite de pente 1, elle est égale a 1 sinon. La premiére coordonneée j est la nature du
carré dans lequel se trouve le point Q, la seconde k est la couleur de I’horizontale qui
contient le point Q, la troisiéme est un nombre reel x compris entre 0 et 1 qui mesure la
position de Q sur I'horizontale a laquelle il appartient.

Soit 4, la rotation d’angle 1/tg(¢). Exprimons les coordonnées (', k', x") de f(Q)
en fonction de (j, k, x).

Lemme 1. Les coordonnées (j',k',x") vérifient:

(J' K%'y = (j + {(x)mod 2, k, R,(x))

o (x) = 0 si x appartient a [1 — 1/tg(e), 1[,
|1 si x appartient a [0,1 — 1/tg(p)[.
Q" Q"=(1Bx")
R
i R QR Q'= (ORX)
B / R
B i B
) Q=0Bx

Fig. 1.
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Démonstration du lemme 1. 11 est clair que la couleur k’ est égale a k, ou k est égale
a Bsi kest R, égale a R si k est B. L’application fagit sur la coordonnée x comme une
rotation. Le point x’ est I'image de x sous la rotation %, plus précisément:

sixe[0,1—(1/tgle)l = x'=x+(1/tg(g)),

sixe [l —(1/tg(e) 1L = x' =x+(1/tglp)) — 1.
La nature j' dépend de x, on vérifie que:

sixel[0,1 —(1/tg(e)[ = j'=1+jmod2,

sixe[l —-(1/tg(e)1[ = j'=jmod2.
Ceci permet d’obtenir la formule du lemme 1. O

Notons (j,),» 0 1a suite des natures des carrés associée a la trajectoire de Q et

K = (k,), > ¢ la suite des couleurs. Etant donné la suite (J,), » o €t la couleur &, grice

au Lemme 1 et et au dessin ci-dessus, on obtient immédiatement la suite K par
l'algorithme 1.

Algorithme 1.
Initialisation:

K=k, k=kq
Incrémentation:

Pour n=0,1,...,00 faire:

si j,=0¢t j,+1=0 = [K:=KkVk k:==k]
sinon
sijy,=0¢t j,s,=1 = [K:=KVk k=k]
sinon
Siju=1let jus; =0 = [K:=KVk k:=k]
sinon
sija=1letj1=1 = [K:==KVkk k:==k]

Sortie:
Ecrire K.

3.2. Calcul de la complexité

Theoréme 1. Soit ¢ un angle compris entre n/4 et n/2 tel que tg(p) est un nombre
irrationnel, ny = 2[tg(e)] + 1 et ny = 3[sin (m)/ﬁ sin(¢o — n/4)] alors la complexite
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du mot K est donnée par les formules suivantes:

(1) si [tg(e)] = 1, alors:

p(1) =3,
r(2)=6,
p(3)=10,

pn)=4n+2 pourd<n<n,,
plni+ 1)=4(n + 1) + 6,
pm)=4n+8 pournz=zn, +2,

(2) si [tg(e)] = 2k avec k = 1, alors:

p(l) =3,
p2)=6,
p@3) =10,
p(4) = 18,

pm)=4n+4 pourS<n<ny—1,
p(no) = 4ny + 6,
pn)=4n+8 pournzny,+ 1.

(3) si [tg(e)] = 2k + 1 avec k = 1, alors:

p(1) =3,
pQ) =6,
p(3) =10,
pi4) = 18,

pim)=4n+4 pour S n<ng,

p(n)=4n+8 pournz=ny+ 1.

Démonstration du théoréme 1. Dans la premiére partic de la démonstration, nous
introduisons un nouveau codage S des intersections de la demi-droite 4 avec le
T-pavage. Dans la deuxiéme partie, nous calculons la complexité de la suite S et dans
la trouisiéme partie, nous montrons comment déduire la complexité de la suite
K a partir de celle de la suite S.
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3.2.1. Codage non orienté

On définit un autre codage de la triangulation du domaine fondamental D: on code
les arétes horizontales par O les verticales par 1, les droites paralléles a la premiére
bissectrice par 1}, celles paralléles a la deuxieme bissectrice par V,. Nous dirons que ce
codage est le codage non orienté des intersections de la demi-droite A4 avec les arétes
de la triangulation du domaine D.

Soit S = (sp)n»0 le codage non orienté de la demi-droite 4, nous donnons un
algorithme de construction de cette suite en fonction de la suite (j,), s 0. Cet algo-
rithme se démontre de facon analogue a l'algorithme 1.

Algorithme 2.
Initialisation:

S=0

Incrémentation:

Pour n=0,1,..., 00 faire:

sij,=0¢etj,,;,=0 = S:=S81V,0
sinon
sl j,=0et j,,y=1 = §=S8V0
sinon
sij,=1et j,,1=0 = S:=8V,0
sinon
sijy=1et j,y1=1 = S=8V,10

Sortie:
Ecrire S.

Etant donné un mot W = w,...w, appartenant a L(S) commengant 0, 'algorithme
3 calcule le mot W' =wj...w, de L(K) qui code les mémes intersections de la
demi-droite 4 avec les droites du pavage isocéle. Cet algorithme nécéssite de connaitre
w} premiere couleur de W’. Dans Palgorithme 3, on se donne W sous la forme
W =w;..w,S$ ou § est un symbole annexe different de 0, 1, V4, V;.

Algorithme 3.
Initialisation:
W .=w,k=wii=0
Incrémentation:
Tant que i < n faire:
siw; #0 = i=i+1
sinon
siw; =0 =
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Siwiri=Vietw,,=0 = [W=WVkk=ki=i+1]
sinon
siwgp =Voetw,=0 = [W=WVkk=ki=i+1]
sinon
siw=letw,=V,etw,3=0 = [W:= WkVk k=k i=i+1]
sinon
Siw =Voetw,=letw,3=0 = [W:= W Vkk ki=k i=i+1]
sinon
siwg1=Netw,, =8 = [W=WVi=n]
sinon
Siwi =Voetw =% = [W =WV, i=n]
sinon
Siwa =Vietwi,=9% = [W =Wk i=n]
sinon
siwj=1letw,,=Voetw,3=8% = [W = W'kV, i=n]
sinon
siwg i =Vaetw,=1letw,3=8 = [W:=WVk i=n]
Sortie:

Ecrire W’

L’algorithme 3 se vérifie simplement en utilisant 'algorithme 2 car tout mot de L(S)
est une concaténation de blocs de la forme: 0Vy, 05, 01V, 0F,1.

3.2.2. Complexité du codage non orienté
L’intérét d’introduire le codage non orienté résulte de la proposition suivante.
Notons p, la complexité du mot infini S.

Proposition. Pour tout nombre entier n supeérieur ou égal a 2, po(n) = 2n + 4.

Démonstration de la proposition. Le raisonnement qui suit est de nature géométrique.

Le domaine fondamental D est invariant par translation de vecteur (1,1) donc un
domaine fondamental compatible avec le codage non orienté est la réunion de 2 carrés
de cotés 1, 'un de nature 0 I'autre de nature 1, avec des identifications sur le bord (voir
Fig. 2). La surface % obtenue est un tore, le flot est un flot linéaire de pente tg(¢) sur le
tore; ce flot est minimal puisque tg(p) est un nombre irrationnel.



P. Hubert | Theoretical Computer Science 164 (1996) 165-183 173

Fig 2.

Deéfinition. Soit W un mot fini, on note C(W) Fensemble des points des arétes de la
triangulation de D dont le codage commence par W. On dit que C(W) est I'ensemble
associé a W. Réciproquement, soit & un sous ensemble des arétes de la triangulation
de D, on dit que & est codé par W si & est inclus dans C(W).

On remarque que I'ensemble associé & un mot de longueur 2 est un segment
contenu dans une seule aréte (voir Fig. 3). Par conséquent, si W est un mot du langage
de S de longueur n supérieure ou égale a 2, alors W est biprolongeabile si et seulement
si @"*1(C(W)) contient un sommet de la T-triangulation. Pour tout nombre entier
n supérieur ou égal a 2, po(n + 1) — po(n) est donc égal au nombre de sommets de la
triangulation du tore € c’est-a-dire égal a 2. Or il est facile de vérifier que po(2) = 8
d’ot po(n) = 2n + 4 pour tout nombre entier n plus grand que 2. Ceci achéve la
démonstration de la proposition.

Notations. nous désignons, ci-dessous, par {1}...{8}, les segments associés respective-
ment a 0¥}, 01, OV5, 10, 1,0, 1V, V,0, V,1.

3.2.3. Obtention de la complexité du mot K a partir de celle du mot S
Notons p la complexité du mot K et ¢ la permutation sur les lettres B, V, R qui
échange les lettres B et R.

Lemme 2. Le langage L(K) est invariant par la permutation o. En particulier, le nombre
de mots de L,(K) commencant par B est egal au nombre de mots commencgant par R; le
nombre de mots commencant par VB est égal au nombre de mots commencant par VR.

Deémeonstration dulemme 2. Soit W un mot de L,(K) et M un point de la triangulation
de D dont le codage orienté commence par W. Le domaine domaine D est invariant
par translation de vecteur (1,1). Soit T, le triangle de D contenant M, T le triangle
translaté de Ty, de vecteur (1, 1) et N le translaté de M de vecteur (1, 1). La trajectoire de
billard de N dans le triangle 7| intersecte les mémes cbtés que celle de M dans Ty 4 une
permutation prés des couleur B et R. Le codage de la trajectoire de N est donc I'image
du codage de la trajectoire de M par la permutation . En particulier le codage de la
trajectoire de N commence par le mot o(W). Comme le flot du billard est minimal
dans D, il existe un point de l'orbite de Q dont le codage commence aussi par o(W).
Ceci achéve la démonstration du Lemme 2.
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Notons L, (K) le sous ensemble de L,(K) formé des mots commengant par B ou par
VB et p,(n) le cardinal de L;(K). II suffit de calculer p, (n) puisque, d’aprés le Lemme 2,
on a p(n) = 2p;(n).

Nous allons calculer p;(n) en fonction de po(r). On définit Yapplication IT de L,(S)
dans L,(K) de la facon suivante: soit W appartenant & L,(S), [T1(W) est le codage sur
l'alphabet {B,R, V'} de C(W) si ce mot appartient a L, (K) sinon cest le codage sur
lalphabet {B,R, V'} du translaté de C(W) par le vecteur (1, 1). L’application IT est
surjective par construction donc p; (1) < po(n). Nous déterminons ci-dessous, par une
étude de cas, quels sont les mots de L, (K) qui ont plusieurs antécédents par I1.

Les segments {1}, {3} et {6} sont codés par BV, les segments {2} et {4} sont codés
par BR, les segments {5}, {7} et {8} sont codés par VB (Fig. 3).

Définition. Soit X = x;...x, un mot fini sur un alphabet fini, soit X* = (x;...x;,)” le
mot infini périodique de période x;...x;. On note X* I'ensemble des préfixes de X *.

3.2.4. Etude des mots commengant par BV

Considérons les mots de longueur 3 commengant par BV, le segment {1} est codé
par BVR, le segment {6} par BVB. Notons {3,} le sous segment maximal de {3} codé
par BVR, {3,} le sous segment maximal codé par BVB.

3.2.5. Mots commencant par BVR

Pour tout nombre entier n, les préfixes de longueur n de (0V;0V,)* et de (0V,017)”
ont la méme image par IT a savoir le préfixe de longueur n de (BVRV)®, d’apres
l'algorithme 3.

Lemme 3. Soit W = w,...w, un mot de L(K) commencant par BVR, n’appartenant pas
a (BVRV)*, alors W a un unique antécedent par II.

7
/ /
} 7} / / {
/ / R /
/ 7 / Bl / /
/ / 7} / / /
(N AN '_R / R
/ s {6} s 7
// } // // //
7/ @) {3} w /S /
/ / R / /
B / / /
AV / 1
{1} / {2} {3}
B B

segments {1} ... {8} dansDet T

Fig. 3.
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Démonstration du lemme 3. Soit i le plus petit entier tel que W’ = w...w; n’appartient
pas a (BVRV)*, il suffit de montrer affirmation pour W'

Par minimalité de W’, d’aprés Palgorithme 2, on vérifie facilement que w; = I1(1)
sinon W’ serait élement de (BVRV)*. Si w; = R alors C(W') est un segment contenu
dans {1}, si w; = B, C(W’) est un segment contenu dans {3,}. Ainsi W’ a un unique
antécédent par I1. Ceci démontre le Lemme 3. O

La longueur maximale n, des mots de L(K) commengant par BVR et qui ont
plusieurs antécédents par IT a une interprétation géométrique simple (voir Fig. 4).
ny=2[FH] + 1 ou FH = tg(op).

3.2.6. Etude des mots commengant par BVB
Les mots de méme longueur appartenant a (1V,0)* et (0V,1)* ont la méme image
par IT: c’est un mot appartement a (BVBRVR)* d’aprés I'algorithme 3.

Lemme 4. Soit W = w,...w, un mot de L(K ) commencant par BVB, n’appartenant pas
a (BVBRVR)* alors W a un unique antécedent par I1.

Démonstration du lemme 4. Comme précédemment, il suffit de démontrer Iaffirm-
ation pour un mot minimal W’ = w,...w;.

Par minimalité de W’ = w,...w; a deux prolongements appartenant a ’'union de
L(K) et de (BVBRVR)*. En utilisant cette remarque, montrons que si i est congru
a 1 modulo 3 alors C(W’) est contenu dans {6}, si i est congru 4 0 modulo 3, C(W’) est
contenu dans {3,} ce qui suffira pour conclure.

D’apres l'algorithme 2, un mot de la forme 1V,(01V,)k est suivi par 01V, ou par 0V,.
Donc un mot appartenant a (17,0)* peut étre biprolongeable seulement s'il se termine
par 0. En particulier, sa longueur doit &tre congrue a 0 modulo 3. Si wy...w;—; a un
antécédent dans (17,0)*, comme c’est un mot biprolongeable on doit avoir i congru

@]

/

S~
=
N SR

Fig. 4. Fig. 5.
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a 1 modulo 3. De méme, si w;...w;_; a un antécédent dans (0V,1)* alors i est congru
a 0 modulo 3. Ceci achéve la démonstration du Lemme 4.

La longueur maximale n; des mots de L(K) commengant par BVB et qui ont
plusieurs antécédents par I7 a aussi une interprétation géométrique simple (voir
Fig. 5): ny = 3[CH] ou la longueur CH se calcule en fonction de I'angle ¢ par la
formule:

sin ()

CH=—«—"——.
\/5. sin(ep — n/4)
3.2.7. Etude des mots commencant par BR

Les segments {2} et {4} codés par BR. Les mots de méme longueur de (01¥;)* et
(10V,)* ont la méme image par I1 qui appartient & (BRVRBV)*.

Lemme 5. Soit W = wy...w, un mot de L(K) commencant par BR, wappartenant pas
a (BRVRBV)* alors W a un unique antécédent par I1.

La démonstration est similaire 4 celle du Lemme 4. On vérifie de plus que la
longueur maximale commune des mots de L(K) commengant par BR et qui ont
plusieurs antécédents par IT est égale a n,.

3.2.8. Etude des mots commengant par VB

Les segments {5}, {7} et {8} sont codés par VB. Considérons les mots le longueur
3 commengant par VB: {5} est codé par VBV, {8} est codé par VBR, on définit {7,} le
sous segment maximal de {7} codé par VBV et {7,} le sous segment de {7} codé par
VBR.

3.2.9. Mots commengant par VBR

On vérifie que D({7,}) = {2} et #({8}) = {4}. Par conséquent, la situation pour les
mots commengant par ¥BR est similaire a celle des mots commencant par BR quitte
a décaler d’une lettre. La longueur maximale des mots de L(K ) commengant par ¥BR
et qui ont plusieurs antécédents par IT est égale 4 n; + 1.

3.2.10. Mats commengant par VBV

Les segments {7} et {5} sont codés par VBV, or ®({7,}) et &({5}) sont codés par
0 sur l'alphabet {0,1, V3, V,} donc, d’aprés le lemme 3, les seuls mots codant des
trajectoires issues de {7,} et {5} qui peuvent avoir méme image par IT appartiennent
a (V,01,0)* et a (V,0V,0)* respectivement. Soit n, la longueur maximale de ces mots
ayant la méme projection. Par les méthodes que 'on a développé précédemment, on
montre que:

n,=no—1 sing=4k+1

n,=ng Sing=4k+ 3.
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Vu les interprétations géométriques de ng et ny, il est facile de vérifier que, si
[tg(p)] = 1 alors ny = 3 et ny = 6, par contre, si [tg{@)] > 1, n;, =3 et ng = 5.

Le raisonnement établi ci-dessus, permet de donner des formules exactes pour la
complexité p selon les valeurs de[tg(p)] et donc de démontrer le Théoréme 1.

4. Billard dans le “demi-triangle équilatéral”

Nous donnons, dans ce paragraphe, des régles de construction des suites infinies
obtenues comme codage de trajectoires de billard dans un “demi-triangle équilatérl”.
Contrairement au cas précédent, dans le cas du “demi-triangle équilatéral”, la con-
struction algorithmique de telles suites nécessite plus d’informations que la connais-
sance d’une seule suite sturmienne.

Dans un polygone pavant, I'application de premier retour du flot du billard sur une
courbe fermée dans une direction donnée est une rotation. Dans le cas du triangle
rectangle isocéle comme dans celui du triangle équilatéral, on peut trouver une courbe
fermée pour laquelle la rotation associée est codée par la partition naturelle (partition
qui correspond a une suite sturmienne) tandis que dand le cas du “demi-triangle
équilatéral” les courbes provenant de la triangulation d’'un domaine fondamental d’un
tore invariant ne possédent pas cette propriété. La difficulté supplémentaire résulte
dans le fait de pouvoir trouver un algorithme permettant de construire I'itinéraire d’un
point x sous une rotation d’angle « pour la partition [0, B[, [3,1[, ot x et 8 sont des
points de [0, 1 [ et « est un angle irrationnel. Nous donnons un tel algorithme dans le
paragraphe 5.

Notations.

Soit T un demi triangle équilatéral, notons BC I'hypoténuse, AB le petit coté de
I'angle droit et AC le grand c6té de 'angle droit. Codons le c6té BC par 0, le coté AC
par 1 et le c6té AB par 2. Fixons comme repére orthnormé (4,2A4B,(2/ \/3 }AC). On
repére les angles par rapport au c6té AB. Soit ¢ un angle, compris entre 1t/3 et 1t/2 et
Q un point de AB dont la trajectoire de billard de direction initiale ¢ ne rencontre pas
de sommets du triangle 7.

Un domaine fondamental d’un tore invariant par le flot du billard dans T est une
réunion de 12 triangles isométriques a 7 formant un hexagone H. Soit f 'application
de premier retour du flot du billard de direction initiale ¢ dans 'hexagone H sur les
segments horizontaux de la triangulation de H a savoir: I, =[—1,0] x {\/§ /23,
I =[0,11x{\/3/2}, I, = [~},3] x {0} (voir Fig. 6).

Munissons ces intervalles de coordonnées adaptées au probléme. Un point M ap-
partenant a I, U I, U I, est repéré par un élément j qui indique dans quel segment se
trouve le point M et un nombre réel x compris entre 0 et 1 qui donne la position de
M a Tintérieur de ce segment (la position du point M est repérée par rapport
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a lextrémité gauche du segment du segment considéré). A partir de la donnée du
couple (x, j), on peut obtenir explicitements les coordonnées (x',j’) du point f(x,j):

x' est I'image de x sous la rotation #, d’angle a, ot a = %(\/g/tg((p)) + 1),
J =Jj+ {(x)mod3 ou

{x) = 1 si x appartient a [0,1 — a[,
" 12 si x appartient a [1 —aq,1[.

Pour tout nombre entier #, notons @, 'image de Q par I'application f” et (x,, j,) ses
coordonnées adaptées. L'étude précédente permet d’obtenir la suite J = (j,), » o mais
ces données sont insuffisantes pour construire la suite des couleurs K a partir de régles
de codage comme on I’a fait dans le cas du triangle rectangle isocéle. Pour déterminer
la suite K, il faut connaitre, pour tout nombre entier n, 1a position de f*(x) par rapport
a certaines images réciproques de sommets de la triangulation de 'hexagone H a sa-
voir X (V) de coordonnées adaptées (2,%), X @ de coordonnées adaptées (0,(1 — a)/2),
X ®de coordonnées adaptées (0,3 — a), X de coordonnées adaptées (1,1 — $a) (voir
Fig. 7).

A partir de ces données, on obtient la suite (k,),, o par des régles de codage.
Supposons que I'on a déterminé les 1 premiéres lettre de la suite (k, ), > o, que k; code
le segment contenant Q, et que @, appartient au c6té codé par la lettre k,, nous
donnons ci-dessous les valeurs des lettres k;...k,.

Codage
sij,=0
si x, €[0,(1 —a)/2[
= [k;=0,k+y =2,ky=1kis=0=k,et j,.,=1],

xQ

Fig. 6. Fig. 7.
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six,e[(1 —a)/2,1 -al

= [hi=0kisy = Lkisa=2kios=0=kyet juo, = 1],
si x,€[1~a,3—al

= [hki=0kpys=Lkjoa=0kios=2=kpet jyry =21,
six,e[3—alf

= [k=0,k =Lk, =0kyis=1kis=2=k,etj,,,=2],

sij,=1

six,€[0,1 —al

= [k=0,k. =Lk ;=0,k.3=2=ketj,1=2],
six,e[l—al—3a[

= [hi=0,kisy =1 kisy =2 kiny = 0 =kyet josy = 0],
six, e[l —4a1[

= [ki=0,kpy =2 ks = L ks = 0=kyet juss = 0],

st j,=2

si x,€[0,1 ~a[

= [k=2ki1=0ki;=1Lkyy=0=k,etj,, =0],
six,e[l —alf

= [ki=2 k1 =Lk =0ki3=1k,s=0=k,et j,, =1],
six,e[31]

= [ki=2kiey=0kss =1, kies=0=kyet jur, = 1].

Pour obtenir la suite (k,), > o, & partir de x et ¢, il faut pouvoir placer algorithmique-
ment les itérés de Q sous la rotation £, par rapport aux points XM, X X3 X ® quj
interviennent dans les régles de décodage. Le probléme revient donc a la détermina-
tion, par un algorithme, du codage d’un point x sous une rotation d’angle « pour une
partition en intervalles. Nous traitons ce probléme au paragraphe suivant.

5. Codage d’une rotation sous une partition en intervalles

5.1. Partition en deux interalles

Soit & un nombre irrationnel, « € [0,11, x¢, B €]0,1[ tels que f # 1 — «. Nous
donnons une formule explicite pour obtenir le infini w qui code Pitinéraire de x4 sous
la rotation d’angle x pour la partition [0, 8, [B,1[.
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Etant donné les deux suites sturmiennes: u = u(o, xo) et v = u(a, xo — ), le mot
w est donné par le Théoréme 2:

Theéoréme 2. Le mot w verifie: Wy, = W, + v, — Uy, pour tout nombre entier n. De plus,
la connaissance d’un nombre fini de termes des suites u et v permet de déterminer wy.

Démonstration du théoréme 2. Pour montrer la premiére partie du théoréme, il suffit
de montrer que, pour tout nombre entier n, w,,; —w, =1 si et seulement si
v, — u, =1 et que w,1; — w, = — 1 si et seulement si v, — u, = — L.

Fixons n un nombre entier positif, notons x, = %, "(x,) et plagons nous sur le cercle
R/Z orienté. Tout ce qui est écrit dans ce paragraphe doit étre considéré modulo 1 car
les ensembles envisagés sont des sous ensembles du cercle, méme si ce n’est pas précisé
pour ne pas alourdir les notations.

On a les équivalences suivantes:

Wp=1letwy; =0 < x,e®, '([0,8[)n[B,0[,
< x,ell—-a,p—a[ n[B,0[.
wy=0etwy; =1 < x,eR, ([A0[) [0, B[,
< x,e[p—o1—af n[0,B].
u,=letv,=0 < x,e[l —a,0[ N[5, —af.
u,=0etv,=1 < x,e[0,1 —a[ n[f—aB[.

Notons I; =[1 —a,f—a[ n[BO[, I, =[B—a1—a[ n[0,B[, Jy =[1 —,0[
N[BB—al,J,=[0,1—a[ n[f—«p[, montrons que I, = J, et I, = J,.

Les ensembles I, et I, sont connexes [1] (ce n’est pas forcément le cas pour les
ensembles correspondant A w,=0etw,.; =0etaw,=1et w,y; =1).

La fin de la démonstration repose sur le lemme suivant:

Lemme 6. Soient X,,X,, X5, X, quatre points distincts du cercle R/Z tels que I'inter-
section de [ X1, X,[ et [ X3, X4[ est connexe non vide alors:
(X1, Xo[ N [ X3, Xa[ = [ X1, Xo[ 0 [ X5, X[
Le Lemme 6 se vérifie facilement sur une figure, de plus I'hypothése de connexité est
indispensable (voir Fig. 8):
Exemple. Fin de la démonstratioin du Théoréme 2:
D’aprés le Lemme 6,
L=[1-af—a[n[BO[=[1-a0[n[BB—al=Ji,
L=[-al—a[n[0,f[=[01—a[n[f—afB[=J.

Ceci démontre que w,41 = W, + U, — U, .
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Exemple
Intersection connexe Intersection non connexe
X3 X2
X2 X1 X3 X1
X4 X4
[X1.X2l N [X3.X4l = [X1.Xal 0 [X3.Xaf [X1.X2[ N [X3,X4] = B

[X1.X4[ N [X3,X0[ = (X1,X2] U [(X3,X4[

Fig. 8.

Déterminons la valeur de wq en fonction des suites u et v. Soit k le plus petit entier
tel que w, # v,. D’apres la relation de récurrence que I'on vient de démontrer, pour
j plus petit que k, w; = w,. En particulier, w, = wy, par conséquent il suffit de
connaitre la valeur de w;. D’apres le raisonnement précédent, si u, = 1 et v, = 0 alors
X, appartient a I, et w, = 0, si y, = 0 et v, = 1 alors x, appartienta I, et w, = 1. La
connaissance de ug...u; et vg...v, permet donc de déterminer explicitement wy. Par
contre le nombre de termes de u et v nécessaires pour calculer w, n’est pas borné car
les suites u et v peuvent avoir un début commun arbitrairement long selon les valeurs
de a et B. Ceci achéve la démonstration du Théoréme 2.

6. Conséquences

6.1. Conséquence arithmétique

Soient o un nombre irrationnel « € [0, 1], x et y deux points distincts de [0, 1], notons
u la suite sturmienne u(x, x) et v la suite sturmienne u(e, y). Soit w la suite de terme
général w, =Y 5" ' v,— Y45 ' u,, pour tout nombre entier n w, prend au plus trois
valeurs 0, 1, — 1 car les suites sturmiennes sont équilibrées [7]. D’aprés le Théoréme 2,

la suite @ est, en fait, une suite sur un alphabet a deux lettres {0,1} ou {—1,0}.

6.2. Caractérisation

Soit g tel que la suite w soit une suite sur I'alphabet {0, 1}, alors, par construction,
la suite o est le codage du point x sous la rotation d’angle «, pour la partition

[O,X—y[, [x—yal[
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Remarque. Le Théoreme 2 généralise un théoréme de Rote qui donne une caractérisa-
tions des suites qui codent les itinéraires d’une rotation pour la partition [0,4[, [$,1[,

[18].

Corollaire. La méthode établie au Theoreme 2 permet d’obtenir des regles de construc-
tion du codage z de litinéraire d’'un point x, sous la rotation R, pour une partition

en intervalles de la forme [0,B1(,-.,[Bi-1.Bc0, [Bw,1[, ou B,...Bx verifient:
Bo=0< i< <P<Pr+1=1

Etant donné les suites sturmiennes u(x, xq), w(®, xo — B1)...u(®, xo — fi), on con-
struit par Palgorithme précédent, les suites w!,..., w* telles que w' code I'itinéraire de
Xo sous la partition [0, B[, [ f;, 1[ pour tout i compris entre 0 et k. On en déduit
facilement la suite z: soit n un nombre entier, il existe i compris entre 1 et k tel que
Bi< na+ xmod1 < B, donc (W), =-- =), =1et (W), =-..=(wh),=0cet
par conséquent z, = i.

Remarque. le corollaire ci-dessus permet de construire les mots infinis ob-
tenus comme codage de trajectoires de billard dans un demi-triangle équilatéral
(Section 4).

Par ailleurs cette méthode peut s’appliquer aux échanges de 3 intervalles car
Papplication induite d’'un échange de trois intervalles sur le plus grand intervalle
admissible est une rotation codée par intervalles.
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