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( )Batiment 101 mathematiques , Unï ersite Claude Bernard Lyon-1,´ ´

43 bl̈ d du 11 no¨embre 1918, 69622 Villeurbanne Cedex, France
E-mail: frecon@desargues.univ-lyon1.fr

Communicated by G. Stroth

Received April 19, 1999

1. INTRODUCTION

La question centrale concernant les groupes de rang de Morley fini est
la classification des groupes simples infinis de rang de Morley fini qui sont
conjectures etre isomorphes a des groupes algebriques sur des corps´ ˆ ` ´
algebriquement clos. Une difficulte rencontree dans ce travail de classifi-´ ´ ´

Žcation est l’existence des mauvais corps recemment montree par B.´ ´
.Poizat . Les mauvais corps donnent l’existence de groupes de rang de

Morley fini resolubles et non nilpotents qui ont des proprietes non´ ´ ´
algebriques, notamment de groupes de rang de Morley fini resolubles et´ ´
non nilpotents sans torsion. Il est donc necessaire de developper une´ ´
theorie des groupes resolubles de rang de Morley fini independante des´ ´ ´
elements d’ordre fini. C’est l’un des objectif de cet article. Nous pensons´ ´
que cette approche sera fructueuse puisque certains resultats de cet article´
Ž w x.et aussi ceux d’un article de F.O. Wagner sur le meme sujet 20 ont eteˆ ´ ´

w xutilises dans 13 ou E. Jaligot generalise certains resultats qui avaient ete´ ` ´ ´ ´ ´ ´
montres sous l’hypothese de la non interpretabilite des mauvais corps.´ ` ´ ´

Un sous-groupe H d’un groupe G est dit anormal si, pour tout g g G,
² g:g g H, H . Dans cet article on considere les sous-groupes anormaux`

des groupes de rang de Morley fini connexes et resolubles. La notion de´
w xsous-groupe anormal a ete utilisee par R. W. Carter dans 8 pour´ ´ ´

demontrer l’existence et la conjugaison des sous-groupes nilpotents auto-´
normalisants dans les groupes resolubles finis. Les resultats de Carter sur´ ´
les sous-groupes nilpotents autonormalisants, connus desormais comme les´
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sous-groupes de Carter, ont largement contribue au developpement de la´ ´
theorie des groupes resolubles finis. F. Wagner a demontre des analogues´ ´ ´ ´
de ces resultats pour certaines classes de groupes stables dont les groupes´

Ž .de rang de Morley fini connexes et resolubles voir Faits 2.15 et 2.16 .´
L’un des buts de cet article est de montrer l’existence et la conjugaison

des sous-groupes de Carter en partant de l’existence d’un sous-groupe
anormal propre dans tout groupe de rang de Morley fini connexe, resolu-´

Ž .ble et non nilpotent Proposition 3.6 . Cela est fait dans les Sections 3, 4,
et 5. Cette approche est distincte de celle de Wagner puisque lui montre
directement l’existence d’un sous-groupe de Carter alors qu’ici nous
demontrons d’abord les resultats pour les sous-groupes anormaux mini-´ ´

Ž .maux Remarque 4.1 et Proposition 4.9 puis nous montrons qu’en fait ces
sous-groupes sont exactement les sous-groupes de Carter. Les parties 3 et
4 donnent aussi des proprietes generales des sous-groupes anormaux d’un´ ´ ´ ´
groupe de rang de Morley fini connexe et resoluble, en particulier la´

Ž .connexite de tels sous-groupes donc des sous-groupes de Carter . On´
verra par la suite d’autres familles de sous-groupes anormaux, par exemple
les normalisateurs des sous-groupes de Hall. Cet exemple vient du Corol-
laire 7.15 qui donne l’anormalite de tels sous-groupes et deduit de ceci une´ ´
generalisation du Fait 5.3. Les resultats des parties 3, 4, et 5 peuvent se´ ´ ´
resumer ainsi:´

THEOREME 1.1. Dans un groupe de rang de Morley fini connexe et´ `
resoluble G les sous-groupes anormaux minimaux existent et sont conjugues.´ ´

De plus, les conditions suï antes sont equï alentes pour tout sous-groupe H´
de G.

Ž .i H est un sous-groupe anormal minimal de G;

Ž .ii H est un sous-groupe definissable, nilpotent, et d’indice fini dans´
son normalisateur;

Ž . Ž .iii Il existe n g N et une suite A de sous-groupes de G teli is0, . . . , n
Ž . � 4que A rA soit GrA -minimal pour tout i g 0, . . . , n y 1 et tel queiq1 i i

ŽA s 1, A s G et H cou¨re un quotient de la forme A rA pour0 n iq1 i
� 4.i g 0, . . . , n y 1 si et seulement si A rA est central dans GrA .iq1 i i

En particulier, les notions de sous-groupe anormal minimal et de sous-groupe
de Carter sont equï alentes.´

Dans la partie 6 on finit de prouver le Theoreme 1.2 qui donne des´ `
caracterisations des sous-groupes anormaux et une sorte d’analogue du´
theoreme de Jordan]Holder.´ ` ¨
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Ž .Pour comprendre l’assertion ii , notons qu’un sous-groupe H d’un
Ž g .groupe de rang de Morley fini G est def-anormal dans G si g g d H, H´

pour tout g g G:

THEOREME 1.2. Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et´ `
resoluble et H un sous-groupe de G. Alors les conditions suï antes sont´
equï alentes:´

Ž .i H est anormal;
Ž .ii H est definissable et def-anormal;´ ´
Ž .iii H contient un sous-groupe de Carter de G;
Ž .iv H est definissable et connexe et il existe n g N et une suite´

Ž .decroissante H de sous-groupes de G tel que H s G, H s H, et,´ i 0 F iF n 0 n
pour tout i s 1, . . . , n, H est un sous-groupe propre definissable et connexe´i
maximal de H qui n’est pas normal dans H .iy1 iy1

Ž .De plus, si H est anormal, l’entier n de l’assertion iv ne depend pas de la´
Ž .suite H choisie.i 0 F iF n

En particulier, ce theoreme donne la connexite des sous-groupes de´ ` ´
Carter dans un groupe de rang de Morley fini connexe et resoluble.´

La preuve du Theoreme 1.1 utilise deux notions introduites dans la´ `
Ž .partie 5: le centralisateur generalise Definition 5.15 et le sous-groupe de´ ´ ´ ´

0 Ž .Frattini Definition 5.6 . Dans la partie 7 nous continuons de developper´ ´
ces notions, par exemple nous montrons qu’il n’y a qu’on nombre fini de

Ž .classes de conjugaisons de centralisateurs generalises Theoreme 7.9 .´ ´ ´ ´ `
Cette notion permet aussi de generaliser les resultats sur l’existence et la´ ´ ´
conjugaison des sous-groupes de Carter aux sous-groupes definissables´

Ž .d’un groupe de rang de Morley fini connexe et resoluble Theoreme 7.16 .´ ´ `
Dans la partie 8 nous developpons une theorie des formations connexes´ ´
en partant de la notion de sous-groupe de Frattini0 introduite dans la
partie 5.

´2. PRELIMINAIRES

Pour des generalites sur le sujet on pourra se referer soit au livre de´ ´ ´ ´ ´
w x w xA. Borovik et A. Nesin 3 , soit au livre de B. Poizat 18 .

La notation est celle habituellement utilisee. Aussi, on note G1 s´
Ž1. iq1 w i x Ž iq1. w Ž i. Ž i.xG s G9 et, pour tout i g N*, G s G, G et G s G , G .

2.1. Generalites´ ´ ´
Les deux faits suivants sont des corollaires du theoreme des indecom-´ ` ´

w xposables de Zil’ber 22 .
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Žw x .Fait 2.1 22 , Zil’ber . Soit G un groupe de rang de Morley fini, alors
un sous-groupe de G engendre par un ensemble de sous-groupes connexes´
et definissables de G est connexe et definissable.´ ´

Žw x .Fait 2.2 22 , Zil’ber . Soient G un groupe de rang de Morley fini,
w xH F G definissable et connexe et X : G, alors H, X est definissable et´ ´

connexe. En particulier, pour tout i g N*, H i et H Ž i. sont definissables et´
connexes.

Dans un groupe de rang de Morley fini G, la cloture definissable d’unˆ ´
sous-ensemble X de G est l’intersection des sous-groupes definissables de´

Ž .G qui contiennent X. On la note d X . Par condition de chaıne descen-ˆ
dante sur les sous-groupes definissables de G, c’est un sous-groupe definis-´ ´
sable de G.

Žw x .Fait 2.3 3, Cor. 5.38, p. 90 , Zil’ber . Soient G un groupe de rang de
Ž .Morley fini et H un sous-groupe de G. Si H est resoluble resp. nilpotent´

Ž . Ž .de classe n alors d H est aussi resoluble resp. nilpotent de classe´
exactement n.

Žw x .Fait 2.4 16 , Nesin . Soit G un groupe nilpotent de rang de Morley
fini. Alors G s D)C, D s T = N, où

D est definissable, connexe, caracteristique et divisible;´ ´
C est definissable et d’exposant borne;´ ´
T est la partie de torsion de D et est abelien et divisible;´
N est un sous-groupe sans torsion.

De plus, si G est connexe, alors T est central dans G et C peut etreˆ
choisi connexe et caracteristique.´

w xFait 2.5 3, Ex. 8, p. 98 . Soient U un groupe de rang de Morley fini,
connexe et nilpotent et f un automorphisme definissable de U qui ne fixe´

� y1 Ž . 4aucun element non trivial. Alors U s u f u : u g U .´ ´

Pour tout groupe G de rang de Morley fini, on note G0 sa composante
connexe, c’est-a-dire l’intersection de ses sous-groupes definissables d’in-` ´
dice fini. On etend cette notation aux sous-groupes des groupes de rang de´

0 Ž .0Morley fini, en notant H s H l d H pour tout sous-groupe H d’un
groupe de rang de Morley fini.

Si H est un sous-groupe d’un groupe de rang de Morley fini G, un
sous-groupe H-minimal A de G est un sous-groupe definissable de G,´
normalise par H, infini qui est minimal pour ces conditions. On remarque´
que, si G est resoluble, A est abelien.´ ´
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Žw x .Fait 2.6 2 , Belegradek . Soit G un groupe de rang de Morley fini. Si
H est un sous-groupe normal contenant un element non central de G0,´ ´
alors H contient un sous-groupe G-minimal.

2.2. Groupes resolubles´
Ž .Le sous-groupe de Fitting F G d’un groupe G est le sous-groupe

engendre par les sous-groupes normaux et nilpotents. Si G est de rang de´
Ž w xMorley fini, ce sous-groupe est definissable et nilpotent Belegradek 2 et´

w x.Nesin 17 .

w xFait 2.7 15, Nesin . Soit G un groupe de rang de Morley fini, connexe
Ž .0 Ž Ž ..et resoluble. Alors GrF G et, donc, GrF G est un groupe divisible et´

abelien.´
Žw x .Fait 2.8 19, Th. 5.2.10, p. 129 , Hall . Si un groupe G a un sous-groupe

normal et nilpotent N tel que GrN9 soit nilpotent, alors G est nilpotent.

En particulier, on remarque qu’un groupe de rang de Morley fini
connexe et resoluble G est nilpotent si et seulement si GrGŽ2. est´
nilpotent.

Nous allons avoir frequemment besoin du fait 2.9 qui est un corollaire´
w xd’un theoreme de Zil’ber 23 .´ `

Žw x .Fait 2.9 23 , Zil’ber . Soient G un groupe de rang de Morley fini,
connexe et resoluble et A un sous-groupe G-minimal de G. Alors, pour´

� 4 Ž . Ž .tout a g A _ 1 , C a s C A .G G

On rappelle les definitions des notions d’anormalite et de def-anormalite´ ´ ´ ´
qui ont ete donnees dans l’introduction.´ ´ ´

DEFINITION 2.10. Soient G un groupe et H un sous-groupe de G. On´
dit que H est anormal dans G si, pour tout g g G, g appartient à
² g:H, H . Si G est de rang de Morley fini, on dit que H est def-anormal´

Ž g .dans G si, pour tout g g G, g appartient a d H, H .`
On remarque que les sous-groupes anormaux sont autonormalisants,

passent au quotients, remontent les quotients et, aussi, contiennent
l’hypercentre du groupe.

Žw x .Fait 2.11 3, Lemme 9.14, p. 150 , Nesin . Soit G un groupe de rang de
Ž .Morley fini, connexe, resoluble, tel que Z G soit fini et G9 soit G-minimal.´

Alors G s G9 i T pour un sous-groupe abelien, divisible, definissable,´ ´
Ž .connexe T qui contient Z G . De plus, deux complements sont conjugues.´ ´

COROLLAIRE 2.12. Sous les hypotheses du Fait 2.11, si H est un sous-`
groupe anormal ou definissable et def-anormal de G, alors H s G ou H est un´ ´
complement de G9 dans G. En particulier, H est definissable et connexe.´ ´
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Preu¨e. Comme G9H est normal dans G, G9H s G. Alors G9 l H est
Ž .normal dans G. Or G9 l Z G s 1 d’apres le Fait 2.11 donc, si H n’est`

pas un complement de G9 dans G, G9 l H contient un sous-groupe´
G-minimal d’apres le Fait 2.6. On en deduit que H contient G9, donc` ´
H s G.

2.3. Sous-groupes de Carter

DEFINITION 2.13. Un sous-groupe de Carter d’un groupe est un sous-´
groupe nilpotent et autonormalisant.

Remarque 2.14. Un sous-groupe de Carter C d’un groupe de rang de
Morley fini est definissable.´

Ž .Preu¨e. D’apres le Fait 2.3, d C est nilpotent. La condition de normal-`
isateur dans les groupes nilpotents donne le resultat.´

Nous donnons deux resultats de F. O. Wagner concernant les sous-´
groupes de Carter dans le contexte plus general des R-groupes. Les´ ´
R-groupes sont des groupes stables sur lesquels, en general, il n’est pas´ ´
possible de definir un rang, mais qui ont des proprietes proches de celles´ ´ ´
des groupes munis d’un rang. La notion de R-groupe a ete inventee par´ ´ ´
F. O. Wagner, et generalise considerablement la notion de groupes de´ ´ ´
rang de Morley fini. En particulier, les deux resultats suivants montrent´
qu’un groupe de rang de Morley fini connexe et resoluble a une unique´
classe de conjugaison de sous-groupes de Carter.

Žw x .Fait 2.15 20 , Wagner . Soient G un R-groupe et N un sous-groupe
normal relativement definissable de GF avec quotient resoluble H s´ ´
GFrN. Alors H a un sous-groupe de Carter C. Si K est un sous-groupe
type-definissable de H contenant C 0, alors C l K est un sous-groupe de´
Carter de K. Si D est un sous-groupe nilpotent de K d’indice fini dans le
normalisateur de sa composante connexe D0, alors D0 est conjugue a C 0´ `

Ž . Ž 0.dans K. De plus K s K 9 C l K et C s N C .H

Žw x .Fait 2.16 20 , Wagner . Soient G un groupe stable menu et N un
sous-groupe relativement definissable normal de GF avec quotient resolu-´ ´
ble H s GFrN. Supposons que C soit un sous-groupe de Carter de H. Si
K est un sous-groupe type-definissable de H contenant C 0, alors tous les´
sous-groupes de Carter de K sont conjugues.´

´3. L’ANORMALITE

Remarque 3.1. Si un groupe G a un quotient nilpotent GrN, alors
G s NH pour tout sous-groupe anormal H de G. En particulier G s G9H.
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Les Propositions 3.2 et 3.6 constituent des resultats de base pour tout ce´
qui va suivre.

PROPOSITION 3.2. Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et
resoluble a¨ec un sous-groupe H qui est anormal ou definissable et def-anormal.´ ´ ´
Alors H est definissable et connexe.´

Preu¨e. Par induction sur le rang de G. Soit A un sous-groupe G-
minimal. Alors HArA est soit definissable et def-anormal soit anormal.´ ´
Par hypothese d’induction HArA, donc HA, est definissable et connexe.` ´
Donc l’hypothese d’induction permet de supposer G s HA. Alors H l A`
est normal dans G. Si A est central dans G alors A est contenu dans H et

Ž .G s H, donc la proposition est triviale. Sinon A l Z G s 1 d’apres le`
Ž .Fait 2.9 et on peut supposer Z G fini. Si A l H / 1, A l H contient un

sous-groupe G-minimal d’apres le Fait 2.6, donc G s H et la proposition`
est triviale. On peut alors supposer A l H s 1. Si G9 s A, le Corollaire
2.12 donne le resultat. Sinon G9 l H / 1. G9 etant connexe, G9 l H est´ ´
infini, en particulier G9 l H n’est pas central dans G. Mais G9 l H est
normal dans H et le Fait 2.7 dit que G9 centralise A, donc G9 l H est
normal dans G. D’apres le Fait 2.6, G9 l H contient un sous-groupe`
G-minimal B. Alors HrB est anormal ou definissable et def-anormal dans´ ´
GrB et l’hypothese d’induction donne le resultat.` ´

COROLLAIRE 3.3. Les notions d’anormalite et de def-anormalite sont´ ´ ´
equï alentes pour tout sous-groupe definissable d’un groupe de rang de Morley´ ´
fini connexe et resoluble G.´

Preu¨e. D’apres la Proposition 3.2 il suffit de montrer qu’un sous-`
groupe definissable et def-anormal H de G est anormal. Soit g g G. Alors´ ´
² g:H, H est definissable et connexe d’apres la Proposition 3.2 et le´ `

Ž . Ž g .Theoreme des indecomposables de Zil’ber Fait 2.1 , donc g g d H, H´ ` ´
g² :s H, H et H est anormal.

LEMME 3.4. Si, dans un groupe de rang de Morley fini connexe et
resoluble G, un sous-groupe G-minimal A est non central et a un complement´ ´

² g:H, alors G s H, H pour tout g g G _ H. En particulier, H est un
sous-groupe anormal propre de G.

Preu¨e. Remarquons d’abord que H est autonormalisant. Il faut mon-
Ž . Ž . Ž . Ž .trer que N H s 1. Si N H s C H F Z G n’etait pas trivial, A´A A A

serait central dans G d’apres le Fait 2.9, ce qui n’est pas.`
² g:Ainsi, si g g G _ H, H, H l A est un sous-groupe normal et non

Ž . ² g:trivial de G. Donc, puisque A l Z G s 1 d’apres le Fait 2.9, H, H l`
A contient un sous-groupe G-minimal d’apres le Fait 2.6. A etant G-` ´
minimal, on a le resultat.´
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PROPOSITION 3.5. Tout groupe G de rang de Morley fini connexe, resolu-´
ble et non nilpotent a un sous-groupe normal, definissable et connexe W tel´

Ž . Ž .que GrW 9 soit GrW-minimal et Z GrW fini.

Preu¨e. Par induction sur le rang de G. Comme GŽ2. est definissable et´
Ž .connexe d’apres le theoreme des indecomposables de Zil’ber Fait 2.2 et` ´ ` ´

comme GrGŽ2. n’est pas nilpotent d’apres les Faits 2.7 et 2.8, l’hypothese` `
d’induction permet de supposer G 2-resoluble. D’apres le theoreme des´ ` ´ `
indecomposables de Zil’ber, Gi est definissable et connexe pour tout´ ´
i g N, donc il existe k g N tel que Gk s Gkq1. G n’etant pas nilpotent il´
existe un sous-groupe normal, definissable et connexe A de G dans Gk tel´
que GkrA soit GrA-minimal. Comme GrA n’est pas nilpotent, l’hypothese`
d’induction permet de supposer Gk G-minimal. Aussi il existe l g N tel

Ž .0 Ž .0 Ž .0que Z G s Z G . Alors GrZ G n’est pas nilpotent et a un centrel lq1 l
fini donc, par hypothese d’induction, on peut supposer le centre de G fini.`
Il suffit alors de montrer G9 s Gk. Supposons que ce ne soit pas le cas.

k Ž k . kAlors il existe un sous-groupe BrG GrG -minimal dans G9rG .
Ž k .G n’etant pas nilpotent, il existe g g G _ C G . Comme G est 2-reso-´ ´G

Ž .luble et comme B est contenu dans G9, C g est normal dans G. AussiB

ad : B ª Gk
g

w xb ¬ b , g

Ž . Ž .kest un homomorphisme definissable et C g s Ker ad . Mais C g s 1´ B g G
k k w Ž .x kd’apres le fait 2.9 et GrG centralise BrG , donc G, C g F G l` B

Ž . Ž . Ž .C g s 1 et C g est central dans G. En particulier C g est fini etB B B
Ž . k krk B s rk BrC g F rk G , ce qui est absurde puisque BrG est infini.B

La proposition suivante est un corollaire des resultats de F. Wagner´
Ž .Faits 2.15 et 2.16 puisqu’il est facile de voir qu’un sous-groupe de Carter
est def-anormal, donc anormal d’apres le Corollaire 3.3. Pour nous, a´ ` `
l’inverse, il s’agira du point de depart de notre demonstration.´ ´

PROPOSITION 3.6. Un groupe de rang de Morley fini G connexe, resoluble´
et non nilpotent a un sous-groupe anormal propre.

Preu¨e. Soit W un sous-groupe de G comme dans la Proposition 3.5.
GrW a un sous-groupe anormal propre HrW d’apres le Fait 2.11 et le`
Lemme 3.4. H est alors un sous-groupe anormal propre de G.
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4. SOUS-GROUPES ANORMAUX MINIMAUX

Dans cette section nous commençons la preuve du Theoreme 1.1.´ `

Remarque 4.1. Si G est un groupe de rang de Morley fini connexe et
resoluble alors, comme les sous-groupes anormaux de G sont definissables´ ´
d’apres la Proposition 3.2, tout sous-groupe anormal de G contient un`
sous-groupe anormal minimal.

LEMME 4.2. Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et
resoluble, A un sous-groupe G-minimal non central de G et H un sous-groupe´
de G tel que G s HA. Alors H est anormal dans G. De plus, soit G s H,
soit A intersecte trï ialement H.

Preu¨e. Si A l H s 1, le Lemme 3.4 permet de conclure. Sinon,
Ž .comme A n’est pas central dans G, A l Z G s 1 d’apres le Fait 2.9.`

Mais A l H est normal dans G puisque G s HA, donc A l H contient
un sous-groupe G-minimal d’apres le Fait 2.6. Alors A est contenu dans H`
et G s H.

COROLLAIRE 4.3. Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et
resoluble, A un sous-groupe G-minimal, et H un sous-groupe de G tel que´

Ž . Ž .0G s C A H, Z G F H et tel que HA soit definissable et connexe. Alors´G
H est anormal dans HA. De plus, soit A est contenu dans H, soit A intersecte
trï ialement H.

Preu¨e. Si A est contenu dans H le fait est trivial. Sinon A n’est pas
Ž .0central dans G puisque Z G F H. Alors A ne centralise pas H puisque

Ž .G s C A H, donc A n’est pas central dans HA. Mais, comme G sG
Ž .C A H, A est HA-minimal. Alors le Lemme 4.2 donne le resultat.´G

COROLLAIRE 4.4. Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et
resoluble et H un sous-groupe definissable, connexe et propre de G qui est´ ´
maximal pour ces proprietes. Alors H est normal ou anormal dans G.´´

Preu¨e. Par induction sur le rang de G. Soit A un sous-groupe G-
minimal de G. Supposons que H ne soit pas normal dans G. Si A est
contenu dans H, l’hypothese d’induction donne le resultat. Sinon, comme` ´
Ž .0Z G est contenu dans H par maximalite de H, A n’est pas central dans´

G. Alors le Lemme 4.2 donne le resultat.´

DEFINITION 4.5. Un sous-groupe H d’un groupe G est sous-anormal si´
Ž .il existe n g N et des sous-groupes H de G tels que H s G,i 0 F iF n 0

� 4H s H et, pour tout i g 1, . . . , n , H est un sous-groupe anormaln i
de H .iy1
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w xPour prouver la Proposition 4.7, nous utilisons le fait suivant. Dans 19
il est donne pour les groupes finis, mais la meme demonstration marche´ ˆ ´
pour tous les groupes.

Žw x .Fait 4.6 19, Lemme 9.2.12, p. 258 , Taunt . Soient G un groupe, H un
sous-groupe de G et N un sous-groupe normal de G. Si H est anormal
dans HN et si HN est anormal dans G, alors H est anormal dans G.

PROPOSITION 4.7. Dans un groupe de rang de Morley fini connexe et
resoluble G, tout sous-groupe sous-anormal H est anormal.´

Preu¨e. On remarque qu’un sous-groupe sous-anormal est definissable´
et connexe d’apres la Proposition 3.2. On suppose G contrexemple de rang`
minimal avec un sous-groupe sous-anormal et non anormal H de rang
maximal. Alors H est anormal dans un sous-groupe anormal K de G. Par
la Remarque 3.1, G s G9K et K s K 9H, donc G s G9H. Soit A un

Ž .sous-groupe G-minimal de G. Alors le Fait 2.7 dit que G s C A H. MaisG
Ž . Ž .Z G est contenu dans K, donc dans Z K , puisque K est anormal dans

Ž . Ž .G. Aussi Z K est contenu dans H et, ainsi, H contient Z G . Par le
Corollaire 4.3, H est anormal dans HA. Mais HArA est anormal dans
KArA qui est lui-meme anormal dans GrA, donc HArA est anormal dansˆ
GrA d’apres la minimalite du rang de G. En consequence HA est anormal` ´ ´
dans G. Le Fait 4.6 permet de conclure.

COROLLAIRE 4.8. Un sous-groupe anormal minimal d’un groupe de rang
de Morley fini connexe et resoluble est sous-anormal minimal et, donc, n’a pas´
de sous-groupe anormal propre. En particulier il est nilpotent, c’est un

Ž . Ž .sous-groupe de Carter de G et i implique ii dans le Theoreme 1.1.´ `

Preu¨e. Suit directement des Propositions 4.7 et 3.6.

PROPOSITION 4.9. Dans un groupe de rang de Morley fini connexe et
resoluble G, les sous-groupes anormaux minimaux sont conjugues.´ ´

Preu¨e. Par induction sur le rang de G. Soient H et H deux sous-1 2
Ž .groupes anormaux minimaux de G. H et H contiennent chacun Z G , et1 2

Ž . Ž . Ž .H rZ G et H rZ G sont anormaux et nilpotents dans GrZ G , donc1 2
Ž .anormaux minimaux d’apres le Corollaire 4.8. Si Z G est infini l’hypothese` `

Ž .d’induction donne le resultat, donc on peut supposer Z G fini. Soit A un´
sous-groupe G-minimal de G. Alors H ArA et H ArA sont des sous-1 2
groupes anormaux et nilpotents de GrA, donc ce sont des sous-groupes
anormaux minimaux de GrA. Par hypothese d’induction ils sont conjugues` ´
et on peut supposer H A s H A. Aussi H et H sont des sous-groupes1 2 1 2
anormaux nilpotents de H A, donc des sous-groupes anormaux minimaux1
de H A. Par hypothese d’induction on peut alors supposer G s H A.`1 1

Ž . Ž .Comme H est nilpotent et comme Z G est fini, C A est fini et,1 H1
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d’apres le theoreme des indecomposables de Zil’ber et le Fait 2.7, G9 s A.` ´ ` ´
Aussi les intersections A l H et A l H sont finies, donc centrales dans1 2

Ž .G. Le Fait 2.9 dit que A l Z G s 1. Ainsi A l H s1
A l H s 1 et le Fait 2.11 donne le resultat.´2

DEFINITION 4.10. Une section d’un groupe G est un groupe de la forme´
Ž .ArB ou B est un sous-groupe de G et A un sous-groupe de N B .` G

On dit qu’un sous-groupe H de G couvre une section ArB de G si
Ž .A l H BrB s ArB et on dit que H evite ArB si A l H F B.´

Si G est de rang de Morley fini et si H est un sous-groupe de G, la
section ArB est dite H-minimale si H normalise A et B et si ArB est
definissable, infinie et ne contient pas proprement de section definissable´ ´
et infinie normalisee par H.´

Ž . Ž .PROPOSITION 4.11. Dans le Theoreme 1.1, les assertions i et iii sont´ `
equï alentes.´

Ž . Ž . Ž .Preu¨e. 1 i implique iii .
On va montrer que H couvre une section G-minimale de G si et

seulement si elle est centralisee par G. Soit ArB une section G-minimale´
de G centralisee par G. HBrB etant anormal dans GrB, HBrB contient´ ´
ArB. Ainsi H couvre toutes les sections G-minimales centralisees par G.´
Supposons que H couvre une section G-minimale ArB non centraliseé
par G. Comme G9 centralise ArB d’apres le Fait 2.7 et comme G s G9H`
d’apres Remarque 3.1, ArB est H-minimale et n’est pas centralisee par` ´
H. Ceci contredit le fait que H soit anormal minimal puisqu’un sous-groupe
anormal minimal est nilpotent d’apres le Corollaire 4.8.`

Ž . Ž . Ž .2 iii implique i .

Ž . �Montrons que GrA s C A rA HA rA pour tout i g 0, . . . , ni G r A iq1 i i ii
4 Ž .y 1 . On peut supposer i s 0. Supposons G distinct de C A H. Alors ilG 1

Ž . Ž .existe un plus petit j tel que A F C A H et A g C A H.j G 1 jq1 G 1
Ž . Ž Ž . .0C A H etant normal dans G d’apres le Fait 2.7, C A H l A s´ `G 1 G 1 jq1

w xA d’apres la minimalite de A rA . Ainsi G, A est contenu dans A` ´j jq1 j jq1 j
Ž .puisque contenu dans G9 F C A . A rA est donc centrale dansG 1 jq1 j

GrA et, par consequent, couverte par H, ce qui contredit le choix de j.´j
Montrons que H est nilpotent. Supposons le contraire. Alors il existe un

� 4 Ž .plus grand i g 0, . . . , n y 1 tel que la section H l A A rA ne soitiq1 i i
pas centralisee par H. En particulier G ne centralise pas A rA et´ iq1 i
Ž .H l A A rA - A rA d’apres l’hypothese faite sur H. Comme` `iq1 i i iq1 i

Ž . Ž .GrA s C A rA HA rA , H l A A rA est normal dansi G r A iq1 i i i iq1 i ii

GrA Comme A rA est GrA -minimal, le Fait 2.6 donne une contra-i iq1 i i
diction.

Il suffit alors de montrer que H est anormal. On va le montrer par
induction sur le rang de G. Par hypothese d’induction HA rA est un` 1 1
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sous-groupe anormal de GrA , donc HA est definissable et connexe´1 1
d’apres la Proposition 3.2. Supposons A central dans G. Alors A est` 1 1
contenu dans H et H s HA est anormal. Donc on peut supposer A non1 1

Ž .central dans G. Comme G s C A H, A n’est pas central dans HA .G 1 1 1
D’apres le Lemme 4.2, H est anormal dans HA , donc sous-anormal` 1
dans G. La Proposition 4.7 permet de conclure.

Ž .Pour finir la preuve du Theoreme 1.1, il reste a prouver que ii implique´ ` `
Ž .i . Cela se fera dans la Section 5.

5. SOUS-GROUPE DE FRATTINI0 ET
´ ´ ´CENTRALISATEURS GENERALISES

Dans cette section nous finissons la preuve du Theoreme 1.1. Pour cela´ `
nous introduisons une nouvelle classe de sous-groupes anormaux dans les
groupes de rang de Morley fini connexes et resolubles: les centralisateurs´
generalises. Pour pouvoir developper une theorie a ce sujet, nous avons´ ´ ´ ´ ´ `
besoin d’introduire la notion de sous-groupe de Frattini0. Notons que cette
notion permettra une theorie des formations connexes dans les groupes de´

Ž .rang de Morley fini connexes et resolubles voir partie 8 .´
La preuve de la Proposition 5.10 necessite certains resultats sur les´ ´

sous-groupes localement fini. Donc nous commençons cette partie par
quelques faits.

5.1. Les p-sous-groupes

Le fait 5.1 est bien connu, mais la seule reference que l’on a trouvee est´ ´ ´
un exercice.

w xFait 5.1 3, Ex. 10, p. 5 . Soit G un groupe resoluble. Alors G est´
localement fini si et seulement si il est de torsion.

Preu¨e. Il suffit de montrer qu’un groupe resoluble de torsion est´
localement fini. Par induction sur la classe de resolubilite de G. Alors G9´ ´
est localement fini par hypothese d’induction. GrG9 etant abelien, GrG9` ´ ´

w xest aussi localement fini. Le Lemme 1.A.2, p. 2 de 14 dit que les
extensions des groupes localement fini par des groupes localement fini par
des groupes localement fini sont localement fini, ce qui permet de con-
clure.

w xFait 5.2 6, Borovik & Poizat . Soient p un entier premier et P un
p-sous-groupe localement fini d’un groupe G de rang de Morley fini. Alors
P 0 est nilpotent.
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Pour tout ensemble p d’entiers premiers et pour tout groupe localement
resoluble G, on appelle p-sous-groupe de Hall un p-sous-groupe maximal´
de G.

Žw x .Fait 5.3 4 , Borovik & Nesin . Soient G un groupe de rang de Morley
fini, connexe et resoluble, p un entier premier et p un ensemble de´
nombres premiers. Alors les p-sous-groupes de Sylow de G et les p-sous-
groupes de Hall normaux de G sont connexes.

Žw x .Fait 5.4 1 , Altınel, Cherlin, Corredor & Nesin . Soit p un ensemble
de nombres premiers. Alors deux p-sous-groupes de Hall d’un groupe
resoluble de rang de Morley fini sont conjugues.´ ´

Žw x .Fait 5.5 1 , Altınel, Cherlin, Corredor & Nesin . Soient G un groupe
resoluble de rang de Morley fini, N un sous-groupe normal et definissable´ ´
de G et H un p-sous-groupe de Hall de G pour un ensemble p de
nombres premiers. Alors HNrN est un p-sous-groupe de Hall de GrN, et
tous les p-sous-groupes de Hall de GrN sont de cette forme.

5.2. Sous-groupe de Frattini0

0 Ž .DEFINITION 5.6. On definit le sous-groupe de Frattini Fratc G d’un´ ´
groupe de rang de Morley fini connexe G comme l’intersection de ses
sous-groupes propres, definissables et connexes maximaux.´

Les lemmes suivants montrent que, si G est un groupe de rang de
Ž .Morley fini connexe et resoluble, Fratc G verifie les proprietes de bases´ ´ ´ ´

du sous-groupe de Frattini d’un groupe fini. Notons que le Lemme 5.12 ne
sert pas pour la suite, mais il montre une propriete du sous-groupe de´ ´
Frattini0. Les resultats de cette sous-section ont souvent un analogue dans´

Ž w x.le cas des groupes finis cf. 19, Section 5.2 . On peut remarquer qu’ici,
plusieurs preuves utilisent la theorie des sous-groupes anormaux la ou la´ ` `
theorie des groupes finis se sert de la theorie de Sylow.´ ´

LEMME 5.7. Dans un groupe de rang de Morley fini connexe G, pour tout
Ž .sous-groupe definissable H de G, l’egalite G s Fratc G H implique G s H.´ ´ ´

Preu¨e. Supposons H / G. H 0 est contenu dans un sous-groupe K
propre, definissable et connexe maximal de G. En particulier K contient´

Ž . Ž .Fratc G et on a G s Fratc G K s K, ce qui est contradictoire.

LEMME 5.8. Soient G est un groupe de rang de Morley fini connexe et N
Ž .un sous-groupe definissable et normal de G. Si N est contenu dans Fratc G ,´

Ž . Ž .alors Fratc GrN s Fratc G rN.

Ž .Preu¨e. Si KrN resp. U est un sous-groupe propre, definissable et´
Ž . 0connexe maximal de GrN resp. G , alors il en est de meme pour Kˆ

Ž . Ž .resp. UrN dans G resp. GrN .
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LEMME 5.9. Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et resoluble.´
Ž .Alors G est nilpotent si et seulement si GrFratc G est nilpotent.

Ž .Preu¨e. Il suffit de montrer que, si GrFratc G est nilpotent, alors G
est nilpotent. Si ce n’est pas le cas, G a un sous-groupe anormal propre H
Ž . Ž .proposition 3.6 et G s Fratc G H d’apres la remarque 3.1. Ainsi G s H`
d’apres le lemme 5.7 et le choix de H est contredit.`

DEFINITION 5.10. Si G est un groupe de rang de Morley fini connexe, on´
Ž . Ž . Ž .note F Fratc G le sous-groupe qui ¨erifie F Fratc G rFratc G s´

Ž Ž ..F GrFratc G .

PROPOSITION 5.11. Si G est un groupe de rang de Morley fini connexe et
Ž . Ž .resoluble, F Fratc G s F G .´

Ž Ž ..0Preu¨e. Montrons d’abord que F Fratc G est nilpotent. Soit C un
Ž Ž ..0 Žsous-groupe anormal minimal de F Fratc G il existe d’apres la Remar-`

. Ž Ž ..0 Ž Ž ..0que 4.1 . Comme le quotient F Fratc G r Fratc G est nilpotent, la
Ž Ž ..0 Ž Ž ..0Remarque 3.1 dit que F Fratc G s Fratc G C. Ainsi, d’apres la`

Ž . Ž .Proposition 4.9 et l’argument de Frattini, G s Fratc G N C . Le LemmeG
Ž Ž ..05.7 dit alors que C est normal dans G, en particulier dans F Fratc G . C

Ž Ž ..0 Ž Ž ..0 Ž Ž ..0etant anormal dans F Fratc G , C s F Fratc G et F Fratc G est´
nilpotent puisque C l’est d’apres la Proposition 3.6.`

Ž .Pour prouver le lemme il suffit de montrer que F Fratc G est nilpotent.
Ž . Ž .Supposons le contraire. D’apres ce qui precede, F Fratc G rF G est fini` ´ `

et il existe un entier p premier qui divise l’ordre de ce quotient. Soit S un
Ž .p-sous-groupe de Sylow de F Fratc G . D’apres le fait 5.5,`

Ž . Ž . Ž .S Fratc G rFratc G est le p-sous-groupe de Sylow de F Fratc G r
Ž . Ž . Ž .Fratc G . S etant nilpotent Faits 5.1, 5.2, et 5.3 , d S normalise S. Mais´

Ž . Ž .les p-sous-groupes de Sylow de d S Fratc G sont conjugues dans´
Ž . Ž .d S Fratc G par le Fait 5.4. L’argument de Frattini montre qu’alors

Ž . Ž . Ž .G s Fratc G N S . Mais N S est definissable puisque S est nilpotent,´G G
donc le Lemme 5.7 dit que S est normal dans G. On en deduit que S est´

Ž .contenu dans F G puisque S est nilpotent. Mais ceci contredit le Fait 5.5.

LEMME 5.12. Soit G un groupe de rang de Morley fini connexe et
Ž . Ž . Ž .resoluble. Alors F G 9 F Fratc G . En particulier GrFratc G est 2-resolu-´ ´

Ž Ž2.. Ž . Ž2.ble et F GrG s F G rG .

Preu¨e. Soit H un sous-groupe propre, definissable, et connexe maxi-´
mal de G. Si H est normal dans G, G9 est contenu dans H, donc on peut

Ž .supposer H anormal d’apres le Corollaire 4.4. Alors G s F G H d’apres` `
Ž .la Remarque 3.1 et le Fait 2.7, donc H l F G est d’indice infini dans

Ž . Ž Ž ..0F G . H est donc un sous-groupe propre de N H l F G H et laF ŽG.
Ž .maximalite de H dans G montre que H l F G est normal dans G et, en´
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Ž . Ž Ž ..particulier, dans F G . Soit U le sous-groupe de G tel que Ur H l F G
Ž Ž . Ž Ž .. Ž Ž ..s Z F G r H l F G . Alors le groupe Ur H l F G est infini et

Ž . Ž Ž ..UH s G par maximalite de H. Ainsi F G s U H l F G s U et le´
resultat suit de cette egalite.´ ´ ´

5.3. Centralisateurs generalises´ ´ ´
w xSi x et y sont deux elements d’un groupe G, on note x, y s x et´ ´ 0

w x ww x xx, y s x, y , y pour tout entier n.nq1 n

DEFINITION 5.13. Un element g d’un groupe G est Engel gauche si´ ´ ´
w xx, g s 1 pour tout x dans G, ou n peut dependre de x. Si n peut etre` ´ ˆn
choisi independemment de x, alors g est appele n-Engel gauche, ou Engel´ ´
gauche borne.́

On appelle MM -groupe un groupe qui verifie la condition de chaıne´ ˆc
descendante sur ses centralisateurs. Le fait dont nous allons nous servir est

w xle suivant. Notons que, dans 12 , il n’est pas enonce sous cette forme. Cet´ ´
w xenonce est de Wagner et peut etre trouve dans 21, p. 90, Lemme 1.4.1 .´ ´ ˆ ´

w xFait 5.14 12, Gruenberg . Les elements Engel gauche bornes d’un´ ´ ´
MM -groupe resoluble forment le sous-groupe de Fitting.´c

DEFINITION 5.15. Soient G un groupe et A un sous-groupe de G. Nous´
Ž . Ž .definissons le centralisateur generalise E g d’un element g de N A´ ´ ´ ´ ´ ´A G

Ž . Ž .ynŽ .par E g s D ad 1 ou ad designe l’application` ´A ng N g g

ad : A ª Ag

w xx ¬ x , g

Ž . Ž .Le centralisateur generalise E X d’un sous-ensemble X de N A est´ ´ ´ A G
Ž .l’intersection des E x pour x g X.A

Nous allons voir que, si G est un groupe de rang de Morley fini connexe
et resoluble, ses centralisateurs generalises sont necessairement des sous-´ ´ ´ ´ ´
groupes definissables.´

PROPOSITION 5.16. Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et
Ž .resoluble et g un element de G. Alors E g est un sous-groupe definissable et´ ´´ ´G
Ž .kŽ Ž ..connexe de G et il existe k g N tel que ad E g s 1.g G

Ž .Preu¨e. Par induction sur le rang de G. Si g appartient a F G , c’est`
Ž Ž ..0 Ž Ž Ž ..0.trivial. Sinon g Fratc G n’est pas contenu dans F Gr Fratc G

Ž .d’apres la Proposition 5.10, donc on peut supposer Fratc G fini d’apres` `
l’hypothese d’induction. Soit A un sous-groupe G-minimal de G. Par`

Ž .hypothese d’induction on peut supposer E gA s GrA. Mais il existe` G r A
un sous-groupe definissable et connexe propre maximal U de G qui ne´
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Ž Ž ..0contient pas A puisque Fratc G est trivial. Alors G s AU et A l U
est fini, donc central par G-minimalite de A. Si g centralise A, la´

Ž .proposition est triviale. Sinon C g s 1 et A l U est trivial d’apres le`A
Fait 2.9. Or g s au pour un element a de A et un element u de U.´ ´ ´ ´

Ž . Ž . �w y1 x 4Comme C g s 1, C u est trivial et A s b, u : b g A d’apres le`A A
w y1 x b bFait 2.5. Donc il existe b g A tel que g s b, u u s u g U et on peut

b Ž . Ž .supposer U s U . Comme E gA s GrA, U est contenu dans E g .G r A G
Si G9 / A, U contient un sous-groupe G-minimal B et l’hypothese d’in-`
duction donne le resultat dans GrB, donc dans G. Sinon G9 s A et g´

Ž . Ž .centralise U. Comme G s A i U et comme C g s 1, U s C g . SoitA G
w x Ž . w x Ž .x g G tel que x, g g C g . Alors x, g g C g s 1 et x centralise g.G A

Ž . Ž .Donc E g s C g , d’ou le resultat.` ´G G

COROLLAIRE 5.17. Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et
resoluble et H un sous-ensemble de G qui engendre un sous-groupe localement´

Ž . Ž Ž ..nilpotent. Alors E H s E d H est definissable et connexe et H est´G G
Ž Ž .. Ž .contenu dans F E H . En particulier d H est nilpotent et l’ensemble desG

sous-groupes nilpotents de G est inductif.

Ž .Preu¨e. Par induction sur le rang de G. Si H est contenu dans F G ,
Ž . Ž Ž ..E H s G s E d H et le resultat est trivial. Sinon il existe h g H _´G G

Ž . Ž .F G . Mais h est un element Engel gauche bornee de E h d’apres la´ ´ ´ `G
Ž Ž .. Ž .Proposition 5.16 et h g F E h d’apres le fait 5.14. Donc E h - G et,`G G

Ž .comme H : E h puisque H engendre un sous-groupe localement nilpo-G
Ž . Ž .tent, l’hypothese d’induction s’applique a E h du fait que E h est` ` G G

connexe d’apres la Proposition 5.16.`

COROLLAIRE 5.18. Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et
resoluble, A un sous-groupe definissable de G et H un sous-ensemble de´ ´

Ž . Ž .N A qui engendre un sous-groupe localement nilpotent. Alors E H sG A
Ž Ž ..E d H est un sous-groupe definissable de A et, si H F A, H est contenu´A

Ž Ž ..dans F E H .A

Preu¨e. Suit directement du Corollaire 5.17 et du Fait 5.14.

Ž . Ž .COROLLAIRE 5.19. Dans le Theoreme 1.1, ii implique i .´ `

Ž .Preu¨e. Par induction sur le rang de G. E H est definissable et´G
Ž Ž ..connexe et H est contenu dans F E H d’apres le Corollaire 5.17. On`G

Ž .en deduit que E H est nilpotent et egal a H. En particulier H est´ ´ `G
² g:connexe et autonormalisant. Soient g g G et K s H, H . K est definis-´

sable et connexe d’apres le theoreme des indecomposables de Zil’ber. Si` ´ ` ´
K s G, g appartient a K. Sinon, d’apres l’hypothese d’induction et la` ` `
Proposition 4.9, il existe k g K tel que H k s H g, c’est-a-dire gky1 g`

Ž .N H s H et g g K. On en deduit l’anormalite de H.´ ´G
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La Remarque 4.1, les Corollaires 4.7 et 5.19, et les Propositions 4.9 et
4.11 donnent le Theoreme 1.1.´ `

Dans la Section 7 nous continuerons l’etude des centralisateurs´
generalises.´ ´ ´

Nous finissons avec un corollaire qui montre que les resultats d’exi-´
stence et de conjugaison des sous-groupes de Carter se generalisent a tous´ ´ `
les quotients des groupes de rang de Morley fini connexes et resolubles.´

COROLLAIRE 5.20. Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et
Žresoluble, C un sous-groupe de Carter de G et N un sous-groupe normal non´

.necessairement definissable de G. Alors CNrN est un sous-groupe de Carter´ ´
de GrN et tous les sous-groupes de Carter de GrN sont de cette forme. En
particulier les sous groupes de Carter de GrN sont conjugues.´

Preu¨e. D’apres le theoreme 1.1, CN est anormal, donc autonormali-` ´ `
sant. Alors CNrN est aussi autonormalisant. Mais CNrN est nilpotent
donc CNrN est un sous-groupe de Carter de GrN.

Montrons, par induction sur le rang de G, que tout sous-groupe de
Carter de GrN est de cette forme. Si N est central, c’est trivial. Sinon N
contient un sous-groupe G-minimal A d’apres le Fait 2.6. Soit KrN un`

Ž . Ž .sous-groupe de Carter de GrN. Alors KrA r NrA est un sous-groupe
Ž . Ž .de Carter de GrA r NrA et, par hypothese d’induction, KrA s`

Ž . Ž .LrA r NrA pour un sous-groupe de Carter LrA de GrA. D’apres le`
Theoreme 1.1, L est anormal dans G et contient un sous-groupe anormal´ `
minimal C de G. L s AC d’apres la Remarque 3.1, donc K s LN s CN.`

La conjugaison des sous-groupes de Carter de GrN se deduit de ce qui´
precede et de la conjugaison des sous-groupes de Carter de G qui est´ `
donnee par le Theoreme 1.1.´ ´ `

´ `6. FIN DE LA PREUVE DU THEOREME 1.2

´ Ž . Ž . Ž . Ž .6.1. Equï alence de i , ii , iii , et iv

Ž . Ž .PROPOSITION 6.1. Dans le Theoreme 1.2, les assertions i et iv sont´ `
equï alentes.´

Ž . Ž .Preu¨e. Le fait que iv implique i suit du Lemme 4.4 et de la
Proposition 4.7.

Montrons la reciproque. Supposons que l’on ait une suite strictement´
Ž .decroissante G s H ) H ) ??? ) H s H n g N de sous-groupes´ 0 1 n

de G. Alors, pour tout i s 1, . . . , n, H est anormal dans H , en particu-i iy1
lier H , n’est pas normal dans H . Aussi la Proposition 3.2 montre quei iy1
H est definissable et connexe pour tout i s 0, . . . , n. Par finitude du rang´i

Ž .de G on peut supposer n maximal, ce qui prouve iv .
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Ž . Ž .Le Theoreme 1.1 montre que les assertions i et iii sont equivalentes.´ ` ´
Donc, avec le Corollaire 3.3 et la Proposition 6.1, on a obtenu l’equiva-´

Ž . Ž . Ž . Ž .lence de i , ii , iii , et iv .

6.2. Seconde partie du Theoreme 1.2´ `
Le Lemme 6.2 est un analogue de la Proposition 4.11 qui dit, en

Ž . Ž .particulier, que i implique iii dans le Theoreme 1.1.´ `

LEMME 6.2. Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et
resoluble et H un sous-groupe anormal de G. Alors H cou¨re ou e¨ite toute´ ´
section G-minimale ArB de G.

Preu¨e. HBrB etant anormal dans GrB, on peut supposer B s 1. Le´
Ž .Fait 2.7 et la Remarque 3.1 donnent G s C A H. Comme H estG

Ž .definissable et connexe Proposition 3.2 , le Corollaire 4.3 donne le resultat.´ ´

Ž .LEMME 6.3. Soient G un groupe, k g N* et A une suitei is0, . . . , k
croissante de sous-groupes normaux de G tels que A s 1 et A s G. Soit UU0 k
la famille des sous-groupes H de G qui ¨erifient l’assertion ‘‘pour tout´
i s 0, . . . , k y 1, H cou¨re ou e¨ite A rA .’’ Pour tout H g UU on note´ iq1 i
Ž . Ž � 4.n H le nombre de sections A rA i g 0, . . . , k y 1 cou¨ertes par H.iq1 i

Soient H et K deux elements de UU tels que H - K. Alors il existe L g UU tel´´
Ž . Ž .que H F L - K et n L s n K y 1.

Ž . Ž .Preu¨e. Montrons que n H - n K . Il faut trouver une section de la
� 4forme A rA avec i g 0, . . . , k y 1 qui est couverte par K et pas pariq1 i

� 4H. Il existe un plus petit j g 1, . . . , k tel que H l A soit distinct dej
Ž .K l A . Alors H l A s K l A , et H l A A rA est stricte-j jy1 jy1 j jy1 jy1

Ž .ment contenu dans K l A A rA . On en deduit que H evite´ ´j jy1 jy1
A rA et K couvre A rA .j jy1 j jy1

Montrons l’existence de L. Soit l le plus grand entier tel que K couvre
Ž .A rA et tel que H evite A rA . Soit L s H K l A . Alors, pour´l ly1 l ly1 ly1

� 4 Ž � 4.tout i g 1, . . . , l y 1 resp. i g l, . . . , k , L couvre A rA si et seule-i iy1
Ž .ment si K resp. H couvre A rA et L evite A rA si et seulement´i iy1 i iy1

Ž .si K resp. H evite A rA . En particulier, L appartient a UU. Mais L´ `i iy1
Ž � 4.couvre toutes les sections A rA i g 1, . . . , k qui sont couvertes pari iy1

Ž . Ž .K sauf pour i s l, donc n L s n K y 1.

Nous pouvons alors donner la preuve de la seconde partie du Theo-´
reme 1.2.`

Ž . Ž .Preu¨e. Soient n et m deux entiers et H et K deuxi 0 F iF n j 0 F jF m
suites decroissantes de sous-groupes de G tels que H s K s G et´ 0 0

Ž .H s K s H et, pour tout i s 1, . . . , n et tout j s 1, . . . , m, H resp. Kn m i j
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Žest un sous-groupe propre, definissable et connexe maximal de H resp.´ iy1
. Ž .K qui n’est pas normal dans H resp. K . Il faut alors montrerjy1 iy1 jy1

Ž .qu’on a necessairement n s m. Soit A une suite croissante de´ i 0 F iF k
sous-groupes normaux de G tels que A rA soit G-minimale pour toutiq1 i
i s 0, . . . , k y 1, A s 1 et A s G. On note AA l’ensemble des sections0 k

� 4de la forme A rA avec i g 0, . . . , k y 1 . Montrons que, pour toutiq1 i
i s 0, . . . , n et tout j s 0, . . . , m, H evite exactement i sections de AA et´i
K j sections de AA. Comme H s K s H, on aura alors le resultat. Soit´j n m

� 4i g 0, . . . , n y 1 tel que H evite exactement i sections de AA. Le Lemme´i
6.2 dit que H couvre les autres sections de AA et le Lemme 6.3 que Hi iq1
evite exactement i q 1 sections de AA. Ainsi H s H evite exactement n´ ´n
sections de AA. De meme, K s H evite exactement m sections de AA, doncˆ ´m
n s m.

7. AUTRES REMARQUES

7.1. Sur l’anormalité

LEMME 7.1. Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et
Ž .resoluble et A une suite strictement croissante de sous-groupes´ i is0, . . . , n

definissables, connexes et normaux de G tel que A s 1 et A s G. Soit H un´ 0 n
sous-groupe definissable de G qui ¨erifie ‘‘pour tout i s 0, . . . , n y 1, H´ ´
cou¨re ou e¨ite A rA .’’ Alors H est connexe.´ iq1 i

Preu¨e. Par induction sur n. On peut supposer n G 1. H l A estny1
connexe par hypothese d’induction, donc H 0 l A s H l A . Si H` ny1 ny1
evite A rA , H est contenu dans A et c’est fini. Sinon A s HA´ n ny1 ny1 n ny1
s H 0A et H 0 couvre A rA . Ainsi, pour tout i s 0, . . . , n y 1, H 0

ny1 n ny1
couvre ou evite A rA . Aussi on a montre que H 0 couvre autant de´ ´iq1 i
sections de la forme A rA ou i s 0, . . . , n y 1 que H. Le Lemme 6.3`iq1 i
donne alors le resultat.´

PROPOSITION 7.2. Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et
resoluble, H un sous-groupe anormal de G et A un sous-groupe definissable,´ ´
connexe et normal de G. Alors A l H est definissable et connexe.´

Preu¨e. H est definissable d’apres la Proposition 3.2 donc A l H´ `
Ž .aussi. Soit A une suite croissante de sous-groupes de G tel quei is0, . . . , n

A s 1, A s G et A rA soit G-minimal pour tout i s 0, . . . , n y 1 et0 n iq1 i
� 4tel qu’il existe j g 0, . . . , n pour lequel A s A . Alors le Lemme 6.2 ditj

que H couvre ou evite A rA pour tout i s 0, . . . , n y 1, donc A l H´ iq1 i
aussi. Le Lemme 7.1 donne le resultat.´



GROUPES DE RANG DE MORLEY FINI 137

7.2. Sur les centralisateurs generalises´ ´ ´
Nous commençons cette section avec la Proposition 7.3 qui sera utile

dans ce qui suit pour des applications des centralisateurs generalises,´ ´ ´
notamment le Corollaire 7.4 qui montre que les centralisateurs generalises´ ´ ´
forment une famille de sous-groupes anormaux.

PROPOSITION 7.3. Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et
Ž .resoluble, N un sous-groupe normal de G non necessairement definissable et´ ´ ´

Ž . Ž .H un sous-groupe nilpotent de G. Alors E HNrN s E H NrN.G r N G

Preu¨e. Si N est central dans G, c’est trivial. Sinon N contient un
sous-groupe G-minimal A d’apres le Fait 2.6. Par hypothese d’induction` `

Ž .on peut supposer N s A. Si E HNrN / GrN, l’hypothese d’induc-`G r N
Ž .tion donne le resultat. On peut donc supposer E HNrN s GrN. Si´ G r N

Ž . Ž .H F F G la proposition est triviale, donc on peut supposer que F G ne
Ž Ž ..0contienne pas H. Soit F s Fratc G . D’apres la Proposition 5.10 et le`

Ž .Fait 5.14, E HFrF - GrF et, si F / 1, l’hypothese d’induction donne`G r F
le resultat. Donc on peut supposer F s 1. Alors il existe un sous-groupe U´
de G definissable, connexe et propre maximal de G qui ne contient pas N.´
Ainsi G s NU et N l U est fini, donc central. Si H centralise N,

Ž . Ž .E H s G puisque E HNrN s GrN. Le Fait 5.14 contredit alorsG G r N
Ž . Ž .H g F G , donc il existe h g H _ C N . Donc N l U s 1 d’apres le`G

Ž . Ž .Fait 2.9. Aussi h s nu pour n g N et u g U. Comme C h s 1, C uN N
�w y1 x 4s 1 d’apres le Fait 2.9. Le Fait 2.5 dit qu’alors N s x, u : x g N .`

w y1 x w y1 x x xAinsi il existe x g N tel que n s x, u et h s x, u u s u g U .
Ž . Ž . x Ž .Comme E HNrN s GrN, E h contient U . Mais C h s 1,G r N G N

Ž . x Ž . x Ž .donc E h s U et E H est contenu dans U . Comme E HNrNG G G r N
xŽ .s GrN, E H s U et le resultat suit de cette egalite.´ ´ ´G

COROLLAIRE 7.4. Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe
Ž .et resoluble et H un sous-groupe nilpotent de G. Alors E H est anormal´ G

dans G.

Preu¨e. Par induction sur le rang de G. Soit A un sous-groupe G-
Ž . Ž .minimal. Alors E HArA s E H ArA d’apres la Proposition 7.3 et`G G

Ž .E HArA est anormal dans GrA par hypothese d’induction, donc il`G
Ž . Ž .suffit de montrer que E H est anormal dans E H A d’apres le`G G

Ž .Fait 4.6. GrC A etant abelien d’apres le Fait 2.7,´ ´ `G

GrC A s E HC A rC A .Ž . Ž . Ž .Ž .G G r C Ž A. G GG

Mais, par la Proposition 7.3,

E HC A rC A s E H C A rC A ,Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .Ž .G r C Ž A. G G G G GG
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Ž . Ž . Ž . Ž . Ž .donc G s E H C A . Aussi E H contient Z G et E H A estG G G G
definissable et connexe d’apres le Corollaire 5.17. Donc le Corollaire 4.3´ `
donne le resultat.´

Il est bien connu que, si G est un groupe abelien fini et si A est un´
Ž < < < <. Ž .groupe d’automorphisme de G tel que G , A s 1, alors G s C A =G

w xG, A . La Proposition 7.6 peut etre vu comme un analogue de ce resultat.ˆ ´
LEMME 7.5. Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et

resoluble, A un sous-groupe normal de G, definissable, abelien et centralise´ ´ ´ ´
par G9, g g G et

ad : A ª Ag

w xa ¬ a, g

Ž .nŽ . Ž . Ž .nŽ .Alors il existe un entier n tel que A s ad A = E g et tel que ad Ag A g
soit connexe.

Ž .Preu¨e. Par induction sur le rang de G. Comme E g est anormalG
Ž . Ž .dans G d’apres le Corollaire 7.4, AE g aussi. Alors AE g est definis-` ´G G

sable et connexe d’apres le Theoreme 1.2 et, par hypothese d’induction, on` ´ ` `
Ž .peut supposer G s AE g . Comme ad est un homomorphisme definis-´G g

ŽŽ . iŽ ..sable de groupe puisque A est abelien, la suite ad A est decrois-´ ´g ig N

sante et formee de sous-groupes definissables de A. On en deduit qu’il´ ´ ´
Ž .mŽ . Ž .mq 1Ž .existe m g N tel que ad A s ad A . D’apres la Proposition`g g

Ž .kŽ Ž .. Ž .5.16 il existe un entier k tel que ad E g s 1. Soient n s max m, kg G
Ž .nŽ . Ž .net I s ad A . Comme ad est un homomorphisme definissable de´g g N I

Ž .n Ž . Ž .n Ž . Ž .groupe, rk I s rk ad I q rk Ker ad s rk I q rk E g et E gg N I g N I I I
Ž .est fini. Comme I est normal dans G puisque G9 centralise A, E gIG r I

Ž . Ž . Ž .s E g IrI et, comme ArI est contenu dans E gI Proposition 7.3 ,G G r I
Ž . 0 Ž . Ž .G s IE g s I E g puisque G s AE g . En particulier I est connexeG G G

Ž . Ž .et A s IE g . D’apres la Proposition 7.2, E g est donc connexe, mais`A I
Ž .E g est fini, donc on a le resultat.´I

PROPOSITION 7.6. Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et
resoluble, A un sous-groupe de G definissable, normal, abelien et centralise´ ´ ´ ´

Ž .par G9 et H un sous-groupe nilpotent de G. Alors A s E H = F ou F`A
Ž .designe le plus petit groupe de la suite F ou F s A et F s´ `i ig N 0 iq1

w Ž Ž .. xF E H , F pour tout i g N. En particulier, F est un sous-groupe nor-G i
mal, definissable et connexe de G.´

Preu¨e. Par induction sur le rang de G. Notons que F est normal dans
Ž . Ž .G puisque G s G9E H Remarque 3.1 et Corollaire 7.4 et puisqueG

Ž . Ž . 0 Ž .E H normalise F. On peut donc supposer G s AE H s A E H etG G G
A s F. En particulier A est suppose connexe. Si H est contenu dans´
Ž . Ž .F G , F s 1 et G s E H , donc le resultat est trivial et on peut supposer´G
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Ž . Ž .qu’il existe h g H _ F G . D’apres le Fait 5.14, E h est distinct de G.` G
Soit

ad : A ª Ah

w xa ¬ a, h

Ž .nŽ . Ž .Le Lemme 7.5 dit que A s ad A = E h pour un certain entier nh A
Ž .nŽ .donc, en particulier, ad A n’est pas trivial et est donc infini puisqueh
Ž .nŽ . Ž .connexe. Soit I s ad A . Par hypothese d’induction, E HIrI`h A r I

Ž . Ž .est trivial et, comme E HIrI s E H IrI d’apres la Proposition 7.3,`A r I A
Ž . Ž . Ž .E H est contenu dans I. Mais E h contient E H et intersecteA A A

Ž .trivialement I, donc E H est trivial.A

COROLLAIRE 7.7. Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et
2-resoluble et C un sous-groupe de Carter de G. Alors il existe un entier k tel´
que G s Gk i C.

k kq1 ŽPreu¨e. Soit k un entier tel que G s G k existe d’apres le`
. ktheoreme des indecomposables de Zil’ber . Il suffit de prendre G s A et´ ` ´

Ž .H s C. Comme E C s C puisque C est autonormalisant, la PropositionG
7.6 et la Remarque 3.1 donnent le resultat.´

Notons que, dans le Corollaire 7.7, Gk est aussi l’intersection de tous les
sous-groupes normaux et definissables H de G tel que le quotient GrH´
soit nilpotent. Ce qui correspond a une notion utilisee dans la partie 8` ´
Ž k .G s G , voir Definition 8.3 .´NN

Un groupe de rang de Morley fini connexe et resoluble peut avoir une´
Žinfinite de classes de conjugaisons de sous-groupes anormaux par exemple´

Ž q q.K [ K i K* ou K designe un corps algebriquement clos et ou K*` ´ ´ `
Ž q q..agit naturellement sur K [ K . Le Theoreme 7.9 montre que, par´ `

contre, il ne peut pas avoir une infinite de classes de conjugaisons de´
centralisateurs generalises de sous-groupes nilpotents.´ ´ ´

LEMME 7.8. Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et
resoluble, A un sous-groupe G-minimal de G et E et E deux centralisateurs´ 0 1
generalises de sous-groupes nilpotents de G tels que G s AE s AE et tels´ ´ ´ 0 1
que A l E et A l E soient finis. Alors E et E sont conjugues et´0 1 0 1
G s A i E s A i E .0 1

Preu¨e. Par induction sur le rang de G. Les intersections A l E et0
A l E sont triviales d’apres la Proposition 7.2 et le Corollaire 7.4.`1

Ž .0 Ž .Si F G s A, alors Z G est fini et G9 s A d’apres le Fait 2.7, donc le`
Ž .0Fait 2.11 donne le resultat. Ainsi on peut supposer F G / A. Alors E´ 0

contient un sous-groupe G-minimal B. Soient X un sous-ensemble de G
Ž . Ž . Ž .tel que E s E X et x g X. Alors F GrA s F E ArA puisque GrA1 G 1
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Ž .( E et on en deduit, par le Fait 5.14, que xA appartient a F GrA . Mais´ `1
Ž .la section BArA est GrA-minimale, donc centrale dans F GrA d’apres`

w xle Fait 2.7 et, en particulier, est centralisee par xA. Alors B, x F A l B´
Ž .s 1 et x centralise B, en particulier B est contenu dans E x . CeciG

Ž .prouve que B est contenu dans E X s E . L’hypothese d’induction`G 1
donne le resultat dans le quotient GrB, donc dans G.´

THEOREME 7.9. Un groupe de rang de Morley fini connexe et resoluble n’a´ ` ´
qu’un nombre fini de classes de conjugaisons de centralisateurs generalises de´ ´ ´
sous-groupes nilpotents. De plus, ce nombre est borne par 2 r kG k

ou k designe´ ` ´
un entier tel que Gk s Gkq1.

Preu¨e. Supposons que G soit un contrexemple de rang minimal au
theoreme. Soit A un sous-groupe G-minimal dans Gk. Par minimalite du´ ` ´
rang de G, GrA a au plus 2rk G kyr k A classes de conjugaisons de centralisa-
teurs generalises. Par la Proposition 7.3, il existe un centralisateur´ ´ ´
generalise ErA de GrA tel que E contienne trois centralisateurs´ ´ ´
generalises E , E , et E non conjugues deux a deux et qui verifient´ ´ ´ ´ ` ´0 1 2
E s AE s AE s AE . En particulier il en existe deux qui intersectent0 1 2
finiment A. Le Lemme 7.8 donne alors une contradiction.

Nous donnons deux corollaires a ce theoreme.` ´ `

COROLLAIRE 7.10. Un groupe de rang de Morley fini connexe et resoluble´
G n’a qu’un nombre fini de classes de conjugaisons de sous-groupes nilpotents
maximaux.

ŽPreu¨e. Soit F un sous-groupe nilpotent maximal de G il existe
. Ž Ž ..d’apres le Corollaire 5.17 . Alors F s F E F et le Theoreme 7.9 donne` ´ `G

le resultat.´

Une classe SS de groupes est dite S-close si, pour tout G g SS , tous les
sous-groupes de G appartiennent a SS . La classe UU des UU-groupes etait` ´

w xdefinit dans 9 comme etant la plus grande classe S-close de groupes´ ´
localement fini satisfaisant les conditions:

Ž .U1 si G g UU, alors G possede une serie 1 s G 1 ??? 1 G s G` ´ 0 n] ]
avec des facteurs localement nilpotents;

Ž .U2 si G g UU et si p est un ensemble d’entiers premiers, alors les
p-sous-groupes de Hall de G sont conjugues dans G.´

w x Ž . Ž .Signalons que B. Hartley a montre dans 10 que U2 implique U1 .´
Pour le second corollaire, nous avons besoin d’un lemme qui necessite´

un theoreme sur les MM -groupes localement finis. Il provient de la Section´ ` c
w x Ž .5 de 9 ou il est donne pour les UU-groupes et du fait qu’un MM -groupe` ´ c

Ž w x .resoluble et localement fini est un UU-groupe voir 7 , Bryant et Hartley .´
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Žw x .Fait 7.11 9, Section 5 , Gardiner, Hartley, et Tomkinson . Tout MM -c
groupe localement fini resoluble G a un sous-groupe localement nilpotent´
autonormalisant C et deux tels sous-groupes sont conjugues. De plus, si N´
est un sous-groupe normal de G tel que GrN soit localement nilpotent,
G s NC.

Si p est un entier premier, on appelle p-tore tout p-groupe abelien et´
divisible.

Žw x .Fait 7.12 6 , Borovik et Poizat . Soit p un entier premier. Soit T un
w Ž . Ž .xp-tore dans un groupe G de rang de Morley fini, alors N T : C T - `G G

w Ž . Ž .xet meme, il existe un entier c tel que N T : C T F c pour toutˆ G G
p-tore T de G.

LEMME 7.13. Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et
resoluble, p un ensemble d’entiers premiers, B le p-sous-groupe definissable´ ´
et d’exposant borne maximal de G, R un p-sous-groupe de Hall de G et C´

Ž .un sous-groupe localement nilpotent autonormalisant de R. Alors N R sG
Ž .BE C .G

Preu¨e. R est localement fini d’apres le Fait 5.1. D’apres le Fait 2.7,` `
Ž .0R9 est contenu dans F G , donc R9 est contenu dans B)T , ou T est la`

Ž .somme directe des tores de F G , d’apres le Fait 2.4. Mais T est central`
Ž . 2dans G puisque G est connexe Fait 7.12 , donc R est contenu dans B et

Ž . Ž .R s BC d’apres le Fait 7.11. Par l’argument de Frattini, N R s BN C .` G G
Ž . Ž .Il suffit alors de montrer que E C s N C . D’apres le Corollaire 5.17,`G G

w Ž .x Ž .C est nilpotent. Donc, comme C, N C F C, N C est contenu dansG G
Ž . Ž Ž ..E C , aussi C est contenu dans F E C . Soit S le p-sous-groupe deG G

Ž Ž ..Hall de F E C , necessairement S contient C. Alors BS est un p-sous-´G
groupe de G qui contient R, donc R s BS et S est contenu dans R. On

Ž .en deduit que N C s C et, par la condition de normalisateur dans S,´ S
Ž .C s S. Ceci prouve que C est normal dans E C , d’ou le resultat.` ´G

COROLLAIRE 7.14. Un groupe de rang de Morley fini connexe et resoluble´
G n’a qu’un nombre fini de classes de conjugaisons de normalisateurs de
sous-groupes de Hall.

Preu¨e. Suit directement du Lemme 7.13 et du Theoreme 7.9.´ `

Le Lemme 7.13 nous permet aussi de donner une generalisation du Fait´ ´
Ž .5.3 Corollaire 7.15 .

COROLLAIRE 7.15. Si G est un groupe de rang de Morley fini connexe et
Ž .resoluble et si R est un sous-groupe de Hall de G, alors N R est anormal´ G

dans G et R est connexe.
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Ž .Preu¨e. D’apres le Lemme 7.13 et le Corollaire 7.4, N R est anormal` G
Ž .dans G. Alors N R est en particulier definissable et connexe d’apres la´ `G

Proposition 3.2 et R est connexe d’apres le Fait 5.3.`

Maintenant on va montrer que, dans un sous-groupe definissable d’un´
groupe de rang de Morley fini connexe et resoluble, les sous-groupes de´
Carter existent et ils sont conjugues.´

THEOREME 7.16. Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et´ `
resoluble et H un sous-groupe definissable de G. Alors H a un sous-groupe de´ ´
Carter et les sous-groupes de Carter de H sont conjugues dans H.´

Preu¨e. On suppose que G est un contrexemple de rang minimal et H
un sous-groupe definissable de G qui ne verifie pas le theoreme et qui est´ ´ ´ `
de rang et degre minimal.´

Ž .1 H a un sous-groupe de Carter.
Ž .H n’est pas nilpotent, donc il existe h g H _ F H . En particulier

Ž .E h est un sous-groupe definissable propre de H d’apres le Fait 5.14 et´ `H
Ž .le Corollaire 5.18. Par minimalite de H, E h a un sous-groupe de Carter´ H

Ž . Ž .C et les sous-groupes de Carter de E h sont conjugues dans E h . Par´H H
Ž . Ž . Ž . Ž .l’argument de Frattini, E h s E h 9N C s E h 9C. D’apres`H H E Žh. HH

le Corollaire 5.17, C est contenu dans un sous-groupe nilpotent maximal
K de H. Comme H9 F G9 est nilpotent d’apres le Fait 2.7, K est un`
sous-groupe de Carter de H9K. Si H s H9K, c’est fini. Sinon, H s

Ž .H9N K par minimalite de H et par l’argument de Frattini. Supposons´H
Ž . Ž .H s N K . Alors K est contenu dans F H et C aussi. Donc C estH

Ž Ž .. Ž .contenu dans F E h et, C etant un sous-groupe de Carter de E h ,´H H
Ž .C s E h . On en deduit que h appartient a C qui est contenu dans´ `H

Ž . Ž .F H , ce qui est contradictoire. Alors N K - H et, par consequent,´H
Ž .N K a un sous-groupe de Carter D d’apres la minimalite de H. Aussi les` ´H

Ž . Ž . Ž .sous-groupes de Carter de N K sont conjugues dans N K et N K´H H H
Ž .s N K 9D d’apres l’argument de Frattini. On en deduit que H s H9D` ´H

et, si L est un sous-groupe nilpotent maximal de H qui contient D, alors
Ž .L est un sous-groupe de Carter de H. On en deduit 1 .´

Ž .2 Conjugaison.
Comme H est un contrexemple au theoreme et comme H a un sous-´ `

Ž .groupe de Carter d’apres 1 , H possede deux sous-groupes de Carter K` ` 1
et K non conjugues dans H. Soit A un sous-groupe G-minimal de G.´2

Montrons que AH s AK s AK . Si AH ) AK , alors les sous-groupes1 2 1
Ž . ŽŽde Carter de H l A K sont conjugues par minimalite de H et N H l´ ´1 H

. . Ž .A K s H l A K d’apres l’argument de Frattini. On en deduit que` ´1 1
Ž . Ž . Ž .K H l A r H l A est un sous-groupe de Carter de Hr H l A et, par1

consequent, K ArA est un sous-groupe de Carter de HArA. En partic-´ 1
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ulier HArA n’est pas nilpotent et, donc, AH - AK . Alors, de meme,ˆ2
K ArA est un sous-groupe de Carter de HArA. Par minimalite de G,´2
K ArA et K ArA sont conjugues par un element de H et, comme les´ ´ ´1 2

Ž .sous-groupes de Carter de H l A K sont conjugues, K et K sont´1 1 2
conjugues, ce qui est absurde. On en deduit AH s AK , de meme on a´ ´ ˆ1
l’egalite AH s AK .´ ´ 2

Montrons qu’il existe a g A tel que K a s K . Comme AK s AK , K1 2 1 2 2
Ž . Ž .est contenu dans AE K et G s AE K par minimalite de G. De´G 1 G 1

Ž . Ž .meme G s AE K . Si E K l A n’etait pas trivial, K centraliseraitˆ ´G 2 G 1 1
un element de A, donc centraliserait A d’apres le Fait 2.9. Alors AK´ ´ ` 1
serait nilpotent et, comme H est contenu dans AK , on aurait K s H s1 1

Ž .K ce qui est contradictoire. Donc G s A i E K et, de meme, G s Aˆ2 G 1
Ž . Ž . Ž .i E K . En particulier E K l AH s K et E K l AH s K .G 2 G 1 1 G 2 2

Ž .a Ž .D’apres le Lemme 7.8, il existe a g A tel que E K s E K . On en` G 1 G 2
a Ž Ž . .a Ž .conclut que K s E K l AH s E K l AH s K .1 G 1 G 2 2

Montrons que a appartient a H. Soit h un element de H qui ne` ´ ´
centralise aucun element de A. Soit C le sous-groupe de A tel que´ ´

Ž . Ž . �w x 4Cr A l H s C h . C s c, h : c g C d’apres le Fait 2.5. Donc,`A rŽ Al H .
w xcomme C, h est contenu dans A l H, C s A l H. On en deduit que,´

w xpour tout b g A, b, h appartient a H si et seulement si b appartient a` `
Ž . a Ž . a Ž .A l H. Ainsi N H s A l H. Or H s A l H K s A l H K s H,A 1 2

donc a appartient a H.`
On finit en montrant qu’on peut aussi ‘‘remonter’’ les quotients.

COROLLAIRE 7.17. Soient G un groupe de rang de Morley fini connexe et
Ž .resoluble, N un sous-groupe normal pas necessairement definissable de G´ ´ ´

et HrN un sous-groupe nilpotent de GrN. Alors il existe un sous-groupe
Ž . Ž . Ž . Ž .nilpotent C de d H tel que d H s NC et E C NrN s E HrN .G G r N

Preu¨e. Par induction sur le rang de G. Soit E le sous-groupe qui
Ž .verifie ErN s E HrN . Si N est central dans G, le fait est trivial.´ G r N

Sinon N contient un sous-groupe G-minimal A d’apres le Fait 2.6. Par`
hypothese d’induction on peut supposer N s A. Soit C un sous-groupe de`

Ž . Ž .Carter de d H il existe d’apres le Theoreme 7.16 . Par conjugaison des` ´ `
Ž .sous-groupes de Carter dans NC et par l’argument de Frattini d H s NC.

Ž . Ž Ž . . Ž .La Proposition 7.3 donne E HrN s E d H rN s E C NrN.G r N G r N G

´8. THEORIE DES FORMATIONS CONNEXES

w xLa notion de formation a ete introduite par Gaschutz 11 pour les´ ´ ¨
groupes resolubles finis apres les travaux de Carter sur les sous-groupes´ `
nilpotents et autonormalisants des groupes resolubles finis.´
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Il existe des theories des formations pour diverses classes de groupes´
Ž .resolubles groupes finis, MM -groupes periodiques, . . . . Ces theories per-´ ´ ´c

mettent de mieux comprendre la structure des groupes resolubles appar-´
tenant a ces classes en fournissant une approche generale a certains` ´ ´ `
phenomenes de recouvrements. On rappelle qu’il existe une theorie des´ ` ´
formations pour les sous-groupes localement finis des groupes de rang de

Ž w x.Morley fini resolubles voir 1 . Elle utilise fortement les resultats connus´ ´
sur les MM -groupes periodiques. La methode utilisee ici pour developper la´ ´ ´ ´c
theorie des formations, appelee theorie des formations connexes, pour les´ ´ ´
groupes de rang de Morley fini connexes et resolubles, est tres differente´ ` ´
de celle utilisee pour les MM -groupes periodiques, puisque nous n’utilisons´ ´c
plus la theorie de Sylow. Nous avons juste besoin de l’existence d’une´

Ž .notion de sous-groupe de Frattini Definition 5.6 . Il est interessant de´
remarquer qu’on traite notre cas de la meme façon qu’est traite le cas finiˆ ´

w x Ždans 19, p. 269 a 274 . Le resultat principal de cette section Theoreme` ´ ´ `
.8.5 est alors independant des parties 3 a 7, seuls quelques faits biens´ `

Ž .connus inscrits dans la seconde partie sont necessaires.´
Nous finissons en illustrant cette theorie par deux exemples de forma-´

tions connexes saturees: les groupes de rang de Morley fini connexes et´
Ž . Ž .nilpotents formation connexe NN et les p *-groupes Definition 8.16 .´

Nous montrons que, si G designe un groupe de rang de Morley fini´
connexe et resoluble alors, les sous-groupes NN-couvrants de G sont exacte-´

Ž .ment les sous-groupes de Carter de G Corollaire 8.14 . La seconde
formation permet de retrouver un theoreme de Borovik et Nesin sur les´ `

Ž .p *-groupes Corollaire 8.19 .

8.1. La theorie´
DEFINITION 8.1. Si FF est une classe de groupes, on appelle FF-groupe´

un element de FF.´ ´
Une formation connexe est une classe FF de groupes de rang de Morley

fini connexes et resolubles, qui verifient:´ ´
Ž .i l’image d’un FF-groupe par un homomorphisme definissable de´

groupe est un FF-groupe;
Ž .ii si G est un groupe de rang de Morley fini connexe et resoluble´

avec deux sous-groupes normaux et definissables N et N tels que GrN´ 1 2 1
Ž .0et GrN soient des FF-groupes, Gr N l N est un FF-groupe.2 1 2

On dira que FF est saturee si, pour tout groupe de rang de Morley fini´
Ž .connexe et resoluble G, GrFratc G g FF implique G g FF.´

Le principal exemple de formation connexe est celle des groupes de
rang de Morley fini connexes et nilpotents. Le Lemme 5.11 montre que
cette formation est saturee.´
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LEMME 8.2. Soient FF une formation connexe saturee, G un groupe de´
rang de Morley fini connexe et resoluble et N un sous-groupe G-minimal de G.´
On suppose GrN g FF et G f FF. Alors il existe un sous-groupe M g FF tel
que G s NM et tel que N l M soit fini. De plus, deux tels sous-groupes sont
conjugues.´

Preu¨e. Comme GrN g FF et G f FF, N n’est pas contenu dans
Ž .Fratc G puisque FF est saturee. Donc il existe un sous-groupe definissable,´ ´

connexe et propre maximal M de G qui ne contient pas N. Par maximalité
de M, G s NM. Alors M l N est normal dans G et, N etant G-minimal,´

Ž .M l N est fini. Aussi, comme Mr M l N ( GrN appartient a FF, M`
aussi.

On va montrer, par induction sur le rang de G, que deux FF-sous-groupes
K et K tels que G s NK s NK et tels que N l K et N l K soient1 2 1 2 1 2
finis sont conjugues. K et K sont deux sous-groupes definissables,´ ´1 2
connexes et propres maximaux de G puisque N est G-minimal. Si G a un
sous-groupe G-minimal B distinct de N, alors GrB n’appartient pas a FF`

Ž .0puisque G s Gr N l B n’appartient pas a FF. Par maximalite de K et` ´ 1
de K , B est contenu dans K et K . L’hypothese d’induction donne alors`2 1 2
le resultat et on peut supposer que N est l’unique sous-groupe G-minimal´
de G. Si G avait un centre infini, N serait alors central dans G. K et K1 2
serait donc normaux et, par consequent, triviaux. On peut donc supposer´
le centre de G fini. Comme les intersections K l N et K l N sont1 2
finies et normales dans G, donc centrales, elles sont triviales d’apres le`
Fait 2.9. Aussi N centralise G9 d’apres le Fait 2.7, donc K X et K X sont` 1 2
triviaux. On en deduit que G9 est contenu dans N. Mais G9 n’est pas´
trivial puisque G a un centre fini, donc G9 s N par G-minimalite de N.´
Le Fait 2.11 donne alors le resultat.´

DEFINITION 8.3. Soient FF une formation connexe et G un groupe de´
rang de Morley fini connexe et resoluble. On note G le plus petit´ FF

sous-groupe normal et definissable de G tel que GrG appartienne a FF.´ `FF

Un sous-groupe H de G est un sous-groupes FF-couvrant de G si H
appartient a FF et si S s S H pour tout sous-groupe definissable et` ´FF

connexe S de G qui contient H.

D’apres la Definition 8.1, le sous-groupe G existe toujours et est` ´ FF

definissable et connexe.´

LEMME 8.4. Soient FF une formation connexe, G un groupe de rang de
Morley fini connexe et resoluble et N un sous-groupe definissable et normal´ ´
de G.

Ž .i Si H est un sous-groupe FF-cou¨rant de G, alors HNrN est un
sous-groupe FF-cou¨rant de GrN.



OLIVIER FRECON´146

Ž .ii Si KrN est un sous-groupe FF-cou¨rant de GrN et si H est un
sous-groupe FF-cou¨rant de K 0, alors H est un sous-groupe FF-cou¨rant de G.

Ž .Preu¨e. i Soient SrN un sous-groupe definissable et connexe´
de GrN qui contient HNrN et R le sous-groupe de S qui verifie´

Ž . 0 Ž 0 . 0 0 0RrN s SrN . Comme S r S l R ( S RrR s SrR g FF, S rR sFF
0 Ž 0 .0 0 0 0S r S l R g FF donc, comme S contient H, S s R H. Ainsi SrN s

Ž 0 . Ž .Ž .R H NrN s RrN HNrN et c’est fini.

Ž .ii Soit S un sous-groupe definissable et connexe de G qui contient´
0 Ž 0 . 0 0 Ž 0 .H. Comme K r K l N ( K NrN s KrN g FF, K s H K l N et

Ž .K s HN. Alors SNrN contient KrN. Aussi SNr S N est isomorpheFF

Ž . Ž .a Sr S l S N qui appartient a FF, donc SN s K S N s KS et on` `FF FF FF

Ž . Ž .0 Ž .0 0obtient S s S S l K s S S l K . Or H F S l K F K etFF FF

Ž .0 Ž .0 Ž .0 Ž .0S l K r S l K est un FF-groupe, donc S l K s S l K H etFF FF
0Ž .on conclut S s S S l K s S H.FF FF

THEOREME 8.5. Soit FF une formation connexe.´ `
Ž .i Si tout groupe de rang de Morley fini connexe et resoluble a un´

sous-groupe FF-cou¨rant, FF est saturee.´
Ž .ii Si FF est saturee, tout groupe de rang de Morley fini connexe et´

resoluble G a un sous-groupe FF-cou¨rant et deux tels sous-groupes sont´
conjugues dans G.´

Ž .Preu¨e. Montrons i . Soient G un groupe de rang de Morley fini
Ž .connexe et resoluble tel que GrFratc G appartienne a FF et H un´ `

Ž .sous-groupe FF-couvrant de G. Alors G s Fratc G H et G s H g FF, d’où
le resultat.´

Ž .Montrons ii par induction sur le rang de G. On peut supposer que G
n’appartienne pas a FF. Soit N un sous-groupe G-minimal de G. Par`
hypothese d’induction GrN a un sous-groupe FF-couvrant KrN.`

Si GrN n’appartient pas a FF, alors K est distinct de G et K a un`
sous-groupe FF-couvrant H d’apres l’hypothese d’induction. Le Lemme` `

Ž .8.4 ii dit qu’alors H est un sous-groupe FF-couvrant de G. Soient K et L
Ž .deux sous-groupes FF-couvrants de G. Par le Lemme 8.4 i KNrN et

LNrN sont des sous-groupes FF-couvrants de GrN et sont donc conjugues´
d’apres l’hypothese d’induction. Aussi KNrN est distinct de GrN puisque` `
GrN n’appartient pas a FF. Donc, K et L g etant des sous-groupes` ´
FF-couvrants de KN pour un g g G, K et L sont conjugues.´

On peut donc supposer que GrN appartient a FF. Le Lemme 8.2 dit`
qu’alors il existe un sous-groupe K de G tel que K soit un FF-groupe,
G s NK et K l N soit fini. Comme G n’est pas un FF-groupe et comme N
est G-minimal, N s G . Aussi, K est un sous-groupe definissable, con-´FF

nexe et propre maximal de G, donc K est un sous-groupe FF-couvrant de
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G. Si H est un autre sous-groupe FF-couvrant de G alors G s NH et
N l H est fini puisque N est G-minimal et G n’est pas un FF-groupe. Le
Lemme 8.2 dit que H et K sont donc conjugues.´

COROLLAIRE 8.6. Soient FF une formation connexe saturee, G un groupe´
de rang de Morley fini connexe et resoluble et N un sous-groupe definissable et´ ´
normal de G. Alors tout sous-groupe FF-cou¨rant de GrN est de la forme
HNrN ou H est un sous-groupe FF-cou¨rant de G.`

Ž .Preu¨e. Soient KrN resp. L un sous-groupe FF-couvrant de GrN
Ž .resp. G . Alors LNrN est un sous-groupe FF-couvrant de GrN d’apres le`

Ž .Lemme 8.4 i . Donc LNrN est conjugues a KrN par le Theoreme 8.5.´ ` ´ `
COROLLAIRE 8.7. Soient FF une formation connexe saturee et G un groupe´

de rang de Morley fini connexe et resoluble. Alors le normalisateur de tout´
sous-groupe FF-cou¨rant H de G est anormal.

² Ž . Ž . g: ² g:Preu¨e. Soient g g G et K s N H , N H . Alors H, H estG G
definissable et connexe d’apres le theoreme des indecomposables de´ ` ´ ` ´

g ² g:Zil’ber et H et H sont deux sous-groupes FF-couvrants de H, H .
² g: u gD’apres le Theoreme 8.5 il existe u g H, H F K tel que H s H .` ´ `

y1 Ž .Ainsi gu g N H F K et g appartient a K.`G

COROLLAIRE 8.8. Soient FF une formation connexe saturee. Alors tout´
groupe de rang de Morley fini connexe et nilpotent a un unique sous-groupe
FF-cou¨rant.

Preu¨e. Suit direcetment du corollaire precedent.´ ´
PROPOSITION 8.9. Soient FF une formation connexe saturee et G un groupe´

de rang de Morley fini connexe et resoluble. Si H est un FF-groupe tel que´
Ž .G s F G H, alors H est contenu dans un sous-groupe FF-cou¨rant de G.

Preu¨e. Par induction sur le rang de G. On peut supposer que G n’est
pas un FF-groupe. Soit N un sous-groupe G-minimal de G. Alors HNrN

Ž . Ž .est un FF-groupe et GrN s HNrN F GrN , donc HNrN est contenu
dans un sous-groupe FF-couvrant de GrN d’apres l’hypothese d’induction.` `
Ce sous-groupe est de la forme KNrN avec K sous-groupe FF-couvrant de
G d’apres le Corollaire 8.6.`

Ž .Si KN est distinct de G alors, comme KN s F KN H, l’hypothese`
d’induction dit que H est contenu dans un sous-groupe FF-couvrant M de
KN. Or M est conjugue a K dans KN donc M est un sous-groupe´ `
FF-couvrant de G. Ainsi on peut supposer G s KN et G contenu dans N.FF

Ž . Ž . Ž .Comme N centralise F G , K l F G est normal dans G. Si K l F G
est infini alors, par hypothese d’induction, H est contenu dans T ou T` `

Ž Ž ..0designe un sous-groupe de G tel que Tr K l F G soit un sous-groupe´
Ž Ž ..0FF-couvrant de Gr K l F G . Comme G est contenu dans N, T estFF FF
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Ž .0aussi contenu dans N. Ainsi T est contenu dans K l N qui est trivialFF

puisque N est G-minimal et puisque G n’appartient pas a FF. On en deduit` ´
Ž .que T est un FF-groupe d’ou le resultat. On peut alors supposer K l F G` ´

Ž .0 Ž Ž ..0fini. Ceci donne F G s N K l F G s N et on obtient G s NH. N
etant G-minimal, H est un sous-groupe definissable, connexe et propre´ ´
maximal de G et G s G H, donc H est un sous-groupe FF-couvrant de G.FF

DEFINITION 8.10. Soient FF une formation connexe, G un groupe de´
rang de Morley fini connexe et resoluble et H un FF-groupe. H est un´
FF-projecteur de G si HNrN est un FF-sous-groupe maximal de GrN pour
tout sous-groupe normal et definissable N de G.´

THEOREME 8.11. Soient FF une formation connexe et G un groupe de rang´ `
de Morley fini connexe et resoluble.´

Ž .i Tout sous-groupe FF-cou¨rant de G est un FF-projecteur de G.
Ž .ii Si FF est saturee, tout FF-projecteur de G est un sous-groupe FF-cou¨-´

rant de G.

Ž .Preu¨e. i Soient N un sous-groupe normal et definissable de G et´
H un sous-groupe FF-couvrant de G. Si HNrN est contenu dans un

0 Ž 0. 0FF-sous-groupe KrN de GrN, alors K r N l K ( K NrN s KrN est
un FF-groupe. On en deduit que K s K 0N s HN, ce qui donne le resultat.´ ´

Ž .ii Par induction sur le rang de G. On peut supposer G non trivial.
Soient N un sous-groupe G-minimal de G et H un FF-projecteur de G.
Alors HNrN est un FF-projecteur de GrN. Par hypothese d’induction,`
HNrN est un sous-groupe FF-couvrant de GrN. D’apres le Corollaire 8.6,`
il existe un sous-groupe FF-couvrant H* de G tel que HN s H*N. Aussi

Ž .HN s F HN H et la Proposition 8.9 dit que H est contenu dans un
sous-groupe FF-couvrant K de HN. Mais H est un FF-sous-groupe maximal
de G, donc H s K. Alors H et H* sont conjugues dans HN d’apres le´ `
Theoreme 8.5.´ `

8.2. Applications

Dans la suite on designera par NN la formation connexe des groupes de´
rang de Morley fini connexes et nilpotents. Comme premiere application`
des resultats ci-dessus nous donnons une autre demonstration de l’ex-´ ´
istence et de la conjugaison des sous-groupes de Carter connexes dans un

Ž .groupe de rang de Morley fini connexe et resoluble Corollaire 8.13 . Cette´
preuve utilise la partie 3 mais n’utilise rien des parties 4, 6, et 7 et

Ž .seulement des trivialites de la partie 5 Lemmes 5.7 et 5.9 . En fait on´
Ž .montre qu’on a affaire aux sous-groupes NN-couvrants Proposition 8.12 .
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Comme le Theoreme 1.1 montre que les sous-groupes de Carter d’un´ `
groupe de rang de Morley fini connexe et resoluble sont exactement les´
sous-groupes de Carter connexes et comme, pour les groupes finis, les
sous-groupes de Carter correspondent aux sous-groupes FF-couvrants pour

Ž w x.la formation des groupes nilpotents voir 19, p. 273 , on montre que la
Definition 2.13 de sous-groupe de Carter est, du point de vue de la theorie´ ´
des formations connexe, celle qui correspond le mieux a la definition de` ´
sous-groupe de Carter dans le cas fini.

PROPOSITION 8.12. NN est une formation connexe saturee et les sous-groupes´
NN-cou¨rants d’un groupe de rang de Morley fini connexe et resoluble G sont´
exactement les sous-groupes de Carter connexes de G.

Preu¨e. NN est une formation connexe saturee d’apres le Lemme 5.11.´ `
Le Theoreme 8.5 dit alors que G a un sous-groupe NN-couvrant C. G s´ `
Ž . Ž .0 Ž .0F G C d’apres le Fait 2.7. On en deduit que N C s N C C est` ´ G F ŽG.

nilpotent et est egal a C puisque C est NN-couvrant. Le Corollaire 8.7 et la´ `
Ž .Proposition 3.2 disent que N C est connexe, donc C est un sous-groupeG

de Carter connexe de G. Il suffit alors de montrer qu’un sous-groupe de
Carter connexe K de G est NN-couvrant. On peut supposer G contrexem-
ple de rang minimal. D’apres le Fait 2.7, la minimalite du rang de G, le` ´

Ž .0 Ž . Ž .0Theoreme 8.5 et l’argument de Frattini, G s F G N K s F G K. La´ ` G
Proposition 8.9 dit alors que K est contenu dans un sous-groupes NN-couv-

Ž .rant de G. Comme N K s K, K est alors NN-couvrant dans G.G

COROLLAIRE 8.13. Soit G un groupe de rang de Morley fii connexe et
resoluble. Alors les sous-groupes de Carter connexes de G existent et sont´
conjugues.´

Preu¨e. Suit de la Proposition 8.12 et du Theoreme 8.5.´ `

En utilisant le Theoreme 1.1, nous en deduisons le resultat suivant:´ ` ´ ´

COROLLAIRE 8.14. Les sous-groupes NN-cou¨rants d’un groupe de rang de
Morley fini connexe et resoluble G sont exactement les sous-groupes de Carter´
de G.

Avant de donner la seconde application, nous rappelons deux defini-´
tions.

w xDEFINITION 8.15 5 . Soient G un groupe de rang de Morley fini´
Ž .resoluble et p un ensemble de nombres premiers. On note B G le´ p

p-sous-groupe normal, definissable, connexe et d’exposant borne de G qui´ ´
est maximal pour ces proprietes.´ ´

w xDEFINITION 8.16 5 . Soient G un groupe de rang de Morley fini´
resoluble et p un ensemble de nombres premiers. G est un p *-groupe si´
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G est connexe et si ses sections definissables, abeliennes et connexes sont´ ´
p-divisibles.

Le Lemme 8.17 montrera que la classe des p *-groupes est une forma-
tion connexe saturee ce qui place cette notion dans un contexte plus´
general et rend son contenu plus clair.´ ´

Dans ce qui suit nous nous permettons l’usage de Theoremes 1.1 et 1.2´ `
bien que les arguments n’utilisent que certains fragments de ces resultats.´

LEMME 8.17. La classe des p *-groupes est une formation connexe satureé
pour tout ensemble p d’entiers premiers.

Preu¨e. Soient p un ensemble d’entiers premiers et FF la classe des
p *-groupes. Il est clair que FF est une formation connexe et on va montrer
qu’elle est saturee. Soit H un groupe de rang de Morley fini connexe et´

Ž .resoluble avec B H non trivial. Il suffit de trouver un sous-groupe´ p

Ž .propre, definissable et connexe maximal de H qui ne contient pas B H .´ p

Ž .0D’apres le Fait 2.4, F H a un p *-sous-groupe caracteristique C tel que` ´
Ž .0 Ž .F H s C) B H . Soit K un sous-groupe de Carter de H. Lesp

Theoremes 1.1 et 1.2 disent que K est definissable et connexe donc,´ ` ´
comme K est nilpotent, le Fait 2.4 dit que K a un p *-sous-groupe

Ž . Ž .0caracteristique D tel que K s D) B K . Comme H s F H K d’apres´ `p

Ž .Ž . Ž .le Fait 2.7 et la Remarque 3.1, H s B H DC . Comme B H est nonp p

Ž .trivial et comme DC l B H est fini puisque DC est un p *-sous-groupe,p

DC est contenu dans un sous-groupe propre, definissable et connexe´
Ž .maximal M de H. Alors M ne contient pas B H et la demonstration est´p

achevee.´
L’objet du theoreme suivant est de caracteriser les sous-groupes FF-´ ` ´

couvrants des groupes de rang de Morley fini connexes et resolubles ou´ `
FF designe la formation des p *-groupes. Notons que ce theoreme permet´ ´ `
une nouvelle demonstration du theoreme de Borovik et Nesin sur les´ ´ `

Ž .p *-groupes Corollaire 8.19 .

THEOREME 8.18. Soient FF la classe des p *-groupes et G un groupe de´ `
rang de Morley fini resoluble et connexe. Alors les sous-groupes FF-cou¨rants´
de G sont exactement les p *-sous-groupes maximaux de G.

Preu¨e. On deduit du Theoreme 8.5 et du Lemme 8.17 que G a un´ ´ `
sous-groupe FF-couvrant L et que deux sous-groupes FF-couvrants de G

Ž . Ž .sont conjugues. Alors, comme GrB G est un FF-groupe, G s B G L et,´ p p

Ž .comme un p *-sous-groupe de G intersecte finiment B G , L est unp

p *-sous-groupe maximal de G. Pour finir la preuve du theoreme, il suffit´ `
donc de montrer qu’un p *-sous-groupe maximal U de G est un sous-groupe

Ž .FF-couvrant de G. Comme U l B G est fini, il est suffisant de prouverp

Ž .G s B G U. Supposons G contrexemple de rang minimal au theoreme.´ `p
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Ž .0D’apres le Fait 2.4, F G a un p *-sous-groupe caracteristique C tel que` ´
Ž .0 Ž .F G s C) B G . Alors CU est un p *-sous-groupe de G, donc Up

Ž . Ž .0 Ž .contient C et B G U contient F G . Le Fait 2.7 dit alors que B G Up p

Ž .est normal dans G. Soit N s N U . Montrons que N est anormal dansG
Ž g .G. Soient g g G et F s d N, N . Si F s G, g g F sinon, par minimalité

0 a g Ž .de G, il existe a g F tel que U s U . Ainsi g g N U a : F. LeG
Theoreme 1.2 dit que N contient un sous-groupe de Carter D de G. Le´ `
Fait 2.4 donne l’existence d’un p *-sous-groupe V de D tel que D s

Ž . Ž . Ž .B D )V. Or B D est contenu dans B G et UV est un p *-sous-groupep p p

de G puisque V normalise U, donc V est contenu dans U et D est contenu
Ž .dans B G U. Comme D est anormal dans G d’apres le Theoreme 1.1,` ´ `p

Ž . Ž .B G U est anormal dans G. Le fait que B G U soit un sous-groupep p

normal propre de G est contredit.

Le theoreme de Borovik et Nesin sur les p *-groupes devient alors un´ `
corollaire du theoreme ci-dessus et du Theoreme 8.5.´ ` ´ `

w xCOROLLAIRE 8.19 5, Borovik & Nesin . Soit G un groupe de rang de
Morley fini resoluble et connexe et p un ensemble de nombres premiers. Alors´
les p *-sous-groupes maximaux de G sont conjugues. Si K est l’un d’eux, alors´

Ž . Ž .G s B G K et B G l K est un sous-groupe fini.p p

Note. Apres l’acceptation de cet article, T. Altınel m’a communique un article de T. A. Peng` ´
w x Ž . w x1 ou sont deja etudies les centralisateurs generalises definition 5.15 . Un theoreme de 1 dit que,` ´` ´ ´ ´ ´ ´ ´ ´ `

Ž .dans un groupe nilpotent-par-abelien, E x est un sous-groupe de G pour tout x g G. En´ G
particulier, le fait 2.7 montre que, dans un groupe de rang de Morley fini connexe et resoluble,´

Ž .E x est un sous-groupe de G pour tout x g G. Toutefois, mes motï ations pour introduire unG
tel objet etant differentes de celles de T. A. Peng, les simplifications qui suï ent de ce resultat sont´ ´ ´

Ž .mineures les 5 dernieres lignes de la preu¨e de la proposition 5.16 sont inutiles .`
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