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Endomorphismes polynomiaux plats 

GABRIEL PICAVET 

0. INTR~OUCTI~N 

An endomorphism e of a polynomial algebra A [X, , . . . . X,] is defined by 
the polynomials e(Xi) = P,. Such a morphism r is etale when the jacobian 
of these polynomials is an invertible one. One form of the jacobian conjec- 
ture asserts that an endomorphism, associated to an invertible jacobian, is 
bijective, another is that such a morphism is finite. In any case an etale 
morphism is flat. These facts motivated us to obtain characterizations of 
flat polynomial endomorphisms; another reason was that such characteriza- 
tions can be used in Algebraic Geometry. We have endeavoured to obtain 
criteria easy to handle, mostly by using contents. Consequently, the content 
modules of J. Ohm and D. E. Rush are an important tool in this work. Let 
M be a content module, we denote the content function by c,~, when it is 
necessary to emphasize the base ring A. As a general rule, a property of 
modules assigned to a ring morphism A + B is a property of the ,4-module 
B, except finite presentation which is a property of algebra morphisms. A 
topological property of a ring morphism concerns the associated spectral 
morphism. We prove that flat polynomial endomorphisms have projective 
dimension d 1. This result was known when the base ring A is Noetherian. 
Things are easy for one indeterminate, but are more intricate for 11 
indeterminates. A polynomial endomorphism is flat if and only if it is 
a quasi-finite, universally A-injective morphism. This last property is 
equivalent to c,,(R(P,, . . . . P,,)) = r,,(R) for any polynomial R. In fact we 
show a more general property about morphisms between content modules, 
with mild hypothesis. We obtain a characterization of flat polynomial 
endomorphisms by means of universally regular sequences. If the polyno- 
mials P, are homogeneous, a flat polynomial endomorphism is faithfully 
flat and free when A is a field. We note also that a finite flat polynomial 
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endomorphism is faithfully flat. We deduce from this last fact that an injec- 
tive finite polynomial endomorphism is projective. We give several criteria. 
about finite polynomial endomorphisms. Some of them result from the 
interpretation by 0. Zariski of the Hilbert Nullstellensatz. Besides we 
obtain that a quasi-finite projective (resp. MittaggLeffler) ring morphism 
A -+ B is finite if A is reduced (resp. Noetherian). These results apply to 
polynomial endomorphisms. In case of a base ring which is an algebraically 
closed field, by means of the rank of a ring morphism at a prime ideal, we 
give a criterion for a flat polynomial endomorphism to be finite. The last 
part of the paper is devoted to the study of the flatness of a polynomial 
endomorphism in case of two indeterminates. We obtain two criteria of 
flatness. In their statements arise the classical resultant of two polynomials 
and another new notion of resultant, which we define, and also contents. 

We recall now some definitions: if A 4 B is a morphism of rings and 
A --f A’ another morphism of rings, the morphism A’ + B@ 1 A’ is said to 
be deduced from A + B in the change of base il -+ A’. Let P be a property 
of ring morphisms, we say that a ring morphism A + A’ descends the 
property P’, if a ring morphism A + B verities the property P whenever 
A’ --f A O1 B verifies P. 

N.B.: In this paper, rings are commutative and unitary and modules are 
unitary. Conventions and notations are those of N. Bourbaki and of 
E. G. A. of Grothendieck and J. Dieudonne. 

I. DIMENSION PROJECTIVE II'UN F:NDOMORPHISME POLYNOMIAL PLAT 

On prend dans ce qui suit les conventions suivantes: soit A un anneau 
commutatif unitaire et soit n E N - { 0 1, on designe par A,, [X] la A-algebre 
de polynomes A[X, , . . . . X,,] et par A,,[X. S] la A-algitbre de polynomes en 
les 2n indeterminees X,, . . . . X,,, S,. _.., S,,. Un endomorphisme de la 
A-algebre A,,[X] peut etre representi: par un morphisme de A-algebres 
P: A,,[S] -+ A,,[X], et est done determine par la donnee des elements 
e(Si) = P, (X, , . . . . X,,) de A,,[X], pour i = 1. . . . . 11. Un tel morphisme 
s’identifie au morphisme canonique P’: A,,[S] --t A,,[S, X],‘I(e), 06 I(e) est 
l’ideal de A,,[& X] engendre par les polynomes P, (X, , . . . . X,,) - S, = 
P: (X, , . . . . X,, , S,). I1 suftit pour le voir, de considtrer les morphismes 
.I;: A,,CS, Xl + AIS, j ,, . . . . S,,, X,, . . . . X,,] d&finis par ,f;( S,) = P,, pour 
.j= 1, . . . . i,,l,(S,)=S,, pour j=i+ 1, . . . . n et,f;(X,)=X,, pour.;= 1, . . . . II: les 
morphismes .f; sont des morphismes de A-algebres, surjectifs, de noyaux 
Z,(r) engendres par les polynomes P’, , .__. P:. Le morphisme ,/;, donne par 
passage au quotient un isomorphisme de il,,[S]-algebres A,,[S, Xl/l(e) 4 
A,,C.U. 

Les constatations ci-dessus nous montrent: 
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LEMME 1.1. Un endomorphisme de A-algPbres e: A,,[S] 4 A,,[X] est un 
morphisme d’anneaux de ptkentation ,finie. 

Nous dCsignons par dp,(M) la dimension projective d’un A-module M 
et par dp(f’) la dimension projective du A-module B dtfini par un 
morphisme d’anneaux f’: A + B. 

LEMME 1.2. Soit e: A,,[S] + A,,[X] un morphisme de A-algtibres, alors: 

(i) Si l’on dksigne par C la A-ulgGbre A,,[& X], on u 
dp(.(C/Z(r)) =n et dpc.(Z(e)) = n- 1. 

(ii) Si A est un anneau inttigre, les id&mu Z,(e) .ront premiers. 

(iii) Si A est un corps, on u ht(Z,(e)) = i et done ht(Z(e)) = II. 

Prwce. La suite {Pi, . . . . P:, 1 est commutativement rtgulikre (au sens de 
I. Kaplansky dans [ 121) dans l’anneau C: en effet Z(e) = C est absurde; les 
polyn8mes Pi sont rkguliers dans C, car de contenus &gaux ri A: enfin P; 
est un non diviseur de ztro dans C/l, ,(e); si QPl=C;:{ C,(P,-.S,), pour 
S, = P, on obtient, puisque P; est un Gment rtgulier, Q EZ, ,(P). On 
dt-duit alors de [12, Thtorime 21, que dp1/7(-(CIZ(c)) = n et de [ 13, p. 127, 
Exercice 11, que dp,-(Z(e)) = II - 1. La partie (ii) est Claire puisque Z,(e) = 
Ker(,f;). Si A est un corps, l’anneau C est un anneau cattnaire, dont toutes 
les chaines maximales ont mime longueurs; par suite ht(l,(e)) = 
dim(C) - dim( C/Z,(e)). Or nous avons dim(C) = 2n et C/Z,(r) est 
isomorphe ri A[Si + , , . . . . S,,, X, , . . . . X,,], done est de dimension 2n - i; on a 
done ht(Z,(e)) = i. 

PROPOSITION 1.3. Soit e: A,,[S] 4 A,, [X] un enrlor?lorplzi.mlc~ de A- 
ulgtibres, dors dp(e) $ n et ~lp~,,~~,(Z(e)) < n - I. 

Prcww. Le morphisme e s’identifie au morphisme r’ qui n’est autre que 
le compos& A,,[S] + ii,,[S, X] --t A,,[.% X1/Z(e). Or, il est bien connu que 
si B + C est un morphisme d’anneaux et si A4 est un C-module, on a 
(/l)R( M) < up,.(M) + dpJC). On remarque alors que le premier morphisme 
du compos& ci-dessus est libre. Le r&sultat s’en diduit alors immtdiatement. 

Mime si A est un corps, l’idkal Z(e) n’est pas forctment plat sur C. Sinon 
d’apris 126, 1.31. l’idCa1 Z(r) serait principal done de hauteur 1. Tout ceci 
montrc que [ 18, Thtorime 4.31 ne se gkntralise pas au cas de I! indt-ter- 
mintes: un tel thtorkme affirme que si le morphisme A -+ A[X],iZ, dtfini 
par un idkal Z de type fini, est plat, alors le A[X]-module Z est projectif. 
La proposition suivante montre que l’on a quand m&me la projectiviti: de 
1. mais sur un autre anneau. 

Auparavant, rappelons quelques dkfinitions: une injection de A-modules 
;V -+ .M cst dite pure, ou universellement A-injective, si pour tout A-module 
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A’, le morphisme N @,l A’-+ MO d X est injectif. I1 est bien connu que la 
puretk se localise et globalise bien. D’autre part, un A-module A4 est dit de 
Mittag-Leffler, entre autres dkfinitions, si pour toute famille {Q,) rtl de 
A-modules, le morphisme canonique (n,, , Q,) @A M + fl,, , Q,@., M est 
injectif, cf. l’article [25] de M. Raynaud et L. Gruson. Du cas local dkrit 
dans [25, 1, 3.1.61, on dkduit la proposition: 

PROPOSITION 1.4. Soit u: N + A4 un morphisme de A-modules, oti A4 rst 
un A-module plut et N un A-module projecttfi pour que IQ morphisme II soit 
A-univrrselkment injectif il ,fbut ct il syffit qur pour tout id&z1 premier P de 
A, It> morphisme u aA k(P) wit ir#ct(f: 

PROPOSITION 1.5. Soit f: B + B,,[X]jI un morphisnw d’unneuux, de 
prbsentation ,/ink. Lr morphisme f est plait si et .vrultmtwt si I’idtbl I cst 
B-prqjrctif rt pour tout id&l pwmirr P de B, It> morphismr 
IaH k(P) --f k(P),,[X] est irzjectif: 

Prtww. Soit la suite exactc de B-modules 0 --f I + B,,[X] + 
B,,[X].!Z+ 0. Si le morphisme ,f est plat, la suite est B-universellement 
injective. I1 rksulte de [25, 2.1.61 que le B-module I est de Mittag-Leffler, 
puisqu’il cn est ainsi du B-module B,,[X]. Or I est de type fini sur B,,[X], 
done de type dknombrable sur B; on dCduit de [25, 11.2.2.21 que le 
B-module I est projectif, puisqu’il est plat sur B. Puisque la suite est 
B-universellement injective, il est clair que le morphismc I@, k(P) --) 
k(P),,[X] est injectif. Rkiproquement. supposons les deux conditions 
satisfaites, en vertu de 1.4. la suite exacte est B-universellement injective, 
et puisque le B-module B,,[X] est plat, il en est de m$me pour le 
morphisme ,fI 

On en dtduit immidiatemcnt le thi-or&me suivant qui g@ntralise un 
rksultat connu lorsque l’anneau A est Noethk-ien (cf. par exemple, [30, 
ThCoritme 441 de Wang). 

II. PLATITUDE IXS A-ENDOMORPHISMES DE L‘ANNEAC A[X] 

NOUS allons voir que dans le cas d’une variable, on obtient des critkres 
simples de platitude. 

Soit P(X, , . . . . X,,) un Clkment de A,,[.Y], on dtsigne par P*( X, , . . . . X,,) lc 
polyn~me P(X, , . . . . X,,) - P(0, . . . . 0). 

On rappelle, d’aprts 1211, qu’un morphisme d’anneaux A + A’ est dit 
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subtrusif si pour tout couple PC Q d’idkaux premiers de A il existe un 
couple P’ c Q’ d’idkaux premiers de A’ au-dessus de P c Q. 

PROPOSITION 2.1. Soit e: A [S] + A [X] un ~ndomorphi.sme de A- 
algk%re.s. Les conditions suiwntes .sont Pquicalmtes: (e est dkfini par 
e(S) = P(X)) 

(i) Le morphismr e est plat. 

(ii) Lr morphismr r rst ~fi’d~lemcnt plat. 

(iii) Le morphisme r est quasi-,fini. 

(iv ) Le morphismc c est unicerst~llemt~n t suhtrusif: 

(v) Le contenu ((P*(X)) est Pgal ti A. 

Preuw. 11 est bien connu qu’un morphisme A + A [X]/(P(X)), oti 
P(X) E A[X] est plat si et seulement si C( P(X))’ = c( P(X)). De m&me 
D. Ferrand montre dans [ 10, Lemme 2.31, que ce morphisme est quasi-fini 
si et seulement si C( P(X)) = A. Soit P(X) = p. + p, X+ + p,,x”. 
Supposons le morphisme e plat, en utilisant e’, on obtient que ((P(X) - S) 
est engendrk par un idempotent i de A[S]. Un tel idempotent est 
nkcessairement dans A. Puisque p. - S appartient h c(P(X) - S), on a 
p. - S = Q(S)i. Prenant S = p. - 1, on obtient que i est inversible, done 
&al Li 1. I1 existe alors une combinaison Q,(s) p, + ‘. + Q,,(S) p,, + 
Q(S)(p,,-S)= 1. En choisissant S=p,, on en diduit que c(P*(X))= A. 
Rkiproquement si C( P*(X)) = A, il est clair que c(P(X) ~ 5’) = A[S] et 
done e est un morphisme plat. Ainsi (i) est kquivalent g (v). On vient de 
voir que C( P(X) - S) = ,4 [S] kquivaut A C( P*(X)) = A, done (iii) est Cqui- 
valent ?I (v). Si I est un id&al d’un anneau B, on dtsigne par i la fermeture 
inttgrale de I dans B. Nous avons montri: dans [21, ThCorkme I.41 1, que 
le morphisme A + A[X];/( P(X)) est universellement subtrusif si et seule- 

ment si p. E ;m. Si l’on suppose que e est universellement subtrusif, 

alors /‘o - SE C( P*(X)) dans A [S]; mais pour S = p. - 1. on en dtduit que 

I E ;($zJ dans A, et done que c(P*( X)) = A, puisque pour tout id&al I 
on a Ic,, ‘I. Rtciproquement, C( P*(X)) = A entraine ((P*(X)) = A[S] et, 
puisque, pour tout id&al I on a ZC i, on voit que e est universellement 
subtrusif. On en dCduit que (iv) est Cquivalent d (v). I1 est clair que (ii) 
entraine (iv); puisqu’un morphisme universellement subtrusif est spectrale- 
ment surjectif, on obtient que (iv) cntrajne (ii), ce qui achkve la preuve. 

Le paragraphe suivant sera consack d la gknkralisation convenable de 
2.1, au cas de n variables. Disons tout de suite que les chases sont plus 
compliqukes. Auparavant, nous allons compltter l’ktude du cas d’une 
variable. 



200 GABRIEL PICAVET 

Soit _PA l’ensemble des polynomes d’un variable P(X) sur un anneau A, 
tels que ((P*(X)) = A. Lorsque P(X) E&,, le morphisme A + A[X]/(P(X)) 

est fidelement plat, puisque c(P*(X))= A et done ,v~E~(P*(X)). 
Considerons la A-algebre A, = @ ,,F p A[X]/(P(X)) et puis, par 
recurrence, A, = (A, ,), Finalement, on pose F(A) = IJ,, Ih* A,. Le 
morphisme structural A -+ F(A) est fidelement plat, puisque A, s’obtient 
comme limite inductive de morphismes fidelement plats. Tout polynome 
Q(X) de F(A)[X], soit qO+ ... +y,X’, tel que L~~,,,,(Q*(X))=F(A) a un 
zero dans F(A). En effet, Q(X) a ses coefficients dans un anneau A, et si 
h, ~1, + + h,q, = I. on peut se placer dans un anncau A, tel que tous 
les termes de cette relation soient dans A,. Puisque le morphisme 
A, CJW(Q(W) --t A, c, est injectif, le polyndme Q a un zero dans A, , , , 
done dans F(A). En particulier, tout polynome unitaire de F(A) a un zero 
dans F(A). I1 en resulte que les corps residueis de F(A) sont algebriquement 
clos. 

PROPOSITION 2.2. Soit P: A [S] + A [X] ~1 en~lom(~rp;nllismr & A- 
ul&hrr.s, d$ni par r(S) = P(X). illors 6~ cst un tnorphism~~ plot si et wul~- 
mrnt si pour tout polyncimc Q(X) de A[X] on u c(Q(P(X))) = ((Q(X)). 

Prrucr. Supposons le morphisme P plat, en vertu de la Proposition 2.1. 
on a c(P*(X)) = A; il en est de meme dans F(A). Ref. [h, Proposition 31 
montre que cp( ,,(Q(P(X))) est I’ideal de F(A) engendre par les elements 
Q(P(h)), pour tout h E F(A): en effet, les corps residueis de F(A) sont 
infinis. De plus, dans F(A), pour tout polynome P(X) E_P~,,~,, l’application 
f‘: F(A) -+ F(A), definie par ,f‘(h) = P(h) est surjective, puisque P(X) - h a 
un zero dans F(A). I1 en resulte que c , , ~, ,( Q( P(X))) est l’ideal engendre par 
les elements Q(h) pour h EF(A). Finalement, on voit que (‘I( ,,(Q(P(X))) = 
c, (.4,(Q(X)). La m&me Cgalitt a lieu dans A. parce que le morphisme 
A + F(A) est fidelement plat et parce que c,.,,,(H(X)) = F(A) c,,(H(X)) 
pour tout element H(X) de A[X]. Reciproquement, si la propriete sur les 
contenus est verifite, on a (.( P(X) - P(0)) = c-(X- P(0)) = il. ce qui signifie 
que e est un morphisme plat. 

111. LE <‘AS DE I? VARIABLES 

On utilise dans la suite le lcmme suivant: 
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d&f% par e’(X,) = P/(X,, . . . . X,,) ozi PI dt;signe le polyn6me dkduit (~~1 P en 
tran$ormant ses coefficients par ,L alors le diagramme suivant est cocartksien 
duns la catkggorie des anneaux commutat{f~~ unitaires: 

A,,CSl - A,,lJ’l 

1 1 
A:,CSl - A:,lXl 

Preuve. Les morphismes reprksentks verticalement sont dtfinis par 
P + P’. Les diagrammes commutatifs: 

A - A,,CSl 

1 1 
A’- A;,[S] 

A - A,,CW 

I I 
4 J 

A’ - A;,[X] 

sont cocarttsiens, parce que A’ oq A,,[X] = A:,[X]. Le diagramme com- 
mutatif composk 

A - A,,[SI - A,,[J’l 

I I I 
A’- A;,[S] - A:,CXl 

est done cocartksien, ainsi que le premier carri: commutatif de ce 
diagramme. 11 rksulte de [9, Chap. 0, 1.2.9.1, que le diagramme figurant 
dans l’tnonck du lemme est cocartksien: il suffit de prendre la proposition 
duale de celle de 191, concernant les car& cartksiens. 

Le lemme prickdent signifie que si l’on fait le changement de base 
A 4 A’, pour les anneaux de polyn8mes, alors P’ est dkduit de e par 
changement de base. Nous utiliserons ce lemme en particulier pour se 
ramener A des anneaux de polyn6mes sur un corps: pour tout id&al premier 
P de .4 on a un morphisme A ---t k(P). 

LIXME 3.2. Soit P: A,,[S] --f A,,[ X] un endomorphisme de A-alg6hre.r. 
rrlors CT est plut .si et seukment si pour tout id&l premier P de A Ie mwphisnw 
r/c> k(P)-algPhrrs of,: k( P),,[S] + k(P),,[X] est plut. 
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Preuw. Si le morphisme r est plat, le morphisme cp, dlduit de c’, par 
changement de base, est plat. Soit le composi de morphismes d’anneaux 
/1 -+ B = A,,[S] + C = A,,[X]. Les morphismes A + B et A + C sont de 
prksentations finies et plats. parce que libres. Le r&s&at inon& dans [X, 
IV. 1 1.3.111 nous assure que dans ces conditions. si pour tout id&al premier 
P de A le morphisme B@, k(P) + C@ I k(P) est plat, alors le morphisme 
B=A,,[S]+A,,[X]=Cest plat; orlemorphisme B@,k(P)+CR4k(P) 
n’est autre que le morphisme k(P),,[S] + k(P),,[X]; ceci achkve la preuve 
du lemme. 

Rappelons qu’un morphisme d’anneaux il + B est dit quasi-fini s’il est de 
type fini et si pour tout idtal premier P de A la fibre B@,.{ k(P) est linie 
sur k(P). La dernikrc condition est kquivalente Li la dimension de l’anneau 
B@,, k(P) est nulle. On trouve dans [ZS, 1.61, lc rkultat suivant: 

LEMME 3.3. Soit A + B + C un compo.@ de morphismes d’anneaux, tels 
que le morphisme B + C soit de t)‘pe fini, ulors ce morphisme est yuusi- fini 
si et seulement si pour tout idtbl premier P de A le morphisme B@, k(P) + 
C @ ,, k(P) c’st quasi-,fi’ni. 

On applique ce qui prkdde au cas d’un endomorphisme polyn8mial: 

LEMME 3.4. Soit un enL~(~m~jrplli.stne de A-u1gPhre.s e: A,,[S] + A,,[X]. 
Lr morphisme e est A-uniaersellement injecttf (resp. quasi-,fini) si et seule- 
merit si pour tout id&l premier P &J A Ic morphisme k( P),,[S] + k( P),,[X] 
rst injwtlf (rrsp. quasi-,fini). 

Preuw. La partie concernant I’universelle injectiviti de e rtsulte 
immkdiatement de la Proposition 1.4. 

Pour gkniraliser la Proposition 2.2 au cas de n variables, on commence 
par caractkriser les morphismes de modules i conoyaux plats, i I-aide de 
la notion de contenu. D’aprks J. Ohm et D. E. Rush, cf. [ 193, un A-module 
M est dit i contenu si pour tout Clkment s de A4 on a s E c(s)M, oli c(s) 
est le contenu de .Y, c’est i dire l’intersection des idkaux I de A tels que 
s E IM. Un module projectif, et done un module libre, est ri contenu. 

PROPOSITION 3.5. Soit P un A-modulr~ plut et wit u: M + P WI 

morphisme injcctlf dc~ A-modules. Soient 1e.s conditions: 

(i) Lr A-module P/M est plut. 

(ii ) Lr morphisme u cJ.st uriil.rr.srllrl?lmt icject$ 

(iii) Pour lout dhment .Y r/e M on u c(u(.u)) = c(.u). 

Alors (i) cst 6yuiculent ir (ii) rt (i) ou (ii) impliyuent (iii). Si M c.st un 
module il contetiu, alors (i) rst &.iivukcwt ti (iii ). 
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PrellCe. Puisque P est un module plat, l’iquivalence de (i) et (ii) est 
bien connue. On sait aussi que lorsque P et P/M sont des modules plats, 
pour tout idkal / de A on a ZM = A4 n ZP. Dans ces conditions, soit x un 
ilkment de M et soit / un id&al de A tel que u(.v) E IP, alors x appartient 
ri Mn IP = IM. I1 est clair que x E IM entraine U(S) E ZP. On en diduit 
alors que L.(u(s)) =L.(I). Rtciproquement, supposons que A4 soit un 
module i contenu et que (iii) soit rCali&e, soit x E M n IP, oti I est un id&al 
de A, puisque U(X) E IP, on a C(X) c I; de x E c(x)M on dkduit que .Y E IM. 
11 en rksulte que ZP n M = ZM et par un rksultat classique que P/M est un 
module plat. 

PROPOSITION 3.6. Soif u: M + P un morphisme de A-modules, oti M esf 
un module ir contenu er P un module plat, alors Ie morphisme II est univer- 
srllemenf injecGf si et seulement si pour tout ~1Pnzenr .Y de M on II 
c(u(.u)) = L.(.Y). 

Preure. Compte tenu de la Proposition 3.5, il suffit de montrer que la 
condition (iii) entraine que u est injectif, mais U(X) = 0 implique (.(.Y) = 0 et 
comme .Y appartient i (.(.u) M, on voit que x = 0. 

Remaryue 3.7. Soit X un A-module plat, nous avons montrt dans [22, 
2.61, que X est un module de Mittag-Leffler si et seulement si pour tout 
morphisme d’anneaux A -+ A’, le Al-module Xg, A’ est Li contenu (on dit 
alors que X est universellement i contenu). Soit alors P un module plat de 
M. L., soit M un sous-module tel que P/M soit plat; puisque le morphisme 
M + P est universellement injectif, il rksulte de [25, 11.2.1.61 que le module 
M est de Mittag-Leffler et comme il est plat il est alors universellement i 
contenu. 

TH~OR~ME 3.X. Soir e: A,,[S] + A,,[X] un endomorphisme de A- 
algt%res, defini pur e(S,) = P, (X, , . . . . X,,), le morphisme e est A-unicerselle- 
merit injectlf si et sezrlement .si pour tout PlPment R(S,, . . . . S,,) de A,,[S], OFI 

u: c,(R(S,, . ..> S,,))=c,~(R(P,(X,, -.-, X,,), . . . . P,,(X,, . . . . X,,))). 

Preuw. 11 suffit d’appliqucr la Proposition 3.6 au morphismc de A- 
modules P et de se rappeler qu’un anneau de polyn8mes sur A est plat sur 
A et li contenu. 

LEMME 3.9. Soir e: A,,[S] -+ A,,[X] un endomorphisme de A-a1gPhre.s. Si 
lc morpl~isme e est plut il esf A-unict~rsellement injectif: 

Preuce. En vertu des Lemmes 3.2 et 3.4 il suffit de montrer que pour 
tout idial premier P de A, le morphisme plat k(P),,[S] -+ k( P),,[X] est 
injectif: or les anneaux sont intkgres et le morphisme plat d&it un module 
saris torsion, il est done injectif. 
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PR~P~SITWN 3.10. Soit e: A ,, [ S] + A I, [X] un endomorphisme de A - 
u@hres, plut et dtfi’ni pur e(S,) = P,(X,, . . . . X,,), aiors c(P*) = A et 1e.r 
morphismes A + A,,[ Xl/( P, (X, , . . . . X,,)) sent ,fidglement plats. 

Preurc. En vertu du Theo&me 3.8, on a (,(Pp) = c(S, ~ P, (0, . . . . 0)) = A. 
Par [21, 1.451, le morphisme A + A,,[X],/(P,(X,, . . . . X,,)) est plat si ct 
settlement si I‘( P,)’ = c( P,), ce qui est le cas, puisque c(P,) = A. De plus soit 
M un ideal maximal de A et supposons que MA,,[X]/(P,) = A,,[X]/(P,). 
En passant dans l’anneau A/M[X,, . . . . X,,] on obtient que P, est inversible 
dans cet anneau et done les coefficients non constants de P, sont dans M, 
c’est a dire que (,( Pi*) c M, ce qui est absurde. Finalement le morphisme est 
iidelement plat. 

Les conditions de la Proposition 3.10 ne suffisent pas, comme dans le cas 
d’une variable, pour assurer que le morphisme c est plat. Considerons, par 
exemple l’endomorphisme P: A [X, Y] + A[X, Y] defini par r(X) = X et 
P( Y) = XY. On a bien c(X) = A et c(XY) = A. Cependant si P etait plat, la 
suite (X. Y 1 etant reguliere, il en serait de meme pour la suite (X, XYj, ce 
qui est absurde. La condition manquante sera degagee un peu plus loin. 

On donnc maintenant une caracterisation des endomorphismes 
polynomiaux plats, a l’aide des suites regulieres. Plus precisement: 

DEFINITION 3.1 I. Soit ,f’: A + B un morphisme d’anneaux, une suite 
(b, 3 ..., h,,) d’eltments de B est dite A-reguliere si pour toute suite 
d’elements i-y,, . . . . x,, i de il. la suite [b, -,f(.u,). . . . . h,,-f(s,,)] est 
reguliere. 

La suite (h,, . . . . h,,) est dite universellement A-reguliere si pour tout 
morphisme d’anneaux A + A’, la suite (h, 0 1. . . . . h,, @ 1 i de B@,, A’ est 
A’-reguliere. 

PROPOSITION 3.12. Soit c: A,,[S] --) A,,[X] un endomorphisnw de A- 
uIgPhre.c, ckfini pur e(S,) = P, (X, , . . . . X,,). Le morphisme e est plut si et seule- 
merit .C lu suite { P, . . . . . P,, 1 est unioersellement A-r&uliPrr. 

Preuw. Soit une suite ‘.y i , , . . . . x,,} d’tltments de A, il est bien connu et 
facile de voir que la suite {S, - 9,. . . . . S,, - x,,) est reguliere dans A,,[S]. Si 
le morphisme c est plat il en est de meme pour la suite transformee par c: 
la suite 1 P, -x, , . . . . P,, ~ 9 ,1) est reguliere. Soit un changement de base 
.f‘: A + A’, les hypotheses ttant les memes apres changement de base, on 
volt que la smte (Pi , , , . . . . . Pi,) est A’-reguliere. Ainsi la suite (P, . . . . . P,,) cst 
universellement A-reguliere. Reciproquement supposons cette suite univer- 
sellement A-reguhere. Pour montrer que le morphisme (’ est plat, le 
Lemme 3.2 nous montre qu’on peut supposer que A est un corps k. On 
peut de plus supposer que k est un corps algebriquement ~10s: si k + K est 
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lc morphisme c18ture algtbrique du corps k, le morphisme k,,[S] --$ K,,[X] 
est fidilement plat, done descend la platitude. Considtrons done un corps k, 
algkbriquement clos, un morphisme e: k,,[S] 4 k,,[X] dCfini par e(S,) = P,, 
oti la suite {P, , . . . . P,,) est k-riguliire. Soit A4 = (X, -a,, . . . . X,, -- a,,) un 
idtal maximal de k,,[X], oti CI,, . . . . u,~ sont des tliments de k. La suite 
(PI - Pl((Q,))? “‘1 p,, - R,((q))} a ses Clkments contenus dans M et est 
rtguliire. I1 en est de m&me pour l’image de cette suite par le morphisme 
canonique h: k,,[X] + k,l[X],bI. Soit c: k,,[S] + k,,[X] le morphisme de 
A-alg&bres dCfini par E(S,) = P, - P,((aj)), alors le morphisme de 
A-algibres h -E est plat, en vertu du rCsultat suivant, du d R. Hartshorne, 
Cnonck dans [ 16, 20.D.l: soit B un anneau local Noethbrien, d’idial 
maximal N; on suppose que B contient un corps k; si [.Y~, . . . . x,,) est une 
suite rCguli&re contenue dans N, alors le morphisme k,,[S] + B, dtfini par 
S, donne s,, est plat; soit l’isomorphisme ,f‘: k,,[S] + k,,[S]. d&fini par 
f’(S,) = P,((u,)) + S,, alors le morphisme /7’ e: k,,[S] + k,,[X] M est &gal h 
/7 i: ,f’et done est un morphisme plat. Cette propri&i: etant vraie pour tout 
id&al maximal M de k,,[X], on en dt-duit que le morphisme e cst plat. 

LEMME 3.13. Soit K un corps et soit c: K,,[S] + K,,[ X] un 
twdomorphisme de K-algPhres, plut. Le morphisme e est yuusi-,fini si et sezrle- 
mrnt si pour tout id&l premier P dc K,,[X] dr hautrur h, I’id&l premier 
I’ ‘(P) rst dc huutrur h. 

Preube. Posons B = K,,[S] et C = K,,[X]; soit P un id&al premier de C, 
de contractt: Q dans B. Puisque le morphisme e est plat, il risulte de 
12, Sect. 3.4, Cor. l] que dim(C,)=dim(Ba)+dim(C,@8,k(Q)). Le 
morphisme e itant de type fini, il est quasi&i si et seulement si pour tout 
couple (P, P’) d’idCaux premiers de C. tels que P’ c P, la relation 
e ‘(P)=c-‘(P’) entraine P= P’, cf. 128, 1.81. Or l’anneau C,oB, k(Q) 
est isomorphe A C,/QC,,. Ce dernier anneau est local, sa dimension est 
nulle si et seulement si son spectre est riduit A l’idtal maximal. Or les 
idkaux premiers de C,/QC’, sont en bijection avec les idkaux premiers P’ 
de C, tels que P’ c P et c ‘(P’) = Q. I1 en risulte que e est quasi-fini si et 
seulement si dim( C,@o, k(Q)) = 0, pour tout id&al premier P de C‘. Or 
cette derniire condition iquivaut A dim(C,) = dim( B,,), ce qui achtve la 
preuve. 

PROPOSITION 3.14. C’n endomorphisme de A-ulgBhres, plut P: A,, [ S] + 
.I I/ [X] est quasi-,fini. 

Prww. En vertu du Lemme 3.4, on peut supposer que A est un corps. 
D’apr& le Lemme 3.13. il suffit de montrer que c conserve les hauteurs dcs 
idkaux premiers. Soit P un id&al premier de A,,[X] et Q = P ‘(P), si e est 
plat on a /It(Q) d ht(P). Considkrons le morphisme sous la forme 
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6”: A,,[S] + A,,[ S, Xl/I(e). Puisqu’on a affaire i des anneaux de 
polyn6mes sur un corps, on a en dksignant par P* l’idttal de A,,[& X] 
correspondant A P, ht(P*) = ht(I(c)) + ht(P); d’apr2s le Paragraphe I, 
l’idt-al premier Z(r) est de hauteur II. Posons B = A,,[S] et soit le 
morphisme B + B,,[X]. en vertu d’un rksultat classique (l’anneau B est 
Noethttrien), on a ht(P*) d ht(Q) + II, d’oli I’on dkduit que hr( P) 6 ht(Q). 
Finalement on voit que ht(P) = ht(Q). 

TH~OR~ME 3.15. Soit c: A,,[S] + A,,[X] un mrlornorphi.rnze de A- 
dgPhres, les c.onditions suiuuntcs .sont Pquiculentes: 

(i ) Le morphisme e est plot. 

(ii) Le morphisme e est quasi-,fini et ~mi~er~seller~lmt A-ir~ject[fI 

(iii) Le morphisme e <Isi uniuersellement gknkrisant (kifiant ie Going 
down) 

(iv ) Lc morph&w e est uniuersellemen t ouuert. 

Preure. On sait d&ja qu’un morphisme tl plat est quasi-fini et univer- 
sellement A-injectif. Rtciproquement, supposons ces deux conditions 
satisfaites; par le th&or&me principal de Zariski. sous la forme &on&e dans 
[24], pour tout idtal premier P de A le morphisme injectif k(P),,[S] + 
k(P),,[X] se factorise en k(P),,[S] + E + k( P),,[X], oti E est la fermeture 
intPgrale de k(P),,[S] dans k(P),,[X]. cf. 124, 4.21, et le morphisme 
E + k(P),,[X] est une immersion ouverte, c’est i dire un kpimorphisme 
plat de prksentation finie. Le morphisme k( P),,[S] + E est entier injectif, 
entre anneaux intigres, done est saris torsion et l’anneau k(P),,[S] est 
intkgralement ~10s; il rCsulte de [27, 2.11, que ce morphisme est universelle- 
ment ouvert; il en est de meme pour le morphisme E-, k(P),,[X]. 
puisqu’un morphisme plat (ou m&me universellement gintrisant ). de 
prCsentation finie est universellement ouvert, cf. [9. I., 7.3.101. Une 
partie de la preuve sera achevte si nous montrons que l’hypothtse: le 
morphisme li( P),,[ S] + k( P),,[X] est universellement ouvert entraine que 
le morphisme k(P),,[S] + k(P),,[X] est plat. Or ce dernier point est cons& 
quence de [8, IV. 15.4.21: soit ,f’: Y +X un morphisme de type fini entre 
anneaux Noethkriens; si Y est un anneau rtgulier et si X est un anneau de 
Cohen-Macaulay, alors ,f’ est plat si et seulement si ,f‘ est universellement 
ouvert. On vient done de voir qu’un morphisme e quasi-fini et universelle- 
ment A-injectif est plat. en vertu du Lemme 3.2. Si le morphisme t’ est plat, 
comme il est de prbsentation linie, il est universellement ouvert et done 
universellement gknkrisant, cf. [9. 1.3.9.31. Un morphisme r de prksentation 
finie, universellement ginitrisant est universellcment ouvert: il en est de 
m&me pour le morphisme e @ k(P), alors le raisonnement fait ci-dessus 
nous montre quc e est un morphisme plat. La preuve est ainsi terminie. 
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PROPOSITION 3.16. Soit e: A ,I [ S] + A ,,[ X] un enck,nzorphi.sntr de A- 
ulgLhrrs qua.+fi’ni et spectralement suyject{f; colors le morphisme e est ,fidde- 
merit plut. En particulier, un morphismr e ,fini et injectlf est ,fi:&lemmt pk. 

Preutle. Soit pour tout ideal premier P de A le morphisme 
op: k(P),,[S] -+ k(P),,[X]. Ce morphisme est injectif: puisque le 
morph&me spectral OLJ~ est surjectif, on a “c’,,( V(0)) = “c’,,( V(0)) = 
V(e, ‘(0)) = V(0); mais les anneaux sont integres et. par suite, 0 = clp ‘(0); 
ainsi le morphisme (I~ est injectif. En vertu du Lemme 3.4 le morphisme e 
est A-universellement injectif, done est plat d’apres la Proposition 3.16. 

PROPOSITION 3.17. Soit e: A ,) [ S] + A,,[X] un mdomorphisme de A- 
dgPhres. Pour que le niorphismi~ e wit plut (resp. spectrulement .wject$ 
quusi-,fini, universellement A-injectlf) il ,firut et il suffi’t yue pour tout 
morphisme d’unneau.x- A + K, oli K est un corps ulgPhriquement clos, le 
morphisme K,, [ S] + K,, [ X] wit plut (resp. spectrulement .swject~f, quasi- 
ji’ni. injectif ). 

Prewe. Les proprietes de morphismes d’anneaux figurant dans l’enonce 
de la proposition sont vraies si et seulement si, pour tout ideal premier P 
de A, elles sont vraies pour le morphisme k(P),,[S] + k(P),,[X]. Elles sont 
stables par changement de base. De plus si K est une cloture algtbrique de 
k(P), le morphisme k(P) [ X] + K[ X] est lidelement plat. done descend les 
proprietes intervenant dans l’tnonce de la proposition. 

Remurque 3.18. Nous avons vu, dans la Proposition 3.12, que la 
platitude d’un morphisme P s’exprime par l’assertion: la suite ( P, , . . . . P,,) est 
universellement A-reguliere. Un examen de la preuve de la Proposition 3. I2 
montre que cette condition est equivalcnte a la suivante: pour tout 
morphisme d’anneaux ,f: A ---f K, ou K est un corps algtbriquement clos, si 
u 1 , . ..1 u,, sont des elements de K, la suite (PI - CI, , . . . . Pi, ~ (I,, ) est reguliere. 
Dans le cas ou les coefficients des polynomes P, sont des elements de Z. 
cette remarque fournit un critere effectif de platitude, pour un morphisme e. 

S. S. S. Wang fait remarquer dans [30], apres l’enonce du Thtorime 49, 
qu’une consequence de son theoreme principal 46 est que la solution de la 
conjecture du Jacobien passe par I’obtention d’un critere de fiddle platitude 
pour un morphisme r etale, done plat. Si un morphisme e est plat, il est 
fidelement plat si et seulement si le morphisme spectral “P est surjectif. I1 est 
facile de voir, dans le cas ou A est un corps algebriquement clos, que la 
surjectivite de “P equivaut a la surjectivite de l’application polynomiale 
associee P(e): A” --t A”, dtfmie par P(e)(u,, . . . . cl,,)= (P,(a,). PJU,)). 
Mais ce critere est peu maniable. 

II est un cas evident ou un morphisme e plat est fidelement plat: un 
morphisme d’anneaux injectif, fini et plat est fidelement plat. Cet aspect 
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sera traite dans le paragraphe suivant. Auparavant, nous donnons un 
critere de lidele platitude assez simple, mais non general. 

Prmw. Soit Pi le degrc du polynome homogene P,. On sait qu’on peut 
considtrer .4,,[S] comme un anneau gradue, la graduation ctant definie 
ainsi: un element homogenc de poids p est une combinaison lineaire sur A 
de monomes X7’ ‘X:“’ X:,“” tcls que 17, i( 1 ) + + p,,i(n) = p. Lc 
morphisme (J peut alors etre considere comme definissant sur il,,[X], muni 
de sa graduation usuelle, une structure de A,,[S]-module gradut. Compte 
tenu des propositions precedentes, on peut supposer que A est un corps. 
Dans ce cas. les elements homogenes de poids 0 de .4,,[S] sont les elements 
de .4, qui est un corps: le morphisme r &ant plat, on a 
Tor~JJ’“‘(A,,[.Y], A) = 0. 11 resulte de [S. VIII.61 ] que le morphisme I’ est 
libre. 

Le theoreme precedent suggere qu’en homogeneisant les polynomes P, 
on peut obtenir des rtsultats suppltmentaires. Si P(X,. . . . . X,,) est un 
element de A,,[X]. on designe par “P(X,. . . . . X,,, X,, + ,) le polynome deduit 
de P par homogeneisation. Soit. pour UE il. le morphisme d’anneaux 
/’ A,)+ ,[X] + A,,[X] defini par ,f;,(X,, , ,)=(I ct ,/;,(X,)=X,, pot11 ,I 
i = I, . . . . n. Le morphisme ,f;, est surjectif. de noyau cngendre par X,, , , ~ U. 
Considerons un endomorphisme de A-algebres (1: A,,[S] + A,,[X], defini 
par r(S,) = P,, on definit alors un cndomorphisme de A-algebres 
h(e): A ,!+ ,[S] + il,, , ,[X]. par h(c)(S,) = “P,. pour i= 1, . . . . n ct 
I~(P)(S,,+,)=X,,, ,. Posons B=A,,, ,[S], <‘x,3,,, ,[X],soit il’idealde B 
engendre par S,, + , -N: puisque lc morphisme B+ C donnc un 
isomorphisme d’anneaux C@, B;‘/= C’.;I.c’ et puisque 1.C est l’ideal de (’ 
engendrt par X,,, , - (I, la consideration du cart-e cocartesien: 

B. C‘ 

B,:/ -+ C/I.C 

nous montre que Ton a un carre cocartesien: 

A,;; / IS1 2L A,>+,,,LU 
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oti c,, est l’endomorphisme de A-al@bres dtfini par r,,(S,) = 
“P, (X, , . . . . X,,, a). On remarque que P = e, 

COROLLAIRE 3.20. Soit e: A,,[S] --f A,,[X] un endomorphisme de A- 
ulgPhres, si le morphisme h(e) est plat, ulors les morphismes o(,. et en 
particulier e, sont ,fiMement plats. 

Remurque 3.2 1. La platitude de c n’entraine pas celle de h(e): soit K 
un corps algtbriquement clos et soit e: K[X, Y] + K[X, Y] ditfini par 
e(X)=X”+ Y’-X et e(Y)=X’+ Y’. Le morphisme t’ est plat, car la 
suite (e(X), e( Y) ). est universellement A-rkgulike, et spectralement surjec- 
tif, car l’application P(e) est surjective. Si le morphisme h(r) ktait plat, il en 
serait de m&me pour e,, ; or e<,(X) = X’ + Y’ = f~(,( Y), montre quc e. n’est 
pas injectif done n’est pas plat. 

L’utilisation des rtsultats de S. S. S. Wang dans 1301 nous fournit un 
critkre de platitude pour un morphisme I’. 

PROPOSITION 3.22. Soit e: A,,[S] + A,,[X] un endomorphisme de A- 
ulg&es, cl<fini pur e(S,) = P,. Le morphisme c est net si et seulement si lc 
rlderminunt du Jucohien des polyncimes P, est in Plbment inccrsifde de 
A ,,[ X]. Duns ce cus le morphisme e est Ptule, done plut. 

Prcuze. Consid&ons la factorisation A,,[S] + A[P,, . . . . P,,] -+ A,,[X]. 
le premier morphisme est surjectif, done net. Le composk est done net si et 
seulement si le deuxiime morphisme est net. Le thCor6me 38 de [30] donne 
alors le premier rksultat. Le mCme thtortme nous montre que le deuxiitme 
morphisme est plat et que les ClCments P,, ,.., P,, sont algtbriquement indC- 
pendants sur A, lorsque r est un morphisme net. I1 en rtsulte que dans ce 
cas. le morphisme e est plat. 

Remutye 3.23. 11 en r&suite de [8, IV.17.81 que le morphismc r est net 
si et seulement si pour tout idkal premier P de A, le morphisme r@ k(P) 
est net. 

PROPOSITION 3.24. Soient e et 6” des A-endomorphismcs de ,4,,[X], ulors 

(i ) Si le morphisme e’ e est plut et si e’ est spectrulement swject~f~ le 
morphisme e cst plut. Si e et e’ Sent pluts, il en est de niPme pour e e’. 

(ii) Lr morphisme P- e’ est ktulr si et seulement .si e et e’ .sont ktules. 

Prezwe. Supposons 6&-e plat et e’ spectralement surjectif. Puisque e’ ‘1~ 
est universellement A-injectif, il en est de m&me pour e. D’autre part, on 
wit d’aprtts [ZS] qu’un morphisme d’anneaux est universellement incom- 
parable si et seulement si ses extensions rksiduelles sont algkbriques; en 
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utilisant la surjectivitk spectrale de (J’ on obtient que le morphisme (I a ses 
extensions rCsiduelles algkbriques. Puisque t’ est de type fini et universelle- 
ment incomparable, il est quasi-fini [28, Corollaire 1.81. I1 rksulte du 
Th&ort!me 3.15 que le morphisme L’ est plat. 

Si P est un A-endomorphisme de A ,,[A’], nous dCsignons par 
J,(X,, . . . . X,,) le dkterminant de la matrice Jacobienne des polynbmes 
c>(S;)= P,. On a alors J, ,~(X,. . . . . A’,,)= J,.(P’,, . . . . Pi,) J,.,(X,, . . . . X,,). Si ic 
morphisme e’ i CJ est &tale, le produit de polynames ci-dessus est inversible, 
done J,, est inversible et le morphisme (j’ est ttale. Remplacons A par un 
de ses corps rksiduels, alors J,. est une constante, non nulle, il en est de 
m$me pour J,,( Pi, . . . . Pi,). Or les ttlt-ments P: sont algkbriquement indt- 
pendants, il en rksulte que J, est une constante. Finalement on voit que CJ 
est btale. 

Renmque 3.25. Soit un composC (p’ LJ fini et supposons que e’ soit 
fidilement plat, alors 6~’ ttant injectif, le morphisme c est entier, de type fini, 
done fini. 

11 peut &tre intkressant dans l’ttude d’un endomorphisme e de pouvoir 
remplacer les polyn8mes P,, par des polyn8mes dont la partie homog&e 
de plus haut degr& est un moname. I1 est possible d’arriver i un tel rCsultat, 
en utilisant une mCthode due A Kronecker et utiliske dans la preuve du 
lemme de normalisation. Comme la preuve est tr& technique, on se conten- 
tera de donner une esquisse de la dCmonstration. 

Prtww. Montrons d’abord que les morphismes e, du type ci-dessus sont 
finis et fidklement plats. Posons e,(X,) = T,, pour un morphisme 0,. On 
constate alors que pour i = 1. ,.., ,j I’inditterminCe X, est entiire sur A,,[T]. 
Pour i = j + 1. ,.., n on remarque que X, est somme de deux tltments entiers 
sur A,,[ r]. Le morphisme cl est done entier, et par suite, fini. Pour voir 
que ~1, est spectralement surjectif, on remplace A par un corps algtbrique- 
ment clos K. Puisque K est algtbriquement clos, le systkme d’kquations 
r,(X)) = li,, oti k, est un 6lCment de K, admet evidemment une solution. II 
en rtsulte que e, est spectralement surjectif. En vertu de la Proposition 3.16. 
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le morphisme o, est fidelement plat. Soit maintenant A un anneau et soit 
13 = A ,,[X]. Soient aussi des polynomes P, , . . . . P, elements de B. On peut 
definir des entiers tn, en sorte que si e’ est le morphisme de A-algebres 
d&i par e’(X, ) = X, , r’(X,) = Xi + X’,“l, on ait e’( Pi) = u,,,,X;~ + 
x,, (, a,,,(Xz, . . . . X,,) X’, , ou (I,.,,( appartient a A - {O 1. Pour cela on prend 
un entier d strictement supirieur a tout exposant dune indeterminee X, 
tigurant dans un monome composant d’un polynome P,, cf., par exemple, 
[ 14, 7.2.11, en moditiant legerement l’argument. Prenons maintenant 
l’endomorphisme e, defini par les polynomes P,. Une application de ce 
qui precede nous donne un endomorph&me c,, tel que P, (P,) = u,,,,X;’ + 
x,(r, 0,.,(X?, . . . . X,,) X’, Considtrons maintenant les polynomes a,,, de 
.4[XI, . . . . X,,]. On applique le pro&de ci-dessus, on obtient un A- 
endomorphisme de A[X,, . . . . X,,], soit 6~’ deiini par r’(X,) = .X1, e/(X,) = 
X, + X;j, pour i = 3, .._. tz. On considere alors le A-endomorphisme e” de 
A,,[X] dtfini par c”( X,) = X, et e”(X,) = c’(X,). pour i = 2, . . . . n. Un rem- 
placement donne e”(e( X,)) = 2, (II h,X’,Xz”+ P(X,, . . . . X,,), oh h, est un 
element non nul de ii et ou P est un polynome en X, et X, sur 
A[X,, . . . . X,,]. dont le degrc est strictement inferieur a Max(j+ s(J). 
Choisissons un entier ci, strictement superieur a tout entier.j, s(,i), pour tout 
indice i; soit l’endomorphisme r”’ difini par e”‘(X?) = X; et e”‘(X,) =X,, 
pour i # 2. On obtient alors c’? en prenant e”’ e”. On poursuit ensuite par 
recurrence. 

Donnons maintenant quelques exemples. 

EXEMPLE 3.27. Soient dans l’anncau A[X, X, , . . . . X,,] les polynomes: 
P,, = X” +X, x/’ ’ + + X,, et P,, ,, = x” “+X,, + , X” ” + ‘) + + X,, et 
soit leproduit P=P,,P,, ,i=x”+p,(X ,,..., X,,)X” I+... +p,,(X ,,..., X,,). 
On a: p, = X, + X,], , , I-‘? = X2 + X, X,,+ , + X,,,?. . . . . p,, = X,,X,,. Soit e le 
A-endomorphisme dtfini par e( S,) = /j,. Le morphisme c est entier: prenons 
c sous la forme A,,[S] --t A,,[.?$ X],!(p, - Si). On a dans cet anneau un 
polynome a coefficients entiers sur A,,[S]: P(X) = X” + S, x” ’ + + S,,. 
11 se factorise en P,,(X) P,, ,,(X). I1 resulte du lemme de Kronecker que les 
coefficients de P,, et P,, _ ,, sont entiers sur A,,[S]. done les classes de 
X,. . . . . X,, sont des elements entiers sur A,,[S]. Le morphisme Q est 
spectralement surjectif: supposons que A soit un corps algtbriquement ~10s. 
Le polynome x” + h, X” ’ + ... + h,, se factorise lineairement sur A, par 
consequent le systeme d’tquations p,(X, , ,.., X,,) = h, a une solution dans A. 
Finalement, on en deduit que le morphisme c’ est fini, lidelement plat. Au 
tours de [32, Preuve de 1.4.21 on montre que J,, est le resultant de P,,, 
I’ ,,. On a done J,,(O, . . . . 0) = 0 et le morphisme P n’est pas Ctale. On voit 
azssi sur cet exemple que la platitude d’un morphisme c n’entraine pas que 
.I, soit un element regulier. 
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EXEMPLE 3.28. Soient ,f;(X), ..,, ,f;,(X) des elements de A[X], tels que 
c(,f,*) = A. Si s est un element du groupe symetrique sur n elements, con- 
siderons l’endomorphisme de A-algebres de A,,[X], delini par e(S,) = X,,,,. 
Ce morphisme est un isomorphisme. Soit aussi le morphisme de A-algebres 
e’ delini par r’ (Si) = J’; (X,). Le morphisme ~1’ est fidelement plat; en effet 
l’anneau A,,[S, X]/(.f;(X,) - S, .,f;,(X,,) - S,,) est une A,,[S] algebre 
isomorphe a @:‘=, A,,[S][X]/(/;(X)-S,) et I’hypothese sur les 
polynomes ,f; entraine, compte tenu de la Proposition 2.1, que le morphisme 
A,,[S] -+A,,[S]/(,f’,(X)-S,) est fidelement plat. On en deduit que I’en- 
domorphisme de A-algebres P” defini par c”(S,) =,f;(P,c,I(X,,, ), . . . . X ,,,, ,)). 
ou s et t sont des elements du groupe symitrique et P,, ..,, P,, sont des 
polynomes definissant un endomorphisme plat. est un endomorphisme plat. 

EXEMPLE 3.29. Les endomorphismes plats peuvent se juxtaposer. Soient 
des endomorphismes de A-algebres c, : ,4,,[S] --f A,,[X]. defini par 
e,(S,)=P,. pour i= I,.... II ct r?:A,,[,S-A,,[X]. defini par e,(S)= 

Q ,,+,3 pour i = 1, . . . . p. 11 existe alors un endomorphisme e: A,, + ,,[S] + 
A ,, ( ,[X], defini par P(S,)= P,(X,, . . . . X,,), pour i= 1. ,... II et (~(s,,+,)= 
Q,, + ,(X,, , ,, ...) X,, + ,, > ) pour .j= I, . . . . p. Si les endomorphismes e,. p7 sont 
plats, il en est de m&me pour c que nous designons par (1, v 02. Pour 
demontrer ce dernier point. il suffit de prouver que I’, v Id et Id v cl2 sont 
plats, puisque P = (e, v Id) (Id v I’?) = (Id v E?) (P, v Id). Mais, par 
exemple, 4, v Id n’est autre que le morphisme deduit de (J,, dans le change- 
ment de base A,,[S] --t A ,, + ,,[S] et est done plat si o, est plat. Notons 
aussi quc e, est plat (resp. etale) si et settlement si I’, v Id est plat (resp. 
ttale). 

Voici quelques proprietes des endomorphismes e qui son1 plats. 

Prtwe. Soit un morphisme ,f’: B -+ C de A-algebres et soit Q un ideal 
premier de B. se contractant en P dans A, alors le morphisme fibre 
k(Q) -+ COB k(Q) s’identifie au morphisme fibre du morphisme f’@,,, li( P) 
en tout ideal premier Q’ de BBa k(P) au-dessus de Q: on a un diagramme 
cocartesien 

O~I le morphisme B -+ B@ ,, k(P) est un epimorphisme de la categoric des 
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anneaux commutatifs unitaires. Par consequent, l’extension residuelle 
k(Q) -+ k(Q’) est un isomorphisme. Puisque le morphisme fibre de 
f‘@,, k(P) en Q’ s’obtient en effectuant le changement de base k(Q) + k( Q’) 
pour le morphisme tibre de ,f’en Q, on voit que l’assertion est demontree. 
En particulier. dans le cas du morphisme c le morphisme fibre en l’ideal 
premier Q de 4,,[5’] s’identifie au morphisme tibre du morphisme 
k(P),,[S] -+k(P),,[X] en l’ideal premier Q’ de k(P),,[S] au-dessus de Q. 
Pour montrer qu’un morphisme plat e est de CohenMacaulay, on peut 
done supposer que A est un corps; puisque c est plat et ses fibres sont des 
anneaux Noethtriens, il nous reste a montrer que les fibres non vides sont 
des anneaux de Cohen Macaulay. Soit c: R = A,,[S] --f A,,[X] = R’ et soit 
P un element de Spec( R) dont la fibre est non vide, son anneau est 
R;,:‘PR’,. Soit un ideal premier de cet anneau correspondant a un id&al 
premier M’ de R’, l’anneau localise en l’ideal premier est isomorphe a 
R;, :PR;,,. Comme cet anneau est local, de dimension 0 sa profondeur est 
zero, done cet anneau est de CohenMacaulay. 

Lorsqu’un endomorphismc c est plat, on peut se demander quand il est 
fidilement plat, ou ce qui revient au m&me: quand est-il spectralement sur- 
jectif? Ce probleme rejoint celui pose par A. M. Nicolas dans [ 171: soit 
4 ---t B un morphisme d’anneaux, injectif, entre anneaux factoriels, on dit 
que ce morphisme definit une extension factorielle si le A-module B est sans 
torsion et si pour tout element !J de B on peut ecrire, d des elements inver- 
sibles pres, de maniere unique, h = I/X. ou II E A et .Y E B, .Y verifiant de plus: 
les relations s = XX’, u E A, et s’ E B entrainent u est un element inversible 
de 4. Le Theorime 1.6 de [ 171 montre que si le morphisme A --t B est plat. 
designant par K le corps des fractions de A, alors A + B est uric extension 
factorielle de A si et seulement si Bn K = A. Or [30. Thcoreme 411 
nous assure que si A est un anneau factoriel et si le morphisme 
(I: 4,,[S] --t A,,[,%‘] est plat la condition precidente est realisec. Vous en 
deduisons done que dans le cas ou ‘4 cst un anneau factoriel, si le 
morphisme e est plat, il dtfinit une extension factorielle. En particulicr, 
pour tout polynome P de A,,[X], il existe un polynome unique Q. a un 
element inversible pres de A. tel que P= r(Q) P,, oti P, ne peut. plus se 
factoriser de cettc faqon, sauf par des elements inversibles. Chez les deux 
auteurs cites ci-dessus, on pose le probleme de la surjectivite spectrale du 
morphisme lorsqu’il est plat. Dans le cas ou A cst un corps on peut donner 
une precision. Soit M un ideal maximal de K,,[S], oti K est un corps et soit 
un morphisme plat r: K,,[S] --$ K,,[X]. Lc morphisme c’ deduit de c par 
localisation en A4 est de type fini. Soit Q,,, un ideal maximal de K,,[X] \,, 
puisque le morphisme c’ est de type fini, Q,,, se contra& dans K,,[S] ,, en 
un ideal premier c l(Q),,, de Goldman. c’est a dire que (K,,[S],/c l(Q)),, 
est un anneau integre dont l’ideal minimal est ouvert dans le spectre. 11 est 
alors classique que puisque cet anneau est Noetherien local. sa dimension 
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est infirieure ou Cgale Li 1. 11 s’ensuit que la hauteur de (2 ‘(Q) est 11 ou 
n - 1, et puisque e conserve les hauteurs par la Proposition 3.14, la hauteur 
de Q est II ou IT - I. Par conskquent, ou bien A4 a une fibre non vide ou 
bien la dimension de K,,[X] ,%, est II - 1. 

IV. FINITUDE ET PROJECTIVITY D'UN EWOMORPHISME PW.YNOMIAL 

Comme nous l’avons remarqui: un endomorphisme r plat et fini est 
lidklement plat. Mais un tel morphisme a des propriktks suppkmentaires, 
telles que la projectivitk ou mieux, si l’anneau A n’est pas quelconque. 

(iii) Si I’mneou A est un corps, Ir nwrphisme P tj.rt lihrr. 

Prmw. En vertu de la Proposition 3.16, le morphisme e itant fini et injcc- 
tif, est fidklement plat. Mais un morphisme d’anneaux B + c’ de prksenta- 
tion finie, fini dkfinit un B-module C de prkentation finie, cf. [9, 1.6.2.10]. 
Dans ces conditions A,,[X] est un A ,,[S]-module plat de prksentation finie 
et est done projectif. Pour montrer (ii), il suffit de remarquer que la 
connexitk de A entraine cellc de A,,[&‘]. Le cas de (iii) se traitc en utilisant 
le thlorkme de QuillenAuslin sur la conjecture de Serre: tout module 
projectif de type fini sur un anneau de polyn8mes sur un corps est libre. 

Rrmury14c~s 4.2. ( 1 ) Si le morphismc c n’est pas fini, mais est projectif, 
et si de plus I’anneau A est Noethkrien conncxe alors le morphisme c est 
libre, cela rksulte immt?diatement d’un tht-ortime de H. Bass dans [l, 4.51. 

(2) Considkons un endomorphisme I’: A [S] + A [X] fini et projec- 
tif, alors le morphisme e@ A p. pour tout idkal premier P de A, est libre, 
une base Ctant constitute par des puissances de A’. Considkrons en effet lc 
morphismc B = A,[,S] + A,[X] = C. il est projectif de rang r. Soit Q un 
id&al premier de B, le morphisme k(Q) -+ k(Q) OH C est aussi libre de rang 
I’ et est engendrk par { 1 @ A”) ,t ,\, Le polynbme caractkistique de 1 @A’ 
sur X(Q) est de degrk r, done I @ X’ ’ ’ est combinaison linkairc d’kltments 
de {I, l@X,..., IOX ’ ). Ce dernier ensemble est done une base de 
k(Q)BH C sur k(Q). Mais l’anneau B, est local, lc module C, est dc 
prksentation finie sur B,, Ic morphisme QB,, oHI, Cv --f (‘<, est injectif 
car Cv est un Bcl-module plat. 11 rksultc de 13. 1113.2.5] que l’imagc dc 
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l’ensemble E = i I, A’, . . . . X’ ’ ) est une base de C, sur B,. En globalisant, 
on voit que E est une base de C sur B. 

(3) Le morphisme e: @[S, T] -@[A’, Y], dCfini par r(S)=X et 
e(T) = Y + XY’ est fid&lement plat, mais non projectif, cf. 130, Exem- 
ple 601. 

(4) Soit A un anneau intkgre et soit e un endomorphisme polynamial 
plat et quasi-fini en 0 (la fibre en 0 est un espace vectoriel de dimension 
finie) alors le morphisme P est projectif si et seulement si il cst fini. Pour 
dCmontrer ce qui prtcide, il suftit d’utiliser les Thtor&mcs 3 et 4 donnts par 
C. U. Jensen dans [ 1 I]. 

Nous allons donner des critkres de finitude pour un endomorphisme P. 
Puisqu’un tel morphisme est de prksentation finie, un morphisme e est fini 
si et seulement si il est entier. En fait ces critires ne sont rien d’autre que 
la formulation du thkorkme des z&ros projectif par 0. Zariski. Plus prtcise- 
mcnt: 

DEFINITION 4.3 [31]. Soit ir, , . . . . :,,,I une partie de A,,[X]. IJne telle 
partie est dite systkme homog?ne d’intigritC si les Clkments :, sont 
homogines de degrts > 0 ct si le morphisme A [:, , . . . . z,,~] + A,,[X] est 
entier. Cette dkfinition se trouve dans [3l, p. 198 et les rtsultats utilisks 
suivants pp. 198, 211-2131. 

TH~OR~ME 4.4. Soit e: A,,[S] + A,,[X] un enti~~morphisr7zr tic A- 
ulgc%rc~s, dfini par r(S;) = P,. Le morplzismr e estjini et projectif si l’anneuu 
A est r&hit, duns Ies ens suiwnts: 

(i) Les polyn6me.s P, sent hom0gPne.s de &gt+s >O c’t I’id&l 
(X, , . . . . X,,) est contenu duns lu rucine de I’iri&I (P, , . . . . P,,). 

(ii) LCJS purtk.s hom0gPne.s (1~ plus hut drgrt~ &.v pol~wi,mc.s P, 
kr~fificvi t 1~s conditions de (i ). 

(iii) Les polyncimrs “P, ckr~fi’ent la condition (i) duns A,,+ , [Xl. 

Prruw. Dans le cas oti les polyn8mes P, sont homogines de dcgrts 
> 0, la condition restante de (i) kquivaut A: le systtme {P, . . . . . P,, 1 est un 
systime d’inttgritk, cf. le lemme de [31, p. 1991. En ce qui concernc le cas 
de (ii) on utilise [3 1, p. 21 1, Th&or&me 281. Supposons l’anneau A rkduit. 
[3 1. p. 213, Thtoreme 291 et sa remarque suivante nous montrent que les 
tit-ments P,, . . . . P,, sont algtbriquement indkpendants. I1 en rCsulte que 
dans ce cas le morphisme (> est fini et injectif, done quasi-fini et spectrale- 
ment surjectif. En vcrtu de la Proposition 3.16 le morphisme e est plat et 
fini et, done. d’aprbs la Proposition 4.1, projectif. Puisque le morphisme (1 
SC dkduit de h(c~) par changement dc base, le rttsultat est clair dans le cas 
de (iii ). 
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R~wzurync~. Si les polynbmes P, sont homogenes, la condition de (i) 
tquivaut en fait a la finitude du morphisme (‘. 

Pt”L~LIl’P. Si le morphisme I’ cst spectralement surjectif, I’application P(e) 
est surjectivc, done le systeme de polynbmes i “P, - u,X[‘:), 1 a un zero non 
trivial. Par suite l’ideal (X, . _.., X,, + , ) n’est pas contenu dans l’ideal engen- 
dre par les polynomes ‘P, - u,Xi:‘{‘, . II resulte du lemme de [31, p. 1991, 
que le morphisme n’est pas entier. 

On se propose maintenant de montrer que la projectivite d’un 
morphisme (1. sous certaines conditions g&r&ales, entraine sa finitude. En 
fait lcs resultats decouleront dc propositions portant sur des morphismes 
d’anneaux. 

Prmw. Nous avons montre dans 1211 le resultat suivant: soit un 
A-module M, tel que pour tout ideal premier P de A le module M, soit de 
type fini sur A p: . si de plus il existe un morphisme d’anneaux A + B, spec- 
tralement surjectif, tel que MBA B soit un B-module de type fini, alors le 
A-module M est de type fini. Soit maintenant T l’anneau absolument plat 
universe1 de J. P. Olivier, associe a A. cf. [20]. 11 existe un Cpimorphisme 
ii + T de la categoric des anneaux. spectralement bijectif. Pour demontrer 
le lemme. il suffit done de montrcr quc le morphisme T+ T@ , B est fini. 
Soit T’ l’anneau T@ 4 B, le morphisme T-, T’ se factorise en T--f C + T’, 
ou le morphisme 7’+ C est fini et le morphisme C’+ T’ cst un 
Cpimorphisme plat de presentation finie, en vertu du thtoreme principal de 
0. Zariski. L’anneau T a tous ses idtaux premiers maximaux. le morphisme 
T-t C est entier, il en est de m&me pour l’anneau C. On voit done que 
I’anneau C,,, est absolument plat. 11 resulte de [20, Proposition 21 que Ic 
morphismc C’+ T’ est surjectif: un epimorphisme plat de source un anneau 
A. tel que .qrcd soit absolument plat, est surjectif. Par suite le morphisme 
7‘+ T’ est fini. 

~‘ROPOSITION 4.7. Soil ,/‘I A -+ A’ un morphismr d’utitwuu.~- rptrsi- fitii (~1 
ptwjrct~f~ .si l’annc~uu A cst rtkkit kc tnorphistnc ,f’ cst ,fi’tti. 
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Preme. Soit A un anneau rkduit. on sait qu’il existe un morphisme 
d’anneaux A + B(A), entier, injectif et essentiel, oti B(A) est l’enveloppe de 
Baer de A, c’est A dire un anneau tel que l’annulateur de tout idial soit 
engendrk par un idempotent. Un tel anneau est rkduit et tout anneau 
localist en un idial premier est intkgre. Pour toutes ces propriktts, on peut 
consulter par exemple [23]. Disignons par D l’anneau B(A) et par n’ 
I’anneau B(A) OA A’. Soit P un id&al premier de D, puisque le morphisme 
,/‘est projectif, il en est de mkme pour lc morphisme D,, -+ Dip. L’anneau D, 
ktant intkgre, ce dernier morphisme est sans torsion. Soit K le corps des 
fractions de D,,, le morphisme K -+ KBn, D;, est fini, parce que le 
morphisme ,f’ est quasi-fini. 11 r&s&e de [Il. Thkorime 41 que le 
morphisme D, + D> est fini. 

Par le Lemmc 4.6. ii en est de m&me pour D + D’. Le morphisme A -+ D, 
ktant universellemcnt submcrsif, descend lcs morphismes entiers. Done le 
morphisme A + A’ est fini. 

PROPOSITION 4.8. Soit ,f’: A + A ’ un r?7orpl2ismr rl’ann~~~s. oti A rst m 
UIIII~UII NoctlzPrien. Si It> nlorpllisnze,f’e.vt quasi- fini et & Mittug- Leffler, plut 
(rn purtidier s’il est project(f) il rst fFni. 

Prewe. Soit B un anneau localisk de A, par rapport d un idtal premier. 
L’anneau B est Noethkien local, d’idtal maximal M. Munissons le de la 
topologie M-adique, le morphisme compktion B + i. est fidilement plat. 
j ltant le skpark compktk de B. Dksignons par B’ I’anneau B@,, A’, le 
morphisme B + ho,,, B’ est quasi-fini de Mittag-Leffler et plat. En par- 
ticulier. d’aprk [22, 111.2.6], il est Li contenu. Soit C= f?@, B’, puisque la 
topologie A?-adique de B est sCparke on a n (A.$‘C) = (n &?“)C = 0. I1 en 
rt’sulte que le i-module C est sipari: pour la topologie hj-adique et que 
C;h?C est d e t y,pe fini sur I?!M. Un thkorkme classique nous assure que 
dans ce cas le B-module C est de type fini, cf. par exemple [14, Proposi- 
tion 4.11. Par descente tidilement plate, A l’aide du morphisme B -+ l?, on 
en dtduit que le morphisme B + B’ est fini. On applique alors le Lemmc 4.6. 

(i ) L’mrztw A e.st r&hit et It> rwqdzisme (J cst project$ 

(ii) L’unneau A est Northiritw et le rnorphisnw e e.st plut de Mittug- 
Lc: f fkr. 

Prww. On utilise le Lemme 4.6 et la Proposition 4.7. 

On donne maintenant des rtsultats faisant intervenir la dimension des 
fibres d’un endomorphisme polynamial plat, I’anneau de base ttant un 
corps algtbriquement ~10s. 
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Soit done K un corps algkbriquement clos et soit e: K,,[S] * K,,[X] un 
endomorphisme polyn8mial plat, dkfini par r(S,) = P,. Rappelons que lors- 
que A --f B est un morphisme d’anneaux, le morphisme iibre en un idttal 
premier P de l’anneau A est le morphisme k(P) + B@,, k(P). On appelle 
alors la dimension du k(P)-espace vectoriel B@ , k(P): le rang en P du 
morphisme ,f: A -+ B et on le note r,Jf‘). Puisqu’un endomorphisme poly- 
n6mial plat est quasi-f%, le rang en tout idt-al premier d’un tel morphisme 
est lini. Le Thkokme 2.3 de [7] nous montre que si P c Q sont des idkaux 
premiers de K,,[S] et si le morphisme c cst plat alors ry(c) 6 ~JcJ). Dans 
ces conditions, si M= (S, ~ CI,) est un id&al maximal de K,,[S], pour tout 
idkal premier P de K,,[S], contenu dans M. on obtient: f,,(e) < TJCJ) < 
I.~,(c). Or le morphisme fibre en M s’identife au morphisme K + K,,[X]: 
(P, - II,) et le morphisme libre gkntkique (en 0) s’identifie au morphismc 
K( S, , . . . . S,,) = K,,(S) -+ K,,(S)[X, , ..,, X,,]:‘( P, - S,), pour ce dernicr mor- 
phisme il suffit de considtrer le morphisme C’ associk li (1. 

On a done obtenu la proposition suivante: 

PROPOSITION 4.10. Soit K un corps alg~hriquement clos c>t .soit 
r: K,,[S] + K,,[X] 101 mllonlorphismp & K-crlgt%res plut, .vi P (1st WI i&al 
premier de K,,[S], contenu chs un id&l mnximal M = (S, - u, , _... S,, ~ (I,,) 
de K,,[S], alors 

Dim,(K,,[Xli(P,- ~0) 6 rp(c) G Dim,,,,,~,((K,,(S)),,[Xli(P, - S,)). 

THF:OI&ME 4.1 1. Soit K un corps u/gPhriyucwcnt clos et soit e: K,,[S] + 
K,,[ A’] WI K-endomorphisme d’crlgh~~.v, &fini par e( S,) = P,. plot. Le 
morphsnw TV cj.st ,fi:ni si rt .seuhrnt ,ci pour tout Pl&wnt (u, . . . . . N,,) E K” on 
u Dim,(K,IXI/(P, - ~~1) = Dim.~~,,~,((K,,(S)),,IXl~(P, - .‘,)I. 

Preuw. Supposons d’abord que le morphismc c soit fini, d’aprk la 
Proposition 4.1 le morphisme c’ est projectif. Soit M = (S’, ~ u,) un idtal 
maximal de K,,[S]. le morphisme K,,[S],$,- K,,[S],,,[X,, . . . . X,,];‘(P,-S,) 
est projectif sur un anneau local done est libre. Puisque l’on a l’kgalitk 
K,(SKX,. . ..> X,,l/(P, - S,) = K,,(S)O,,,,.s,,,K,,ISl,,, IX > . ..> X,,l;(R - S,). 
on en diduit que le rang en 0 de c est Cgal A la dimension du module libre 
dtfini par r@ K,,[S] ,\,. En associant Li chaque indkterminke S, I’ClCment (I, 
de K. on dtfinit un morphisme d’anneaux K,,[S] ,t1 + K, ce qui donne 
;i nouveau l’tgalitk K@ h,,,.\,,,K,,CW ,I LX,, . ..> .u,,l/(P, ~ S,) = K,IJ’l’ 
(I’, ~ LI,). d‘ou I’on dkduit que r ,1(e) est Cgal Li la dimension du module 
libre dkfini par CO K,,[S],,,. et finalement I.,~((>) = V,,(C). Rkiproquement 
\upposons que r,,(p) = rg(c), pour tout id&al maximal M de K,,[S]. 
Proposition 4.9 montre que la fonction F,,(C) est constante sur Spec( K,,[S] 1. 
Le ThCokme 3.1 ditmontrk par W. V. Vasconcelos dans 1291, nous assure 
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yue lc morphisme e est localement fini sur le spectre de K,,[S]. En vertu 
du Lemme 4.6. le morphisme Y est fini. 

Retnarque. Dans les hypothkses de la Proposition 4.10 le morphisme 
fibre en z&o de P s’identifie $ K,,(P,) -+ K,,(X) et done le morphisme e est fini 
si et seulement si pour tout Gment (a,, . . . . u,,) de K” on a Dim.(K,,[X],! 
(P, - u,)) = [K,,(X) : K,,(P,)]. En effet, le corps des fractions de K,,[X] est 
isomorphe i K,,(P,); l’anneau F= K,,[X] OK,,cp,, K,,(P,) est Artinien, il 
existe uric factorisation de morphismes d’anneaux K,,[X] -+ F-+ K,,(X); on 
en dkduit que le morphisme F+ K,,(X) est un kpimorphisme, de source un 
anneau Artinien. done est surjectif; il est de plus injectif: en effet le 
morphisme K,,[X] -+ F est un kpimorphisme plat injectif, done est essentiel. 
en vertu du rksultat suivant de [ 151: si A -+ B est un kpimorphisme plat 
injectif d’anneaux, pour tout id&al I’ de B se contractant en I dans A on 
a I’ = IB. 

Considkrons toujours les hypothises du Thkorkme 4.11, posons R = 
K,,[X] et soit I l’idCa1 de R engendrk par les polyn6mes Pi - ai. L,‘anneau 
.4 = R.‘I est Artinien et le R-module A est done de longueur finie; il en 
rksulte que pour tout ideal maximal M de R, contenant I, le morphisme 
il -+ A,,, est surjectif; puisque le morphisme e est quasi-fini, on en dttduit 
que le morphisme K + A L, est fini. Supposons que e soit &tale, le 
morphisme K -+ A ktant un morphisme fibre de e est aussi &ale; par consl- 
quent l’anneau A est rkduit et done l’anneau A,,, est un corps extension 
finie de K; ainsi le morphisme K + A,,, est un isomorphisme. Or l’anneau 
A ktant Artinien, le morphisme canonique A + n,,,. MaX, 4) A,, est un 
isomorphisme. 11 en rksulte que la dimension de A sur K est &gale au 
cardinal de Max(A). Or ce dernier cardinal est Cgal au nombre n(a, , .,., a,,) 
de solutions dans K” du systkme d’kquations P,(X,, . . . . X,,) = N,, pour 
i= I. ._., n. On voit alors que l’on a obtenu un rksultat sans doutc bien 
connu des spkcialistes de la conjecture du Jacobien: 

COROLLAIRE 4.12. Soir K un corps ulgt?‘triquement clos ct .soir 
P: K,,[S] + K,,[X] un K-Pntlonlorphistlle d’ulgPhr~~s Ptak. Le tnorphistne c 
e.ot ji’ni .si et seulement .si pour tout (N,, . . . . a,,) E K” on LI tt(a,, . . . . a,,) = 
[K,,(X) : K,,(P,)I. 

v. LE CAS DE DEUX VARIABLES 

On peut obtenir, dans le cas de deux variables, des caractkrisations sup- 
plkmentaires de la platitude d’un endomorphisme e. Ceci est du au fait que 
la rkgularitk d’une suite rkgulikre g deux Gments peut s’exprimer en terme 
de divisibilitk. Voici d’abord un lemme de preuve kvidente. 
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LEMME 5.1. Soir K un corps cl .soitwt f’rf g &s p0lyncinw.s non t~on.~Iunt.v 
tit> K[X. Y]. ulors ,f’ ct g sent prrmiws rntrr tw.y si Tut seultwwnf si IN .suite 

; f: K 1 r.vr rPguliPrt~. 

Dans la suite, nous prenons les conventions suivantes: si .4 est un anneau 
et si e: A[ S. 7J ---, A[X, Y] est un endomorphisme de A-algibres, dkfini par 
c(S) =.I’(X. Y), tJ( 77 = g(X, Y), on dksigne par e,, I’endomorphisme 
t>O K(P), pour tout idkal premier P de .4, K(P) dksignant une cldturc 
algkbrique du corps rCsidue1 k(P) de A en P. Si h est un i-lkment de 
A[X. Y], on dtsigne par /I,, le polyn6me dkduit de h par l’homomorphisme 
A -+ K(P). 

(i ) Lc niorpliismc t’ t’s/ pltrr. 

(ii) Pow touf i&I prtwiit~r P tit> .4, It> mwphismr tj,, est injrctif et 
dcu.\. pol?xcims non con.efmt.s t/t> K(P) [S. T]. premier.s rntre my, .sont 
trunsf&rnt~,s pur t’,, tvi &us pol~xtinit~.s ptwniers tatrtl t2i.x. 

(iii) (a) On (I c,(,f’*)=,;I, t~,I(g*)=A 

(b) Pour tout id&l prrmkr P tit] A. pour lout t~lhrnt 
(u, h) E K(P)‘, on II p.g.c.d. (,/;>( X. Y) - (I, K,>(X. Y) - h) = I. 

Prww. En vertu du Thkorime 3.15. la platitude de (1 entraine l’injec- 
tivitt- de o,,. D’autre part. la caractkisation des endomorphismes plats. Li 
l’aide des suites rCguli&es. et le Lemme 5.1, nous montrent que (i\ entraine 
(ii). Supposons (ii) rkilistt. puisque (J,, est injectif les polyn6mes,f;> et gP ne 
sont pas des constantes. ce qui donne (iii). (a). On obtient (iii). (b) parce 
que S-rr et T-b sont premiers entre eux. Plaqons nous dans les hypothises 
de (iii). en vertu du Lemme 5.1. les polynames non constants et premiers 
entre eux f,>-~ et gp-h forment une suite rkguliire, done le morphisme t’ est 
plat, par la Remarque 3.18. 

LFMME 5.3. Soir K un corps t’t .soicrlr 111, Ii. p, y fks rntiers > 0. Soitwt 
tk.s polvUht~.s I’( x. Y) = x:‘_ () N,(X) Y’ = x;:‘- ,) h, ( Y) X’. trl qur LI,,( X) # 0 
Pf h,,( Y) # 0 ct g( x, Y) = c:“,, c,(X) Y’ = c;=,, d,( Y) X’, tcl yur t,,,,(X) # 0 
ct d,,( Y) # 0. On tiC.signt~ pur R ,.(,f; g)(X), I t’ resultant rk f’ t’t ,g con.sick;rt~.~ 
count’ tk.s t;lt~mrn~.v tit> K[X’] [ Y] tjf pur R \ (,f: ,y)( I?) wlui r/t> f’ t’t ,y 
cwrlsitlcb+s twnmt~ ties Plcb~wnts de K[ Y] [Xl. On II dor.s f’ et ,g .cmt t/t,\ 
po~mktJs prtwirr.v t~rlWr cu.\- .si ct ~st~ulomvzf .si R, (,f; g) et Ry( f; g) .sont 
dffi:rtwt.v t/c 0. 

Preuw. I1 est bien connu que I’on a le rksultat suivant: soit f~ un 
anneau factoriel et soient f’et I: des iltments de II[ U]. de degrts > I. Alors 



ENI>OMORPHISMES PoI.YNOMIAUX PLATS 221 

j’et g ont un facteur commun non constant si et seulement si Res(./l g) = 0. 
Supposons done ,f’et g premiers entre eux, puisque leurs de&s en Y sont 
3 1. 

(par hypothgse on a M > 0 et a,,(X) # 0, ainsi que 777 > 0 et c,,,,(X) # 0) 

ce qui prtctde montre que R,.(,f; g) # 0; de mkme R,.(,f: g) # 0. Rkipro- 
quement, si les deux rtsultants sont non nuls, alors dans K[X][ Y], tout 
facteur commun ne peut qu’&re constant, done du type (r(X). Mais dans 
K[ Y][X] un tel facteur commun ne peut qu’ke dans K[ Y], c’est ti dire 
que U(X) est un Gment de K. Lcs deux polyn8mes sont done premiers 
entre eux. 

Pour plus de commoditt5 dans les preuves qui suivent. nous introduisons 
l’anneau F(n ) du Paragraphe II. Le morphisme ,4 + F( A ) est fidklement 
plat et ses corps rksiduels sont algkbriquement ~10s. Par conskquent. un 
endomorphisme c est plat si et seulement si r@ F(A) est plat. De plus si 
B -+ B’ est un morphisme d’anneaux fidilement plat, pour tout polykme 
/‘sur B on N: c,&f’) = (,J,f’) B’ et done cH.( f’) n B = cH(,f’). 

Pwuw. La remarque prtctdente nous montre que l’on peut remplacer 
il par F(A), puisque les rksultants sont les mzmes que A ou l7.4) soit 
i’anneau de base. Nous pouvons done supposer les corps rksiduels de A 
algkbriquement clos. La condition (C) implique que I$/‘*) = A et I‘( g*) = A 
et que pour tout id&al premier P de A les polyn6mes,fi et g,, sont de degrts 
en .Y et Y supkrieurs ou kgaux i 1. On dkduit de la Proposition S.2 et du 
Lemme 5.3 que L’ est un morphisme plat si et seulement si pour tout idtal 
premier P de A on a R, (,f,- m, gp-h) #O et R,y(,f;,-cr, gp-h) f0. pour 
tout couple (N, h) sk(P)‘. Soit (N, h) un Climent de k(P)’ fix&. On difinit 
un morphisme d’anneaux Iz,,,~ : A[S, T][X]-k(P)[X] par h,,,,(X)=Xet 
/I,,.,,( c’(S, T)) = (/,JN, h). II r&suite de [4, AIV75, Cor. 21, que I’on a 
AC,,,,(R) (X, S, T)) = pR y( f;, - U, g,, - h), oti p est un produit de puissances 
des coefficients dominants en Y de ,f;, et g,: par I’effet de /z,,.~ I’ordre du 
rksultant ne peut que s’abaisser. Compte tenu des hypothkes J’ n’est pas 
nul. On en dtduit que le morphisme (1 est plat si et seulement si pour 



222 GABRIEL PIC‘AVET 

tout id&al premier P de A et tout ilkment (u, h) de k(P)‘, on a 
(R,.),(X (1, h)#O et (R.y)p(Y, u, h)#O. 

Soit R ,.(A’, S, T) = x U, (S. T) A” et R \ ( Y. S. 7’) = C h, (S, T) Y’ et soient 
I et J les idCaux de A [S, T] engendris respectivement par les polyncimes 
m, et h,. 

Ce qui prtcPde montre que la platitude de e tquivaut A: pour tout id&al 
premier P de A et pour tout couple (CI, h) E k( P)‘, il existe des indices i et 
.j tels que (~l,),Ju, h) #O et (h,),,(u, h) #O. D’apris le thtorime des zCros 
d’Hilbert, ces derni&es conditions sont iquivalentes A: pour tout idt?al 
premier P de A on a A,,[S. T] =I,,+ PA.[S, TJ et A,[S, T] = 
J,, + PA.[S. T]. La fin de la preuve s’obtient alors en utilisant le lemme 
suivant. 

Prtwr. Soit A4 un idkal maximal de B se contractant en P dans A. On 
dt-duit de l’hypothese que B,,, = I,,, + MB,,. Puisque B,,, est un B,-module 
de type fini le lemme de Nakayama montre que B,,, = I,,, et done que 
B = I. 

Nous allons maintenant donner un critkre de platitude, faisant intervenir 
la notion d’idial risultant de deux polyn6mes j deux variables. Soit A un 
anneau et soit l’anneau de polynbmes B = A[$ T]. Pour un entier r > 0, 
on considire le B-module libre de rang r(r + 1 ):i2 suivant: S,. est l’ensemble 
des &ments de B[X. Y] de degrts < r. Soient .f(X, Y) ~ S et y(X, Y) - T 
des Pliments de B[X, Y], tels que ~/“f’= p > 0 et rl”g = y > 0. Soit l’applica- 
tion B-liniaire t: S, x S,, + S,, + y dkfinie par t( CT, V) = U(,f’- S) + k’( g - T). 
Si h: B + B’ est un morphisme d’anneaux, on obtient dans le changement 
de base difini par 11 une application B’-lintaire t’: S:, x S;, 4 S;, + ‘, dkfinie 
par t’( CT’. V’) = U’(,/‘“(X, Y) -/z(S)) + V’( g”(X, Y) - /z(T)). Si la matrice de 
t dans les bases canoniques constituies des Cltments X”Y” est (u,, ,), celle 
de I’ cst (h(u,,,)). Le morphisme tidilement plat A --t F(A) donne un 
morphisme 17: B = A [S, T] + F( A ) [S, T] = B’ fidilement plat. Dans ce 
changement de base les matrices de t et t’ sont les mimes. De plus le 
morphisme t est universellement B-injectif si et seulement si le morphisme 
t’ est universellement B’-injectif, en effet le morphisme B + B’ est fidklement 
plat. Nous avons dkja vu qu’un endomorphisme e est plat si et seulement 
si e@ F(A) est plat. 

DEFINITION 5.6. Soient ,f’(X, Y) et g(X, Y) des klkments de A[X. V], de 
degr& > 0. On appelle idtal rksultant de ,/‘(A’, Y) - S et g(X, Y) - T l’idkal 
de A [S, 7’1 engendri: par les mineurs d’ordre Dim(S,) + Dim(S,,) de la 
matrice de l’application B-lineaire t dans les bases canoniques form&es par 
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les elements X“Yh. Un de ces mineurs sera designe par M,, , (S, T) et l’ideal 
resultant par Ires(,f(X, Y) - S, g(X, Y) - T). 

Dans le cas ou A est un anneau integre on sait que l’application t est 
injective si et seulement si un des mineurs A4,. ,(S, T) est non nul, compte 
tenu du fait que Dim(S,) + Dim(S,) < Dim(S,+,). 

En vertu de la fiddle platitude de A -+ F(A) l’ideal resultant est Cgal a B 
si et seulement si il est egal a B’. 

TH~OR~ME 5.7. Soit e: A[$ T] + A [X, Y] un endonzorphisme de A- 
ulgBhres, dcifl’ni par e(S) =f(X, Y) et e(T) = g(X, Y). On suppose que les 
cnmposants homogknes de plus haut degrb de ,f’et g sont de contenus 6guu.u 
6 A et dof, dog > 0. 

Les conditions suivantes sent iquivalentes: 

(i) Le morphisme e est plat. 

(ii) Le morphisme t est A[$ T]-universellement irzjectlfl 

(iii) Pour tout couple (U, V) d’tkments de S, x S, on u: 
~.,~.s.r,(wflx Y) - 9 + Vg(X Y) - T)) = (.A[S,7J(U) + (.A[S,7J(V. 

(iv) L’idbal r&s&ant Ires(,f(X, Y) - S, g(X, Y) -~ T) = A[S, T]. 

Preuve. Les conditions (ii) et (iii) sont equivalentes: en effet, d’apres la 
Proposition 3.6, le morphisme t est universellement B-injectif si et seule- 
ment si pour tout couple (G, V) 6 S, x S, on a c(t(U, V)) = c(U, V), puis- 
que les modules S,] x S, et S, +<, sont B contenus; d’autre part, si A4 et N 
sont des modules a contenus, le contenu sur le module produit M x N est 
donne par c(m, n) = c(m) + c(n), cf. [ 19, Cor. 1.43. En ce qui concerne les 
conditions (i) et (ii) on peut supposer les corps risiduels de A algtbrique- 
ment clos, en remplacant A par F(A). I1 risulte d’un paragraphe precedent 
que le morphisme e est plat si et seulement si pour tout ideal premier P de 
A la suite {.fp(X, Y)-a, g,,(X, Y)-h) est reguliere, pour tout couple 
(a, h) E k(P)‘. Designons par t,, (,, ,, le morphisme deduit de t par le change- 
ment de base h,,. h: A[$ T] -k(P), defini par hn,h(b’(S, T))= U,(a, 6). 
Compte tenu des hypotheses on a d’ff= citfp et d’g=d’g,. I1 est alors 
facile de voir que la suite (,fJX, Y) -a, gp(X, Y) - h) est reguliere si et 
seulement si le morphisme t,, (,, h est injectif, ou encore si et seulement si il 
existe un mineur M,,,(a, h) # 0. Le theoreme des zeros de Hilbert donne 
alors: e est plat tquivaut a Ires(Jb- S, g,- T) = k(P)[S, T], pour tout P. 
Une application du Lemme 5.5 montre finalement que la platitude de e 
equivaut a Ires(f(X, Y) - S, g(X, Y) - T) = A[$ T]. Considerons mainte- 
nant, pour tout ideal premier Q de A[S. T], le morphisme A[& T] --f 
k(Q), dtsigne par h,. Compte tenu des hypotheses, nous savons que t est 
universellement B-injectif si et seulement si pour tout ideal premier Q de 
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A[& T], le morphisme t @ k(Q) est injectif. Cette dernikre condition 
bquivaut A: pour tout idCal premier Q on a Tres(J‘“o(X, Y)-h,(S), 
g”Q(X, Y)-hy(T))#O, done A Ires(f‘(X. I/)--S, g(X, Y)- T)=A[S, T]. 
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