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Diese Arbeit gibt eine Verallgemeinerung der Kohérenzsétze aus 6] und
[7]. Wir erldutern dies zunéchst an dem folgenden Beispiel. Es sei R ein
kommutativer Ring und .#; die Kategorie der kommutativen R-Algebren; zu
jedem X € .# hat man die Kategorie %/¢(X) der projektiven X-Moduln
vom konstanten Rang 1 und zu jedem Morphismus h: X - Y aus .#; den
Funktor

B¥: Pic(X)— Pie(Y), h*(P)=P®,Y.

Damit ist allerdings kein Funktor .#; — Cat gegeben, denn fiir eine
Komposition X -»* ¥ =8 Z in .#, gilt nicht g* o A* = (g o h)* und aulerdem
ist id¥ nicht der Identitétsfunktor. Es existieren jedoch natiirliche Transfor-
mationen

Hen' 8% 0 h* = (goh)* und Ny idf — Id,

definiert durch die kanonischen Isomorphismen (P®,Y)®,Z PRy Z
und Py X—~P, PE #/c(X) Diese Daten insgesamt bilden einen
Pseudofunktor

Pie Ial;( - Cat

im Sinn von [2], exposé VI, spiter auch lax functor genannt, [4] und
[3, p- 83]. Bei diesem Beispiel kommt nun hinzu, daf} die Kategorien #7¢(X)
eine kohirente abelsche Gruppenstruktur [6] tragen, dal die Funktoren A*:
Pic(X)— Pic(Y) Homomorphismen im Sinn von [7] sind und da die
natiirlichen Transformationen #, , und #, kohérent sind. Wir betrachten hier
nun aligemein (kontravariante) Pseudofunktoren

&F: T°? > Cat

dieser Art iber einer beliebigen Kategorie T und verallgemeinern die
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Kohérenzsitze aus [6], indem wir (a)die Strukturmorphismen 7, , und 7,
des Pseudofunktors § und (b)die Homomorphismen A* einbeziehen.
Danach untersuchen wir die Kohédrenz von Homomorphismen zwischen
solchen Pseudofunktoren sowie die Koharenz von natiirlichen Transfor-
mationen zwischen den Homomorphismen (die Pseudofunktoren bilden eine
2-Kategorie).

Ist S ein Funktor von T° in die Kategorie der Gruppen, so 143t sich der
Begriff einer S-Modulstruktur auf einem Pseudofunktor UA:T°° - Cat
erkldren; wir beweisen auch  hierflir einen Koharenzsatz als
Verallgemeinerung von [7, Satz 4.1]. In [8] werden fiir solche S-Moduln %
Kohomologiegruppen H"(S, %), n>0, definiert und gezeigt, dal} sich
H*(S, %) als eine Gruppe gewisser Erweiterungen von S mit U beschreiben
1463t; hierzu beweisen wir im folgenden als ein wesentliches Hilfsmittel einen
Kohérenzsatz fiir 3-Kozykeln von S in U. Gewissermallen als Vorbereitung
auf diesen Satz untersuchen wir im ersten Abschnitt dieser Arbeit zunéichst
die Kohérenz eines 3-Kozykels einer Gruppe G in einer Kategorie .«/° mit G-
Modulstruktur; auch dies wird in [8] angewandt.

Im letzten Abschnitt der Arbeit untersuchen wir die Kohérenz von
Morphismen zwischen Komplexen von Kategorien mit Gruppenstruktur; dies
ist erforderlich in [8] fiir die Konstruktion eines Homomorphismus zwischen
den abgeleiteten Kohomologiesequenzen.

Bezeichnungen. Wir nehmen hier einen Wechsel der in [6] und [7]
benutzten Bezeichnungen vor: statt der Symbole - und ~! fiir eine Grup-
penstruktur auf einer Kategorie # benutzen wir die Symbole A und °; das
neutrale Objekt bezeichnen wir mit I ; das Inverse (bzgl. der Komposition)
eines Morphismus o (jeder #-Morphismus ist invertierbar) wird dann wie
iiblich mit @~ bezeichnet, eine Komposition P -»* Q »* N mit fa=fo a.
Mit a, ¢, e, f, i, j sind stets die Strukturmorphismen wie in [6] und 7]
gemeint. Fiir ¢ € Mor(%’) ist die Klasse E(a) der Expansionen von a
rekursiv definiert durch: (a) @, a°, (@°)°,.. ist in E(a), (b) fiir 8 € E(a) und
Pe# ist f Aidp und id, A § in E(a); P € ¥ bedeutet P € Ob(¥).

Eine Kategorie mit kohédrenter (abelscher) Gruppenstruktur nennen wir in
Analogie zu [1, p. 521], eine (symmetrische) Picard-Kategorie. Die Struktur-
morphismen eines Homomorphismus I':% -2 von Picard-Kategorien
bezeichnen wir wie in [7] stets mit ¢, A, x oder genauer mit #(I), A(I'), k(I').
Eine Kategorie heifit atomar, wenn zu je zwei Objekten u, v hichstens ein
Morphismus u — v existiert.

1.

Es sei G eine Gruppe und ¢ eine Kategorie mit einer kohérenten G-
Linksmodulstruktur wie in |[7] (dort als G°P-Rechtsmodulstruktur). Ferner
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sei P=(P, ;¢,. ) ein Pseudo-Kozykel von G in .» vom Grad 3; P besteht

aus einer Familie von .«7 -Objekten P, ,, 0, T € G, mit &/-Morphismen

a,t?

¢a,1,p: P:,p A PU,‘tp —’PU,T AP g, np €G. (1)

oT,p °
Wir untersuchen im folgenden die Kohdrenz der Morphismen ¢, . , vereinigt
mit den Strukturmorphismen aus .»7. Satz 1.1 und dessen Verallgemeinerung
Satz4.2 werden in (8] jeweils fiir die Interpretation der dritten
Kohomologiegruppe benutzt.

Wir wollen die Objekte aus .« durch Mengen V() gewisser Symbole
reprasentieren; diese Symbole sollen die betrachtete Struktur widerspiegeln,
und zwar gewissermallen frei, das heif3t ohne irgendwelche Relationen, die ja
in Ob(s«/) eventuell gegeben sind. Wir wihlen zunichst eine injektive
Abbildung

p:GXG-N, (0, 7) = Pg o>

von G X G in eine Menge N mit p,, , # s fiir alle 0, 7 € G, s ein im folgenden
fest gewéhltes Element aus N. Ferner sei nun &: N - Ob(.#") eine Abbildung
mit

e(s)=1, und P, )=P, ., 0, 7€G.

Wir definieren wie in [7, §4], eine Wortmenge V(=) iiber dem Alphabet N L
{(,), N, ° 1L G rekursiv durch: N < V(&/), fiir 4, v € V(=) und ¢ € G sind
(u Av), (v)° and (v)° in V(). Die Abbildung ¢: N - Ob(+/) kénnen wir
fortsetzen zu

&: V() — Ob(s) )

durch &((u A v))=e(u) A e(v), &((v)°)=¢(®)° und &((v)°)=¢(@)’, Yu,v €
V(#), 0 € G. Hiermit bilden wir die Kategorie V(7')° wie in [7]; es ist also

Ob(V(£)) =V(s),  V()u,v) = (e(u), e@)),  u,vE V()

mit der von .»/ induzierten Komposition, so dall man einen volltreuen
Funktor

e V(K )e— o 3)
hat, der auf den Objekten mit der Abbildung (2) ilibereinstimmt. Die G-

Modulstruktur auf .« induziert eine G-Modulstruktur auf V()% und in
V(«)° hat man die Morphismen

Borto: PLoAPoip=Por APor.ps 0,7,pEQG. )
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welche durch den Funktor (3) auf die .»/-Morphismen (1) abgebildet werden.
Die Unterkategorie #(P) von V()¢ (mit Ob(#(P)) = V(%)) sei rekursiv
definiert durch:

(a) die Komponenten von a, ¢, e, i sind in #(P),

(b) die Morphismen #: (u A v)° - u® Av°, & (07)° 5075, Lot > v mit u,
vEV(X), g, TE G, sind in F(P),

(c) die Morphismen ¢, . , sind in .7 (P),

(d) fir a, BE€Mor(F'(P)), 6 E€G sind aAp, a° a° foa (wenn
definiert), @~ ' in Z°(P).

Der folgende Satz besagt, dall die Morphismen ¢, . , genau dann kohérent

sind, wenn P ein (echter) 3-Kozykel im Sinn der Kohomologie von [8] ist;
die Kommutativitit des folgenden Diagramms bedeutet gewissermalien

5(6) = 1.

Satz 1.1. Die Kategorie % (P) ist atomar, wenn in % fir alle o, 1, p,
v € G das Diagramm (D.1) kommutativ ist (in dem wir a, ¢, £ und t(o) gleich
id gesetzt haben).

1Ae 8 [ AY) .
ot g o.1.01 ot OT.p.r
—_— —_—

Pﬂ.UP‘[.Dl'PU.Tﬂl' PD,I'PG.TPUT.pl' PU,TPU‘[.DPGTD.F
QZ.D.I‘AIJ ’|T¢'a.t.u/\l
1Ae¢ .

o g O, TP g
P",IJPTD,UPO',TDD PT,DPU.TﬂPUTD.l'
(D.1)

Beweis. Wir vereinfachen zunidchst die Struktur der zu betrachtenden
Kategorie, indem wir zu einer Faktorkategorie iibergehen, in der das Produkt
strikt assoziativ, kommutativ und unitér ist. Die Unterkategorie .#(P)’ von
A (P) sei rekursiv definiert durch: (a) die Komponenten von a, ¢, e sind in
A (P)’, (b) Abgeschlossenheit wie fiir #°(P) under (d). Offenbar ist Z(P)’
atomar, weil &7 kohérent ist, so dafl wir die zu #°(P) dquivalente Kategorie

T (P)=H(P)\.X(P)

bilden konnen wie in [7]. #'(P) induziert eine G-Modulstruktur auf % (P),
und das Produkt A ist nun strikt assoziativ, kommutativ und unitdr. Die
Restklassen von p, . und s in Ob(#(P)) bezeichnen wir weiterhin mit p, .,
bzw. s, und die Restklassen der Morphismen (4) mit ¢, . ,. Wir werden diese
jedoch nicht direkt benutzen, sondern stattdessen die .#°(P)-Morphismen

e . O 0
¢0.T,o' pr,o - pU,'t pat,n pa.w
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“multipliziert” mit p° Die # (P)-Morphismen

o,Tp "

definiert als ¢

O,T.p

yo,t:pg,lﬁ)par,l’ ﬂp:pl.p—’pl.lﬁ J’T’pEG’

seien definiert durch die kommutativen Diagramme (5a) and (5b). Die

pg,l par.l p{,ppl_p—g—__)pl‘lpl‘p
e e L 6w
po.'r pa‘r,l pg,‘r pl,ppl,p

Teilmenge & von Mor(.Z'(P)) bestehe aus allen Identititen, den ¢~U‘w, Yours
B, und den Morphismen (cf. [7])

ipvAv—s,  pr (9o, k@A) >0 AU,
Lo (WAL >u’ Av°,  Ais® s, K, (v°)° = (v°)°,
&Y -, (pv'ow mit w0 € ObF(P)), 0,TE€G,

wobei v bei {, die Restklasse eines Elements aus N sei, und bei k, , und ¢, .
stets u,v# s sei. Wir betrachten nun wie in [7] die Expansionen der
Morphismen a € & U & ~1; es sei

E= () E@. E'=U E@"). (6)
aed ae&
Dann ist jeder .%#(P)-Morphismus eine Komposition von Elementen aus
E UE~!. Dies folgt analog wie in |7, §4]; man hat sich hier nur davon zu
iiberzeugen, daf} speziell

Bozpr Yo.rs B, 0,1,pEQG,

~

Kompositionen von Elementen aus E\UE ™! sind. Fiir ¢* ,  besagt dies die

O4T.0

Kommutativitdt von (D.1), und fiir y, . und B, zeigen dies die Diagramme
(7a) und (7b), deren Kommutativitdt leicht aus der von (D.1) folgt. Wir

(pg,l)v _}P’ er,] pl;,p _¢' pv,l pv,p pg.p
!J' ly (7a) B"l ll Ai (7b)
p:?l — pvot,l pll),l — pv,l

definieren nun rekursiv eine Rangfunktion

rg: Ob(F'(P)) — N (8)
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durch: (a)rg(v)=4 fiir v Restklasse eines v#p,, aus N, p#1,
(b)rg(p,,)=35 fir p#1, (c)rgu Av)=rg(u)+rg() fiir u,v#s aus
Ob(Z'(P)), (d)rg(@®)=2-rg(v)? und rg(@°)=rg()’ fir alle
v € Ob(Z'(P)), 6 €G.

Es ist klar, daB diese Abbildung auf Ob(Z'(P)) wohldefiniert ist. Man
sieht nun leicht:

fir a: u—> v aus E, a*id, gilt rg(u) > rg). 9)

Man beachte speziell, daf3 8,: p, , - p, ; die Identitét ist, wie aus (D.1) fiir o,
7, p, v=1 folgt. Man kann nun einen Induktionsbeweis wie in [6] und [7]
durchfithren, wobei folgendes zu zeigen bleibt: sind v, «* v, —»* v,
Morphismen aus E, die nicht die Identitdt sind, also rg(v,) < rg(v,) und
rg(v,) > rg(v,), so ldBt sich a, o a; ' schreiben als eine Komposition

89 8 83 8y
v, u, ' U, cu,—" v,

mit Jy,...,6, EEUE~" und rg(u,),.., rg(x,) < rg(v,). Dabei kann man sich
auf die Fille

a, Expansion von ¢, . . V5.5 B,

beschrianken, da die iibrigen Fille bereits in |7, §4], untersucht wurden. Es
ist nun aber nur

Czyl,'r: pi,l—»pr,l (10)

und die Kommutativitat des folgenden Diagramms nachzuweisen; diese

0 é 1 {
plqrpr.pplﬂp prsp pr,a

B/\ll Im

0 1 ABC 0
I VY U
P1,1P:,xP1.2p Pi.aP: P11

ergibt sich aus der von (D.1) fiir das Tupel 1, 1, 7, p, und (10) folgt sofort
aus (7a) mit g, v= 1. Q.E.D.

Im folgenden sei a: Q— P ein Morphismus von 3-Kozykeln von G in &7,
fir die (D.1) kommutativ sei; es sei @=(Q, .;¥,..,); @ ist eine Familie
von /' -Morphismen «, .: @, .~ P, . mit

o,T

(aa,t A aar,n) ° Wa,‘t,p = ¢a,‘r,p ° (ag,a A ao,tp)’ (1 1)

fiir alle o, 7, p € G. Man kann Satz 1.1 leicht zu einem Kohérenzsatz fiir die



298 K.-H. ULBRICH

Morphismen «, , ergdnzen. Dazu wihle man eine injektive Abbildung

q: G X G- N mit
QAGEXGE)NP(GXG)=D und q,.%S, Vo, 7€ G.

Fir ¢: N— Ob(s/) verlangen wir nun zusétzlich ¢(q, )= @, , und bilden
wie zuvor die Wortmenge V(/), die Abbildung &: V() - Ob(s”) und die
Kategorie V(=/)%. Die Unterkategorie .#(P) von V(%/)° vergro3ern wir zur
Kategorie .#"(a), indem wir auch die V(" )>Morphismen

WU’,T,D: q:,p /\ qa.'tp - qU,T /\ qUT,D' aU,T: qU.T - p(f,'[
fiir alle a4, 7, p € G hinzunehmen. Dann gilt:

Satz 1.2. Die Kategorie % (a) ist fiir jeden Morphismus a:Q—P
zwischen 3-Kozykeln von G in &/ atomar.

Beweis. Es geniigt, den Beweis von Satz 1.1 wie folgt zu dndern. Die
Menge & enthalte nun auch die .# (a)-Morphismen a, ., ¥, ., und

. g .
YU,I'qT,l—,qUT,l’ Bp'ql.p_}ql,l’

definiert durch die v, . ,. Nach (11) ist offenbar auch a7 , eine Komposition
von Elementen aus EUE~!. Die Definition der Rangfunktion (8) &ndere
man fiir q, , ab durch rg(q, ,) = 6, rg(q,,,) = 7 fiir 0, 7 # | aus G; damit gilt
(9) auch hier. Als einzige neue Gleichung tritt auf:

ﬂpOal,p:al,lOﬂp:ql,p_)pl,l’ pEG’

die jedoch leicht aus (11) mit 0 =7 =1 folgt.

2.

Wir beginnen nun mit der in der Einleitung erlduterten Verallgemeinerung
der Sitze aus [6] und [7]. Im folgenden sei T+ @& eine kleine Kategorie
(beziiglich eines festen Universums) und Cat die Kategorie der kleinen
Kategorien. Unter einem Pseudofunktor &:T°° - Car verstehen wir eine
Abbildung, welche zuordnet:

(a) jedem X €T eine Kategorie F(X),
(b) jedem T-Morphismus g: ¥ — X einen Funktor g*: F(X) - F(Y),
(¢) je zwei T-Morphismen h:Z->Y, g:Y—>X einen natirlichen
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Isomorphismus 7, ,: h* o g* — (g o h)*, derart daB fiir /X > W aus T und
Pec W) gilt:

Mg n(P) © B* (17, (P)) =117, 4 (P) © 1 o (S *(P)), (12)

(d) jedem XET einen natiirlichen Isomorphismus #,:idg — Idg.,,
derart daf} fiir alle g: Y- X aus T und P € §F(X) gilt:

Neia,(P) =1y(8*(P)),  1igy,s(P) = £*(x(P)). (13)

Die natiirlichen Transformationen in (c¢) und (d) werden wir fiir jeden
Pseudofunktor mit #,, und 7, bezeichnen. Wir nehmen nun an, dafl
zusitzlich folgende Daten gegeben sind:

(e) jede Kategorie §(X) ist eine Picard-Kategorie,

(f) fiir jeden T-Morphismus g: Y — X ist der Funktor g*: (X) - &(Y)
ein Homomorphismus von Picard-Kategorien, derart daBl fiir alle P,
QE FX) und A: Z—> Y aus T das Diagramm (14) kommutativ ist.

h*g*(P A Q) s h*(g*(P) A g*(Q)) —= h*g*(P) A h*g*(Q)
nl ln/\n (14)
(gh)*(P A Q) : - » (gh)*(P) A (gh)*(Q)

Einen solchen Pseudofunktor nennen wir einen Picard-Pseudofunktor. Die
Kommutativitit von (14) fiir # = g =1id, ergibt mit (13):

1x(P A Q) = (1x(P) A 1x(Q)) © 1(id ) -

Dies bedeutet, daB #, und #, , kohdrent sind im Sinn von {7, §2], so daf3
ferner 7,(I5.x)) = A(id5), ny(P 0) ny(id (P)) © k(id§)p,

AR*) o R*(A(g*)) = A((&1)*) e g nT gexy) (15)

gelten und (16) kommutativ ist fiir alle PE F(X), i1 Z - Y, g: Y > X aus T,

g *(PY) 2, hx(g*(P)) = h¥g*(P)°

| P

(gh)*(P°) . - (gh)*(P)°

Im folgenden wird nun gezeigt, da3 die natiirlichen Transformationen

a, e, f‘s i’ js ng,ha 77)(’ t(g*) (17)
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in den einzelnen Kategorien §(X), X €T, kohdrent sind unter den
Operatoren A, %, o, !, g* (mit g € Mor(T)).

Um die Objekte aus §(X) durch “freie” Symbole zu représentieren,
wihlen wir zunidchst disjunkte Mengen N, und Abbildungen &: N, —
Ob(F(X)), X € T, mit &(sy) = I 5x,» Sy €in ausgezeichnetes Element aus Ny.
Wir definieren Wortmengen V(§),, X € T, liber der disjunkten Vereinigung

(L;[ NX)JL 1G) A% * L Mor(T) (18)

rekursiv durch: (a) N, c V(&),, fiir u, v € V(&) ist (u A v), (v)° in V(F)y,
(b)fir g: Y > X aus T und v € V(§), ist g*(v) in V(F),. Die Abbildungen
e: Ny - Ob(F(X)) setzen wir fort zu Abbildungen

e V(@) —» 0b(FX)), XeT,
durch e((u A v))=e(u) A e(), e((u)?) =e(u)° und e(g*(v))= g*(c(v)) fir
alle u, vE V(F), und g: Y - X aus T. Zu diesen Abbildungen ¢ bilden wir
die Kategorien V(&) mit Ob(V(F)3) = V() und den volltreuen Funktoren
EV@)E-FX),  XET, (19)
wie in Abschnitt 1. Wir erhalten nun einen Pseudofunktor
V(F)%: TP - Cat, X = V&),

bei dem der Funktor g*: V(&); — V(&); fir g: Y — X aus T ein Objekt v aus

V@i~ V(@)
F) —— FO)
V(%) auf das Wort g*(v) in V(F), abbildet und auf den Morphismen so

definiert ist, da3 das obenstehende Diagramm in Cat kommutativ ist.
Entsprechend seien die zugeh6rigen Morphismen

Men(v): B¥E* () - (gh)*(v),  nxlv):idE (@) > v (20)

fir v € V(§)y die Urbilder der #,, und #, fiir &(v) unter den volltreuen
Funktoren (19). Wir kénnen nun ferner V(&)® zu einem Picard-
Pseudofunktor erklidren: die Gruppenstruktur auf §F(X) induziert eine Grup-
penstruktur auf V(§);, und die V(&);-Morphismen

(g*): g*uNnv)- g*W A g*©),  wvEV(F)y, 1)
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g: Y- X aus T, seien so definiert, daf3 sie unter den Funktoren (19) auf die
entsprechenden §(Y)-Morphismen abgebildet werden.
Wir definieren nun die Kategorien (&), = V(§); rekursiv durch:

(a) die Komponenten der a, e, f, i, j, 1,4, Ny, H(g*) sind in Z(F)y,
H(&)y, bzw. T (F) firalle : Z-Y g: Yo X aus T,

(b) mit a, § in Z(F), sind auch @ A B, a°, f o o (wenn definiert), a ! in
H'(&)y, und fir a in Z(§), und g: Y > X aus T ist g*(a) in F(§),. Damit
haben wir zugleich einen Picard-Pseudofunktor

F(F): TP - Cat, X 2(F),

Satz 2.1. Die Kategorien %7 (¥}, XET, sind fir jeden Picard-
Pseudofunktor &: T°° > Cat atomar.

Beweis. Wir definieren Unterkategorien .#(§); von J#(§), rekursiv
durch: (a)die Komponenten von a, e f sind in Z(§);,
(b) Abgeschlossenheit unter A, °, o, ~%, g* wie fiir #(F), unter (b). Man
stellt leicht fest, dal3 die Kategorien .# (§); atomar sind, so dal} es geniigt,
die Faktorkategorien 7 (F),=-#(F),/# (§), zu betrachten. Durch
Restklassenbildung erhalten wir nach Konstruktion den Picard-
Pseudofunktor

Z(F): TP Cat, X F(F)y-

Die Gruppenstruktur auf .Z(§), ist dabei nun strikt assoziativ und unitar.
Man betrachte die Teilmengen &(&), von Mor(#(§),), die aus den Iden-
titdten und den folgenden Morphismen bestehe:

oAV os,, jiv®Avos,, pi(09) -0, ki(wAv) -0 AU,
1:g*¥uAv)-g*u) N g*p), A:g*(sy) sy, xig*E")-g*()’
Ne.n: B¥g*(v) = (gh)*(v), By 1WdE (@) - v,

mit u, v € Ob(F(F)x), 1: Z > Y, g: Y > X aus T (also ¢, 4, x in &(F)y und
Nen in E(F),), wobei jedoch stets gelte:

bei &, , und Ly ist u, v # sy (22)

Wir definieren nun mit & (&), die Mengen E(§), und E(F), ' wie in (6) und
betrachten die Menge ¥ (&), aller Kompositionen von Morphismen aus
E(¥)y UE(®)y " Nach (D.4), (D.5) aus [7], sowie den obigen (12)— (16)
gilt offenbar g*(&(F),) = L (F), fir g:Y—>X aus T. Hieraus folgt
allgemeiner g*(E(J)yx) < £(&)y, indem man die Morphismen 1(g*), A(g*),
k(g*) benutzt, und damit gilt g* (L (F)y) = L (&)y. Ferner sind die £ (&),
abgeschlossen in bezug auf A und °, wie nach dem Beweis von Lemma 2 in
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[6] klar ist. Dies zeigt aber, dafl die Kategorien <(), die Eigenschaft (b)
fir #(§), besitzen, und daher gilt ¥ (§), = 7(&), fir alle XET. Wir
definieren nun rekursiv Abbildungen

rg: Ob(Z (F),)» N, X€T, (23)

durch: (a)rg(v)=2 falls v Restklasse eines Elements aus N, ist,
(o) rg(u A v)=rg(u) +rg(v) fir u, v#s, aus Ob(F(F)y), (c)rg(v®)=
2 -rg(v)? und rg(g*(v)) =rg(v)’ fiir v EOB(F(F)y), g: Y > X aus T.

Man sieht leicht, dal3 jeder Morphismus ##id aus E({), diesen Rang
erniedrigt. Damit kann man nun fortfahren wie am Ende des Beweises von
Satz 1.1, wobei jedoch bei den Fallunterscheidungen keine neuen Diagramme
auftreten. Q.E.D.

Im folgenden sei ein Homomorphismus I § — D zwischen Picard-
Pseudofunktoren §, ©: T°® - Cat gegeben; dieser besteht nach Definition aus
den folgenden Daten:

(a) zu jedem X € T ein Homomorphismus 7',: §(X) - D(X) von Picard-
Kategorien,

(b) zu jedem T-Morphismus g:Y—> X eine kohidrente natirliche
Transformation u,: g* o I'y = I'y o g*, derart daf3 fiir alle P € §(X) und A:
Z - Y aus T das Diagramm (24) kommutativ ist.

H*g*T(P) =% h*T'y g*(P)—"> I',h*g*(P)
nJ JT z(n) (24)
(8h)* T(P) T,(gh)*(P)
Indem man in (24) 2= g =id, setzt und (13) anwendet, erhilt man:
Nx([x(P)) = I'x(ny(P)) o uiq (P),  PE FX). (25)

Wir zeigen im folgenden, dal3 die natiirlichen Transformationen

a, e, fa i’ j’ ng,h’ My t(g*)’ ug9 t(rx)

zusammen mit den I'y(a), @ aus (17), in den einzelnen Kategorien D(X),
X €T, kohérent sind.

Wir vereinigen das Alphabet (18) disjunkt mit (nichtleeren) Mengen M,
und Symbolen I'y und definieren Wortmengen V(I'), iiber diesem Alphabet
durch:

M, c V(IN)y; fiir v € V(F)y ist Ty(v) in VIIN)y,; fir u, v € V()
ist (# Av) und (v)° in V(IN)y; fiir g: Y > X aus T und v € V(I
ist g*(v) in V(I),.
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Man wihle fiir jedes X € T auler der Abbildung &: N, —» Ob(F(X)) eine
Abbildung &: My - Ob(D(X)) mit &(8y) =I4y,, 8y € M, fest gewihlt, und
setze diese fort zu

e:V(I)y > Ob(D(X)), XE€ET, (26)

durch: (a) e(Ty(u)) =Ty(e()) fir u € V(F)y, (b)e((u A v))=e)Ae(),
e((0)")=¢@®)" und e(g*(v)) = g*(e(v)) fir u, vEV(I),; g:Y>X ausT.
Man definiere nun mit den Kategorien V(I');, X € T, wie zuvor einen Picard-
Pseudofunktor

V()% T°P - Cat, X — V().

Dann hat man einen Homomorphismus von Picard-Pseudofunktoren I
V(F) - V()5 der v € V(&) auf das Wort T',(v) in V(I'), abbildet, und fiir
den das nachstehende Diagramm kommutativ ist;

V(F); — V(D)

61 r ls
F@) —> D)

fir g:Y—>X aus T, u, vEV(F), und wE V(I), sind die zugehdrigen
Morphismen

Hr): I'y(u Av)— rx(u) A FX(U), Ul g*rx(w) - Ty g*(w)

die Urbilder der entsprechenden Morphismen aus D(X), bzw. D(Y) unter &.
Wir definieren nun die Unterkategorien .#(I"), < V(I'); durch:

(a) die Komponenten der a, e, f, i, j, 1,4, Ny, (&%), t(I'y), 4, sind in
F (D), X' (I)y, bzw. Z(I'), fiir alle T-Morphismen h: Z- Y, g: Y > X,

(b) fiir @ in F(F)y ist I'y(a) in Z()y,

(c) die Kategorien .#°(I'), sind abgeschlossen in bezug auf die
Operatoren A, °, o, ~! und g* (mit g € Mor(T)).

Damit erhalten wir durch Restriktion offenbar einen Picard-Pseudofunktor
FT):TP>Cat, X+ Z(I)y, sowie einen Homomorphismus I
H (&) 2 ().

Satz 2.2. Die Kategorien Z(I')y, X€ET, sind fiir jeden
Homomorphismus I': & - D von Picard-Pseudofunktoren &,D: T - Cat
atomar.

Beweis. Die Unterkategorien #(I'); von Z(I'), seien definiert durch:

481/88/1-20
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(a) die Komponenten von a, e, f'sind in .7 (I}, (b) mit « in FZ(§)} ist [y(a)
in Z(I), (c) Abgeschlossenheit wie fiir #°(I'), unter (¢). Man zeigt leicht,
daf} die Kategorien .#'(I'), atomar sind, so dafl man ohne Einschrinkung zu
den Kategorien (I, =%,/ % (I'), iibergehen kann. Durch
Restklassenbildung erhilt man den Picard-Pseudofunktor .7 (IN: T°? > Cat,
X+ Z(Iy, und der Homomorphismus I: #(§)—.#'(I') induziert einen
Homomorphismus

7)) -2 {).

Die Teilmengen &(I'), von Mor(#(I'),) definieren wir nun so, daB
Uy &(IN)x aus den Identitdten und den folgenden Morphismen besteht:

(E,) den Komponenten der i, j, p, k, 1, 5, 1y, t(8%), A(g%), k(8*), u,,
(E,) den Komponenten der I',(1,,4), I'y(£(8*)), T'v(A(g*)): T'y(x(g*)),
(E;) den Komponenten der ¢(I'y), A(I'y), k().

mit i: Z—- Y, g: Y > X aus T, wobei fiir & und fiir alle £s die Einschrankung
(22) gelte.

Es sei wieder E(I'), definiert wie in (6), und ¥(I'), c # (), sei die
Menge aller Kompositionen von Morphismen aus E(I), UE(I);'. Wir
behaupten, daB ¥(I'), = % (I, gilt. Es ist I'(£(§),) enthalten in L(I'),,
denn es sind I'y(i,) und I'y(j,), also auch I'y(p,) und I'y(k, ), in L(I')y, weil
die Morphismen (E,) in ¥ (I'), sind, cf. [7]; auBerdem beachte man, daf
T(ny) nach (25) in (I, ist. Damit folgt allgemeiner I'y(Z(§),) < LNy
wegen 7 (F)x = L(F)x- Es bleibt zu zeigen: g*(&(I),) = L), fiir alle g:
Y- X aus T. Fiir die Morphismen unter (E,), bis auf u,, sieht man dies wie
im Beweis von Satz 2.1, und fiir 4, beachte man (24); fiir die Morphismen
unter (E,) folgt dies daraus, dal fir a:v—>w aus Z(¥), mit der
Natiirlichkeit von u, gilt:

g* (@) =ug'(w) o I'y(g*(a)) o uy(v).

Fiir die Morphismen (E,) schlieBlich beachte man, da nach Voraussetzung
u, kohérent ist, und hiermit nach [7, (D.10) und (D.11)] auch

gXAT ) =A(g*) ™" 0 AI'y) o Ty(A(g*)) © u,(sy)

gilt und das folgende Diagramm kommutativ ist fiir v € Z(§),. Damit ist

g¥(v") —5 g* (Ix(v)") — (&*Tx())°

| ;

Ty g*(0°) — 2 Iy(g*(0)°) —= (T'y *())°
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L)y = F (I, bewiesen. Wir definieren nun Abbildungen
rg: Ob(F (IN),) = N

durch: (a) rg(u) = 2 fiir u Restklasse eines Elements aus M, (b) rg(u A v) =
rg(u) + rg(v), rg(w®) =2 - rg(w)?, rg(g*(w)) =rg(w)* fiir g: Y > X aus T, u,
v, wE Z(IN)y mit u, v # 8y, (c) 1g(I(v)) =rg(v)’ fiir v € Z(F)y mit rg(v)
definiert wie in (23).

Jeder Morphismus #id aus &(I'), erniedrigt diesen Rang, und beim
Induktionsschlufl wie im Beweis von Satz 1.1 haben wir nur die Morphismen
aus (E,) und (E,) zu betrachten; hierbei treten jedoch keine neuen
Diagramme auf, deren Kommutativitdt noch zu priifen wire. Q.E.D.

Es seien im folgenden zwei Homomorphismen I, A: § » D von Picard-
Pseudofunktoren §,D: T —» Cat gegeben und zwischen diesen ein
Morphismus y:/'—» A wie in [8]; x ist definiert als eine Familie von
natiirlichen Transformationen

Ix: Ty— Ay, XET,

derart daf fiir alle g: Y > X aus T und P, Q € F(X) die folgenden beiden
Diagramme kommutativ sind; (mit diesen Morphismen als 2-Zellen und den

g*I(P) —2 g*A,(P) M(PAQ) —E— A(PAQ)
“ [« @m " em
Iy g*(P)—2— A, g*(P) T(P) A T(Q) 22 A (P) A A,(Q)

Homomorphismen als 1-Zellen bilden die Picard-Pseudofunktoren von T°°
nach Cat eine 2-Kategorie [3]). Im folgenden ergénzen wir Satz 2.2 zu einem
Kohidrenzsatz fiir y. Wir vergréflern das benutzte Alphabet nochmals durch
Symbole Ay, bilden V(A), analog wie V(I'), und definieren nun Wortmengen
V(x)y rekursiv durch:

(a) V({)y < V()y und V(A)y < V(x)y,
(b) mit u, v € V(x)y ist (u Av)und (v)° in V(x)y, sowie g*(v) in V(x)y
fir alle g: Y > X aus T.

Man kann nun die Abbildungen &:V(I'), —» Ob(D(X)) und &:V(A),—
Ob(D(X)), cf. (26), eindeutig fortsetzen zu Abbildungen

e V() ~ Ob(DX)), XE€T,

indem man verlangt: &((u A v)) =¢e() A (v), e((v)®) =¢e(®)’, e(g*(@))=
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g*(e(v)) fiir alle u, v € V(x)y, g: Y > X aus T. Dann hat man den Picard-
Pseudofunktor

V()5 T > Cat, X V(x)t,

und die Homomorphismen I', A: V(§)— V(x)® Zwischen diesen erhilt man
den Morphismus y: I'— A, dessen Komponenten

Xx(V): T(0) > Ax(),  vEV(@)y,

unter den volltreuen Funktoren ¢:V(x);— D(X) abgebildet werden auf
xx(e()).

Die Unterkategorien .#(x), von V(x)3 seien definiert durch:

@) Ay cH )y und F'(4)y < F (),

(b) die Komponenten von a, e, f, i, j, 1, 4> N> 1(&%), xx sind in Z(x)x,
K )y, bzw. F(x), fir alle : Z-Y, g: Y > X aus T,

(c) die Kategorien #(y), sind abgeschlossen unter den Operatoren A, °,
o, 71, g* (mit g € Mor(T)).

Satz 2.3. Die Kategorien % (x)y, X €T, sind fiir jeden Morphismus y:
I - A zwischen Homomorphismen von Picard-Pseudofunktoren atomar.

Beweis. Wir definieren zunidchst wieder Unterkategorien % (x)y von
A (x)y durch: (a)die Komponenten von a, e, f sind in #(y);, (b)fiir @ in
H(F)y ist Ty(a) und Ay(a) in Z(x)y, (c) Abgeschlossenheit in bezug auf A,
0 o, 71, g* (g€ Mor(T)). Da die .#(x)y atomar sind, kann man die
Faktorkategorien % (x)y =% (x)x/-# (x); bilden, und man hat den Picard-
Pseudofunktor 7 (x): T°® - Cat. Ferner erhilt man durch Ubergang zu den
Restklassen die Homomorphismen

NA:Z (@)~ F

und zwischen diesen den Morphismus y: I'— 4. Die Kategorien % (I')y und
J(A), koénnen wir als Unterkategorien von F(x)y auffassen. Wir definieren
nun Teilmengen &(x), von Mor(# (x)y), derart daB (U, & (x)y aus den Iden-
titdten und den folgenden Morphismen besteht:

(a) den Komponenten von i, j, p, k, 1> x> H(8%), A(8%), k(g*), xx mit
hZ-Y, g:Y->X ausT,
(b) den Morphismen aus &(I)y und £(A),, XET,

wobei fiir k und #(g*) wieder (22) gelte. Wie im Beweis von Satz 2.2 sieht
man nun, daB sich jeder .#(x),-Morphismus als eine Komposition von
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Expansionen der Morphismen aus &(x), und deren Inversen schreiben ld6t.
Indem man dann passende Rangfunktionen Ob(#"(x),) - N definiert, kann
man die Behauptung wie zuvor beweisen.

3.

Es gelte nun, daf} §: T°? - Cat ein abelscher Picard-Pseudofunktor ist, i.e.,
die Kategorien §(X), X €T, sind mit einer kohérenten, abelschen Grup-
penstruktur versehen, und die Homomorphismen g*: §(X) - §(Y) sind auch
mit den Kommutativitdtsmorphismen vertriaglich [7, (D.12)]. Man hat dann
auch in den Kategorien V(&) Kommutativitditsmorphismen

CyupiUNV VAU, u, v € V(&)y,

die wir bei der Definition von .#°(§)y in (a) hinzunehmen. Dann gilt Satz
2.1 auch fiir diese Kategorien % (&)y. Der Beweis lilit sich wie der von
Satz 2.1 fiihren, indem man die Kategorien Z'(¥)y durch die ¢, , vergréBert;
Z(F), ist dann strikt kommutativ.

Es seien I, A:§—-D Homomorhismen von abelschen Picard-
Pseudofunktoren, so daB3 fiir die Funktoren Iy, 4,: (X)— D(X) auch das
Diagramm (D.12) in [7] kommutativ ist. Ferner sei y:I'—» A ein
Morphismus zwischen diesen Homomorphismen, definiert wie zuvor. Wir
vergréfern nun auch die Kategorien #(I"), und #(x), durch Hinzunahme
der Kommutativititsmorphismen. Dann sind auch die so definierten
Kategorien #'(I')y und ¥ (x)y atomar. Auch die Beweise von Satz 2.2 und
2.3 lassen sich ohne weiteres ibertragen, indem man #(I), und ()%
durch die Kommutativititsmorphismen erweitert.

4.

Im folgenden sei S ein Funktor von T° in die Kategorie der Gruppen. Fiir
g:Y— X aus T schreiben wir

s' = S(g)(s), s € S(X).
Es sei ferner U:T°" - Cat ein abelscher Picard-Pseudofunktor, und jede
Kategorie U(X), X € T, sei mit einer kohérenten S(X)-Linksmodulstruktur

versehen. Speziell haben wir also fiir jedes X € T die UA(X)-Morphismen

(P AQY —P AQS, & (P - P, P!> P,
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P, Qe UKX), s, t € S(X). Wir nehmen nun weiter an, dal fiir jeden T-
Morphismus g: Y — X und jedes s € S(X) natiirliche U(Y)-Morphismen

W, o(P):g*(P) > g*(P)",  PEUX),

gegeben sind, derart dall (28) und (29) kommutativ sind fiir alle P,
QeEUX), s€SX), :Z-Y, g:Y—>X aus T; (29) bedeutet, daB die

h*g*(P*) =4 h*(g*(P)*) —2— h*g*(P)""
nl ln (28)
(gh)*(P°) = - (gh)*(P)"”

g*(PAQY) —*> g*PNQ) —"— (g*P)Ng* Q)"
g*(t)l lt (29)
gXPAQT) — o g*(P) A gH(Q°) " g*(P) A g*(Q)"

natirliche Transformation w, , kohérent ist im Sinn von {7, §2), und (28)
kénnen wir als ein Diagramm der Form (24) interpretieren [8]. Wir nennen
die so definierte Struktur eine S-Modulstruktur auf (dem Pseudofunktor) U
und untersuchen im folgenden die Kohédrenz dieser Struktur.

Wir reprisentieren zunidchst wieder die Objekte der einzelnen Kategorien
A(X) als Worter iiber einem Alphabet, und zwar iiber (18), disjunkt vereinigt
mit der Menge | [, S(X). Die Wortmengen V(¥),, X €T, seien definiert
durch:

(8) NycV(U)y; fiir u, v € V(A), und s € S(X) sind (v)°, (u Av), (v)°
in V(%),,
(b) firvEV(U), und g: Y- X aus T ist g*(v) in V(A),.

Es seien nun Abbildungen &: Ny — Ob(U(X)) mit &(s,) = I, gegeben; diese
lassen sich fortsetzen zu

e: V(W) - Ob(AKX)), Xe€T,

durch: &((v))=¢@®)’, e(UAv))=¢e@w)Ne@), e((v)’)=¢e@)® und
e(g*(v)) = g*(e(v)) fiir alle u, v EV(A),, s € S(X), g: Y > X aus T. Mit den
Kategorien V(); bilden wir den Picard-Pseudofunktor

V)= TP 5 Cat, X+ V(A)E, (30)

und versehen ihn kanonisch mit einer S-Modulstruktur. Insbesondere
definieren wir V(U);-Morphismen

ws.g(v): g*(vs)_’g*(v)s,s v € V(U),,



KATEGORIEN MIT GRUPPENSTRUKTUR 309

als die Urbilder der Morphismen w; ,(¢(v)) unter den volitreuen Funktoren
e: V(A): - A(Y).

Man definiere nun die Unterkategorien .Z' (), von V()3 rekursiv durch:

(a) die Komponenten von a, e, c, i, 1y, 1(s), &, , 1(8*), w; 4, 1,4 sind in
(W, F (W), bzw. Z'(N),,

(b) mit @, § in F (W), sind auch a A B, a°, &, foa (wenn definiert),
a=!in Z(A),,

(¢) fir a in 2 (W), ist g*(at) in F'(N),, fiir alle sESX), . Z- Y, g:
Y>> X ausT.

Damit haben wir offenbar einen Picard-Pseudofunktor
A (N): T°? - Cat, X = 2 (N),,
auf dem ebenfalls eine S-Modulstruktur gegeben ist.

Satz 4.1. Die Kategorien % (W), X €T, sind atomar, wenn fiir alle g:
Y>XausT,s, t€SX) und P& U(X) zusdtzlich das folgende Diagramm
kommutativ ist.

g¥((P°)) —— g*(P) == (g*(P)*)"

g*({)l Jl (3 1)
g*(P") . g Py

Beweis. Wir gehen zunichst ilber zu den vereinfachten Kategorien
F (W), =F (U)y/# ()}, wobei die atomaren Unterkategorien .7(A); von
Z'(A), definiert sind durch: (a) die Komponenten von a, ¢, e sind in Z(W)y,
(b) fiir @, B in 2 (), s € S(X) und g: Y~ X aus T sind auch a A B, a°,
Boa,a”!, a® in Z(N), und g*(a) in #°(A);,. Dann hat man den abelschen
Picard-Pseudofunktor .7 (¥): T° - Cat, X > (W), der wie #'(U) eine S-
Modulstruktur trigt. Wir definieren Teilmengen &(), von Mor(Z (%)y),

derart dafl (J, &(A), aus den Identititen und den Komponenten der
folgenden natiirlichen Transformationen besteht:

(E)) i, p, k, t(s), A(5), k(5), & ¢ (mit s € S(X)),

(Ey) 7o nig, 1(g%), A(g%), k(g*), o, ,mit h: Z> Y, g: Y- X aus T,
5 € S(X),

(E;) ¢ fiir ¢ aus (E,) und s € S(Z), S(X), bzw. S(Y);
fir k, ¢(s) und t(g*) gelte dabei wieder (22). Es sei ¥ (), die Menge aller

Kompositionen von Expansionen der Morphismen aus &(%), U &(A)y L
Dann gilt ¥ (W), = Mor(#(U),), wie man folgendermaflen einsieht. Fir
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jedes a € L (W), ist o, s € S(X), in ¥ (U),, denn fiir die Morphismen unter
(E,) sieht man dies wie in [7, §4], und fiir die Morphismen unter (E,), indem
man ¢ anwendet. Hieraus folgt, daB <’(), abgeschlossen ist unter den
Operatoren s € S(X). Es gilt weiter, dal fiir € £ (W), und g: ¥ > X aus T
auch g*(a) in £(N), ist; fir a=1(s), A(s), x(s) gilt dies, weil (29)
kommutativ ist; fiir @ = w , oder ¢ besagt dies (28), bzw. (31), und fiir a = ¢
beachte man

g*(cv) = Cg*(v) ° wl.g(v)ﬂ v Ej(‘u)x’

das aus (31) fir s=¢=1 folgt; fiir die iibrigen Morphismen aus (E,) und
(E,) sieht man dies wie in Abschnitt 2 und 3. Ist nun aber g*(a) in £ (U),,
so auch g*(a’), s € S(X), wie die Natiirlichkeit von w, , zeigt. Damit folgt
g¥ L (W),) « L(N)y, und schlieBlich ¥ (), = Mor (A (U)y), fiir alle X € T.
Wir definieren nun Rangfunktionen rg: Ob(#(¥),)— N durch folgende
Bedingungen:

(a) rg(u)=2 fiir jede Restklasse u eines Elements aus N,,
(b) rg(u A v)=rg(u) + rg(v) fiir u, v # s, aus Ob(F(N),),

(c) rg(®")=2rg()’ rg(@*)=2-rg(v)’ und rg(g*(v)) = rg(v)* fiir v €
Ob(Z(U),), s € S(X), g: Y > X aus T.

Dann gilt, daf3 jede Expansion eines Morphismus # id aus & (%), diesen
Rang erniedrigt, und man kann die iibliche Induktion anwenden. Dabei tritt
als neues Diagramm nur auf:

e (0*) = 1x(0)° 0 050, (0),  VEF (W)
dies entspricht aber der Gleichung (25), wenn man (28) als ein Diagramm

der Form (24) interpretiert. Q.E.D.

Wir konnen nun als Verallgemeinerung von Satz 1.1 einen Kohérenzsatz
fir 3-Kozykeln von S in U beweisen. Es gelte weiterhin, dal (31)
kommutativ sei (einen soichen Pseudofunktor U nennen wir einen
(kohdrenten) S-Modul). Ein 3-Kozykel P von S in U besteht nach Definition
[8] aus den folgenden Daten:

(a) zu jedem X € T eine Abbildung
P: S(X) X S(X) - Ob(U(X)), &P,
(b) zu jedem T-Morphismus g: Y — X ein U(Y)-Morphismus

(5, 0: g (P ) Py 5 1E SX),



KATEGORIEN MIT GRUPPENSTRUKTUR 311
derart dal} fiir i: Z— Y aus T gilt
a5 1) © ¥y, 1) = igh(s, 1) © N 4Py (32)
(c) zus,t, re S(X) ein A(X)-Morphismus
PPl NP, > P NP,

derart daB3 (33) kommutativ ist und in jeder Komponente X € T (D.1).

g*(Pir NPy y) £, g*(P; N Pst.r)“t—’g*(Ps,t) Ng*(Py,,)

(w/\l)otJ lu Au (33)
g*(Pt,r)s, A g*(Ps’")_u_"/\_u’ P.lq’,,r’ AP ! — Ps"t’ /\Ps’l’,r’

N

Wir betrachten nun wieder den in (30) gebildeten S-Modul V(%)% Um
auch die Objekte P, zu reprisentieren, wahlen wir fiir jedes X € T eine
injektive Abbildung

P:SX)X SX) >Ny,  (5,5) =Py (34)

mit der Eigenschaft p,,+# s, fiir alle 5, € S(X). Fir die Abbildungen e:
N, —» Ob(A(X)) gelte dann e(p, ,) = P, , fiir alle s, t € S(X). Wir vergroBern
nun die Kategorien .#' (W), zu Kategorien #(P), c V();, indem wir
zusétzlich verlangen:

(1) die u,(s,1): g*(p,.) > Py. .- sind in F(P),,

(g) die 9., ,: P}, APy~ Ps APy, sind in Z(P), fir alle s, ¢, r aus
S(X),g:Y->X ausT.

Satz 4.2. Die Kategorien .# (P)y, X €T, sind fiir jeden 3-Kozykel P
von S in U atomar.

Beweis. Wir konnen ohne Einschrinkung annehmen, daf} die a, ¢, e in
A'(P)y Identititen sind (indem wir zu den Kategorien #(P),/ 7 (W)y
libergehen). Die .#(P),-Morphismen

&s,t,r: pf,r—) ps,t /\ pst,r /\ pgvtr’ ss t’ r e S(X)9

seien definiert als ¢, ,, “multipliziert” mit p;,. Auch die #(P),
Morphismen

Vs, 1t pf,l—’pst,la ,Br:pl,r_’pl,n s, 4, r € S(X),

seien definiert wie in Abschnitt 1. Wir vergr6ern nun die Mengen & (), aus
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dem Beweis von Satz 4.1 zu Teilmengen &(P),, indem wir fiir alle s, ¢,
re SX), z€ S(Y) und g: Y - X aus T die Morphismen

Boir Ve B w8 1), pls, )

hinzunehmen. Man sieht wie im Beweis von Satz 4.1, bzw. Satz 1.1, daf}
jeder Z°(P),-Morphismus eine Komposition von Expansionen der
Morphismen aus &(P), und deren Inversen ist; insbesondere gilt dies fiir
g*(y) und g*(B) in Z'(P), wegen
:ug(St’ 1) ©° g*(YS.t) = ys’,t’ ° ﬂg(t’ 1)51 © ws.g(pt,l)'
:ug(l’ 1) ° g*(ﬂr) :lBr’ ° ﬂg(l’ r)’
was aus (33) fiir r =1, bzw. fiir s =¢=1 folgt. Indem man dann passende

Rangfunktionen rg: Ob(_#(P),) — N definiert, kann man die Behauptung wie
in Satz 1.1 beweisen. Zu erwéhnen bleibt lediglich die Gleichheit

nX :fuid(s’ t): ld;’k(ps,t) - ps,t’ S, t e S(X)’

die sich aus (32) fir h = g = id, ergibt. Q.E.D.

Es sei nun Q = (Q, ,; 4,; v, , ) ein weiterer 3-Kozykel von S in 4, und a:
Q- P sei ein Morphismus von 3-Kozykeln wie in |[8]. Dieser besteht aus
A(X)-Morphismen

ay(s, t): Qg = Py 4, 5, 1€ S(X),

derart dal} die folgenden beiden Diagramme kommutativ sind fiir alle T-
Morphismen g: Y - X.

g*(Qs,t) £, g*(Ps,t) Qi,r A Qs,tr — Qs,t A Qst,r
ul Ju a’ /\aJ‘ Ja Aa
Q:’,t’ - Ps’,t' P;‘.r A Ps,tr — Ps,t A Pst,r

Satz 4.2 1dBt sich wie folgt zu einem Kohirenzsatz fiir die Morphismen
ay(s,t) erginzen. Aufler den Abbildungen (34) wihlen wir injektive
Abbildungen

-

q:S(X)XS(X)—"Nxa (S, t)Hqs.t’

mit q,,#8, und q(S(X)X S(X)) disjunkt zu p(S(X) X S(X)). Fiir die
Abbildungen &: N, - Ob(UA(X)) gelte dann

e, )=0s(  SI1ESX).
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Die Unterkategorien % (P), von #(U), erweitern wir nun zu
Unterkategorien .#"(a),, indem wir noch verlangen:

(h) dle Ws,t,r: qf,r /\ qs.tr - qs,t A qst,r Uﬂd as,l: qs.t - ps.t Sil’ld in ‘AW/J((Z)X,
(i) die u,(s,1): g*(a,,)— 9;. - sind in F(a), fiir alle s, 7, r € S(X) und
g:Y-XausT.

Satz 4.3. Die Kategorien % (a)y, X€ET, sind atomar fiir jeden
Morphismus a: Q — P zwischen 3-Kozykein Q, P von S in .

Der Beweis ergibt sich leicht, indem man die Beweise von Satz 4.2 und
Satz 1.2 entsprechend ergénzt.

5.

Wir beweisen in diesem Abschnitt einen Kohérenzsatz fiir Morphismen
zwischen Komplexen symmetrischer Picard-Kategorien. Aus solchen
Morphismen erhdlt man Homomorphismen zwischen den abgeleiteten
Kohomologiesequenzen, wie in [8] ausgefiihrt wird.

Gegeben seien zwei kohdrente Sequenzen

_)
> =3 =
%“3%3%3% ., 2,32,32,37, -

symmetrischer Picard-Kategorien wie in [5, §3]. Die hiermit gegebenen
Homomorphismen von %, nach €, , | und von &, nach &, _, bezeichnen wir
mit d,...,d,, ;; ferner bezeichne

ai,jid,-Oddedj+lodi’ i</,

die zugehodrigen kohidrenten natiirlichen Transformationen. Zwischen diesen
Sequenzen sei ein Morphismus (0, 7} gegeben,

d: d:
- n — ng—) — gn—{—2 —
Jv@n nj[_) lenu n,-/_) lenn (35)
— 2, 7 . _T Dprr — s
i

bestehend aus Homomorphismen 6,:%,—Z,, n>0, und kohdrenten
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natiirlichen Transformationen 7;:d;00,- 0, ,°d;, 0<j<n+ 1. Man
wihle paarweise disjunkte Mengen M, und N, n > 0, und Abbildungen

e:M, > 0b(%), &N, ObZ,) (36)

mit &(s,) =1 , bzw. e(s,) =1, , wobei s, ein ausgezeichnetes Element in
M,, bzw. N, sei. Wir definieren Wortmengen V(%,) und V(6,) iiber dem
Alphabet

(LIM, LN, )L 1C AL L (g, ©y.d, @,
rekursiv durch folgende Bedingungen:
(a) M,cV(#&,)und N,cV(®,),
(b) mit u, v €EV(%,), bzw. V(@,) ist (u Av) und (v)° in V(%,), bzw.
V(8,) und dy(),...,d, ,,(v) in V(% ), bzw. V(O, ),
(c) fir v € V(F,) ist ©,(v) in V(0,) fiir alle n > 0.

Die Abbildungen (36) setze man fort zu Abbildungen
e: V(%) » Ob(%,), e:V(@,)- 0Ob(Z,)

durch e((uAv))=e(m)Ae@), &@®)°)=¢e@)’ &d,())=de()) und
£(0,(v)) = 0,(e(v)) fiir alle u, v € V(%,), bzw. V(©,) und n > 0. Mit den
Kategorien V(%,)°* und V(@,)° erhilt man nun auf kanonische Weise die
Sequenzen

V@) SVE)SV(E) . V(0,) 3V(0,)°'3V(0,)° -

mit Homomorphismen d; und natiirlichen Transformationen «; ;, cf. [5].

Ferner induziert (35) einen Morphismus zwischen diesen Sequenzen:

4; e di P
""—’V(%)e—’v(%ﬂ) — V() — -

len 7 len+l x; lenﬂ
r r
o V(O,) o V(0, ) o V(O,,) —

Wir definieren nun rekursiv die folgenden Unterkategorien .#(%,) c V(%,)°
und #7(@,) <=V (0,)"
(a) die Komponenten von a, ¢, e, i sind in #(%,), bzw. .#(0,),

(b) die Komponenten der #(d,),..,#(d,.,) sind in Z(%,,,), bzw.
AN
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(c) die Komponenten der a; ;,, 0< i< j<n+ 1, sind in Z1(%,,,), bzw.

i WJ?
‘Y(@nwtz)
(d) die Komponenten von #@,) sind in #(0,), n>
(¢) die Komponenten der 7;, 0 < j<n+ 1, sind in ﬁ’f (@" 1)

) fir g in Z(Z,), bzw. 7(6,) smd dy(B)..... d, . (B) in F(%,,,), bzw.
(B,

(g) fir §in.7(%,) ist ©,(6) in #7(8,),

(h) mit a, f in F(%,), bzw. #(0,), sind aAB, a’ Boa (wenn
definiert) und @~ in #(%,), bzw. in .#(O,).

Nach [5] wissen wir bereits, dal die Kategorien .#(%,), n >0, atomar
sind.

Satz 5.1. Die Kategorien % (0,), n > 0, sind atomar, wenn fiir alle 0 <
i< j<n+1 das folgende Diagramm kommutatw ist.

dy(n)

didje)n n+ld — @n+2dd
ﬂi,‘/i 1 nydag )
djy,0r) T
d;,d,0,———d; 0, ,d;—— 0, ,,d;, d,

Beweis. Ohne Einschrinkung nehmen wir an, dal} die Kategorien .% (%)
und .#(0,) strikt assoziativ, kommutativ und unitdr sind (man gehe zu
geeigneten Faktorkategorien iiber). Die Teilmengen £(@,) von Mor(.# (0,))
definieren wir rekursiv durch:

(a) die Komponenten von i, p, k, t(@,), A(@,), k(0,) sind in £(0,),

(b) die Komponenten von 7;, t(d;), A(d;), x(d;), 0<i<n+1, sind in
£(0,.,),

(c) die Komponenten der ¢; ;, 0<i< j<n+1,sind in £(0,,,),

(d) fir Be&(O,), B+#i,,p,, k, ,,ist d(f),0<i<n+1,in &(O,, )

fir alle k,, und ¢, gelte dabei stets wieder u, v+s,, und ohne
Einschrankung enthalte &(©,) auch die Identititen. Man sieht nun mit
derselben Methode wie in den vorangegangenen Beweisen, dall jeder
Morphismus aus #(@®,) eine Komposition von Expansionen der
Morphismen aus &(0,)U&(0,)"" ist. Mit passenden Rangfunktionen
Ob(#(®,))— N kann man dann den Beweis mit der iiblichen Induktion
abschlieB3en.
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