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Résumé

Nous démontron I’existence de géodésiques des groupes de Lie riemanniens faibles,

(i () ) = (Dir (") 0 (104 () HER'SR) ) e ).

keN

ol gy« est la métrique de Sobolev (faible) d’ordre k. Ensuite, nous étudions I’application exponentielle riemannienne induite par
cette métrique. Pour k = 1, le résultat obtenu implique 1’existence locale et 1'unicité de solution dans C*®°( ; H>®(R"; R")) de
I’analogue n-dimensionnel de I’équation de Camassa—Holm sur R”.
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Abstract

We prove the existence of geodesics of the weak Riemannian Lie group

(Diff H™®(R"), ggx) = (Diﬁ'(R”) N <1d+ N Hk(R”;R")),ng>,

keN

where g« is the weak Sobolev metric of order k. Next, we study the Riemannian exponential mapping induced by this metric. For
k = 1, the result immediately gives the local existence of solution in C*°( ; H>®(R"; R")) of the n-dimensional analog of the
Camassa—Holm’s equation on the Euclidean space R”.
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1. Introduction

L’existence des géodésiques et de 1’application exponentielle d’une variété riemannienne de dimension finie est
I’un des résultats classiques de la géométrie riemannienne. Dans cet article, nous étendons ce résultat aux groupes de
Lie riemanniens faibles,

(Diff H®(R"), gyt) = (Diff (R") N (1d + H*(R"; R")), gt ), k € N¥,

ot H*@®R";R") = jenH J(R"; R™) et gy« est la H*-métrique (faible) de Sobolev définie sur Diff H>™(R") en
utilisant la trivialisation droite de Maurer—Cartan du fibré tangent 7 Diff H° (R").

Pour k = 1, le résultat obtenue implique immédiatement 1’existence locale et I'unicité de solution dans
C®°( ; H®@®R"; R")) de I’analogue n-dimensionnel de 1’équation de Camassa—Holm [4] sur R”.

Nous avons vérifié, dans une premiére étape, que le groupe Diff H°(R") est un ouvert de I’espace affine de Fréchet
Id + H*°(R"; R") et que les applications

(f. 8 € Diff H*(R") x Diff H*(R") — f o g € Diff H*(R"),
et
f eDiff H®(R") — f~' e Diff H®(R"),

sont de classe C* au sens usuel de Fréchet, ce qui entraine que Diff H*°(R") est un groupe de Lie—Fréchet ouvert
de Id + H*®(R"; R"). De plus, nous avons montré que ce groupe est «régulier au sens de Milnor ». Cette notion de
régularité présentée de fagon tres claire dans [12] (paragraphe 38, chapitre VIII), est importante puisque elle affirme
que la donnée de la vitesse d’une courbe suffit a déterminer a un facteur prés cette courbe ; ceci nous autorise par
exemple a écrire I’équation des géodésiques en utilisant seulement les vitesse des courbes. Dans [12], on trouve une
étude claire sur les groupes de Lie modelés sur les espaces convenables (c’est-a-dire les espaces localement convexes
complets au sens de Mackey), et dans [11], on trouve une révision détaillée concernant la théorie des groupes de
Lie—Fréchet et le théoréeme (hard) des fonctions implicites de Nash—-Moser.

Dans cet article, nous avons utilisé, comme cadre abstrait, la théorie des groupes de Lie de dimension infinie
exposée dans la référence [12]. Mais il y a lieu d’attirer 1’attention sur le fait que les auteurs de cette monographie
ont adopté la notion globale de la dérivabilité au sens de Hadamard dans la construction de la théorie des variétés
différentielles de dimension infinie modelées sur les espaces convenables. Nous rappelons que la définition usuelle
de Fréchet implique évidement la définition de Hadamard et que I’inverse est un énoncé flou dans le cas général des
espaces vectoriels topologiques. Parallelement on signale que la dérivabilité au sens de Hadamard est plus convenable
aux questions d’analyse globale que celle de Fréchet. Dans le cadre des variétés de Banach, Faure [9] a montré que
les différentes classes de Holder CX* avec (k, s) € (N U {oo}) x 10, 1] sont identiques pour les deux définitions.

Puisque la structure différentielle de Diff H>°(R") n’est pas de Banach, nous ne pouvons pas appliquén directe-
ment le théoreme classique de Cauchy—Lipschitz pour montrer 1’existence de 1’application exponentielle riemannienne
de (Diff H*(R"), gg+). 11 faut signaler que ce théoreme n’est en général pas vrai pour les variétés de Fréchet
(voir [12]). A cet effet, nous avons introduit les espaces fonctionnels HC(R"; R™) et les groupes de difféomor-
phismes Diff HCj(R"), r € [1, co[. Dans notre étude sur ces ensembles, on a montré particulierement que le groupe
Diff HCj(R"), r > 1, est un groupe topologique ouvert de I’espace affine de Banach Id + HC{j(R").

Pour montrer 1’existence de ’application exponentielle riemannienne du groupe de Lie riemannien (faible)
(Diff H*(R"), ggr), on applique le théoréme de Cauchy-Lipschitz a une équation différentielle convenable défi-
nie sur DiﬁfHCSkJrr (R™) (t €10, 1[), puis on démontre que, si la donnée initiale appartient a T Diff H°°(R"), alors la
solution obtenue prend ses valeurs dans Diff H° (R").

Dans [15], ’auteur a présenté des résultats analogues inspirés des articles [5] et [6] pour le groupe Diff (S') et
le groupe de Virasoro-Bott S' x . Diff(S'), plus précisément, il a montré par une méthode non complétement claire
I’existence des géodésiques ¢ € C3(0-2,2[; Diff (SY)) et v € C3(1-2,2[; S* x. Diff(S1)) pour les Hk-métriques.
D’autre part, il a signalé dans les énoncés 6.9, 6.10 et 6.11 de [15] que les applications,

(u, f) € HCp P (R) x (Id + HCA(R)) + u o f € HCA(R),

et
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f € DIfHCE ™ (R) v f~! € Diff HCR(R),

sont seulement de classe « C¥ au sens faible », une notion de dérivabilité exposée dans [16], et on modifie ici ces
énoncés en vérifiant que les applications précédentes sont de classe C* au sens usuel de Fréchet.

Enfin, nous signalons que les difféomorphismes considérés dans cet article sont plus généraux que ceux utilisés
dans les papiers [3] et [8].

2. Groupes de difféomorphismes
2.1. Conventions
Nous utiliserons les ensembles suivants d’applications.

C"(R"; R™), I’espace de Holder d’exposant r € R..
Co(R™; R™), le complété de C2°(R"; C™) dans C" (R"; C™). On vérifie que u € Cy(R"; C™) si, et seulement
si, 3%u(x) — 0, [|lx[l2 — oo, pour |a| < [r], et

. 10%u(§) — 0%u(mll2
im su e =
R=00 0<|g—n|<8. 181> R & —mnll,
C®M®R"; R™) = ﬂreR+ CT(R™; R™).
CP(R"; R™) = ﬂreR+ Co(R"; R™).
H" (R™; R™), I’espace de Sobolev d’exposant r € R.
H>®@R"; R™) =(,cg H (R"; R™). D’apres I'inégalité de Sobolev, on a
H®(R"; R"™) C C°(R"; R™) C C*°(R"; R™).
HC" (R"; R™) = HVI(R"; R™) N C" (R™; R™), r e Ry.
HCy(R"; R™) = HUNR™, R™) N CoR"; R™), r € Ry. HCH(R"; R™) coincide avec le complété de
CP(R"; C™) dans HC" (R"; R™).
Diff HCy(R"), I’ensemble des Clrl_difféomorphismes Id + u : R" — R" avec u € HCy(R"; R").
Diff H*(R"), I’ensemble des C*°-difféomorphismes Id + u : R" — R" avec u € H*°(R"; R").

0, V6>0, |a|=]rl.

2.2. Quelques résultats
Le lemme suivant est une variante d’un lemme de 1’analyse globale nommé « Omega lemma » selon [1].
Lemme 2.1. Soit r et T des nombres réels tels que r > 1 et 0 < v < r. Alors

i) Pour tout (u, f) € HCS(R”; R™) x (Id—i—C(r)(R”; R")),onauo f € HC&(R”;R’”), et

luo fllc; < const(z, n,m, f)lulucs.
out la fonction f € Id + Cj(R"; R") = const(z, n, m, f) € Ry est localement bornée.
ii) Quel que soit j € N*, lapplication f +— (u + u o f) est de classe Lip/~' de Id + Co(R"; R") dans
L(HCy™ R R™); HCE(R™; R™)).
iii) Pour tout j € N, I’application,
(u, f) € HCJ™ (R"; R™) x (Id + Cj(R"; R")),
Huof € HCé(R"; R’”)
est de classe C/.
Démonstration. Soit (u, f) € HC8(R"; R™) x (Id—i—C(l) (R"; R")). Il existe un nombre positif Ry tel que f1{jx|,>R;)

soit un difféomorphisme de {||x]l2 > R} dans f({llx]l2 > Ry}), et tel que ||1/J¢lLoox|,>R,) < 0O, donc on peut
écrire :
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luo 2, = [ Juo f)|3dx
L2 2
R}’l

= [ wesrwlars [ Juoswldx

{llxll2<Rf} {llxll2>R ¢}

2
< Nl omes{llxll2 < Ry} + / lu) |27 -1 () dy
fdlxll2>Ry)
<lullzeomes{llxlla < Ry} + 11/ T Lo rato> v Nl

D’otiuo f € HCg(R”; R™) puisque u o f € Cg(R"; cm™).
Soit 7 € ]0, 1[ et (u, f) € HCj(R"; R™) x (Id+Cé(R”; R™)). Pour tout (§, R) e R} x R%,ona:

luo f(x)—uo f(yl ; lu() —umll2
sup T S H (8kfj)HZ°° sup -~ T
O<llx—yl2 <8 llx — y||2 0<||E—n]l. <38 g — 77”2
lIxl2=2R &2 R—|l f—Id|l Lo

)

avec 8 =8| (3 f/)l| 1. Donc u o f € HCF(R"; R™), et
luo fllucy < const(z,n,m, f)llullucg-
Le cas T € [1, r] résulte du cas précédent et du fait que uv € H C(‘; (R"; R) quel que soit
(u,v) € HCS(R"; C) x Cg(R"; C), teRy.
Concernant ii), on pose L(f)(u) =u o f.Pour j = 1, on écrit grace a la formule de Taylor :

(L) —L@)w=uof-uog
n 1
— 3 —gj)/aju(g-i-t(f _g)dr
j=1 0

avec u € HCSH(R"; R™) et (f, ) € (Id + Cy(R"; R™)) x (Id + Cy(R"; R")). Ainsi donc,

L) = L@} gy < conste.n, £ )11 f = glicglull e

et

|12CH) = L er+1. neg) < const(z.n, £ f = gl

ou la fonction « ( f, g) —const(t, n, f, g) » est localement bornée. Ceci prouve le cas j = 1.
D’autre part, on voit que I"application L est Gateaux-différentiable de Id + C{(R"; R") dans L(HC; Ny Cp). et
que

n

DL(f)()u) =Y v/djuoc f.

j=1

Par conséquent,

1
DL(f)(0)() = DL()w)w) = Y v/ (f*—g") / dcdju(g+(f —g)dr,
0

1<j, €<n

et

|DL(f)(v) () — DL(g) (v) () || neg < const(@, n, f @) vlle lull yee Il f = glicy
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ce qui prouve le cas j = 2.
On démontre les cas j > 3 de la méme maniere.
Pour montrer iii), il suffit de vérifier la continuité des applications :

(u, f) € HCJ(R";R™) x (Id + C;(R"; R"))
—uofeHCH (R, R"), 0<t<r
On fixe 7 € [0, r] et on considére u € HCj(R"; R™) et une suite (f;) convergeant vers f dans Id + Cy(R"; R") avec

fo = f. Soit ¢ > 0. Comme I’espace C2°(R"; R™) est dense dans HCj(R"; R™), on peut trouver v € CX°(R"; R™)
telle que

€
3+ 3supfconst(z,n, m, f;): { €N}’

lu —vlac: <

«const» étant comme dans (1). D’autre part, comme ’application f +— v o f est de classe C°°, donc continue, de
Id + Cj(R"™) dans HCj(R"; R™) selon (2), il existe {p € N tel que [[vo f; —vo f||HC(§ < &/3 pour ¢ > ¢y. D’ou

luo fe —uo fllucy <lluo fe —vo fellucy +1llvo fr —vo fllucy +llvo f—uo fllucs
<e¢

quel que soit ¢ > ¢o, ce qui montre que u o fy —> u o f dans HCj(R"; R™).
Soit (ug, fr) —> (u, f) dans HC5(R"; R™) x (Id + C;(R")). On a:

lug o fr —uo fllucy < llugo fr —uo fellucy +lluo fr —uo flucg
<const(z, n,m, fe)llug —ullpeg +lluo fr —uo flucs-
D’oliu; o f —> uo f dans HCj(R"; R™). O

Proposition 2.2. Soit r € [1, oo[. Alors Diff HCj(R") est un groupe topologique ouvert de I’espace affine de Banach
Id + HCy(R"; R").

Démonstration. —Soit f € Diff HC}(R"). En utilisant les deux relations fo f~! =Id et (3;(f~D))o f = (d; ),
et le fait que O < infge J¢ < Jy < supgn Jy < 00, on Vérifie que f’1 € DiﬁfHCS(R”).

— Pour montrer que Diff HC;(R") est un ensemble ouvert de Id + HCy(R"), on utilise I’affirmation suivante : étant
donné un ensemble §2 C Id + HCy(R"), §2 est un ouvert de Id + HCy(R") si, et seulement si, pour toute courbe
¢ € C®(R; 1d + HCH(R")), ¢~ 1(£2) est un ouvert de R (voir le théoreme 4.11 dans [12]).

On considere alors une courbe ¢ € R ¢(t, -) € HCj(R") de classe C™ telle que 1d(-) + ¢(0, -) € Diff HCj(R").
Sild(-) + ¢(t, -) n’est pas injective pour ¢ suffisamment petit, il existe des suites : (;) C R, (x;), (y;) C R" telles que

*) 1 —0, xe#ye, xe+ote,x)=yc+otc,y).

Soit K C R un ensemble compact tel que (z;) C K. Il existe un nombre positif Rg tel que {Id(-) + (¢, )} (x> Rk}
soit injective quel que soit ¢ € K. Ceci implique que les deux suites (x;) et (y;) sont bornées dans R", donc on peut
supposer que x; —> xg et y; —> ¥o. Par suite xo +¢(0, x0) = yo+¢(0, yo) et xo = yo. Selon le théoreme d’inversion
locale, (¢, x) —> (¢, x + (2, x)) est un difféomorphisme au voisinage de (0, xo), d’olt x; +@(tr, x¢) # ye +@(tz, ye)
pour ¢ suffisamment grand, ce qui contredit ().

D’autre part, comme 1’application Id(-) + ¢(, -) est a la fois ouverte et fermée pour ¢ suffisamment petit, on a
{d(-) + ¢(t, )}(R") = R", et par conséquent Id(-) + ¢(t, -) € Diff HCy(R"), pour ¢ proche de 0. Maintenant, il suffit
d’appliquer I’affirmation précédente pour conclure que Diff HCj(R") est un ouvert de Id + HCy(R").

— On montre que I’application f € Diff HCj(R") fle Diff HC;(IR") est continue.

Soit r € [2, oo[. Alors grace au théoreme des fonctions implicites et au Lemme 2.1, 1’application f — f~! est de
classe C! de DiffH Co(R™) dans Diff H C(r)_1 (R™). Par conséquent, les applications,

f €DiffHCG(R") > (3; f o f~1) eI, + HCy ' (R"; L(R"; R")),
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f € Diff HCj(R")
=0 Y)Y =0, f 0 Y el, + HC T (R L(R"; RY)),
et
f €DIffHCH(R") > 8% f o f~' € HCY (R R"),  2< o <I7],

sont continues, ou L(R"; R") désigne 1’espace des matrices de type n x n a coefficients dans R. En utilisant ce résultat,
la relation f o f~! =Id, et la continuité des applications (u, v) € HCS (R"; R) x Cg R™; R) > uv € HCS R™"; R)
(¢ € R4), on déduit que Iapplication f € Diff HCy(R") — f 1 e DiffH Cy(R™) est continue.

Soit (f, g) € Diﬁ‘HCé (R™) x Diﬁ‘HC1 (R™). En tenant compte I’'inégalité,

1
xS0t X eGLuE)

I1X]2 = (Zl.j(X;.)z)l/2 étant la norme de Frobenius de X = (Xj.), on obtient les estimations :
le™" = 7 e <N (7)) el = Fllam
<@ =Dl /Tl (35 F) |G llg — fllzoe,
et
le™ = £~ o < Wl | (3 (£ =) )| Loollg = Fll2
< =Dl Tl 2 (05 £) | g = Fll2s

qui montrent que 1’application f > f~! est localement lipschitzienne de Diff H CO (R") dans Diff H Cg (R™).

Maintenant, on fixe f € Diff H Cé (R™). Pour toute g appartenant a un voisinage convexe de f dans Diff H Cé (R™),
on a les estimations suivantes :

125 (6™)) = @5 ) ) | |
< @) = @) e 1@ () 08 =0, (F7) 0 f) ] 1
< const(n, £, )] (38" = 9 F) | oo + (35 (f ) 08 = ;(f ™) 0 )] 1o

et
10i(e™)") = (0;(F ™)) .2
< const(n, £, )1 gl [ (9;8") = (3 £) [ 2 + 1l 2105 (7)) o = (05(F 7)) o £ 2
avec
) . " 1
const(n, £,8) = (2= D) (| @) | o + 1 (358) | )" stp |3
ot e (1—ng L

D’ol la continuité de I"application f € Diff HC}(R") + (3;(f~1)") € I, + HCJ(R"; L(R"; R™)).
Etant donné r € ]1, 2[, la continuité de I’application f € Diff HCj(R") = f ~! e DiffH Cy(R™) découle du résultat
précédent, de 1’égalité,
—1\¢ —1\¢ i\—1 iy—1 -1
@) =@ (7)) =(0ig") " = @) )os
+ @ (7)) oo™ =@ (7))

et du fait que l'application X — X~! est de classe C*, donc continue, de 1’espace de Banach
CO(R; GL(n; R)) N (T, + HCS R"; LR™; R™))) (£ € R}) dans lui méme. O
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Remarque 2.3. Etant donné (r, j) € [1, oo[ x N, I’application,
f e Diff HCy (R") > f~' e Diff HC)(R"),

est de classe C/ selon le Lemme 2.1 et la démonstration précédente.

Lemme 2.4. L’espace C*°(R; H*®(R"; R™)) est constitué des fonctions ¢ € C*°(R x R"; R™) telles que

|| 8,j8)‘f<p(t, ')”HCO Sconstjgg <00, tekK, jeN, aeN,

ot K est un compact de R".

Démonstration. On note E 1’espace des fonctions ¢ € C°(R x R"; R™) vérifiant la condition donnée dans le lemme.
On a évidement C*°(R; H*(R"; R™)) C E.
On montre que E C C®°(R; H*(R"; R™)). Si ¢ € E, on pose :

Y =w®) =9, ),  yi®)=det,),  evioy;t) =08, x).

11 est clair que, pour tout j € N et tout x € R”, evy o y € C*(R"; R™), (evy o y)(j) = evy oy}, et y; est localement
bornée de R dans H*°(R"; R™). Ainsi donc, puisque H*(R"; R™) est reflexif, le théoréme 4.1.19 dans [10] assure
que y € C*(R; H*(R"*;R™)). O

On rappelle maintenant la notion d’un groupe de Lie régulier, qui est due essentiellement a Milnor [17].

Soit G un groupe de Lie modelé sur des espaces convenables (voir [12]), et g son algebre de Lie. Sia € G, on note,
respectivement, L, et R, les translations x e G ax e Getx € G xa € G.

Le groupe G est dit régulier si, pour tout X € C*°(R; g), le probleme,

{ ¢'(t) = DRy (&) (X (1)),
@(0) =e,

admet une solution locale de classe C*°.

D’apres lemme 28.3 dans [12], G est régulier si, et seulement si, pour toute X € C*°(R; g), le probleme précé dent
possede une solution globale unique evol(X) € C*°(R; G). Les auteurs de [12] ont exigé aussi, dans la définition d’un
goupe régulier, la condition que I’application X € C*°(R; g) — evol(X) € C*°(R; G) soit de classe C*° selon une
notion de dérivabilité adoptée dans [10].

D’apres le théoreme de Cauchy-Lipschitz, tout groupe de Lie—Banach est régulier.

Théoreme 2.5. Diff H>°(R") est un groupe de Lie régulier et ouvert de I’espace affine de Fréchet Id + H* (R"; R") ;
les applications,

(f, 8 € Diff H*(R") x Diff H*(R") — f o g € Diff H*(R"),
et
f eDiff H®(R") > f~' e Diff H*(R"),

sont de classe C* au sens usuel de Fréchet et ’algébre de Lie de Diff H* (R") est,

opigraemn = HO(RGR) =1 Y uld/oxd: ujeHoo(R”;]R)},
1<j<n

ul

i dviy D
— —ut _)_
ax!

. _ i
munie du crochet [u,v] = Zlgi,jgn (v 0T ) 3T

Démonstration. Il est clair, selon le Lemme 2.1, la Proposition 2.2 et la Remarque 2.3, que Diff H>(R") est un
groupe de Lie ouvert de Id + H*°(R"), d’ou TDiff H®(R") = Diff H*(R") x H*®R";R"), ce qui entraine que
I’algebre de Lie de Diff H*>(R") est,
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gDiﬁ~HOC(Rn) = HOO(RH, Rn) = Z u18/8x1 u] € HOO(Rna R)}s
1<j<n
munie du crochet

Qul vl D
_ l__ l_ .
[, vl = Z (v ax Bxi>8xj’

1<i,j<n

oUu=3" i, /0x] etv=3";c,v/8/0x).

En connaissant la relation D(Rg)(f)(u) = Ry (1) = u o g, le groupe Diff H* (R") est régulier si, et seulement si,
quelle que soit X € C*°(R; H*°(R")), le probleme
®(0) =1d,
¢'(1)=X(1) o (1),
possede une solution locale ¢ € C*(Ix; Id + H*° (R")).

Soit X € C*(R; H*°(R™)). Comme I’application,

(P) {

(t, f) eR x (Id + HC{(R"; R")) = X (1) o f € HCH(R"; R"),

est de classe C*° d’apres le Lemme 2.1, le théoréme de Cauchy—Lipschitz montre que le probleme (P) posséde une
solution locale ¢ € C*°(Ix; Diff H Cé R™) N C*®(Ix x R"; R™). En dérivant la relation,

t

o(t,x)=x +/X(s, (p(s,x))ds, tely, xeR",
0
et en utilisant le Lemme 2.4, on vérifie que ¢ € C*(Ix; Diff H*(R")). 0O

Remarque 2.6. Soit A:C°(R"; R" — C°(R"; R™) un opérateur différentiel a coefficients constants. On note k
I’ordre de A. Etant donné r € [max(k, 1), oo[, Comme I’expression A(u o f -byo f est une expression rationnelle en
les dérivées de u et de f, I’application

(fiu) € Diﬁ‘HCS(]R”) X HCS(R";IR”’),
> Ao f7) o f € HCGH(RY; R™)

est de classe C*°. En particulier, si A = A, = (Zlalgk(—l)maz“)ﬂm, I, étant la matrice unitaire d’ordre m, le
théoreme d’inversion locale montre que, quel que soit » € [2k, oo[ — N, I’application

(f,u) € Diff HC5(R") x HC *(R"; R™),
> A" (uo f7) o f € HCH(R"; R™),
est de classe C*.
3. Métriques de Sovolev faibles sur Diff H> (R")

3.1. Définitions et propriétés générales

On rappelle d’abord quelques notions abstraites.
Soit G un groupe de Lie modelé sur des espaces convenables. La représentation adjointe Ad de G dans
GL(g) C L(g; g) (espace des applications linéaires et bornées de g dans g) est définie par :

Ad(x)=D(LyoR,-1)(e), xe€G.

L’ application tangente ad = D(Ad)(e) : g — L(g; g) est par définition la représentation adjointe de g dans L(g; g).
Si (-, -) est un produit scalaire borné sur g, on définit une métrique riemannienne faible g sur G par la relation :

g &, ) =(DR,-1)X)(E), DR-)(X)(), x€G, §neTG. (3.1



N. Hermas, S. Djebali / J. Math. Pures Appl. 94 (2010) 433446 441

On suppose que, pour tout & € g, I’adjoint {ad(£)}" de ad(£) par rapport & (-, -) existe, et que I’application linéaire
& {ad(‘é)}—r est bornée. Dans ce cas, I’équation des géodésiques ¢ € C*°(Iy; G) de (G, g) est donnée comme suit :

W () + ad(u() " (u()) =0, (3.2)

avec u(t) = D(R(p(,)_l)(w(t))@p’(t)) (voir [12]). Si on suppose, en plus, que, pour tout x € G, I’adjoint {Ad(x)}T de
Ad(x) par rapport a (-, -) existe et que I’application x — {Ad(x)} " est classe C*°, alors I’équation (3.2) est équivalente
a I’équation suivante,

E'(t) =0, (3.3)

ou E(t) = Ad(go(t))T(u (t)). Cette équivalence s’interprete comme une sorte de généralisation du premier théoreme
d’Euler sur la conservation du moment cinétique.

On suppose maintenant que G = Diff H*°(R") et on munit I’algébre de Lie gpypoo®n) = H*(R"; R") du produit
scalaire faible :

(u,v)Hk:/u(x)~Ak(v)(x)dx=/Ak(u)(x)-v(x)dx
= Z /SO‘u(x)oB“v(x)dx,
|| <k

ou Ay = Zlalgk(—l)“”a%‘. La métrique riemannienne faible gy« définie par la relation (3.1) a partir de (-, -) g«
est de classe C™ (au sens usuel de Fréchet) de Diff H*°(R") dans I’espace des applications bilinéaires continues
L(H*®[@R"; R"), H*(R"; R"); R) et possede la forme suivante :

ng(f)(u,v):(uof_l,vof_l>Hk
=/u(x)~Ak(vof_l)of(x)Jf(x)dx

=/Ak(uof—1) o f(x) - v(x)Jp(x)dx

avec f € Diff H®(R") et (u,v) € H®(R"; R") x H*(R"; R").
Apres un calcul simple, on obtient :

(ad@)T ) = A7 Ar) - 0,70 + Ag(v) dive + Ag(Vol) - u),
et
Ad(f)T ) = AT MpAw) o f1, (3.4)

ol My dénote la matrice transposée de la matrice jacobienne de f. Ainsi donc, I’équation générale (3.2) des
géodésiques prend pour le groupe riemannien faible (Diff H*(R"), gy«) la forme suivante :

! = —(adw) " ))’
= — A Ac@) - 8 u + A (u!) divu + Ag(Vu?) - ul, 3.5)

avec u(t) = ¢'(t) o (1)~ L.
On considere une courbe arbitraire ¢ € C%°(I; Diff H*®(R")) et soit u(t) = ¢'(t) o ¢(1) ! sa vitesse. On a :

AV ) -u®)) = AV (! (1)) - u(0) + B (u(0)),
ou B,{ est un opérateur différentiel d’ordre 2k, et par conséquent :
AT A u®) - 8, (u®) + A (! () div(u(®)) + A (Vul (1)) - u(t) )
=V ) -u@) + A A (@) - 8, (@) + A (! ) div(u(®)) — Bl (u(®)))
=Vl (1) -ut) — A7 CL (u()),
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avec

Cl(u®) = —(Ar(u®) - 9, () + A (! (1)) div(u(0)) — B (u(1))).

D’autre part,
0207 (1) = 8, {u’ (1) 0 (1)}

=gl () op(t) + Y 0. (ul (1) 0 (10" (1)

i=1
=du! () o) +{V(u/ (1) o)} ¢ (1)
={3u/ (1) + V(1! (1)) - u®)} 0 0 ().

D’ot, selon (3.5), la courbe ¢ est une géodésique pour la métrique gg« si, et seulement si, elle vérifie,

2/ (1) = AT Cl{e ) 0 p() 0 0(1),

ou encore

") = A Ci{e' () 0 o)} 0 9(0), (3.6)
avec Cr = (C ,! ,--.» C}). On peut voir que cette équation est une conséquence du théoréme de Noether sur les systemes
lagrangiens.

Etant donné #p € R, comme le groupe Diff H*°(R") est régulier, 1’équation (3.6) posséde une solution locale au
voisinage de fy si, et seulement si, I’équation (3.5) possede une solution locale au voisinage de # vérifiant la condition
du Lemme 2.4.

3.2. Existence de géodésiques
Dans la suite, on supposera que k > 1.
Théoreme 3.1. Soit T € ]0, 1[. Alors

a) Pour tout (fy, &) € TDiﬁ‘HC%k'H (R™), il existe un voisinage ouvert U C TDiffHC'gk"H (R™) de (fo, &) et un
8 > 0 tels que, pour toute (f, &) € U, le probleme

P {«/’(r) = A Cle' 0 o o p),
pO) =1 ¢ O=¢

admet une unique solution ¢ € C*®(] — 3,3[;Diﬁ‘HC§k+T(R”)). De plus, si r € [t,00[ — N, alors
o(—38,8) C Diﬁ‘HCgk‘H (R™) quel que soit (f,&) e U N TDiﬁHCgk'H (R™), et application

(t, £,6) €1-8,8[ x {UNTDiff HCF**" (R")} > ¢(¢) € Diff HC3* (R"),

est de classe C*™°.

b) Pour tout (fo,&0) € TDiﬁHCgk'H(R"), il existe un voisinage ouvert U de (fo,&o) dans TDiﬁ‘HCgk'H (R™)
et un nombre réel § > 0 tels que, pour toute (f,&) € U N TDiff H*®(R"), il existe une unique géodésique
@ € C®(] — 8, 8[; Diff H® (R")) pour la métrique gy« vérifiant (0) = f et ¢’ (0) = &. De plus, I’application

(t, f.&) €1-8,8[ x {UNTDiff H*(R")} > (t) € Diff H*(R"),

est de classe C*°.
¢) Pour tout &y € HCgk'H R™*; R™), il existe un voisinage ouvert V de &y dans HCgk'H (R™; R"™) et un nombre réel
8 > 0 tels que, pour tout &€ € VN H®(R"; R"), le probléme

Py { O Ak(u) + Ax(u) - dyju+ Ax(u? ) divu + A (Vu!) - u =0,
u0) =§,
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(1 €i < n) posséde une unique solution u € C*®(]-6,8[; HX(R";R")). De plus, [’application
(t,8)e]-68,8[ x {VNH®R"; R")} > u(t) € H®(R"; R") est de classe C*°.

Démonstration. Démontrons 1’énoncé a). Soit T € ]0, 1[. Les deux applications,
(f,€) e TDIff HC* " > C(E o f ") o f € HC,
et
(f.m) € TDIfHCI ™ > Ax(no f1) o f € HC],

sont de classe C* puisque Cx(§ o f~!)o f et Ax(no f~1) o f sont des expressions rationnelles en les dérivées de &,
de n etde f. D’apres le théoreme d’inversion locale, 1’application

(f.m) € DIFHCFT x HCG v Al (no £ 1) o f € HGHT,
est de classe C*°. Par suite, les deux applications,
(f,€) € TDIffHCF ™ > A Cr(E o ") o f € HCPHT,
et
(£.6) € TDIFHCI 1 (6. A7 CulE o £~') o f) € HEZH x HEJH™,

sont de classe C*°. Donc le théoréme de Cauchy-Lipschitz affirme qu’il existe un voisinage ouvert U de (fp, &) dans
TDiff H Cgk“ etun § > 0 tels que le probleme

¢'(t) =),
V() = A Cl{o@) oo o p(),
v(0) =&, @0)=Ff,

possede une unique solution (¢, v) de classe C* définie sur ] — 8, 8[ quel que soit (f, &) € U, et que ’application
(, f,§)el-6,[xUr (go(t), v(t)) c TDzﬁ‘HCék‘H,

est de classe C™.
Maintenant, on considere r € [t,2k — 1 + t] — N et on suppose que (f, &) e U N TDiﬁ”HCgk“L’. Soit r € ]-6, 3.
D’apres les relations (3.3) et (3.4),ona:

Joo Moy Ax{e’ (1) 0 (1)} 0 0(1) = Jp0)My(0) Ak {#(0) 0 9(0) '} 0 9(0)
=JMsA{Eo f7 o f e HC.

Dot ¢/ (1) o (1)~ € HCZ*.

On applique encore le théoreme de Cauchy-Lipschitz pour montrer qu’il existe une solution
Y € C®(; Diﬁ”HCék‘H) de (3.6) vérifiant ¥, (t) = Id et ¥ (t) = ¢'(t) o p(¢)~" ; I, étant un intervalle ouvert conte-
nant t. Grace a 'unicité, on a ¢(s) = ¥, (s) o ¢(¢) pour s € I; N ]—45,5[. En utilisant ce résultat, on vérifie que
I’ensemble,

{t €1-8,8: ¢(t) € Diff HC3**"}

est a la fois fermé et ouvert dans ]—§, §[, donc il est égal a ]—4, §[ tout entier.

Etant donné r € [t,2k — 1 4+ 7] — N, on utilise la procédure précédente et I’induction sur j > 0 pour prouver que
si (f,€) e UNTD{f HCY ™ (R™), alors ¢(1) € Diff HC;* ™/ (R") quel que soit 7 € ]38, 3]

L’énoncé b), qui implique 1’énoncé c) puisque le groupe Diff H*°(R") est régulier, découle immédiatement
dea). O

Remarque 3.2. Pour k = 0, I’équation aux dérivées partielles dans le Théoréme 3.2 est I’analogue n-dimensionnel de
I’équation Burgers [2] et s’écrit comme suit :
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du! +u-du+u divu+u-Vul =0, 1<j<n,

et pour k = 1, elle est I’analogue n-dimensionnel de 1’équation Camassa—Holm (voir [4] et [13]) et posséde 1a forme
suivante :

n n
dud = " 9,0%u - u—Y 0%u-du
k=1

k=1
+ (uf — Zafkuf> divu +u-Vu! — Z” : 8§kvu1 =0.
k=1 k=1

On signale que des résultats analogues ont été obtenus dans [7] pour I’équation de Burger.

Remarque 3.3. Etant donné f € Diff H*(R"), Comme la courbe t € R > f est une solution stationnaire de
I’équation (3.6), on peut choisir § dans le Théoreme 3.1 plus grand ou égale & 2 pour ( fo, &) = (f, 0).

Théoreme 3.4.

1) Pour tout (f, &) € TDiff H>*(R"), il existe un intervalle ouvert unique I(1,¢y contenant O et vérifiant :
(i) 1l existe une g yi-géodésique ¢y gy I(1ey —> Diff H*(R") de classe C* telle que

(2(1.6)(0). @ 1.6)(0) = (£. ).

(i) Si ¢ € C®(I; Diff H*(R")) est une autre géodésique pour la métrique gyx vérifiant 0 € I et
(9(0), ¢"(0)) = (f. &), alors I C I(sey et 9 = @)1
2) L’ensemble Ag = {(t, £,&) e Rx TDiff H®(R"): t € I()} est un ouvert de R x T Diff H*(R") et ’applica-
tion (t, f,§) € Ag, = @(1.6)(t) € Diff H*(R") est de classe C*°. En particulier, I’ensemble

Ag ={(f.6) e TDIFH®(R"): 1€ I(z¢)}
est un ouvert de TDiff H (R"™) contenant Diff H®(R") x {0} et l’application exponentielle riemannienne
(f,&) e Ang > expg (f, &) = ¢(r.e)(1) € Diff H*(R") est de classe C*°.
3) 1l existe un voisinage ouvert V de Diff H*(R") x {0} dans TDiffH*(R") tel que I’application
(TTDifF Hoo (RN, exngk) soit un diffiomophisme de V dans un voisinage ouvert VV C Diff H® (R™) x Diff H>°(R")
de la diagonale Apyyyomwny ={(f, f): f € Diff H*(R")}.
L’application inverse de (7tpiyHo ®n); exngk) est donnée comme suit -

(TDiff o= (R eXPng)_l(fl, 2 =(f1.9(4. 1)), (fi, )€ %
o @) est lunique géodésique vérifiant les conditions ¢ £)0) = f1. oy, ) = fo et
(f1, %’. fz)(O)) € V. Par suite, la carte normale riemannienne centrée en fi € Diff H*° (R") est définié par :
f2€V(f1) CDIFFH®(R") > ¢y, 1, (0) € V(f1) C H(R":R"),

avec
V(f) ={feDif H®[R"): (fi, eV},  V(fi)={ue HR,R"): (fi,u) e V).

Démonstration. Démontrons les énoncés 1) et 2). Soit r € [2k, oo[ — N. En utilisant le fait que 7 Diff HC;(R") est
une variété de Banach et des techniques inspirées de [14], on montre les affirmations suivantes :

a) Pourtout (f, &) € TDiff HCj(R"), il existe un intervalle ouvert maximal /. r,¢) contenant 0 et une solution unique

Lo 1.8 R Diff HCj(R") de classe C* du probleme (Py).

b) A, ={(, f.§) € R x TDiff HCj(R"): t € I 1)} est un ensemble ouvert du produit R x T Diff HCj(R")
et I'application (7, f,§) € Ay = ¢¢, ) (1) € Diff HCj(R") est de classe C°°. Par conséquent, I’ensemble
A, = ={(f.§) e TDiff HC{(R"): 1 € I 1.£)} est un ouvert de T Diff HCy(R") et I’application
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(f.&) € Ay > exp,(f, ) = ¢, 1.6y (1) € Diff HCG(R"),

est de classe C°.
On utilise maintenant le Théoréme 3.1 pour conclure que, si r € [2k, oo[ — N et s € [2k, oo[ — N avec s < r, alors

c) Pour tout (f,&) € TDlﬁ‘HCr(R”) I(rfg) —I(g‘ £.£) L@@, £,6) = Os, £,6)-
d) A, = A ﬂ(RXTDl]fHCr(R”)) etA —A ﬂTDlﬁCHCr(R”)

Etant donné (f, &) € TDiff H*(R") et r € [2k,00[ — N, on pose I(rs) = Iy, 1.5) €t @(r.6) = @, f.6). D apres ce
qui précede, les ensembles Age = Ar N (R x TDiff H*(R")) et /Tng = AN T Diff H*° (R") sont des ouverts
respectifs de R x T Diff H*° (R") et de T Diff H*° (R"), et les applications (¢, f, £) € Ag i P @18 (t) € Diff H*(R")
etexp, (f, &) e /Tng = @(r.e) (1) € Diff H* (R") sont de classe C*°.

Démontrons I’énoncé 3). On fixe un nombre réel r € [2k, 0o[ — N, et soit & > 0 et (f, &) € TDiff HCy(R").
Si o¢, 1.6) € C®U, 1.6): Diff HCi(R™)) est I'unique solution du probleme (Py), alors

1 .
te El(f'é) = (p(f)g)(&‘t) € DlﬁCHCS(Rn)
est I'unique solution du probleéme,
{ 9" ()= A Cele' (o) o),
p(0)=f, ¢'(0)=eé,
puisque Cx(Au) = A%u quel que soit (A, u) € R x HCy(R"; R"). Donc
exp,(f, €§) = (p(f‘g)(e), e€life N 10, ool.

Par suite,

D(expr)(f’ 85)(07 é) = (péf,g) (8)1 e I(f,é) N ]O’ OO[,
et D(exp,)(f,0)(0,§) = ‘/’éf,g)(o) = £&. Si I, dénote ’application (f, &) — (f, exp,(f, £)), alors

DIT,(f,0)(n1, m2) = (1, D(exp,)(f.0)(1,0) +m2), (1. m2) € HCH(R") x HCG(R").

11 est évident que DIT,(f,0) est un isomorphisme des espaces de Banach de HC(R") x HCy(R") dans lui méme.
Donc le théoreme d’inversion locale montre qu’il existe un ouvert,

Up =V x {£ € HCL(R"): €l per <rf} C TDIiff HCH(R™),
contenant (f, 0) tel que I'application I7, soit un diffiomophisme de Uy dans I1,(Uy). Par suite /1, est un diffiomo-
phisme de U = UfeDzﬁ”HC’(R") Uy dans U= UfeDzﬁHC’(R”) IT(U;y) puisque elle est injective.

De méme, on vérifie que I1, est un diffiomophisme de U N TDzﬁ‘HC (R™) dans i n (Diff HCy(R™) x

Diff HCj(R™)) quel que soit s € [r, oo — N. D’ol on peut prendre VY=Un (Diff H*® (R"™) x Diff H*(R")) et
V=UNTDiffH®[R"). O

Corollaire 3.5.

1. Pour tout & € H*®(R"; R"), il existe un intervalle ouvert unique Iz contenant O et vérifiant :
(iii) 1l existe une solution ug € C*°(Ig; H*(R"; R")) du probleme (P>).
(iv) Siu e C®(I; H>®(R"; R")) est une autre solution du probleme (P,), alors I C I¢ et u = uglj.

2. L’ensemble 2 = {(t,€) € R x H®[R";R"): t € It} est un ouvert de R x H*®(R";R"), et I'application
(t,8) € 2 ug(t) € HR™"; R") est de classe C*°. En particulier, I’application

(1,6, x) € 2 xR" > ug(t,x) =ug (t)(x) e R"

est de classe C°.
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Démonstration. Soit &€ € H*>°(R"; R"). On pose :

-1
ug (1) =§0E1d,§)(t) o(puae®) . t€l=1yag).
D’apreés le Théoreme 3.4, ug € C*°(Ig; H°(IR"; R")) est une solution du probléme (P,), I’ensemble
Q2={§ eRx H(R" R"): t € I}

est un ouvert de R x H*(R"; R") et I’application (¢, §) € 2 > ug(t) € HX(R"; R") est de classe C*. Il reste donc
a montrer 1’énoncé (iv).
Soit u € C°(I; H*® (R"; R")) une solution de (P,). L’unique solution ¢ € C°°(I; Diff H*°(R")) du probleme

{ ¢'(t) = u(t) o p(t),
9(0)=1Id,

est une solution de (P1) avec f =1d. Donc I C Ijq¢) €t ¢ = @qag)ls. Par suite, u = ug|;. O
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